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= Problemas

1 Considere un sistema donde solo se tienen dos niveles de energia, € < &5.

A Si el sistema se encuentra aislado, es decir, no intercambia energia ni
particulas con sus alrededores:

a Encuentre el intervalo de energias del sistema para el cual la tem-
peratura del sistema es negativa.

b Encuentre la energia del sistema como funcién de la temperatura y
del niimero de particulas. Discuta el limite cuando la temperatura
tiende a cero y cuando tiende a 4oo.

B Si ahora el sistema se encuentra en equilibrio termodindmico a una tem-
peratura T > 0 pero sin intercambiar particulas con el bano térmico:

a Encuentre la energia libre de Helmholtz.

b Encuentre el potencial quimico del sistema. Discuta el limite cuando
T — 0y cuando T" — oo. Verifique que p = p(7) es una cantidad
acotada. ;Cudles son esas cotas?

C Considere ahora que el sistema esta en equilibrio termodinamico a tem-
peratura T' y potencial quimico u:

a Calcule la gran funcién de particién y escribala en términos de la
fugacidad z = e,

b Encuentre el nimero promedio de particulas en términos de z. Dis-
cuta sus resultado.

2 Considere un gas clasico diluido cuyos dtomos estan en interaccién. Consi-
dere que el potencial intermolecular u(r), donde r es la distancia entre un
par de atomos, tiene las siguientes caracteristicas:

u(r) :{ ot (af7) i

donde a(r) ~ O(1) es una funcién que decrece rdpida y monoténamente
a Cero con r y €y una energia caracteristica de la atraccion interatémica.
Si el gas estd en equilibrio termodindmico a una temperatura 7' tal que
€0 L kgT

A Encuentre la ecuacion de estado del gas. [Considere que en este régimen
e Pur) ~ 1 — Bu(r)].

s Soluciones

1.A.a El nimero de configuraciones que corresponde a N = N; + N, particulas
con energia F = €, N1 4 €2Ns es

N
W(E,N) = NN,



con Ny = (eeN — E)/Aey Ny = (E—¢;N)/Ae, donde Ae = €3 —€;. Asi en
el limite NV > 1 la entropia es
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La temperatura es negativa cuando el argumento del logaritmo es menor
que uno lo cual da

y la temperatura

(61 + 62)
—
1.A.b Resolviendo para E en la expresion para la temperatura se tiene que

E>N

€1 + ege”8/kaT)

(14 e A/ksT)

Cuando " — 0, E — Nej; vy E — N(ep + €)/2 cuando T — o0,
adicionalmente £ — Ney cuando 7' — 0.
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1.B.a La funcién de particién candnica es

N
N! N
_ —Be1Ny ,—ea(N—Ny) __ —Be1 —Bea
Zn(B) = Z AT Nl)!e e = (e77 4 e7P2)
N1=0
y por lo tanto
F(T,N) = —kgTIn Zn(T) = —kgTNln (e 7 + e77)

1.B.b El potencial quimico

OF
w(T,N) = (-) = —kpgT'In (6_’361 + 6_562) = u(T)
ON )
Cuando T' — oo es claro que p — —kgT'In2 y  — €; cuando 7' — 0 por
lo que —kpT'In2 < i < €.

1.C.a La gran funcién de particion es

(T, p) = Z NZn(T) = Z ZN (6_561 + e‘ﬁeQ)N.
N=0 N=0
La suma converge a
_ 1
E(T, p)

T 1-z (e=Be 4 e=Be)

solo si p < —kgT'In ((fﬁ61 + 6*562). Esto implica que en este caso p no es
una variable termodinamica independiente.



De la relacién termodinamica —kgT' InZ(T, u) = U — T'S — Ny tenemos,
dado que en nuestro caso U = T'S+uN, —kgT In Z(T, 1) = 0 lo que implica
E(T, 1n) = 1 que se satisface solo si z (6_661 + G_BEQ) = 1 que corresponde
a la expresion obtenida para el potencial quimico en el ensamble candnico.

1.C.b El niimero promedio de particulas es indeterminado.

2.A La funcién de particion candnical del sistema se escribe como

ZN<T7 V) = Z]i\(?eal(T)QN(Ta V)
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Dado que U(r) decrece rapido a cero para valores mas grandes que a,
supongamos que para una separacion r = aa, con « > 1, esto es satisface,
entonces

N 2 3
ZN(T, V) ~ % (%) {1 + N727r% (=1 + Beo(a® — 1))}

donde se ha usado que € ~ 1 + B¢ (que corresponde al limite de altas
temperaturas)y 4 ~ 1. Asf la energia libre de Helmholtz es

1

+In (VN {1 + N722w%3 (=1 + Beo(a® — 1))})} .

La ecuacion de estado se obtiene de la relacion P = — (g_‘lj)T -+ bor lo que
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