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Introduccion

Abstract

We consider a model of Brownian agents with velocity-alignment interaction in two spatial di-
mensions. The model is built using usual Langevin equation for Brownian motion plus a local
interaction term, whose range is a free parameter. Varying the magnitude of the interaction
observe two states. One disordered whose velocity probability distribution is Maxwellian,
and another that presents long range order. This result is novel and important, because
the noise is not angular (it comes from a thermal bath) nor the particles are self-propelled,
and still the system presents flocking behavior, proving that the alignment interaction is
the key factor in the long range order, so the self-propulsion and the angular noise are not
essential. In this thesis this system is analyzed as it follows. First we present a brief review
of the Langevin’s theory for Brownian motion, then we use the Fokker-Planck equation to
develop the velocity probability distribution. Second, using ferromagnetic systems as a guide
and as an example, we present the Mermin-Wagner’s theorem and its consequences for long
range order in two-dimensional systems. Third we present our model and its computational
implementation. Using the numerical data, and a proper order parameter, we reveal the
phase transition. Finally, making a linear stability analysis of the Fokker-Planck equation
in the disordered state, we show an analytic result for the critical coupling for the global

interaction case.
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Resumen

Presentamos un modelo bidimensional de agentes brownianos con interaccién de alineamiento.
El modelo es construido usando la ecuacion de Langevin para movimiento browniano anadiendo
un término de interaccién local, cuyo alcance es un paramatro libre. Variando la magnitud
de la interaccion se observan dos estados, uno desordenado, donde las particulas tienen una
distribucion de probabilidad que corresponde a la distribucion de Maxwell-Boltzmann, y otro
estado que presenta orden de largo alcance. Este resultado es importante porque muestra
que la interaccién de alineamiento es la principal responsable del orden de largo alcance,
y esto se logra sin usar ruido angular ni autopropulsion, mostrando asi que estas ultimas
dos caracteristicas no son esenciales para este tipo de fenémenos. En esta tesis el sistema
se analiza de la siguiente manera. Primero se presenta una breve revision de la teoria de
Langevin para el movimiento browniano. Usando la ecuaciéon de Fokker-Planck correspon-
diente se determina la distribucién de probabilidad para las velocidades. Después, asistidos
de modelos ferromagnéticos, se presentan el teorema de Mermin-Wagner y sus consecuencias
para sistemas bidimensionales. Posteriormente se expone el modelo y su implementacion
computacional. Usando los resultados numéricos y un parametro de orden apropiado se
muestra la transicion de fase. Finalmente usando un andlisis de estabilidad lineal para el
estado desordenado en la ecuacion de Fokker-Planck se muestra un resultado analitico para

el valor critico de la interaccién para el caso cuando la interaccion es global.



0. CONTENIDO 3

Introducciéon

Un aspecto muy interesante de las transiciones de fase donde aparece un orden de largo
alcance, es como las interacciones locales pueden desarrollar un comportamiento global.
Dentro de este tipo de transiciones, existe el llamado comportamiento de parvada (”flocking
behavior”). En este tipo de comportamiento lo que se tiene son agentes méviles, que en base
a interacciones locales se ordenan y viajan juntos en una misma direccién, como lo haria
una parvada de aves. Al generarse un flujo neto de particulas distinto de cero, este tipo de

comportamiento es exclusivo de la fisica estadistica fuera de equilibrio.

En 1966, David Mermin y Herbert Wagner publicaron un resultado [1] que ahora lleva
su nombre, y se llama el teorema de Mermin-Wagner. Este teorema (también trabajado de
manera independiente por Hohenberg [2]) nos dice que para sistemas de baja dimension-
alidad, esto es, para dimensiones menores a tres, interacciones del tipo ferromagnético no
pueden romper espontaneamente la simetria rotacional, y posteriormente esto se generaliza a
que interacciones de corto alcance no pueden romper espontaneamente una simetria continua

en un sistema que se encuentre en equilibrio térmico.

En 1995 apareci6 publicado en la revista Physical Review Letters, un articulo de Vicsek, et
al. [3], el cual presenta comportamiento de parvada para un sistema de baja dimensionalidad.
Este articulo es sumamente importante no sélo por las posibilidades que tiene el modelo
para describir manadas, parvadas, cardimenes, etc. sino porque presenta orden de largo
alcance en un sistema bidimensional con un modelo de interacciones locales. Este modelo
es sorprendente, porque construido con una dindmica muy sencilla, rompe una simetria
continua, la simetria rotacional. Los autores justifican el hecho de que pueda haber una
transiciéon de fase ya que su modelo se encuentra fuera de equilibrio [4]. En el modelo de
Vicsek las particulas se mueven a una velocidad constante, lo cual es un caso particular
de autopropulsién (“self-propulsion”), ya que las particulas son capaces de determinar su

velocidad independientemente a factores externos.

Como era de esperarse, el modelo de Vicsek generd gran revuelo, y ha sido actualmente
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citado méas de un millar de veces. De este modo, el modelo de Vicsek ha inspirado un gran
nimero de modelos en los que pareciera existir la premisa implicita de que para que se pueda
dar el comportamiento de parvada, o simplemente el orden de largo alcance, es necesaria la
autopropulsion [5], [6], [7], [8], [9], [10]. El objetivo principal de esta tesis es mostrar que la
interaccion local de alineamiento entre los agentes moviles es el ingrediente principal para
generar orden de largo alcance, sin necesidad de usar autopropulsién ni tampoco fluctuaciones
no proporcionadas por un bano térmico (ruido “no térmico”, como el usado en el modelo
de Vicsek). Esto se logrard mediante la creacién de un modelo que presente una transicién
orden-desorden usando particulas brownianas (no autopropulsadas) que estén sujetas a una
interaccién local de alineamiento, similar a la de Vicsek pero que resulta, al reescribirla
en términos de los angulo de las direcciones de movimeinto, en el modelo de Kuramoto.
Las fluctuaciones en el movimiento de las particulas estaran dictaminadas por un bano
térmico caracterizado por una temperatura 7. De esta manera, se habra mostrado que la

autopropulsion no tiene un caracter esencial en este tipo de comportamiento.

Programa

En el primer capitulo se desarrollan algunos conceptos basicos de la ecuacion de Langevin
para el movimiento browniano. Se hard un desarrollo explicito que no se encuentra gen-
eralmente en la literatura y que podra ser de ayuda para un lector principiante en el tema.
No obstante, para obtener la distribucion de probabilidades de la posicion y velocidad de la
particula browniana no se sigue con el camino de Langevin, sino que se opta por la ecuacion
de Fokker-Planck, con la que resulta mas facil el trabajo. De nuevo el desarrollo de la

ecuacion de Fokker-Planck se hace explicito.

El segundo capitulo esta dedicado a las transiciones de fase. Se revisa la transicion ferro-
magnética en el modelo de Ising, con especial énfasis en el efecto que tiene la dimensionalidad
sobre éste y se muestra que la transicion sélo es posible para dimensiones mayores o iguales

a dos. En un breve desarrollo, se analizan los sistemas similares a Ising pero con simetria
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continua (e.g. el modelo de Heisenberg), y se muestra que para estos no hay orden de largo
alcance a baja dimensionalidad, lo cual constituye el teorema de Mermin-Wagner.

Después de este desarrollo de la teoria se exponen dos modelos muy interesantes y que
seran de suma importancia en capitulos posteriores. El primero es el de Kuramoto, que
aun cuando no presenta una transicion de fase en el sentido habitual de la termodindmica,
presenta una transicién dinamica de orden-desorden. Se expondra el modelo, se revisaran
resultados basicos de éste y se demostrara teéricamente, mediante un anélisis de estabilidad
lineal en la ecuacién de Fokker-Planck, el punto de transicion. El segundo modelo que
se expone es el obligado modelo de Vicsek. Se mostrard el modelo y se hard una breve
recapitulacion de los resultados encontrados.

En el tercer capitulo se expone el modelo construido, el cual presenta una transicion de
fase sin usar autopropulsion. Primero se hace una descripcion del modelo y se exponen sus
ecuaciones correspondientes. Se exponen los pardmetros interesantes y las variables a medir.
Posteriormente se describe la implementacion computacional del mismo.

En el cuarto capitulo se recopilan los resultados de las simulaciones realizadas, y con
esto se procede a hacer un anélisis, tanto tedrico como numérico de lo encontrado. Dada la
intrinseca complejidad del problema es muy dificil realizar un andlisis tedrico completo de
todos los resultados, pero cabe resaltar que, usando un método de estabilidad lineal similar
al usado en Kuramoto, se encuentra una prediccién teodrica para el punto de la transicion
para el caso de interaccion global.

El quinto capitulo concluye y da término asi a esta tesis.






Capitulo 1

Movimiento browniano

1.1 Movimiento browniano

El movimiento browniano es sumamente importante en la fisica estadistica y en otras ra-
mas del conocimiento. A inicios del siglo pasado, tanto A. Einstein como M. Smoluchowski
plantearon y resolvieron exitosamente el problema. Con el método de Einstein, el movimiento
browniano es descrito a través de la probabilidad P(7,t) de encontrar a la particula en la
posiciéon 7 al tiempo ¢, la cual satisface la ecuacién macroscépica de difusién. Unos pocos anos
mas tarde, P. Langevin propuso otro método para resolver el problema, usar ecuaciones difer-
enciales estocéasticas. El método de Langevin resulta mas versatil, y dado que esta basado
en las ecuaciones de movimiento de Newton es facilmente generalizable a otros sistemas,
sobre todo a aquellos que no disponen de una funcién hamiltoniana, como los sistemas difu-
sivos. Este tipo de comportamiento se ha generalizado tanto que ya se habla de movimiento
browniano en situaciones donde ya no es una particula inmersa en un fluido, donde siente
una fuerza estocdastica por los golpes proporcionados por las particulas constituyentes del
fluido, sino de cualquier sistema en el la dindmica sea andloga al movimiento browniano,
por ejemplo cuando un sistema puede ser descrito mediante la ecuacion de Langevin. Asi se
observa en la literatura el término “agente browniano”, que se refiere a cualquier objeto que
esté expuesto a una dindmica del tipo browniana [11]. Después del tratamiento de Langevin

se vera la ecuacion de Fokker-Planck, la cual es la ecuacién que rige el comportamiento de

7
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la distribucién de la densidad de probabilidad P(z,v,t) de encontrar a la particula en la

posicion x, con velocidad v al tiempo ¢.

1.1.1 Ecuacion de Langevin para el movimiento browniano

Como sabemos, el movimiento browniano consiste en una particula inmersa en un fluido, la
cual es considerablemente mas grande que las particulas del medio. Langevin postuld que,
primero, la particula sentirfa una fuerza de friccion simplemente por estar inmersa en un
liquido [12]. De acuerdo a la ley de Stokes para una particula de radio r en un medio de

viscosidad 7, el cambio de la velocidad de la particula en el tiempo satisface:

Ccl[_j = —6mnrv = —yv (1.1.1)
Sin embargo, en un nivel de observacién mesoscopico, a esto hay que sumarle la fuerza
estocastica é’ altamente fluctuante debida a los golpes otorgados por las particulas que com-
ponen el medio circundante. Con esto Langevin postulé la siguiente ecuacién, que lleva su
nombre:
dv

- N+ E 1.1.2
m— YU+ & (1.1.2)

donde m es la masa de la particula browniana. Por simplicidad, a la fuerza £ le requerimos que
su primer momento sea cero, ya que cualquier otro valor distinto generaria una anisotropia
espacial,

—

€ =0 (1.1.3)

Ademas, pedimos que £ sea un proceso gaussiano, por lo que sélo es necesario conocer su

funcién de autocorrelacién [13]:

—

(€(1)E(s)) = Co(t — ) (1.1.4)

con C una constante que se relaciona con la intensidad de los golpes impartidos por el medio

circundante, la cual posteriormente relacionaremos con la temperatura.
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Algunos resultados de interés

Antes de resolver la ecuacién pueden obtenerse resultados de interés fisico; obtendremos (v)
y (332), es decir, el valor promedio de ¥ y 22 respecto a ensambles de trayectorias del proceso
estocastico &

Como E tiene un promedio nulo (1.1.3), podemos ver rdpidamente que :

~yt

(@ = 6(0)e ™ (1.1.5)

La velocidad decae exponencialmente para cualquier condicién inicial (0), por lo que para
tiempos grandes comparados con el tiempo de relajaciéon 7 = m/~ cualquier reminiscencia
de la velocidad inicial que tuviera la particula se disipa. Como se borra la condicién inicial,
se borra cualquier asimetria inicial, por lo que esperamos también que para tiempos grandes
(¥)y=0

Si en lugar de sdlo tomar el promedio sobre ensambles calculamos el producto punto de

¥ con ¥ obtenemos una expresién para (z?):

<
. R - A
i Gy = {7 )+ ()
22 2 7. di -
notando que d;“j =4 c(lff) =2 (%) =2 [02 +7- d%], entonces

S 1 [ d?z? 9
2
% <—d:’j ) (1.1.7)
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Como la fuerza £ es de naturaleza estocastica, se espera que no exista una correlaciéon
directa entre la trayectoria de la particula y la fuerza que siente cuando son medidas si-

multaneamentes, es decir:

(Z-&=0 (1.1.8)

Sustituyendo estas tres identidades nos queda que:

(3 (5) ) ()

p—
P 1dd)
- —9
a2 T at (™)

En equilibrio térmico se cumple el teorema de equiparticion para la velocidad:

1 1
5m<v2‘> = 5dkpT (1.1.9)

donde d es la dimensionalidad del sistema.

Asi llegamos a que:

d*(z%)  1d(z?)

- = 2dkgT 1.1.1
a2 T dt sT/m (1.1.10)
Integrando una vez y tomando por simplicidad las condiciones iniciales (22)];—¢g = 0,
dilx? lt=0 = 0, queda:
d(x?)y 1, ,
+ —(z%) = (2dkgT/m)t, (1.1.11)
dt T
que es una ecuacion del tipo:
daf(t
J;—(t) L Cif(t) = Cat, (1.1.12)

cuya solucion es simplemente la suma de la solucién a la ecuacién homogénea mas una

solucién particular. La soluciéon homogénea es inmediata
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From = Ae™7, (1.1.13)

y la particular la encontramos usando a la primera como un factor integrante.

frart = from * g(t) (1.1.14)

con A una constante que depende de las condiciones iniciales. Sustituyendo esto en (1.1.12)

tenemos que:

por lo que la soluciéon general es:

(%) = 2dkpTT" [3 - (1 - e—i)] . (1.1.15)

m T

Para tiempos grandes comparados con 7, (z2) crece linealmente con ¢:

deBTTt

2
1.1.16
(a) ~ 208 (11.16)
Solucién a la ecuacion de Langevin en una dimension
La solucién formal a la ecuacién de Langevin (1.1.2) estd dada por:
t
v(t) = v(())e_£ ter / e €(u)du (1.1.17)
0
Asi, para el valor esperado del cuadrado de la velocidad:
) t
W2 (t)) = v3(0)e % + 26271}(0)/ e (&(u))du
0 (1.1.18)

t t
e / / ™ (€ (ur)€ (uz)) duy duy
0 0
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0 100 200 300 400 500

Figura 1.1: Algunos resultados de interés: (v(t)) (linea continua), (v2(¢)) (linea punteada),(z2(t)) (linea a

rayas)
Como (£(u)) = 0 el segundo término se anula, y usando la correlacién (1.1.4)
t t t t uqtug
W2 (t)) = v?3(0)e % + 6_27/ / e = Cd(ur — uz)durdus

o Jo

t t t ujl

= v3(0)e " + 627/ e+ Cduy

0

t C t t
= 02(0)6_2? + “Te2s (62? — 1)

2
e C ¢
= v%(0)e %7 + 77' (1 - 6_2?>

Es razonable suponer que para un tiempo de relajacién suficientemente grande el sistema
alcance el equilibrio, por lo que se cumplira el principio de equiparticién de la energia (1.1.9).

Asi obtenemos la condicién que determina a la constante C' en d dimensiones!:

 2dkpT
N mT

C (1.1.19)

Finalmente obtenemos:

1Se incluye el nimero de dimensiones d para que la generalizacién de estos resultados a mas dimensiones sea inmediata
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W2(1)) = v?(0)e 27 + dk;fiT (1 — e—2i> (1.1.20)

La funcién de autocorrelacion de la velocidad es:

W(E(s)) = (2(0) " + e / / e (e (u)dudi!

t+s

t
+ 2+ /Oe“ig(u)dm (1.1.21)

S /
e Co(u — u)dudu’ (1.1.22)

- (1.1.23)

Si ponemos condiciones iniciales de equilibrio, es decir, UQ(O) = % = (C'1/2, entonces
nos queda:
dk: T s—t
w(t)v(s)) = —2=¢* (1.1.24)
m

Las correlaciones decaen exponencialmente. De igual forma, para calcular las correlaciones

de la posicion con la velocidad:

(m(t)v(s)>:/o<v(u)v(s))du (1.1.25)

dkgT (' o
= =B e du (1.1.26)
m-Jo
dkBTT s t
l—e 7 1.1.2
——er(l—er), (1.1.27)

que vemos que no decaen, sino que quedan constantes cuando t — s — o0.

1.1.2 Ecuacién de Fokker-Planck

La distribucién de probabilidad es de suma importancia, ya que con ella se pueden conocer los

promedios de las observables fisicas. Para obtener la distribucién de probabilidades podemos
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contar cuantas particulas tienen velocidad v y posicién x al tiempo ¢ en un ensamble. El

calculo se hara en 1 dimensién ya que la extension a otras dimensiones es inmediata.

P(z,v,t) = (§(z — x(t))o(v — v(t))) (1.1.28)

Usando la representacion de Fourier de las deltas:

Plo,v.1) = / ks / dg(eMr=a(t) gialv—v(t) (1.1.29)

Entonces la evolucién de la distribucién de probabilidad esta dada por:

%P(I,v,t) = < / dk [—iki(t)] e Ol5(0 — v(t)) + / dq [—iqo(t)] e’ Olg (5 — x(t))>
_ <%¢=<t> / dke™E=rWlg (1 — (1)) + % j(t) / dge' """ Olg (7 — x(t>>>
= — <%v(t)5(x —z(t))o(v —ov(t)) + %(—%v(t) +&)o(v —v(t))d(x — $(t))>

0 v 0 9
= —a—sz(x, v, t) + E%UP(HC,UJ) ~ 9 (€o(v —v(t))d(x — x(t)))

Por el teorema de Novikov [14], se tiene que:

(EQFER)) =D <%§g))> (1.1.30)

En nuestro caso F(£(t)) = 0(v — v(t))d(x — x(t)). Notemos que:

5[6(z — 2(1)] 575) / k=20 g1,

o) g
k(s (o) 02 (1)
— | (—ik)eikz—2(t) 2220
—/( ik)e 5§(t)dk
De la ecuacién (1.1.17) tenemos que:
ou(t) s L uoE(u) e L ot
0 =e T/o er 5 (1) du=e T/o erd(u—t)du =e 7er =1, (1.1.31)
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ox(t) _ /t 00(5) 16 _ g (1.1.32)
0

por lo que:

5[5(1;5—(;(2?))] _ /(_ik)eik(v—v(t))dk _ _8(5(va—vv(t))) (1.1.33)
[0(x —z(t)] _
2 = 0 (1.1.34)

Sustituyendo en la ecuacién de Novikov (1.1.30):

1 <5[5(v—v(t))5(w—w(t))]>

ﬁ<€(t) [0(v—o(t))d(x —z(t))]) =

¢(t)
_ OP(w,v,t)
L

Usando este resultado en la ecuacién anterior a (1.1.30) tenemos:

0 0 v 0 , 02
gp(x,v,t) = —%UP(I, v,t) + E%UP(ZE, v, t)+ D Wp(x,v,t) (1.1.35)

Que es justo la ecuacién de Fokker-Planck asociada a la ecuacion de Langevin (1.1.2) en una

dimensién 2.

Solucion

La ecuacién (1.1.35) es més sencilla de analizar en el espacio de Fourier, para lo cual usamos

la transformada:

flw) = /Oo dt ™! f(t) (1.1.36)

—00

De manera que reescribimos (1.1.35) ast:

2El valor de la constante D’ se obtendra més adelante en 1.1.59, obteniendo D’ = aniBQT
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9 Pla.kot) = (i) f,{) (4.5 1) + %(zk)( ;k (a.5:1)) + D/ (K Pla, .1

ot
0 vk O - 5 A
— _D'R2P(q k1) + <q - lk) %P( k1)

Usando el método de las caracteristicas [13], tenemos una ecuacién del tipo:

8P 6P )

0=— i 8kk+§+c(q’k t)P, (1.1.37)
donde:
Gg=0 (1.1.38)
k=— <q - lk) (1.1.39)
m
clq, k,t) = D'k? (1.1.40)

Recordando que:

—k+ = (1.1.41)

entonces:
‘il—]; = —D'k? (1.1.42)
y por lo tanto
P(t) = P(q(0), k(0), 0)e~ D" o K*()ds (1.1.43)

donde ¢(0) y k(0) son condiciones iniciales. Resolviendo las ecuaciones para ¢ y k:

q(t) = q(0) (1.1.44a)
t
k(t) = k(0)em® — q(O)/ em®ds = k(0)em’ — @q(O)(l —emt) (1.1.44b)
0 Y
De las cuales podemos despejar ¢(0) y k(0) y sustituir en (1.1.43)

~

P(t) =P <q, ke~ mt + %q(e—%t ~1), 0) oD 3 (RO =2 aO e ) ds g g ey



1.1. MOVIMIENTO BROWNIANO 17

Y podemos determinar £(0) y ¢(0) a partir de (1.1.44), de modo que la integral en el expo-

nente se puede reescribir como:

Sélo basta invertir la transformada de Fourier para obtener P(t), pero sin hacer esa dlgebra
podemos obtener resultados fisicos de interés. Por ejemplo, si tomamos ¢ = 0 obtendremos

la distribucién de velocidades en el espacio de Fourier:

0)(176%5))2&9

g, b, Dlgmo = P(0, ket 0)e 7 Jo (MO =2 (1.1.46)

~ v / —2% t)ym 1.2
~ P(0, ke~ mt, 0)e D (1me ™ gk (1.1.47)

Si queremos obtener las distribuciones de equilibrio, necesitamos tomar el limite de tiempo

largo, es decir, %t > 1, para el cual

Pk, t) ~ P(0,0,0)e 25 F (1.1.48)
Por un lado P(O, 0,0) = C' es una constante, por lo que su transformada inversa da:
1 BN ,
—/ P(0,0,0)e*dk = C5(v) (1.1.49)
21 J_ o

Por otro lado, la transformada inversa de una gaussiana es otra gaussiana:

1 [ rmp2 '
o e DB K kv g — 2D7/m7re_702/(2D m) (1.1.50)
—00

Usando estos dos resultados y el teorema de la convolucién en la ecuacién (1.1.48) obten-

3P(v,t) = [ P(z,v,t)de = [ [ [ P(q,k,t)ei9=t ) dudgdk = [ [ P(q,k,t)6(q — 0)e*vdgdk = [ dkP(q,k,t)|q=0e?*"
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€1mos:

* 2 —w?/(2D'm) _
P(v) N Cy/ SOt d(v —v)dv (1.1.51)
g —yv?/(2D'm)
P(v) =C4/ 5Dt : (1.1.52)

donde por normalizacién necesariamente C' = 1, quedando asf:

P)=4/5 D,Vmﬂe—WQ/ (2D'm) (1.1.53)

m

v

La cual es una funcién gaussiana, con media = 0 y varianza o> = D’
De manera anéloga, si en lugar de tomar ¢ = 0 tomamos k£ = 0 obtendremos la distribucién

de posiciones

_ 3 2 m
(Zg)?—(1—e™ m®) 2y ()]

27 ()

A Aoomo, _a —-D'|(1—e"m
P(q,k,t)|k=o=P(q,7q(e mt—1),0)e [a-em= )

Sl

(1.1.54)

2
D' (1) [(1—6*%@)%—(1—6*%<f>)27m+t]

= P(g, Dglemt —1),00e P (1.1.55)

. ., . t , . , . .
De nuevo usando la aproximacion de tiempos largos % > 1, sélo sobrevive el término lineal

en t.
P(q, k,t)|x=0 = P(q, —%q, 0)e~Ptam/7)* (1.1.56)

Usando el teorema de la convolucion para la transformada de Fourier:

1 RN m D' 2 . o 72 2 72 . Y
Plr) = — Plg. ——q.0)e"Ptam/7)" gigz g, — T oy a=a) /@D tm) pas Lt
@) =g [ Pla-"a0 iy = [\ e (@, La',0)

(1.1.57)

Poniendo una condicién inicial sencilla, por ejemplo P(z, Lx,0) = §(z),obtenemos:

1 & Dlt( 2 ’)/2 2,2 ’ 2
S —D't(gm/v)" jiqz ., _ —222 /(4D"tm?)
P(z) o / e e'™dq Dt (1.1.58)

—0o0
.« . . . 2
La cual también es una gaussiana, de media y = 0 y varianza o = 2D’ t%. Es muy

importante resaltar que mientras la distribucién de velocidades (1.1.53) tiene una varianza
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constante, la distribucién de posiciones (1.1.58) tiene una varianza que aumenta lineal con
el tiempo. Es por esto que este fenémeno es difusivo.

Para determinar la constante D’ veamos el promedio de (112> para tiempos largos, donde
tendremos equilibrio térmico y por lo tanto equiparticién de la energia, es decir, %(v2> =

tkpT

—o0
- v /2D'm)
_ 2 —yv?/(2D'm d
/_OOU 2D'mm !
= D’@
,y 7
por lo tanto tenemos
kgT
p=1E (1.1.59)
m

Sustituyendo (1.1.59) en (1.1.53) y (1.1.58) tenemos:

m —mu? B

P(v) =, /27rk;BT6 /@k5T) (1.1.60)
’y — ()_’,‘2 B

P(Z’) = 4 / W@ v /(4tk T), (1161)

donde ya se observa explicitamente la dependencia de la temperatura 7.







Capitulo 2

Transiciones de fase

2.1 Simetria y dimensionalidad en las transiciones de fase

A lo largo de la historia se han estudiado las transiciones de fase, y en el intento por carac-
terizarlas se ha encontrado que tanto el tipo de simetria que tenga el sistema como su di-
mensionalidad son factores sumamente importantes. Para dimensionalidades bajas es dificil
encontrar sistemas que presenten transiciones de fase, e incluso la comunidad cientifica cuenta
con teoremas que demuestran la imposibilidad de su existencia para cierto tipo de simetrias

[1]. A continuacién revisamos algunos casos muy representativos.

2.1.1 Simetria discreta; modelo de Ising

El modelo de Ising, propuesto en 1920 por Wilhelm Lenz y resuelto en 1925 por su alumno
de doctorado, Ernst Ising, es la base del estudio de las transiciones de fase del tipo orden-
desorden. Este modelo es sumamente sencillo y para el caso uni y bidimensional tiene
solucion analitica, volviéndolo una piedra angular en el estudio de las transiciones de fase.
El modelo consiste de N espines S5; colocados en una red. Cada espin puede estar
unicamente en dos estados, S; = +1 0 S; = —1. Los espines interactian solo con sus

primeros vecinos, y lo hacen de acuerdo a la hamiltoniana:
H(S) = Ji;SiS; (2.1.1)
(1,5)

21
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donde la suma es sobre pares de vecinos.

El caso emblematico es el de interaccion uniforme y ferromagnética, donde el tensor
Jii = J < 0 es constante. El sistema estda en contacto con un bano térmico, de modo
que cada espin cambia su valor de acuerdo a la temperatura 7. La probabilidad de cada

configuracion de espines es facil de calcular usando el ensamble canénico:

P(S) = %e—ﬁH(S% (2.1.2)

con § = 1/kgT. Asise tiene que la interaccion magnética entre los espines tiende a alinearlos
entre si (J < 0), pero las fluctuaciones térmicas justo buscan descorrelacionarlos. El que el
sistema pueda o no ordenarse depende de la dimensionalidad que tenga, como se muestra a

continuacion.

Caso unidimensional

Para el caso unidimensional la red es simplemente un arreglo lineal de espines. Consideremos
condiciones periédicas por simplicidad. Lo que haremos a continuacion es demostrar que la
fase ordenada es inestable para T' # 0, y se usaran argumentos similares a los encontrados
en [15].

Consideremos que el sistema estd en la fase ordenada, esto es, s6lo hay un dominio donde

todos los espines son +1 o —1. En ambos casos la energia del sistema es
Eldom =-NJ

Ahora consideremos cuando el sistema tiene 2 dominios, uno con m espines con valor de +1
y los N — m espines restantes con —1. Notemos que por las condiciones periédicas, para
establecer 2 dominios se requiere necesariamente 2 fronteras entre los espines, cada una con

un costo energético de 2J. Entonces la energia esta dada por:
Foqom = —NJ +2(2J) = —=NJ +4J

Claramente es desfavorable energéticamente generar fronteras, sin embargo esto no es con-
cluyente. Hay que analizar el cambio en la la energia libre F' para ver cudal sera la dindmica

del sistema.
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Notemos que cada uno de estos estados puede especificarse por la ubicaciéon de sus fron-
teras. De la cadena de N espines hay N lugares donde empezar un dominio y N — 1 donde
terminarlo, por lo tanto el nimero de estados con dos dominios es N(N — 1).

Calculando la energia libre obtenemos:

1 1 A
Foqom = -3 I Zodom = -3 In(N (N — 1)e#(=NI+4T)y

En cambio para el caso de 1 solo dominio sélo tenemos 2 configuraciones posibles, o todos
+1 o todos —1, entonces:

1 1 _B(—
Fldom =——In Zldom = 5 1n(26 AN

g

Asi el cambio en la energia libre al dividir el dominio es de:

1 N(N—-1) _ 1. N(N-1
AF = F2dom - Fldom = _Eln <¥€ 5(4J)> =4] — Bln¥

Que para N lo suficientemente grande es negativo. Esto implica que al sistema le conviene
dividir los dominios grandes en dos, lo cual evita la posibilidad de un orden de largo alcance.

Asi concluimos que para el caso unidimensional no hay transicién de fase.

Caso bidimensional

El analisis del caso bidimensional es similar al caso unidimensional, pero bastante mas com-
plicado por las complicaciones geométricas y combinatorias.

Supongamos que tenemos una fase ordenada con todos los espines apuntando en una
direccion, y que en ella hay un subdominio de espines que apuntan en la direcciéon contraria.

El subdominio esta delimitado por n enlaces. Asi las energias estan dadas por:

E ldom — —-NJ
Esiom = —NJ+2nJ
El problema es considerar el nimero de configuraciones que pueden existir teniendo un

subdominio con n enlaces en la frontera. Una manera de aproximar esta cantidad es ver a

la frontera como una caminata aleatoria que regresa a la posicién de origen después de n
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pasos, donde el caminante nunca recorre el mismo camino dos veces. Si aproximamos asi
vamos a tener un sobreestimado porque habria que quitar todavia todas las trayectorias que
se atraviecen a si mismas. Si z es el numero de coordinacion de la red, entonces en cada paso
el caminante tiene z — 1 opciones. Asi el nimero de trayectorias serd del orden de (z — 1)™.

Entonces la diferencia de energia libre queda como:
1 1
AF = pdom _ pldom 3 In ((z — 1)”6_6(2"‘])> =n (2] ~3 In(z — 1))

el cual es negativo si y solo si:

In(z —1)
> —= 2.1.3
B 57 (2.1.3)
Y esto fue independiente de n.
Podemos definir una temperatura critica:
2J

T.=— 2.14
‘T kpln(z —1) ( )

Donde para temperaturas mayores a esta crear subdominios disminuye la energia libre, por
lo que se destruyen los dominios, pero para temperaturas menores a la critica el cambio en la
energia libre es positivo y entonces es poco probable generar fronteras y los dominios grandes
se vuelven estables. Es decir, en T' = T, hay una transicién de fase entre el estado ordenado
(dominios grandes) con el desordenado (sin dominios).

Cabe destacar que como el cédlculo que se hizo para contar los niimeros posibles de sub-
dominios fue un sobreestimado entonces la temperatura critica sera ain mayor de la aqui
presentada.

Concluimos entonces que en 2 dimensiones si existe una transicion de fase para T # 0.

Por lo tanto la minima dimension critica del modelo de Ising es 2.

2.1.2 Simetria continua

El caso de Ising es accesible debido a que la simetria de su Hamiltoniano es discreta H ({S;}) =

H({—5;}); sin embargo, la situacién es diferente para los sistemas con simetrias continuas,
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como es por ejemplo el caso del modelo XY, definido por la hamiltoniana [16]:
H(S)=~K» cos(f;—0;) —h Y _cos(6;) (2.1.5)
ij i

donde K es la constante de acoplamiento entre los espines, y h el campo externo. Este
modelo es similar al modelo de Ising, ya que son espines en una red, pero en lugar de tomar
las proyecciones con el eje z, se considera que sélo hay componentes en las direcciones x y v,
de ahi el nombre de modelo XY. Esta diferencia es fundamental, ya que los espines en lugar
de sélo tener dos direcciones a elegir, ahora tienen un continuo. De este modo el sistema
tiene una simetria continua, ya que es invariante ante rotaciones: H({S;}) = H(R(0){S;i}),
con R(#) el operador usual de rotacién. En este caso, el analisis que se hizo con el modelo
de Ising es incompatible, ya que si se definen dominios tal como se hizo en el caso anterior,
basta una fluctuacion infinitesimal en la direccién de los espines para romper la frontera[15].
Ademas, la energia libre, al necesariamente cumplir con las condiciones de simetria del
hamiltoniano [17], tiene para T' < T, un minimo infinitamente degenerado, por lo que para
energfas arbitrariamente pequenas existe un modo de Goldstone correspondiente [15]. Estos
modos de Goldstone perturban el sistema y pueden destruir el orden de largo alcance. Para
saber esto se hace un analisis de la susceptibilidad del sistema a las perturbaciones.

Para sistemas de este estilo d dimensionales, la hamiltoniana efectiva esta dada en términos

del pardmetro de orden con n grados de libertad S = (S, 52, ..., Sp):

—H= /ddr B (VS)? + %TOSQ + iuos‘l ~h- s} : (2.1.6)

donde
d n 2
(VS)? = Z 3 (3%3“)) (2.1.7)

S* =) " Sal(r)” (2.1.8)

Para un sistema de este estilo la funcién de correlacion de dos puntos en el espacio de Fourier

queda definida de la siguiente forma:

G(k) = (S(k)) (2.1.9)
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Figura 2.1: Ejemplo de un potencial con un minimo infinitamente degenerado

Si definimos V' como la parte homogénea de la densidad de energia obtenemos:

1 1 1 1
V(8) = 5roS® + JuoS* = SroS® + Juo(5%)?, (2.1.10)

cuyos puntos criticos estan dados por

0= %/ = 10Sa + 0SSy = Sa(ro + upS?) (2.1.11)
y cuyas soluciones son:
(Sa) =0 (2.1.12)
(S)2 = —Z—O =m?  (rg<0) (2.1.13)
0

2

Trabajaremos el caso de la fase ordenada < S > 2 = m~*, renombrando los ejes de acuerdo

a la direccién de magnetizacion:

(S) = mn=m(1,0,0,...,0) (2.1.14)
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Ya con esto podemos analizar la influencia de una perturbacién ¢(r) en el parametro de orden.
Descomponiendo la perturbacién en la direccién paralela a la magnetizacién ¢(r) -n = ¢1(r)

y en la direccién perpendicular ¢ (r) tenemos que a segundo orden (2.1.6) se reescribe como

—Hy{o} = m; /ddr [(Wn)2 + (V1) + (2lrol) ¢?] (2.1.15)

De la definicion

d n 2
/ddr (Vo )? = ZZ/ddr (a(g‘;(.’”v (2.1.16)
2 02 )

entonces:

n

>

=2 a=2

—

2
) ZZ/dd (V iki%(k))eXp(ik-r))

=2 a=2

d%r (

D ) (—ikida(k)) (=ikida(K')) S0
k

kl

zk: k|¢a Z Zk2|¢l VZ]{:QWJ_ ,

M-
M=
<|=

I
1 a
(]
o
I s ]
[N] [\]
<I=

1

por lo tanto

/ (Vo )? = = Zk?m (2.1.17)

y de manera analoga:
_ 2
/ qul =7 E k%|o1(k (2.1.18)

Reescribiendo (2.1.15) en el espacio de Fourier:

—H¢{¢}—QVZ 6100) P( +2[ro]) + o (k) [*4?] (21.19)

Ahora, para calcular la funciéon de correlaciéon de dos puntos vemos que en equilibrio



28 2. TRANSICIONES DE FASE

térmico:
o o) — dse Ll 0200 (P21
SO = T o () e o
[T dlon ()l () Pe P [0 0FT B g
S22 dlo L (k)6 () [e P8 100 MOFRT f57 g,
2
a0y
por lo tanto
2
G L) o (18109 = (61 (P) = (52! (2.1.20)
G (k) oc k™ (2.1.21)
Usando la transformada inversa de Fourier:
o0 . . _ /
Gi(r—1) / ddk;eXkakgr r') (2.122)
0

sin embargo, d%k = kd_ldde(d), por lo tanto la integral en (2.1.22), para k ~ 0 se comporta
como:

Gi(r—r)~ / dkdQ(d)k4—3 (2.1.23)
la cual diverge para d < 2.

Este resultado constituye el teorema de Mermin-Wagner [1], el cual postula que para
sistemas estilo Heissenberg, con interaccion local, no existe un orden de largo alcance que
rompa una simetria continua si la dimensionalidad del sistema es d < 2 para 7" # 0. Con
el analisis aqui realizado podemos ver que la simetria continua de la funcién Hamiltoniana
provoca que la susceptibilidad (2.1.22) a las perturbaciones ortogonales a la magnetizacién

sea infinita, por lo que la minima variacion térmica destruye el orden de largo alcance.

2.2 El modelo de Kuramoto

El modelo de Kuramoto consiste en N osciladores interactuantes 8; de frecuencia natural

wj distribuidos con una densidad de probabilidad g(w). La dindmica de cada oscilador esté
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dada por [18]:
N

éi = w; + Z Kij Sin(ej — 92‘) (2.2.1)
j=1
donde Kj; es una matriz de interaccién que regula la intensidad y alcance de la interaccion.

En este modelo, cada agente intenta oscilar a su frecuencia natural w;, pero la interaccién con
los demas modificara su dindamica. El modelo es interesante porque para ciertas condiciones
el sistema puede alcanzar un estado de completa o parcial sincronizacién. De esta forma, este
modelo se volvié un paradigma para las transiciones dinamicas de orden-desorden y sobre
todo una referencia obligada para los trabajos de sincronizacién. Se incluye este modelo en
este capitulo porque posteriormente se analizara un sistema con una interaccion equivalente
a la de este modelo, y el analisis que se hard sobre la estabilidad del estado desordenado
probara ser de mucha utilidad.

Para este modelo se puede definir el parametro de orden vectorial de la siguiente manera:
1 N
i L i0;
re’t =+ z; e’ (2.2.2)
J:

Por su definicién necesariamente 0 < r < 1, por lo que es un buen parametro de orden.
Este pardmetro mide la coherencia de las fases ¢;. Al mismo tiempo, 1) nos dice cudl es la

fase promedio. Para N suficientemente grande podemos tomar el limite continuo:

reiw—/ / VPO, w, t)g(w)dwds, (2.2.3)

donde P(f,w,t) tiene que cumplir las condiciones de normalizacién y periodicidad:

/7r PO,w,t)dd =1 (2.2.4a)

—T

PO+ 2m,w,t) = P(0,w,t) (2.2.4b)

2.2.1 Campo medio

El caso mas sencillo es cuando el tensor Kj;; es una constante K;; = K/N. Este es el caso

de campo medio, cuya dinamica esta gobernada por la ecuacion:

K N
i = wi+ 2; sin(f; — 6;) (2.2.5)
]:



30 2. TRANSICIONES DE FASE

Al sustituir (2.2.2) en (2.2.5) obtenemos :

| =

N
- NZ n(0; — ;)
= w; + Krsin(y — 6;)

donde se usé que como consecuencia inmediata de (2.2.2)

| X
N Z sin(#;) = sin(v)
j=1
En el caso en que se forma una fase ordenada, la fase 6(t) = €2 se vuelve una constante,
por lo que cambiando a un marco de referencia @; = 6; + Qt la interaccion se ve de la forma:

~ ~

t92‘ = W; — Kr Sin(ei) (2.2.6)

por lo cual, cada oscilador alcanza un estado estacionario ¢; = 0 si se cumple la condicién:

jwil < K71 (2.2.7)

Estos osciladores se van a quedar con una fase fija w; = Krsin(6;), lo cual significa que
en el marco de referencia original estos osciladores estan rotando a velocidad constante. De
acuerdo al nimero de osciladores que cumplan con la condicién (2.2.7) serd la magnitud del
parametro de orden r, y podremos tener estados de completa » = 1 o parcial 0 < r < 1
sincronizacién. Dada una distribucién g(w) simétrica, se puede mostrar [19] que la condicién

para que se forme la fase parcialmente sincronizada es:

K<K,=

m—) (2.2.8)

2.2.2 Campo medio con ruido blanco
Anadiéndole a la interacciéon (2.2.1) un término de ruido blanco se obtiene un modelo

estocdastico de sincronizacién, el cual nos serda de gran utilidad, esto por varios motivos.

Primero, la presencia del ruido lo hace més cercano a modelos biolégicos, donde hay muchos
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factores en juego que pueden modelarse como ruido en la interaccién [18]. Segundo, la pres-
encia del ruido le proporciona complejidad al modelo, pero de modo tal que puede analizarse
mediante métodos usuales de la fisica estadistica, como lo es la ecuaciéon de Fokker-Planck.

Esto nos sera 1util posteriormente en nuestro modelo.

Definiendo el ruido blanco £ como se hizo en la seccién (1.1) tenemos:

() =0 (2.2.9)
(E()E(s)) = 2D6(t — ) (2.2.10)

y la dindmica de cada oscilador esta dictada por:

N
9¢ =w; + Z K;j sin(Qj —0;)+¢ (2.2.11)
=1

que reescrita usando el pardmetro de orden (2.2.2):

0; = w; + Krsin(y — 6;) + ¢ (2.2.12)

Para obtener la ecuacién de Fokker-Planck correspondiente primero definimos v(6,w,t):

v(f,w,t) =w+ Krsin(y — 0) (2.2.13)

Luego seguimos el procedimiento hecho en (1.1.2).

P(0,w,t) = (6(0 —0(t)))g(w) (2.2.14)

Siguiendo el caso anterior donde todos los osciladores tienen la misma frecuencia w, g(w) =

d(w — wp), podemos calcular:

PO,t) = / dwP(0,w,t) = (5(0 — 0(t)))
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y asi derivar la ecuacion de Fokker-Planck:

oP(0,t) 9 ik(6—0(1))
Ta <a€¢9(t)/dk‘e

0
_ <%(u +6)0(0 — G(t))>

0 0
= —%PV ~ 50 (€6(6 —0(1)))

De aqui es factible pensar que el término de ruido va a aportar una parcial de segundo orden
a la ecuacién de Fokker-Planck, tal como sucedio en la seccién 1.1. Una demostracién formal
de este hecho se puede encontrar mediante integrales de trayectoria [18]

oP 2P 0

—=D — — (vP 2.2.15
ot = P~ a9 D) (2:2.15)
Una solucion estacionaria trivial a esta ecuacién de Fokker-Planck que cumple con las condi-

ciones (2.2.4) es:

1

:%7

P(6) r=0, (2.2.16)

la cual es simplemente una distribucién uniforme que describe la fase ordenada. Como
la ecuacién de Fokker-Planck (2.2.15) es no lineal, es dificil resolverla analiticamente, sin
embargo se puede realizar un analisis de estabilidad de primer orden para ver en qué punto
la solucion de desorden deja de ser estable, es decir, en qué momento aparecen otro tipo de

soluciones, i.e. estados parcial o totalmente ordenados.

2.2.3 Estabilidad lineal del estado desordenado

En esta seccion, mediante un analisis de estabilidad lineal de la ecuacién de Fokker-Planck,
encontraremos en qué punto el estado desordenado deja de ser estable para dar paso a formar
una solucién ordenada.

Primero perturbamos la solucién (2.2.16) con una funcién de la siguiente forma:

1
P(#,w,t) = o+ M6, w) (2.2.17)
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Notemos que si Re(\) < 0, con el transcurrir del tiempo la solucién regresa al desorden, es
decir, hay estabilidad de la solucién desordenada. En cambio, si Re(\) > 0 hay inestabilidad.
Para saber como es A analizamos la ecuacién de Fokker-Planck.

Sustituyendo la nueva probabilidad perturbada en la ecuacién de Fokker-Planck (2.2.15)

obtenemos

6—)\t
A0, w) = rK cos(v — 0) (? + u(@,w))

2

(0, w)—i—Da

0
— (rKsin(¢ — 0) + w)— e

Tk (0,w) (2.2.18)

De la definicién del pardmetro de orden (2.2.3):

r=e W /W/ +e Lu(0,w))g(w)dwdd (2.2.19)

M=t /_W/ (w)dwdf (2.2.20)

y notamos que r depende de (6, w). De regreso en la ecuacién de Fokker-Planck, queddandonos

solo con términos lineales respecto a p

—At 82

(0, w) = rK cos(yp — 9)62— - wﬁ
m

aeu(&,w} + D@,u(&,w) (2.2.21)

Sustituyendo r cos(¢) — 6) = g(e“/’e_w + e~ ™)y el valor ya obtenido de r obtenemos:

2
A0, w) = —Re lew /_W/ )g(w )dw’d@] %M(Q w) +D§92N(9(,w) |
2.2.22

Exigiendo que p sea univaluada resulta periddica en 6, por lo que podemos hacer una ex-

pansion en series de Fourier:

= iAm(w)eimﬁ (2.2.23)
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Notando que:

/_W/ Dgle)du'dff = / / ZA M g(w)dw'ds’  (2.2.24)

—277/ Z&m,,lAm(w)g(w’)dw' (2.2.25)

y sustituyendo en (2.2.22):

A Ap(w)e™ = (e + e / Zém’,lAm(w)(w')g(w')dw'
—imw Y Ap(w)e™ DmQZA ™ (2.2.26)

Si se usa la ortogonalidad de las exponenciales obtenemos la siguiente condicién para los

coeficientes:
K > / / /
)\Am(w) = E(ém,l + 6m,—1>/ 5m,—1Am(w )g(w )dw
— imwAp(w) — Dm2 A, (w)  (2.2.27)
es decir
(A + imw + Dm?) A (W) = §5m,1 / A (W g(W')dw' (2.2.28)

que muestra que es necesario conocer la distribucion de frecuencias. En el caso sencillo de

g(w) = 6(w), el cual serd relevante en los siguientes capitulos, obtenemos:

(A + Dm?)A,, = gam,_lAm (2.2.29)

Resolviendo para A:
A=—-Dm? <0 m # —1
(2.2.30)
A=5-D m=—1
Esto muestra que podemos obtener A > 0, y con esto un estado ordenado, si K > 2D. De
esta manera obtenemos que para el modelo de Kuramoto con ruido blanco hay una transicion

orden-desorden en:

K, =2D (2.2.31)
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2.3 El modelo de Vicsek

2.3.1 Autopropulsion

En la seccién (2.1.2) se revisé cdmo para sistemas de baja dimensionalidad no hay transi-
ciones de fase que rompan una simetria continua, no obstante, esto ocurre solo bajo ciertas
condiciones. Por ejemplo, durante el desarrollo de esta restriccion se usé implicitamente
que el sistema estd en equilibrio termodindmico con un bafio térmicol. Para evitar esta
restriccion se usan otro tipos de distribuciones, diferentes de la generada por el ensamble
canoénico. El ejemplo paradigmatico de esto es el modelo de Vicsek, et al., publicado en 1995
[3]. Este modelo usa la llamada ”autopropulsién”, donde las particulas tienen una rapidez
propia que esta definida a priori, ajena a las propiedades del sistema. En esta situacion la
distribucion de velocidades es una delta de Dirac en la componente radial, y una distribucién
uniforme en la angular, muy diferente a cualquier distribucién de equilibrio, como lo seria la
distribucion de Maxwell-Boltzmann para particulas clasicas. El modelo de Vicsek es suma-
mente interesante, y al ser de los primeros en su género le ha ganado miles de citas en la

literatura. En este modelo ocurre una transicién de fase que rompe una simetria continua

en un sistema bidimensional.

2.3.2 El modelo de Vicsek

El modelo de Vicsek consiste en un sistema de particulas que se mueven en una caja bidi-
mensional con condiciones peridédicas a la frontera. Las particulas estan tinicamente carac-
terizadas por su posicion z; y su velocidad v;. Las particulas son autopropulsadas de manera
que todas comparten una misma rapidez constante |v;| = vg. El modelo sigue una dindmica
de tiempo discreto, donde en cada paso de tiempo las particulas intentan alinearse con todas
aquellas que queden dentro de un radio de interaccién constante R. Explicitamente, la regla

de actualizacién a cada paso para la direccién de la velocidad de cada particula es:

Oi(n+1)=(8(n)), +¢& (2.3.1)

1Esto se usé al calcular los promedios justo debajo de la ecuacién (2.1.19)
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donde ¢ es un nimero aleatorio elegido con probabilidad uniforme en un rango [—n/2,1/2] y
n € 0,27 es un parametro a variar . (6(n))g es el promedio sobre ensambles de los dngulos
de todas las particulas que caigan en el radio de interaccion R en el paso n. Después la

posiciéon de cada particula se actualiza con la siguiente regla:
fz(n + 1) = fz(n) + ﬁZ(TZ)At (2.3.2)

En resumen, la dindmica es muy sencilla. La velocidad de la particula al siguiente paso de
tiempo sera simplemente la velocidad promedio de los vecinos mas un nimero aleatorio y la
posicion se evaluara de acuerdo a la regla de Euler.

Como se puede observar, este modelo juega un papel parecido al que juegan los modelos
de ferromagnetismo, salvo que no hay interaccion entre espines, sino que sélo depende de las
coordenadas z; y v;. El intento de alinearse es parecido a la interaccién entre espines y el

ruido es analogo a las fluctuaciones térmicas.

2.3.3 Transicién de fase en el modelo de Vicsek

Variando la intensidad del ruido, es decir, ampliando el rango [—7/2,71/2] en el cual £ puede
variar, se observan principalmente dos tipos de comportamiento: uno donde las particulas
tienden a viajar alineadas (fase ordenada) y otro donde el comportamiento aleatorio prevalece
y las particulas viajan en direcciones diferentes (fase desordenada). Para caracterizar estas
fases se define un pardametro de orden ¢ como el promedio de las velocidades normalizado
respecto a vy:
1 S
o= vo_N ; Uy
De este modo el pardmetro de orden varia de cero en la fase desordenada a valores entre
cero y uno en la fase ordenada. La transicién se da en un valor critico del rango del ruido 7,

que depende de la densidad p del sistema, y la transicién estéd caracterizada como sigue [4]:

_A\B
o] () o<t

0 con 7 > 1¢(p)

(2.3.3)

y se encuentra que 3 = 0.45, que es diferente del caso de campo medio 5 = 0.5
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2.3.4 Recoleccién de resultados del modelo de Vicsek

Si analizamos el sistema cuando tomamos el limite vg — 0, ocurre que las particulas no se
mueven y forman una red irregular. En esta red, las particulas intentan alinear sus angulos,
esto de manera completamente andloga al modelo XY. De esta forma se observan los vortices
caracteristicos de la transicién de Kosterlitz-Thouless [4] y el pardmetro de orden siempre es
cero, salvo para el caso en el que no hay ruido. Cuando la autopropulsién de las particulas
no es nula vy # 0, hay una transicién de fase continua. En el caso desordenado existe una
simetria rotacional dada por la isotropia propia del sistema, la cual se rompe al formarse
la fase ordenada. En resumen, este modelo presenta una transicién de fase que rompe una
simetria continua en una situacién de baja dimensionalidad. He aqui el porqué se volvid
tan relevante 2. En la misma discusién del articulo donde fue publicado este modelo, y en
todas las consecuentes, se ha explicado que la autopropulsion es la responsable de que la
transicién esté permitida, y en base a esto se han generado una gran variedad de modelos

donde siempre se incluye la autopropulsion.

2 Ademés, por supuesto, de que el sistema tiene relevancia modelando diversos sistemas biolégicos y fisicos






Capitulo 3

Nuestro modelo

3.1 Nuestro modelo

Nuestro objetivo es entender la naturaleza de la transicién de fase en los sistemas bidimen-
sionales autopropulsados, al estilo del de Vicsek, et al. En estos sistemas, como se puede
inferir de los capitulos anteriores, el teorema de Mermin-Wagner juega un rol fundamental.
De acuerdo a este teorema, los modelos de interaccién local que permanezcan en equilibrio
termodindmico no podran presentar transiciones de fase. Para la gran mayoria de los mod-
elos se ha argumentado que la autopropulsiéon es clave para poder evitar las restricciones
del teorema de Mermin-Wagner. Nuestra propuesta es que la interaccién de alineamiento
entre las particulas es la responsable del rompimiento de la simetria rotacional, y por ende
de la transicién de fase, y que la autopropulsiéon es prescindible para este tipo de fenénemos.
Para mostrar esto construiremos un modelo que prescinde de autopropulsién y que consid-
era Unicamente interaccion de alineamiento. Consideramos particulas brownianas que en
ausencia de interaccion estan en equilibrio térmico, es decir, su distribucion de velocidades
corresponde a la de Maxwell-Boltzmann (fase desordenada). Al aumentar la magnitud de
la interaccion hasta un valor critico se espera una transicién de fase que rompa la simetria
rotacional. De este modo, la interaccién misma es la que lleva al sistema fuera de equilibrio

y permite que ocurra la transicion.

39
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3.1.1 Descripciéon del modelo

En una caja bidimensional con condiciones periédicas a la frontera tenemos N particulas
brownianas en equilibrio con un bano térmico a temperatura 7. Para describir su dinamica

usaremos la ecuacion de Langevin para movimiento browniano (1.1.2)

muv, = —T; + & + F, (3.1.1)

donde F’l es la fuerza sobre la i-ésima particula debido a aquellas que la circundan, y los
demas términos tienen la misma interpretacion que se les dio en la seccién 1.1. De este modo
garantizamos que en ausencia de interacciéon recuperamos todos los resultados anteriores,
entre ellos la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Una ecuacién genérica como esta ya ha
sido analizada en otros modelos [20].

El término de interaccién intenta alinear la direcciéon de movimiento de una particula
en la direccién promedio de las particulas que la rodean en una vecindad definida por un
radio de interaccién R. Esta interaccién es funcion tnicamente de la posicién y velocidad
de las particulas que residen en la vecindad, de modo que para caracterizar un estado del
sistema sélo bastard conocer la posicion z; y velocidad v; de cada particula. La interaccién
se construird de modo que no afecte la rapidez de las particulas (esto con el objetivo de que
la distribucion de rapideces sea inicamente consecuencia del ruido blanco, es decir, del bano
térmico), que dependa de un radio de interaccién constante (para que sea local) y que solo
dependa de la velocidad de las particulas. Para lograrlo proponemos el siguiente término de

interaccion:

Fy =T | fi — 6i(fi - %) (3.1.2)

donde I' es una constante que permitira modular la magnitud de la interaccion y f; es
simplemente la suma de las direcciones de las particulas que estan en su vecindad €2; definida
por el radio de interaccion :

| )
fi=5 S (3.1.3)

¢ 1€
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Esta forma para la interaccion resulta de que en tres dimensiones:

—

E:rﬁpqﬁxm}zr@—mﬁwm} (3.1.4)
Lo cual nos asegura que cuando la velocidad es paralela a la direccion de movimiento fz la

fuerza de alineamiento se anula (f; x v; = 0). Esto también asegura que la fuerza siempre

es ortogonal a la velocidad: por lo que no afecta la rapidez de las particulas:

—

F}@zFU}@—Q}@):O (3.1.5)
De esta manera la tinica componente no nula es la que esta en direccion ortogonal a la

velocidad, que denotaremos por ;. En notaciéon de coordenadas:

= Ffl Sin(ef — 02)

en donde 0 la direccién del pardmetro de orden local f;. Notemos que esta expresiéon

corresponde con el término de interaccién de Kuramoto (2.2.1) con w = 0.

3.1.2 Ecuaciones de movimiento
Sustituyendo explicitamente la forma de la interaccién en la ecuacién (3.1.1)
mv_; =—y;+&+7T [fz —0i(fi - 137,)] (3.1.6)

y discretizando las ecuaciones obtenemos:

Mz (t + At) = muig(t) — yuip(0) At + &AL+ T | fin —

muiy (t + At) = muy (t) — yviy (£ At + EAL+ T | fiyy —

Viy(t)
v(t)

Para proseguir, a £; At lo sustituimos por +/2vkpT At/mAW,, donde AW, es un proceso

7 mt))] Al

de Wiener que tiene una distribucion de probabilidad gaussiana con media cero y varianza
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unitaria. Como ambas ecuaciones son completamente analogas, analizamos sélo la compo-

nente x:

Vix (t)

v(t)
Usando m/~ como escala de tiempo y 1/2kpT/m como escala de velocidad, se obtiene la

iz (t + At) = muie(t) — Yie (£ At + /27kgTAt/mAW, + T [ fiw — (fi - @(t))} At

ecuacion adimensional:

Tilt + A1) = Tist) = T + AWVE 4T |1 - 20

y se obtiene un resultado analogo para la coordenada y. La notaciéon de los parametros

(fi - ﬁi(t))] At (3.1.7)

adimensionales puede ser incémoda, por lo que de aqui en adelante con I' nos referiremos
al parametro adimensional. Asi se han reducido los parametros de nuestro sistema a solo

aquellos minimamente indispensables, a saber:

e El parametro adimensional I' que mide qué tan fuerte es la interaccién
e El radio de interaccién adimensional R !

e La densidad de particulas p

3.1.3 Parametro de orden

Lo que se espera del modelo es que presente un comportamiento tipo parvada, y necesitamos
tener un parametro de orden que mida cuando las particulas empiezan a moverse en una

misma direccién. Para este fin se propuso el siguiente parametro:

1 .
M= sz (3.1.8)
(2

Asi, en la fase desordenada, donde todas las direcciones son igualmente probables la suma
se hara cero, y cuando empieze a existir una direccion colectiva de movimiento serd positivo

y menor igual a uno.

1Como la escala de velocidad es 1/2kgT/m y la de tiempo m/v, este pardmetro fue adimensionalizado con el producto

\2kgTm/vy
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3.2 Implementacién computacional

Para analizar nuestro modelo se realizaron simulaciones computacionales. Para lograrlo
se implementd una rutina en el lenguaje C++, la cual no sélo mide los promedios de las

observables de interés sino que también es capaz de realizar simulaciones visuales.

3.2.1 Solucién a las ecuaciones

Debido a que la interaccién es local y depende de la velocidad, no se pudo encontrar una
solucion analitica a la ecuacién diferencial que rige la dindmica. Lo que se hizo para realizar
la simulacion fue plantear las ecuaciones diferenciales adimensionales para cada particula y
resolverlas numéricamente. Esto se hizo principalmente mediante dos métodos, el método
de Euler y el método de Verlet. Asi las ecuaciones para cada coordenada de cada particula

quedan de la siguiente forma:
e Método de Euler
Vip(t 4+ At) = vig(t) — a2z (1), viz (1)) At + AWVAL (3.2.1)
Tig(t + At) = 25 (1) + wip(t) AL (3.2.2)

e Método de Verlet

Tin(t 4 AL) = 30 () + i (H)AE + %(At)za(:vm(t), ) (3.2.3)
Viaua (L + AL) = vy (1) — %a(mim(t), Vi (1)) A (3.2.4)

"Ul'x(t + At) = "Uix(t)—l—
1
2

Siendo en ambas

(3.2.5)
[a(2iz (1), Vig (1)) + a(ip(t + AL), Viguz (t + AL))] At + AWVAL

a(xzx(t>,1)m<t>> = —U<t) +T fz:v N Ui(t)

3.2.2 Calculo de la interaccién

el revisar cudles particulas caen dentro del radio de interaccién presupone un gran costo

computacional, por lo que se decidié hacer una aproximacién para evitar realizar el cdlculo
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directamente. Se discretizé el espacio mediante una cuadricula. De esta manera la posicién
@; de cada particula se vuelve irrelevante y sélo importa en qué celda C; del espacio se
encuentra. Como consecuencia natural el radio de interacién también se discretiza. En lugar
de medir distancias, se mide a qué nimero de celdas vecinas llega la interaccion, como se
muestra en la figura. De este modo no se realiza el calculo de la distancia entre particulas, lo
que es muy costoso computacionalmente, sino que simplemente se calcula la interaccién de
la particula con todas las pertenecientes a las celdas vecinas. Usando un nimero apropiado
de celdas 2 se logran obtener resultados practicamente indistinguibles de aquellos obtenidos

calculando el radio de interaccion de la manera usual.

Figura 3.1: Discretizacion del espacio y radio de interaccién

Dado que la interaccién es solo una suma de vectores, el calculo se puede optimizar atin
mas asignando a cada celda el valor de la suma de las direcciones de las velocidades de todas
sus particulas. De este modo a cada particula s6lo habra que sumarle el valor global de cada

celda:

o 1 R 1 R 1 >
fizN—szizN—QZZ%:N—mej (3.2.6)

' e, tj ieC; J

2el ntimero de celdas se eligié heuristicamente
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3.2.3 Visualizacién

Ademas de calcular cantidades relevantes, como el parametro de orden, el programa que se

realizé es capaz de mostrar una visualizacion gréfica en tiempo real.

Figura 3.2: Una imagen del programa corriendo en el estado desordenado. No se observa formacién de fases

En la imagen cada triangulo es una particula. Tanto la orientacion del tridngulo como su
color estan dados por la direccién de su vector velocidad. El color ayuda a ver claramente

la formacion de fases.

3.2.4 Parametros

Los parametros para cada simulacién fueron los siguientes:
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El parametro adimensional I' que mide qué tan fuerte es la interaccién

El radio de interaccion R

El nimero de particulas N

El tamano de la caja Rmax

El paso de tiempo dt

El namero de celdas N,

3.2.5 Condiciones iniciales y a la frontera

En todas las simulaciones realizadas se usaron condiciones a la frontera periédicas y condi-
ciones iniciales aleatorias. Para la posicion y la velocidad se usaron las distribuciones de
equilibrio en ausencia de interaccion como condiciones iniciales, lo cual se traduce en una
distribucion homogénea en el espacio para la posiciéon, y una distribucién gaussiana para la

velocidad.



Capitulo 4

Resultados

Resultados

A continuacién se presentan los resultados obtenidos de implementar la rutina de C++
descrita en el capitulo anterior. Para todas las corridas se us6 el método de integracién de
Euler, con un paso de tiempo de dt = 0.005. Aun cuando no se presentan en esta tesis, los
resultados fueron cotejados con otros pasos de tiempo y el método de integracién de Verlet,
sin presentar diferencias de interés fisico. Igualmente, se usé una reticula de 100 x 100 celdas
para discretizar el espacio. De nuevo esto se cotejé con otras densidades de celdas. Es asi

que los parametros disponibles a variar son sélo las de interés fisico:

El parametro adimensional I' que mide qué tan fuerte es la interaccién

El radio de interaccién R

El ntimero de particulas N

El tamano de la caja Rmax

4.0.6 Evidencia visual

Lo primero que se realiz6 fue comprobar visualmente la existencia de dos fases.
Asi, cualitativamente se comprobd que para un gran rango de los pardametros exisitia un

valor de la interaccion I' tal que el sistema se ordenaba. No se encontraron regiones donde

47
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Figura 4.1: Comprobacién visual de la existencia de ambas fases.

cualitativamente no se observara la formacion de esta fase. Todas las corridas que a contin-

uacién se presentan se revisaron visualmente para elegir los parametros mas representativos.

4.0.7 M vsT

Se realizaron corridas variando el parametro I' y midiendo promedios temporales del parametro
de orden (M). A continuacién haremos un analisis detallado mostrando cuidadosamente qué

ocurre al variar cada resultado por separado.

Radio

Se fijaron valores de tamano de la caja R4, = 1 y el nimero de particulas N = 50, 000,
obteniendo asi una densidad constante. Usando un paso de integracion de 0.005 se fijéo un
valor inicial de I'. Se dejé el sistema evolucionar durante 1000 pasos de tiempo, y luego se
midieron promedios durante 10,000 pasos para obtener un valor de (M) correspondiente a
ese punto de I'. Posteriormente se aumento ligeramente el valor de I" y se repitio el proceso,

obteniendo asi los valores de (M) para un valor del radio R.
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<M>

Figura 4.2: Grafica del parametro de Orden para diferentes valores del radio de interaccién R
Numero de particulas

Se presentan ahora los resultados para cuando el radio de interaccion esta fijo R = 0.01 y se

varfa el nimero de particulas (figura 4.3).

Densidad

Las siguientes corridas se obtuvieron seleccionando valores de Rmaxz, N y R de tal modo
que el nimero de vecinos promedio NQ = prR? se mantuviera constante, donde se definié la
densidad de particulas p = %. Por economia computacional s6lo se muestra el parametro
de orden cerca de la regién del cambio de fase Fig. (4.4). Para estos casos los pasos de

integracion aumentaron a 40000 por punto

Interaccién Global

Cuando el radio de interaccién R es infinito se tiene el caso de interaccién global, donde
todas las particulas interactiian con todas. En este caso la transicion estd dada en I'y = 2

independientemente de los demds parametros, como se puede comprobar en la grafica (4.5)



50

<M>

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Figura 4.4: Transicién para diferentes valores del nimero de vecinos N ()
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Figura 4.5: Interaccién global para diferentes valores de los parametros

4.0.8 Fluctuaciones del parametro de orden

La susceptibilidad x del parametro de orden, calculada como la varianza de M,
X = <M2> - <M>27

nos da informacion importante acerca de la transicién y de la localizacion del punto critico
['.. En la figura (4.6) se muestra la susceptibilidad para el caso de p = 10° para diferentes
numeros de particulas. En la grafica se muestra el valor promedio de siete corridas, en donde
en cada una se integré durante 40000 pasos, y dejando relajar el sistema 4000 pasos entre
cada valor de I’

De igual manera el cumulante de Binder, relacionado con el cuarto momento de M, nos
ayuda a localizar el punto de la transicion. El cumulante de Binder en este caso esta dado
por la expresion:

4
Mpinder = 1 — —32%2;2
En la figura (4.7) presentamos de nuevo el caso de p = 10° para diferentes niimeros de

particulas.
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Figura 4.7: Gréfica del cumulante de Binder para densidad constante. Se ha indicado con una linea vertical

punteada el punto de interseccién
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4.0.9 Reescalamiento

Si en lugar de usar el pardmetro I se usa el nuevo parametro I' = I'/T';, todas las simulaciones

tienen el mismo comportamiento sin importar los parametros usados, como se muestra en la

figura 4.8
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o
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*
*

00 0 000 0oanay

o
© P omen

S

Figura 4.8: Gréfica del pardmetro de orden para multiples pardmetros contra I' (izq.) y contra I = r/T.

(der.)

Con este nuevo parametro la transicién se encuentra siempre en I' = 1, y tenemos el caso

subcritico para 0 < <1 y el supercritico para r>1.

Exponente critico

~ In (M (h
Definiendo h = I' — 1, y usando que f = lim M obtenemos la grafica 4.9. Es
h—0+ In(h)
importante mencionar que la pendiente de la regresién lineal es altamente susceptible a la

seleccion de I'.. En la gréfica se presentan los resultados usando I'. = 2 para el caso global,

el cual es un resultado que posteriormente podremos justificar.

4.0.10 Homogeneidad espacial

Un resultado de sumo interés es que para densidades altas, el sistema es homogéneo en su
distribucion espacial tanto para la fase ordenada como para la desordenada. Para construir

las siguientes gréficas se dividi6 el espacio en J cuadrantes L;, y en cada uno de ellos se

calcul6 tanto el pardmetro de orden local f; = ﬁ > jelL; ¥ como el nimero de ocupacién
j J
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Figura 4.9: Regresion lineal para obtener el exponente critico § = 0.37

N;. Cabe destacar que la divisién en cuadrantes L; se hizo de manera independiente a la
discretizacién en celdas C; del espacio hecha para realizar las simulaciones. Para el nimero
de particulas por celda N; se comparé con la distribucién de Poisson, con media igual al
numero total de particulas entre el nimero de cuadrantes y = % Se muestran los resultados
para una densidad de p = 10°(Figura (4.10))

Para el pardmetro de orden local no se cuenta todavia con prediccién tedrica. (Figura

(4.11))

4.0.11 Distribucion de velocidades

La distribucién de velocidades nos sirve para caracterizar el estado del sistema.

Para I' < 1 se obtuvo invariablemente la distribucién Maxwell-Boltzmann. En la figura
(4.12) se muestran los resultados para el caso global con N = 1x 109 particulas. Para obtener
la distribucién se dejo equilibrar durante 1000 pasos el sistema y se tomo una fotografia del
sistema. Se hizo el histograma de las velocidades de todas las particulas.

Para I' > 1 el sistema elige una direccién arbitraria de movimiento, por lo que se rompe
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Figura 4.11: Probabilidad de que un cuadrante L; cualquiera tenga un pardmetro de orden f; para el caso

subcritico +, critico x y supercritico .
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F<Ic + Maxwell-Boltzmann

+

Figura 4.12: Caso subcritico y de interaccién global. A la izquierda los resultados numéricos. A la derecha

de nuevo los resultados més la distribucién de Maxwell-Boltzmann

la simetria rotacional. Ahora la forma de la distribucién depende del valor de I'. En la
figura (4.13) se muestra la distribucién de velocidad para el caso de interaccién global con

N =1 x 105 particulas y =124

r>Tc + Maxwell-Boltzmann

+

VX

Figura 4.13: Caso supercritico y de interaccién global. A la izquierda los resultados numéricos de la dis-
tribucién estacionaria de velocidades. A la derecha la comparacion con la distribucién de Maxwell-Boltzmann

correspondiente al caso subcritico

Para un mejor andlisis se descompuso el vector velocidad en su magnitud (componente

radial) y su direccién (componente angular)
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Distribucion radial

La distribucion radial de la velocidad, correspondiente a la rapidez, fue invariante sin im-
portar el valor de I. Enla figura (4.14) se ve la distribucién de velocidades. La discrepancia
que hay con la prediccién tedrica se encontrd para toda T. Se sospecha que la causa de esta

discrepancia sean efectos numéricos.

IMc=077 +
Mc=082 x
09 1= [c=087 *
9 @ Mc=092 o
e §'+ e [Mc=097 m
08 L L IMc=102 o |
: O;f A c=107 e
o5 : Mc=112 &
0.7 |- 3 h [Mc=117 & |
: N S %, Mc=122 v
xr > IMec=12 ~
06 | & % Maxwell-Boltzmann «s»s+::
L
£
0.5 | g
04 @
03 i
&
02 %
01k
0 Il Il
0 05 1

Figura 4.14: Histograma de la rapidez de las particulas

Distribucién angular

La distribucién angular contiene toda la informacion de la transicién de fase. Para T’
subcritica tenemos una distribucién uniforme en los valores de los angulos de la veloci-
dad, pero para I' supercritica tenemos una distribucién muy diferente, cuya forma depende
especificamente de cada valor de I', como se ve en la figura (4.15)

Se verifico experimentalmente que la direccién angular no cambiase con respecto al tiempo.
A continuacién (gréfica 4.16) se muestra el angulo promedio vs pasos de tiempo para un caso

supercritico cualquiera.
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Figura 4.16: Evolucion temporal del dngulo promedio para la fase ordenada. Como se observa es constante

en el tiempo
Curtosis de la distribucién angular

Para caracterizar las graficas mejor se usd la curtosis de la distribucién de angulos. La
curtosis esta definida como el cociente del cuarto cumulante entre el cuadrado del segundo

cumulante, es decir ', v = (M*)/(M?)2 . De esta manera se esclarece la transicién y se

1 Aquf notamos que en este caso el cumulante de Binder es la curtosis del pardmetro de orden
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aprecian mejor los efectos de tamano finito. En la grafica 4.17 se incluye una regresion lineal
de la curtosis para el caso supercritico y se muestra la prediccion de I'. en la interseccién

con y = —1.2, que es justo el valor de la curtosis para una distribucién uniforme.

1 T T T T
Curtosis —+—
1.2 -
05 - lineal -------- i
0 .
05 .
o -1F -
@
e} A
£ ' Tc=1.98 +/- 0.04
O A5 -
2+ -
25+ i
3+ i
_35 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5

Figura 4.17: Curtosis de la distribuciéon de dngulos para el caso global. Extrapolacion lineal de los datos

para los casos supercriticos permiten estimar el valor de I',

4.1 Discusion

4.1.1 Desarrollo de la ecuacién de Fokker-Planck y analisis de la estabilidad

lineal de la fase desordenada

Siguiendo los mismos pasos que en la seccién (1.1.2) podemos obtener la ecuacién de Fokker-
Planck para una particula en la aproximacion de campo medio. La identificacion: 8% — V.

permite escribir:
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OP(z,v,t)

5 = Ve TP 0 + %vv TP(E,7,t) — V- (E6(T7 — T())5(F — Z(t)))

Al escribir esta ecuacion, estamos presuponiendo que la fuerza de alineamiento sera en
general la misma para todas las particulas, es decir, estamos usando la aproximacion de
campo medio. De este modo, Fyy;, ya es un promedio que puede salir de los corchédngulos ().

En el caso de interaccion global, la formulacion en campo medio es exacta.

De nuevo es razonable suponer que el término del ruido se comportara como lo hizo en el
caso de Langevin (1.1.35), o en el de Kuramoto (2.2.15), dando lugar a un término difusivo.
OP(Z,v,t e o - -

% = -V, - UP(Z,7,t) + %Vu - TP(Z,7,t) + D'V2P(Z,0,t) — V, - Fp; P(Z, 7, t)

(4.1.2)

Esta es una ecuacion diferencial parcial no lineal que no sabemos cémo resolver analiticamente,

sin embargo, si podremos hacer un analisis de estabilidad lineal para determinar el valor de

Le

Sea Py la solucién al caso subcritico. Entonces Py satisface (4.1.2) para el caso desorde-

nado (M = 0), es decir, cuando el ultimo término no contribuye a la dindmica (Fy; = 0).

Esta solucion es perturbada de la siguiente manera:
1 At
P(z,v,t) = Py + Yol w(v, 6y) (4.1.3)

con C' la constante de normalizacién. La propuesta de esta perturbacion tiene su motivacién
en los resultados observados. La homogeneidad espacial se mantiene sin importar si el sistema
se encuentra en la fase ordenada o desordenada, por eso no hay dependencia explicita sobre

Z. Al angulo que forma ¢ con la horizontal, que habiamos llamado #,,, lo renombraremos 6
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por comodidad. Sustituyendo la perturbacién en (4.1.2) obtenemos:

(v, 6) = %vv Fu(v,0) + D'V2u(v,0) — Vo - Fai(Poe ™ + (v, 0))
v (10 ;10 (v, 0) 1 02
T m [v o' uo, 9)1 D L} v (U v - v2 86’2'u(v’9)

+ llge(ﬂ)e A4 (v, 0))T f sin(6; —8)1

Donde hemos usado la representacién polar de V, y ¢. Notemos que en el caso global,
f = M, el parametro de orden local es equivalente al global, y éste ultimo, en el limite de

muchas particulas, lo podemos calcular como:

M

1 .
N2

7

P(Z, v, t)odzdv

// Po—|— p(v, 0y))odzdv
= 1 )‘t// v, 0y)0dZdv
:e)‘t/u(v,%)ﬁdﬁ

Notamos que tiene una dependencia sobre u(v, 6,). Regresando a la ecuacién de Fokker-

I
—
\

Planck, y queddndonos sélo con los términos lineales en (v, 6,):

v |10 10 ou(v, 0 1 02
Alo,) = L [;%vw,m] i [ a (%) + 22w +

10
= — Pye M Msin(0; — 0 4.14
Lan 0 -0) a1
Ahora usemos otro resultado de nuestras simulaciones. Como vimos, la distribucién de
rapideces es invariante, y siempre coincide con la de equilibrio térmico, estd tinicamente

determinada por el bano térmico. De este modo, proponemos la dependencia explicita:

m

—mv?/(2kpT) —
e 0(0) = PyO(6) (4.1.5)

(v, 0) =
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Notemos que de esta manera :

% B%v%(v,@)} + D’%% <Uﬁgf}v)) = % l%%va(v)l - kBﬂTD' B% (va(v))l

donde se usé el valor de D' = %—BQT obtenido en (1.1.59). Sustituyendo este resultado en
(4.1.4):
1 0 10
=D |5+ —— Pye MTMsin(f; — 4.1,
(v, 0) L}z 892,u(v,9)] + L} 591 0¢ sin(6; — 0) (4.1.6)

2

y multiplicando por v* e integrando sobre v nos queda:

2nD'm 1 [omy 92 Y
A ©0) =D 3\ / WW@(G) +e "T'M cos(0y — 0) (4.1.7)

Reordenando y renombrando términos obtenemos:

2 —At

20(0) = DZ_0(0) + MT cos( — 0)°

5 e (4.1.8)

donde se renombré D = 5= T" =T g?—;;. Notamos que esta ecuacién es idéntica a la que
obtuvimos en el andlisis de Kuramoto(2.2.21), por lo que concluimos de la misma forma que

la transicion estd en:

y
r,=20=— (4.1.9)

Que, en términos de la variable adimensional usada en las simulaciones:

T, =2 (4.1.10)
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4.1.2 Parametros

Desde el inicio no se planted realizar un diagrama de fases porque el nimero de célculos
computacionales necesarios es excesivo?.

Los primeros resultados, donde se muestra la variacién del pardmetro de orden (PO) con
respecto a las demds variables, son suficientes para ver que el sistema es mondtono respecto
a sus variables, por ejemplo, entre mas particulas N mas pequeno es el valor de I';, no se
encontraron ”sorpresas”3. Podemos ver que para radios R muy grandes o densidades p muy
altas, el punto critico I'. alcanza su valor minimo en I'. = 2. Como también se muestra en
la gréfica (4.4), lo tnico que realmente determina el valor de I'; es el nimero de particulas
promedio N(2) que hay en el radio de interaccién. Podemos notar que, a pesar de tener una
dependencia mondtona creciente, para numeros relativamente pequenios de N () el valor
de I'; alcanza su minimo. Para el caso global no se pueden mostrar resultados para N(2)
pequenas. Esto es porque en el caso global R = Ryq4, por lo que N(2) = N, y los resultados

con N = 10 son ilegibles por los efectos de tamano finito. Incluso para N = 1000, que ya es

un nimero muy grande para N (), el sistema se mostré altamente fluctuante.

4.1.3 Métodos numéricos para determinar I,

Los efectos de tamano finito son un gran problema para poder determinar el punto preciso de
la transicién de fase I'.. Para evitar esto se pueden usar varios métodos. Como la transicién
es de segundo orden 1 susceptibilidad del pardmetro de orden (el ”calor especifico”) tiene una
divergencia infinita en I';, pero que los efectos de tamano finito achatan y la vuelven finita.
No obstante, en teoria se puede determinar I, fijindose en el maximo de Cv, pero este es un
método con bastantes dificultades, como podemos apreciar en la grafica 4.6. Otro método
comunmente usado en la literatura es el del cumulante de Binder, el cual consiste en realizar
varias simulaciones con los mismos parametros pero con diferentes tamanos del sistema, y ver

el punto de interseccién de los cumulantes. En nuestro caso esto consistié en dejar la densidad

2Esto no es tan necesario como se verd més adelante, en el anélisis del reescalamiento

3Una sorpresa serfa que, por ejemplo, I'. alcanzara su minimo para un valor N = N, # oo, es decir, que se rompa la

monotonia
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constante pero variar el nimero de particulas y el tamanio de la caja[22]. Este método exigi6
célculos extensivos para apenas lograr una razonable aproximacién al punto critico (figura
4.7). Las altas fluctuaciones de este parametro hicieron imposible reducir la incertidumbre
sobre I'.. El andlisis hecho con la curtosis de la distribucion angular mostré que ésta se
mantiene constante para I' < I'. y aumenta de manera lineal para I' > I'., pero muestra
una transicién suave cerca del punto critico ( figura 4.17). Si hacemos una extrapolacién
del comportamiento lineal para el caso supercritico y nos fijamos en la interseccién con
el comportamiento del caso subcritico obtenemos una excelente aproximacion de I'.. Este
método es sumamente sencillo y limpio, y exigio muchos menos ciclos computacionales para
llegar a un buen estimado %. Cabe resaltar que este método explota el hecho de que la curtosis
de la distribucion angular aumenta linealmente, por lo que no sabemos de su aplicabilidad

a otros sistemas.

4.1.4 Reescalamiento

Los resultados mostrados en la figura (4.8) son sumamente reveladores. Al usar el parametro
adimensional T' = ['/T. el sistema se muestra independiente de los pardmetros usados y
presenta exactamente el mismo comportamiento. Una implicacion de este resultado es que
la transicién es en esencia la misma si es local (R pequeno) o si es global (R = 00). Este es un
resultado sumamente til, ya que para calcular la distribucion de velocidades, o el exponente
critico 3 se pueden elegir los parametros mas efectivos computacionalmente (por ejemplo un
radio pequeno) y tener la seguridad de que el comportamiento serd el mismo, pero ademés
es util en otro ambito aiin més importante: En base a esta evidencia, conjeturamos que
para todo rango de parametros, el comportamiento del sistema sera esencialmente el mismo.
De este modo no cabe esperar otro tipo de fenémenos, como seria por ejemplo la aparicién
de una transicion Kosterlitz-Thouless para densidades bajas, como bien podria esperarse a

priori.

4Para el cumulante de binder se realizaban 7 corridas de 40000 pasos de integracién por punto, por pardmetro. Para la
curtosis basté con 1 corrida de 10000 pasos de integracién por punto, y no hubo necesidad de cambiar el tamano del sistema

porque los resultados eran exactamente los mismos, excepto en la regién de amortiguamiento que es la que no interesa
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4.1.5 Exponente Critico

Como se muestra en la grafica (4.9) obtuvimos un valor de § = 0.3740.01, lo cual estd muy
lejano al valor de 8 = 0.5 para el campo medio o de § = 0.45 para Vicsek|[3]|. Para construir
este resultado se us6 que para el caso global, I'. = 2, y con esto se realizaron los célculos.
Como gracias al resultado analitico no tomamos incertidumbre en I';, la incertidumbre de 3
es solo la de la regresion lineal. No obstante, si se toman pequenas variaciones respecto al
valor critico de I', el exponente critico varia generosamente. Por ejemplo, para [' = 1.98, se
tiene § = 0.43 £ 0.01. De este modo el valor aqui presentado de [ carece de sustento. Dada
las altas variaciones que presenta este valor, en comparacion a los pequenos cambios de I,
creemos computacionalmente inaccesible el poder determinar con precisiéon [, y se requiere

un calculo de otra naturaleza.

4.1.6 Distribucién de velocidades

La fuerza de interaccién entre las particulas actia como una rotacion, por lo que se esperaba
que la distribucion de la rapidez de las particulas se mantuviese invariante, como se ve en la
figura (4.14). En cuanto a la distribucién de velocidad, podemos observar que para <1
tenemos la distribucion de Maxwell-Boltzman, pero a partir de la transicién de fase esto
se pierde y la distribucién se vuelve anisotrépica, deformada hacia la direccién elegida de
movimiento. Numéricamente este es el mayor argumento para decir que para <1 podemos
hablar de equilibrio termodinamico y para r > 1 ya no, es decir, la transicion saca al sistema
del equilibrio termodindmico. La temperatura del sistema, dada por la temperatura del
bano térmico, la podemos encontrar en el caso subcritico facilmente mediante la varianza
de la distribucién de Maxwell-Boltzmann. Para el caso supercritico no podemos hablar
de una temperatura porque el sistema se sale del equilibrio, pero podemos hablar de un
pardmetro 7" y definirlo de nuevo mediante la distribucién de la rapidez de las particulas.
Esto es conveniente por varias razones. Primera, de esta manera el pardmetro 7" se mantiene
constante independientemente del valor de f, y segundo, el caso subcritico coincide con la

definicion de temperatura, y para el caso supercritico nos sigue hablando de las correlaciones
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del ruido. La distribucion de Maxwell-Boltzmann en 2 dimensiones para la rapidez de las

particulas tiene la forma:

2

m _ | mu
f(v)vdv = Tt [QkBT]vdv (4.1.11)
B

Donde la varianza estd dada, en el caso desordenado donde esté definida la temperatura, por

[13]:

o2 = (1) — (0)2 = kT (#) , (4.1.12)

por lo que definimos asf el pardmetro 7"

02m

7=-"2"_
kb 2 1/2

(4.1.13)

4.1.7 Homogeneidad Espacial

Para altas densidades, el sistema presenta homogeneidad espacial, y esto se comprobd vi-
sualmente usando las simulaciones. Es un resultado importante, que nos ayudé a simplificar
el andlisis de estabilidad lineal de la ecuacién de Fokker-Planck. Ademas se muestra como la
distribucion de Poisson describe correctamente el niimero de ocupacion de las celdas. A con-
tinuacion veremos cémo una distribucion Poissoniana es consecuencia de una probabilidad
uniforme en el espacio.

Tengamos una probabilidad uniforme en el espacio. Al dividir el espacio en celdas, nece-
sariamente esta probabilidad también es homogénea en las celdas, de modo que el nimero
promedio de particulas por celda NN; sea una constante, dada por:

N

N; =
] 9
#celdas

(4.1.14)

siendo N el numero total de particulas.
Si sélo tenemos N = 1 particula en el sistema, la probabilidad de que esté en cierta celda

dada esta dado por:

1 N,
Pn=1,N=1)= =1 =p 4.1.15
(n ’ ) #celdas N 0 ( )
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La probabilidad de tener n particulas en una celda, si hay N particulas totales es:

P(n, N) = (Py)"(1 — Py)N—" <]Z )

N
N %)N—m)a CUN)(1— (n — 1)/N)

Tomando el limite de muchas particulas:

NT .
P(n.N) = —(1 - %)N—m)a —1/N)..(1 - (n—1)/N)
Ny -
~ LN 1) (1).. (1)
= éef)‘

que es la distribucién Poissoniana con A = N;. Concluimos asi que suponer homogeneidad
espacial implica que la probabilidad de que ocupacion de las celdas es Poissoniana, como ha

sido verificado numéricamente en la figura (4.10)

4.1.8 Rompimiento de la ergodicidad

En cuanto el sistema elige por si mismo una direccién privilegiada de movimiento, esta se
preserva en promedio y el sistema queda atrapado en este estado. Esto lo podemos ver en
la grafica < 6 > vs tiempo( figura 4.16), donde el promedio del éngulo de movimiento no
cambia a lo largo del tiempo, o en los histogramas del dngulo (figura 4.15), donde vemos
que el maximo de la distribucién angular se preserva para los diferentes valores de T. Esto
tiene como consecuencia inmediata que el sistema no visite todo el espacio fase, por lo que
el sistema perdio la ergodicidad. La ergodicidad de un sistema es lo que permite, segiin
el teorema ergddico, igualar los promedios configuracionales con los promedios temporales.
Esta es una situacion que es similar a la que ocurre en la mayoria de los modelos de ferro-
magnetismo [15], como en el caso del modelo de Ising, donde al formarse el estado ordenado
el espacio fase también se divide en dos regiones, una accesible, y otra inaccesible.

Este rompimiento de la ergodicidad es consecuencia del rompimiento espontéaneo de la

simetria rotacional. No obstante, el parametro de orden, y todas las cantidades aqui medidas



68 4. RESULTADOS

(a excepcién de la direccién elegida) siguen teniendo la simetria rotacional, y de ahi la validez
de tomar los promedios temporales en lugar de promedios sobre ensambles.
4.1.9 Kuramoto

La interaccion de nuestro modelo resulta ser analoga a la interaccion del modelo de Ku-
ramoto, por lo cual, es de esperarse una gran familiaridad. Para el modelo de Kuramoto con

interaccién constante K;; = K conocemos la distribucién angular [18], la cual esta dada por:
P(0) = Celfreos0=00) (4.1.16)

en donde r es el parametro de orden, y C' una constante de normalizacion.

Comparando con la distribucién angular obtenida (figura 4.18)

0.45 T T T T T T
rr=1.05 +
rr=122 x
0.4 xf%x Kuramoto

0.35

0.3

0.25

0.2

Probabilidad

0.15
0.1

0.05

Figura 4.18: Comparacién con el modelo de Kuramoto

Como podemos ver son muy similares, sin embargo, estos resultados no son concluyentes.
La discrepancia entre las graficas bien podria deberse a algun efecto del tamano finito, o

bien a alguna diferencia mas de fondo. Este hecho ha de ser investigado.
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4.1.10 Sobre el modelo de Vicsek

Nuestro modelo, motivado en el de Vicsek, tiene varias diferencias clave. La primera a notar
es el exponente critico (3, el cual ya coloca a nuestro modelo en otra clase de universalidad. Se-
gundo, en el caso subcritico nuestro modelo presenta la distribucion de Maxwell-Boltzmann,
lo que nos ayuda a definir una Temperatura y plantea la posibilidad de un analisis para sis-
temas cercanos al equilibrio térmico, como lo es la teoria de respuesta lineal. Pero todo esto
no es tan importante como las implicaciones que tiene sobre el concepto actual del compor-
tamiento de parvada. El sistema, en ausencia de interaccion, estd en movimiento browniano,
y es a partir de la interaccion que se da la transicion de fase. Es la mera interaccion, y
no otros factores, lo que saca al sistema del equilibrio. Este punto es de vital importancia
porque es comun encontrar en la literatura [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] que se justifique este
hecho partiendo de que el sistema no estaba en equilibrio termodindmico, ya sea por una
distribucién discreta de la velocidad, como ocurre en el caso de la autopropulsion, o mediante

la inclusion de ruido que no cumple con el teorema de fluctuacion-disipacién [12].






Capitulo 5

Conclusiones

5.1 Conclusiones

En este trabajo de tesis se construyo y analizé un sistema bidimensional de agentes browni-
anos con interaccion de alineamiento, el cual presenta una transiciéon del tipo orden-desorden.
Se encontrd que a diferencia de los modelos més conocidos que describen una fase con or-
den de largo alcance, la autopropulsion de las particulas no es una condicién necesaria para
la existencia de dicha fase; y aunque es comunmente aceptado que la interaccion de alin-
eamiento es la causante del orden de largo alcance, en este trabajo se esclarece y enfatiza su
importancia.

Se encontré que para I' < I'; (interaccién pequena o nula) el sistema esta en equilibrio
térmico, y su comportamiento esta dictado por la temperatura del batnio (i.e la varianza del
ruido) térmico. La distribucién de velocidades coincide perfectamente con la de Maxwell-
Boltzmann. Para I' > I'. el sistema presenta una fase ordenada. Caracterizando al sistema
por el parametro de orden M, encontramos que su comportamiento respecto a variaciones
en el parametro adimensional T es muy similar al de una transiciéon de segundo orden. Para
el caso de interaccion global, se realizé un andlisis de estabilidad lineal en la ecuacién de
Fokker-Planck y se determiné que el punto de transicién estd en I'. = 2. Numéricamente se
determiné este resultado de tres maneras distintas: Ubicando el maximo de la susceptibilidad,

ubicando el punto de intersecciéon de los cumulantes de Binder para sistemas con diferentes
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tamanos, y haciendo una regresion lineal de la curtosis del parametro de orden. Este tltimo
método, no encontrado en la literatura, resulto ser el mas efectivo al dar que I'. = 1.98+0.04.

Se encontro el exponente critico § = 0.37 + 0.01, diferente al caso de Vicsek y de campo
medio. Es interesante encontrar que para el rango de parametros usado, cuando se usa la
variable T' = ['/T, el sistema se comporta de una tinica manera. Ni el pardmetro de orden
ni los exponentes criticos dependen de los parametros utilizados, por lo cual conjeturamos
que para todo rango finito de pardmetros el comportamiento serd el mismo. De este modo
no esperamos encontrar nada nuevo para los rangos no explorados, como podria ser, por
ejemplo, el encontrar una transicion Kosterlitz-Thouless para densidades bajas.

Las simulaciones presentadas fueron realizadas con densidades altas de particulas, donde
hay homogeneidad espacial del sistema. A densidades bajas se dificulté mucho un anélisis
debido a que los pasos que necesita el sistema para equilibrarse aumentan notablemente.

Habiendo cumplido los propdsitos de esta tesis, el sistema atin posee propiedades intere-
santes por estudiar. Queda por explorar las propiedades del sistema a densidades bajas,
donde no se espera encontrar homogeneidad espacial. También queda abierto el tema de los
estados transitorios, de los cuales un andlisis preliminar muestran altas fluctuaciones en la

densidad de las particulas.
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