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0.1. Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar la existencia o no de la condensaciéon de Bose-
Einstein (CBE) a una temperatura finita Ty > 0, y aportar criterios para distinguirla,
en un sistema de N bosones que no interactiian entre ellos en una caja impenetrable
de anchura finita en la direccién z e infinita en las direcciones x y y. Adicional-
mente, los bosones estan confinados por M planos de impermeabilidad variable en
la direccion z, espaciados entre ellos con una longitud a. Para ello nos auxiliamos
del comportamiento del calor especifico a volumen constante C'y, como funcién de la
temperatura 1" del sistema, que como sabemos para el caso tridimensional, manifies-
ta la CBE como una discontinuidad en su derivada en Tj, mientras que en el caso
bidimensional no existe CBE a Ty # 0.

La estructura periddica en la direcciéon z se simula como una caja unidimensional
finita, que contiene un nimero finito de planos impermeables (deltas de Dirac) igual-
mente espaciados y todos de la misma intensidad, la cual podemos variar. En esta
estructura multicapas semi-infinita los bosones pueden moverse libremente en las di-

recciones r y .

Para obtener las propiedades termodinamicas y en particular el Cy,, ademés de con-
siderar el espectro de energia de la particula libre en las direcciones x y y, se calcula
el espectro de energias de una particula dentro de la caja unidimensional con un
nimero finito de planos impermeables en la direcciéon z. Dicho cédlculo se plantea co-
mo una generalizacién del caso de uno y dos planos permeables. Para una particula
en una caja con una delta, se resuelve directamente la ecuacién de Schrodinger. Para
el caso con dos deltas se utilizo la matriz de transferencia misma que fue utilizada
para el caso general de un numero finito de planos permeables, obteniéndose una
relacion implicita para la energia como funcién del vector de onda que caracteriza el
estado de la particula, mismo que depende del niimero de planos impermeables M,
su intensidad P, asi como de la separacién a entre ellos. Dicha relacion se resuelve

numéricamente para el espectro de energias en la direccién z, para lo que fue nece-



sario implementar un programa en lenguaje C.

El espectro de energia total de las particulas se introduce en la expresion del gran
potencial y de alli calcular Cy . Para este ultimo es necesario calcular previamente la
energia interna, el potencial quimico y su derivada como funcién de la temperatura.
De los resultados obtenidos del Cy/NkgvsT /T, (donde Tj es la temperatura critica
en un gas ideal de bosones 3D en el limite termodindmico L.T.) para distintos valores
de los pardmetros: P = 0, 1,10, 100, 1000, a/Ag = 0.1,1,10 (donde Aq es la longitud
de onda térmica evaluada en la temperatura critica de un gas ideal de bosones 3D
en el L.T.) y M = 1,10, 100, 1000, se reportan las siguientes conclusiones: M = 1,

a/Xo = 0.1 es suficiente para observar efectos conspicuos.

Respecto del caso M = 0, se observa que al aumentar la intensidad de la delta hay
nuevos maximos en los que ocurre una transicion de dos a tres dimensiones que puede
relacionarse con la estructura del espectro de energia, puesto que para temperaturas
bajas el sistema se comporta como en dos dimensiones ya que solo contribuyen las
energias en la direcciones x y ¥, mientras que en la direccién z solo contribuye el nivel
de minima energia y al aumentar la temperatura los otros niveles en la direccién z
comienzan a contribuir causando la transiciéon a tres dimensiones. Si aumentamos
el nimero de deltas, los maximos se agudizan aumentando el valor de C'y, se corre
a la temperatura caracteristica para ciertos valores de P tendiendo al caso en tres
dimensiones. Si se aumenta el tamafio del sistema ya sea aumentando a o el ntimero
de deltas de tal forma que nos acercamos al limite termodinamico los maximos se

convierten en cuspides exactamente en T' = Tj,.

Sintetizando, tenemos que al introducir planos en una caja semi-infinita los efectos
son mas notorios cuando la distancia interplanar es pequena y aparece un nuevo
maximo si P > 0 y tiende a desaparecer para valores grandes de P. Si aumentamos
el numero de deltas hay una transicion de dimensién y los maximos mas lejanos se
van recorriendo a temperaturas mayores conforme aumentamos P saturdndose en

T ~1007Tp.



Para el sistema estudiado en esta tesis no hay una condensacién Bose-Einstein como
se demuestra en el Capitulo 4, pero si se observa un maximo que puede interpretarse
como una aproximacion hacia la condensacion, esto sélo si se hace tender la direccién
z — oo de tal forma que se retoma el caso en tres dimensiones ya estudiado en la
literatura. Si la direccion z es muy chica a tal grado que sélo contribuye el nivel de
mimina energia podemos observar que el maximo tiende a desaparecer dando lugar

ala curva de Cy/NkgvsT /T, que caracteriza el caso estudiado en dos dimensiones.



Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo de las nano estructuras [1]-[6], el descubrimiento de la superconductivi-
dad de alta T, [7], la superfluidez de peliculas delgadas de helio cuatro (*He) [8] y
la obtencién en el laboratorio de condensados Bose-Einstein [10]-[11] en potenciales
6pticos periddicos [9], nos ha motivado a estudiar un gas de Bose sin interaccién

dentro de estructuras periddicas finitas.

En 1924 Satyendra Nath Bose con ayuda de Albert Einstein publica un articulo sobre
fotones y sus propiedades estadisticas [12]. Bose describe las reglas para determinar
si dos fotones deberian considerarse idénticos o diferentes, lo que conlleva a la es-
tadistica de Bose. Einstein aplic6 dichas reglas a los a&tomos de un gas [13] y con ello
se encuentra que a muy bajas temperaturas, la mayoria de los atomos se condensan
en el mismo estado cudntico de minima energia [14]. Este estado nuevo de agregacién
de la materia, llamado condensado de Bose-Einstein, ocurre en sistemas de particulas
llamadas bosones, que tienen espin total un miltiplo entero de & [15] y que cumplen
con que cualquier nimero de ellas pueden ocupar alguno de sus niveles de energia
[16]. Otra de las propiedades de dicho fenémeno fisico es que su indice de refraccién
es muy grande, lo que implica que la luz se mueve a una velocidad de cientos de
metros por segundo [17]. El condensado de Bose-Einstein fue predicho en 1925 por
Albert Einstein y desde entonces este fenémeno cuantico, sin analogo clasico, ha sido

objeto de estudio para muchas areas de la Fisica.



En particular dos fenémenos, en principio sin relacién entre si, muestran extraordi-
naria similitud con la condensacién de Bose-Einstein [18]-[22], la superfluidez y la

superconductividad.

Dado el descubrimiento de la superfluidez del helio cuatro (*He) liquido por Kapitza
en 1938 [23], ese mismo ano, London [18]-[22] propone que este fenémeno es una repre-
sentacién de un condensado Bose-Einstein. No fue sino hasta principios de los anos
90’s que se sugiere la CBE en excitones de semiconductores [24]-[27], aun asi tomé 70
anos a partir de su prediccion tedrica para generar experimentalmente un gas de
bosones con posibilidad de condensarse [11]. Esto fue hecho en la Universidad de
Boulder Colorado USA para un gas diluido de dtomos de Rubidio (3’Rb) [28], con-
finados en el espacio por un campo magnético inhomogéneo, dicho experimento fue
reproducido con dtomos de litio ("Li) [29] polarizado en la Universidad de Rise en
Houston Texas y en el Instituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT) [30] con atomos
de sodio (*'Na).

La manera en que se obtiene el condensado es mediante un previo enfriamiento de
un gas via LASER, atrapandolos con campos magnéticos inhomogéneos y superen-
friandolo evaporativamente [11], dicha obtencién lleva al estudio tedrico de gases
bosoénicos sujetos a un potencial externo, el cual se puede aproximar por un poten-

cial arménico[11].

La condensacion Bose-Einstein y la superconductividad parecen ser dos fenémenos
distantes ya que el primero se da entre bosones y el otro se origina entre fermiones,
sin embargo estas pueden relacionarse si se considera que las interacciénes entre
fermiones propicia la formacién de bosones compuestos que pueden condensarse y

manifestarse como superconductividad [18]-[22].

En el ano de 1911 la superconductividad fué descubierta por K. Onnes al enfriar mer-

curio (Hg) por debajo de 4.3K, pero no fue sino hasta 1986 que se reporta el primer



cuprato superconductor de alta T, ~ 30K (LaBaCuO) por Bednorz y Miiller [31] y
en 1987 ganan el premio Nobel de Fisica por su contribucién en el descubrimiento
de superconductividad. El trabajo de Bednorz y Miiller da la pauta a acceder a su-
perconductores con temperaturas criticas superiores a la temperatura del nitrégeno
liquido a presién ambiente. En el mismo afio C. Y. Chu [32] y sus colaboradores corro-
boran el hallazgo y lo extienden a superconductores cuya temperatura de transicién
superconductora es de 92K en el material YBay, Cuz O7, dada su estructura cristalina
con simetria planar se considera es la causante de la alta temperatura de transiciéon
superconductora [33]. Es por ello que en los tltimos anos se ha replanteado la teoria

de superconductividad para sistemas con una, dos y dimensiones intermedias [34].

Los avances tecnoldgicos en el confinamiento de particulas permite tener sistemas
en una, dos o dimensiones cercanas a cero [1]-[2] a tal grado que los conocidos pun-
tos cudnticos [5] (electrones confinados a estructuras que pueden considerarse como
puntos), se comportan como atomos naturales, los cuales pueden llevar al diseno de
nuevos dispositivos electrénicos y 6pticos [4]-[6]. Asi es de interés estudiar la posibi-
lidad de CBE en tales sistemas.

Los fenémenos mencionados anteriormente se destacan por el confinamiento de parti-
culas ya sean fermionicas o bosonicas, cuyas propiedades dependen altamente del

potencial confinante.

En el Capitulo 2 describiremos detalladamente los resultados ya conocidos sobre
un gas ideal de bosones en tres dimensiones en una caja impenetrable de tamano
L, x L, x L, partiendo de la gran funcién de particién Z y obteniendo las expresiones
para el nimero de particulas N en el sistema, la temperatura critica Tj, la energia
interna U y el calor especifico Cy en funcién de la temperatura. Experimentalmente
es posible estudiar sistemas que en ciertas aproximaciones pueden considerarse como
ideales (sistemas muy diluidos o tales que la interaccién puede ser manipulada con
campos magnéticos [11]) tal situacién disminuyen los efectos fisicos que puedan inter-

ferir en los resultados predichos para el caso ideal. Estos estudios deben de corroborar



lo predicho por la teoria para asi poder formular una ley, es por ello que atacamos
problemas de particulas no interactuantes donde se puede entender la naturaleza del
fenémeno. Se comenta también sobre la imposibilidad de la transicién en la conden-

sacion Bose-Einstein (CBE) del correspondiente sistema ideal en 2 dimensiones.

Con el propédsito de incluir los efectos de un potencial confinante y peridédico en
la direccién z, describimos el potencial de Kronig-Penney obteniendo la relacion de
dispersion que nos da las energias que pueden tener las particulas para determinado
vector de onda k. Considerando el limite de la barrera de potencial infinitesimalmente
angosta, b — 0, e infinitamente alta, V; — oo, de tal manera que Vyb = cte, este
potencial se convierte en un arreglo periddico de deltas de Dirac, también conocida
como “peine de Dirac”, donde la intensidad de dichas deltas estan asociadas al valor
del producto de Vyb. Finalmente describimos las propiedades termodindmicas de un
gas ideal de bosones libres en dos direcciones y confinados en la direccién restante
por el potencial de Kronig-Penney, discutiendo brevemente sobre los resultados ya

reportados en la literatura.

En el Capitulo 3 cosideramos la finitud del sistema en una de las direcciones y hace-
mos el calculo del espectro de energia cuando se consideran para uno y dos potenciales
delta de Dirac. Con dos deltas introducimos el método de la matriz de transferencia,
el cual nos permite generalizar nuestro calculo a un ntimero finito M de potenciales
delta de Dirac. Limitandonos explicitamente al espectro de energia en la direccion
z, haciendo un breve andlisis sobre el comportamiento de los niveles de energia para
distintas intensidades de las barreras P = 0,1,10,100, donde P es una cantidad
adimensional que caracterizara la intensidad de los planos cuando calculamos el CYy

en un sistema finito donde en la direccién z dichas barreras estan presentes.

Consideremos también distintos ntmero de planos M = 1,2, 10, observando que
tenemos niveles fijos, esto es, que no dependen de los parametros del sistema y otros
que se van concentrando a estos cuando se aumenta la intensidad de la barreras,

es decir, los niveles movibles dependen de P de tal manera que cuando se varia la



intensidad del plano, estos se van concentrando a los niveles fijos a tal grado que
cuando hay un plano con intensidad muy grande, casi infinita, los niveles se degene-
ran al nivel de energia de una caja impenetrable de longitud a. El niimero de planos
determina el nimero de niveles, de tal modo que se tienen (M + 1) niveles, agru-
pados en estructuras tipo bandas de energia como las que aparecen en el modelo de

Kronig-Penney.

En el Capitulo 4 estudiamos la termodinamica de un gas ideal de bosones en es-
tructuras del tipo L, x L, x L, con L,, — oo. En la direccién z se tienen planos
permeables dentro de una caja de longitud L, = (M + 1)a, los planos son generados
por M potenciales delta de intensidad P, donde una vez obtenidos los niveles de
energia como se muestra en el Capitulo tres hacemos uso de ellos para calcular la fu-
gacidad z (a la que llegamos partiendo de la expresion de ntimero total de particulas
dividida entre el volumen del sistema que es la densidad de niimero) que es empleada
al hacer los célculos del calor especifico C'y, obtenida al derivar la energia interna U
con respecto a la temperatura a volumen constante. Para analizar los maximos que
aparecen en el sistema, graficamos el calor especifico vs la temperatura, variando, la

intensidad de los planos P, la distancia entre planos a y el nimero de planos M.

En el Capitulo 5 concluimos que al introducir planos permeables en un sistema como
el estudiado por Pathria [35] en la direccién que considera finita, son notorios los
efectos si la distancia interplanar es pequena y aparece un nuevo maximo en C'y,
cuando P > 0 y tiende a desaparecer para P’s grandes. Por otra parte si aumenta-
mos el nimero de deltas hay una transicion de dimensién de modo que el maximos
de Pathria en Cy se va recorriendo a temperaturas mayores conforme se aumenta P,

saturandose a un valor determinado de la temperatura.



Capitulo 2

Generalidades: Gas ideal de

bosones en 3D y el Potencial

Kroning Penney

En este Capitulo se presentan varios resultados conocidos en la literatura y que sirven
de base para el estudio en el presente trabajo. En la Seccion 2.1 se presentan, de ma-
nera breve y general, las caracteristicas més importantes (la temperatura critica Tg y
el calor especifico Cy como funcién de la temperatura) de un gas ideal de bosones en
tres dimensiones. Se comenta también sobre la imposibilidad de la transicion BEC

en 2 dimensiones.

Con el propédsito de incluir los efectos de un potencial confinante y periédico en la
direccién z, en la seccién (2.2) se presenta el calculo del espectro de energia de una

particula en un potencial de tipo Kroning-Penney.

Como parte final de dicha seccion, se discuten brevemente las propiedades ter-
modinamicas de un gas ideal de bosones libres en dos direcciones y confinados en la
direccién restante. Aunque dichos resultados son bien conocidos [35], [36] v [37], lo

reproducimos aqui por completez.
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2.1. Gas ideal de bosones

La ocupacién macroscépica y espontanea de particulas al estado de minima energia
(Condensacién de Bose-Einstein), predicho por Einstein, fue considerada simple-
mente un mero ejercicio académico, hasta su realizacién experimental usando gases
de atomos alcalinos bosonicos confinados en trampas 6ptico-magnéticas. Aun cuan-
do para describir la situacion experimental se debe considerar el potencial de con-
finamiento y la interaccion entre particulas, el caso mas simple discutido en detalle
en varios libros sobre Mecanica Estadistica, es el del gas ideal de Bose en una caja

impenetrable, descrito brevemente a continuacion.

Partiendo de la relacién general para encontrar la gran funcién de particién tenemos:

z=1] i i Peins (2.1)

1 ’qu,':O

con z = e’* que denota la fugacidad, p el potencial quimico, 3 = 1/kgT y ¢; la

energia del ¢-ésimo nivel de una particula.

Introduciendo la informacion que el sistema esta formado por bosones llegamos a la
funcion de particién

Z =] -z (2.2)

%

Haciendo la conexién entre el formalismo estadistico del ensamble gran candnico y
la termodinamica clasica podemos obtener el niimero de particulas en el sistema el

cual es
0lnZ

N =
¥ 0z

(2.3)




la cual usando la expresion (2.2) tenemos que
N »
— z7lefei — 1

El ntimero total de particulas y la energia del sistema estan dados por
N = Z <n;> Yy E = Zei<ni>, (2.5)
respectivamente, y encontramos que la energia del gas ideal de bosones es:
E=S"—" 2.6
_Zz—leﬁfi—l’ (2:6)

donde hemos usado que
1

N> = —-.
! zlefei — 1

Para una particula libre en una caja de potencial impenetrable, la funciéon de onda

fuera de la caja se anula, es decir,

=0 (2.8)
y dentro de la caja, el Hamiltoniano es
2 2
p s
H=—=—— 2.9
2m 2mv (29)

donde el momento esta dado por p = (h/2m)k, con k = 2wn /A el vector de onda y n

el vector unitario.

Entonces la ecuacién de Schrodinger para el sistema es

h? 9
— P = By (2.10)



que en una dimensién se escribe como

1 P (x)

2m  Ox?

— E(z) =0. (2.11)

Resolviendo en cada direccién y aplicando las condiciones de frontera apropiadas

tenemos la relacion de dispersién siguiente:

2

€ = €k, +Ek, +Ek, = 2p—m, (2.12)
h? h?
=— k= —(B2+ K2+ K 2.13
con 9 9 9
™ ™ ™
kx = L—xnm, ]{?y = L—yny, kz = L—an (214)
y
Mgy Ty = 1,2,3, .. (2.15)

El nimero de estados con vector de onda que se encuentran en el primer octante

dada la simetria esférica de (2.13), esta dado por el volumen de la esfera de radio k

1 4 L\?4
L

Haciendo uso de la relacién de dispersién (2.13), tenemos que

LN\’ ar (2me\*?

L3 [2me\*?
= 67<n—) (2.18)



entonces la densidad de estados de energia es:

oo = 2 (2.19)
3 m 3/2
ole) = (;)Q (%) Q2 (2.20)

En el limite termodindmico (L. T.) donde N y L tienden a infinito tal que (N/L)* =
cte, la suma del nimero de particulas (2.4) se pueden remplazar por integrales, de tal
manera que empleando (2.20) podemos escribir a (2.4) en términos de la densidad

de estados de la siguiente forma:

N =N, + N, (2.21)
1 = ple)
N = — 2.22
271 —1 +/0 z7lefe — 1d5 (222)
1 I3 om 3/2 poo 81/2
= — —d 2.23
271 —1 * (2m)? ( h? ) /0 Tefr 1% (223)

donde hemos separado explicitamente el ntimero de particulas en el estado base Njy.

Haciendo el cambio de variable x = (e, dx = fde y después de una serie de calculos

se llega a:

1 L (2m\*? o gl
N = — T)3? ——dx. 2.24
27l —1 * (2m)? ( h? ) (ksT) /0 z7ler — ldx (224)

La funcion de Bose se define como

go(2) = F(la) /0 h - T g (2.25)



asi, podemos escribir N en términos de la funcién de Bose

1 L3 (Qm

3/2
Vet () e e (220)

La temperatura critica Ty se define como la temperatura para la cual el nimero
total de particulas del sistema se encuentran en los estados excitados y el nimero de
particulas en el estado base es Ny = 0. Para una temperatura ligeramente menor,
una porcion considerable del total de particulas ocupan el estado base de tal forma
que p = 0y la fugacidad es z = 1, entonces

L3 [2m

v=n=g (5 )% (ks To)*/2T'(3/2)gs/a(1). 2.27)

De tal modo que la temperatura critica estara dada por
(27T)4/3h2n2/3

2/3
_ N _ ~ 2n2/3 m
rlo = (%(2—?)3/@(3/2)93/2(1)) = TBR)CE2RRm = 23

(2.28)
con n = N/L? la densidad de ntimero y ¢(3/2) = g3/2(1) la funcién Zeta de Riemann
de 3/2.

Procediendo de manera analoga en el caso de dos dimensiones, el nimero de particu-
las en el estado base a una temperatura critica Ty > 0, es cero y el potencial quimico
vale cero para toda temperatura 7" menor o igual 7j. El niimero de particulas en los

estados excitados esta dado por:

L\?2 1 L\?2rm [= 1
vt = (o) e farmy— = (5) T [t
(2.29)



de modo que

N 1 27ka‘BTO /OO dx (2 30)
0

2 (272 B2 e —1

como se ve la integral diverge y la tnica forma de que N/L? sea constante es que

kgTy = 0 entonces no hay Ty > 0 y por ende no se presenta el condensado.

2.1.1. Calor especifico

Para encontrar el calor especifico a volumen constante necesitamos derivar la energia

Cy = (g—g)v, (2.31)

la energfa interna para el gas ideal de bosones en 3D estd dada por, ver pag.159 [39]

__ (9 o2 9 (PV o2 da (1
= (85 IHZ)Z,V = bl {8T (k:BT) }Z,V = ke TV gs/2(2) {dT (Ai"’)}

3 V

interna del sistema

con A = h/(2rmkgT)"/?.

Para el caso en que T' > Ty = Ny = 0, el calor especifico es

Cv =7 |31V (5m32)” (nT)05n() (233
=62V (o) | 6/206T hnga(c) + (haT) ()L 2] (23)

Para encontrar el término de la derivada de la fugacidad con respecto a T, conside-
remos la ecuaciéon (2.27), partiendo de que el nimero total de particulas es constante

y entonces no depende de la temperatura , asi

ON

N = Ny+ N, con Ny=0 y 9T = 0 (2.35)



por lo que

. aN . m 3/2 0 3/2
0 = T 4 (27?712) a—T[(/fBT) 9g3/2(2)]
m \3/2 10z
-V (Wﬂ) [3/2(kBT)1/2kng/2(z) + (k;BT)?’/?gl/z(z);&—T (2.36)
de tal manera que
10 (~)B/2(ksT) hngsa(2) o5
z 8T (kaT)?’/zgl/g(Z) ’
entonces podemos escribir al calor especifico como
G = 62V (52" | 512007 ) - (3/2) ka2 225
V= o h2 B BY5/2 B 71/2(2) B|
o equivalentemente como
Cy (kaT)g/z { gs/2(2) 93/2(2)]
— =32V | — 2) |5/2 —(3/2 , 2.38
b =BV () en() [5/2000 - (RS (239)
y finalmente usando (2.26) con Ny =0
Cy [ gs/2(2) 93/2(2)}
=3/215/2 —3/2 . 2.39
Nekp / / g3/2(2) / 91/2(2) ( )

Si consideramos un sistema en 3D el nimero de particulas cuando Ny = 0 tenemos

V V
Ne =N = 5932(2) = ~393/2(1), (2.40)
X %

donde el ntimero de particulas N si depende de la temperatura critica y la longitud de

h

onda térmica en términos de la temperatura critica estd dada por A\g = Bk T2



entonces

- (@) 5

expresion de la cual podemos resolver para z.

Si T <Tp, como =0 entonces z = 1 y la energia interna estd dada por

v

= (3/2)kpTg5/2(1 ))\3

El calor especifico es

cv =50 = 2 [/t 05
Cv = (3/2)aw(1) [ ka1
Cv = (3/2)9(1) |k + (3/2)ksV (”;k];;T ) (”;f?,’;T)
i = 6tk | i + @ (el
Cr = (3/2gsaha |35 + (3/2)55]
vy st = o () 24

entonces

Cy T\*? gs/2(1)
Nkp = (15/4) (TO) g3s2(1)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Como se muestra en la figura 2.2, en 3D (linea negra) la transicién de fase es resalta-

da por una cuspide en T = Ty en la curva del calor especifico Cy vs temperatura

T. La cuspide separa dos distintas dependencias de Cy/Nkp en T : un crecimien-



3/2

to monétono del tipo de ley de potencias (1'/1p)*/* para valores de T" < Tj, que

alcanza el valor maximo %ggggg ~ 1.9257 en T' = Tp, donde ((z) es la funcién ze-
ta de Riemann. Para T" > Ty, Cy disminuye mondtonamente hacia el valor clasico

Cv/Nkg = 3/2.

La cuspide en Cy es caracterizada por una discontinuidad en su derivada en T, dada

por la expresién (%)3 (€(3/2)] g-12(1)/ [91/2(1)}3 ~ 3.66577 donde g,(z) es la fun-
: 2 . 34
cién de Bose y lfim — 9-12(2)/ [912(2)]” = 5.

En el caso de 2D (linea roja) como se observa el la ecuacién (2.30) la tnica forma
de que N/L? sea constante es que kzTy = 0, asi para todos los valores T > 0 no
hay condensado por la divergencia, es por ello que la curva de Cy en 2D tiene un

crecimiento mondtono no decreciente.

2.2. Potencial de Kronig-Penney para el caso in-
finito

La situacién fisica mas sencilla donde esta involucrado un potencial periddico, es el
de un electrén confinado en un sélido (por ejemplo en un metal), donde la estruc-
tura periddica de los atomos que forman el sélido proporciona un potencial externo

periédico para el electréon [40].

Dado que nuestro interés es encontrar el espectro de energia para una particula en un
potencial periédico, consideremos en la direccion z el potencial de Kroning-Penney
[37] v [38] con un periodo de a + b, como se muestra en la figura (2.1), donde el
potencial vale cero en la regién 0 < z < a 'y Vy en la region —b < z < 0, el cual

podemos escribir de la siguiente manera:



Vo

>
Z
-b a
Figura 2.1: Potencial de Kronig-Penney periodico.
V(z)=Vo Y_ O[z—(a+ (n—1)(a+b))]O[—z+n(a+Db) (2.50)

donde Vj es la altura de la barrera de potencial y © es la funcion de Heaviside.
La funcién de onda 1 de un bosén que esta sujeto al potencial de Kronig-Penney

satisface la siguiente ecuacion de Schrodinger

d>) 2m .

e + T2V = 0 si 0<z<a (2.51)
d>) 2m .
s + ﬁ(e V)Y =0 si —-b< z<0. (2.52)

Definimos las siguientes cantidades



a’ = S (2.53)
B = 2—?(%—5). (2.54)

La solucién a las ecuaciones (2.51) y (2.52), estd detreminada por el teorema de
Bloch [40], el cual establece que para el potencial periddico la ecuacién de onda es

de la forma
W(z) = e u(z), (2.55)

donde uy(z) es una funcién periédica con el mismo periodo del potencial y k es el
nimero de onda. Sustituyendo (2.55) en (2.51) y (2.52), obtenemos las siguientes

ecuaciones diferenciales para u(z)
u” + 2iku' + (o —kHu=0 0<z<a (2.56)

u” + 2iku’ — (B2 4+ k*)u =0 —b<z<0, (2.57)

donde por simpleza de notacién, hemos quitado la dependencia explicita de v en k

y u/, u” denotan la primera y segunda derivada en z respectivamente.

Para (2.56) y (2.57), al ser ecuaciénes de segundo orden, proponemos soluciones de
la forma

u=e "% y u=e"*

que al sustituirse en (2.56) y (2.57) respectivamente, dan por solucién general

u, = Ae'@hF L Bemiethz g <y < g (2.58)
uy = CelP=h= 4 pe(Btik)z —b<2z<0. (2.59)

siendo A, B, C'y D constantes, que se determinan de las condiciones de frontera de

la funcién de onda ), la cual debe de ser continua y con derivada continua. En z = 0,



son de la siguiente manera

Ui(0) =12(0)  y ¥ (0) = ¥y(0) (2.60)

y al emplear el teorema de Bloch, el cual impone la periodicidad de v como en su

derivada, tenemos las siguientes condiciones a la frontera

/

w(a) =us(=0) y  wi(a) = uy(-b). (2.61)

De este modo al aplicar las condiciones de frontera tenemos

A+B = C+D
i0A —i1aB = pC—pD
Aei(a—k)a + Be—i(a-}—k)b _ Ce—(ﬁ—ik)b + De(ﬂ-i—ik)b
i(a — k)Ae @M _j(a 4+ k)Be~@tha — (5 — ik)Ce™ =R _ (3 + ik) De PR

Este sistema de ecuaciones lineales homogéneas tienen solucion distinta a la trivial

si su determinante es cero

1 1 —1 —1
iQ —ix —b I} _0
pila—k)a o—ilatk)a o (B=ik)b _p(BHik)D '
i(a—k)el@ ke —j(q+ k)e~(@the (B —ik)e=B=Rlb (B 4 jk)ef+ik)
(2.62)

Resolviendo, obtenemos la relacién de dispersion, la cual nos dice sobre las energias

que puede tener la particula en determinada k

52—042

50l senh(fb) sen(aa) 4 cosh(Bb) cos(aa) = cos|(a + b)k]. (2.63)




De la ecuacién (2.63) podemos determinar las energias de las particulas ya sea cuan-
doe < Vyoe >V, Para e < Vj, si tomamos el caso limite cuando b — 0y Vy — oo
de tal manera que Vyb = cte, estos potenciales se convierten en una serie de deltas
de Dirac o también conocida como “peine de Dirac” , donde la intensidad de estas

deltas estan asociadas al valor del producto de V.

Entonces, si multiplicamos por ab/ab el primer término de la ecuacién (2.63) y

tomamos dicho limite tenemos que

lim senh(b)

2mVoba
b—0 b B

. , . , 2 2 _
=1, ll)gr&cosh(ﬁb) =1y ll)l_f}%(ﬁ a)ab 72

P (2.64)
entonces tenemos la siguiente expresion para la relacién de dispersién para el poten-

cial de Kronig- Penney con una delta por celda unitaria

% sen(aa) + cos(aa) = cos(ka). (2.65)

Esta ecuacion no tiene solucién analitica para € como funcién de k, pero la podemos
resolver graficamente donde la parte derecha de la ecuacién esta implicitamente en
términos de la energia y la parte izquierda tiene valores entre 1 y -1, de modo que

dentro de este intervalo tenemos valores para aa.

Si graficamos la parte de la ecuacion en términos de la energia contra aa tenemos
dos regiones en la cual una es la parte prohibida y la otra corresponde a las bandas
permitidas, ademas podemos observar que el ancho de banda incrementa conforme

aumenta aa y P disminuye.

Si consideramos el caso en que P — oo el ancho de banda que era continuo se

discretiza de tal manera que tenemos niveles de energia debido a que no se presenta



tunelaje, dichos niveles de energia de los bosones toman los valores

m2h2n?

S n=123. (2.66)

Ep =
que corresponden a los de una particula confinada en un pozo de potencial de ancho

a y paredes infinitas, en este caso sélo hay soluciones si aa = n7w (n € Z).

Como comentarios finales a este capitulo, quiero mencionar que en los estudios pre-
sentados en las referencias [41]-[42], se ha utilizado el modelo de Kronig-Penney para
calcular las propiedades termodinamicas de un gas ideal de bosones en una estructura
periédica (infinita) de capas. Las capas son modeladas por barreas del tipo delta de
Dirac. En ese caso, el espectro de energia corresponde a la energia de una particula
que es libre en las direcciones = y y, ex, k, = thiy /2m y al dado por la relacién de
dispersion (2.63) en la direccién z. La existencia de una temperatura critica distinta
de cero en ese sistema es garantizada por la dependencia g(g) ~ ¢'/? de la densidad

de estados g(e) con la energia ¢ para valores bajos de esta [41].

En la figura (2.3) se reproduce el calor especiifico Cy/Nkg como funcién de la tem-
peratura en unidades de Tj, siendo esta ultima la temperatura de un gas ideal de
bosones libres en tres dimensiones. Como puede observarse en el panel de la izquierda
para a/XAg = 0.892, cuando a &~ A la cuspide de la condensacién Bose-Einstein del
gas ideal libre (cispide de la curva negra a rayas) ocurre a temperaturas menores que
Ty y se hace menos aguda cuando se aumenta P. Notése la aparacién de un maximo a
temperaturas mayores que 7j, este maximo ha sido asociado con el méaximo descrito
en los trabajos de Pathria y colaboradores para un gas ideal de bosones en geometrias
del tipo de pelicula delgada [35]. Para valores de a mucho més pequenos que A los
efectos del potencial periddico se manifiestan a tempreaturas mas altas como puede
apreciarse en el panel derecho de la figura 2.3 para a/A\g = 0.0892. Los efectos de au-
mentar P son mas notorios, respecto del caso anterior, pues aparece un minimo cuya

anchura crece al aumentarse P exhibiendo un comprtamiento cuasi-bidimensional.
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Figura 2.2: Calor especifico de un gas ideal de bosones en 3D y 2D
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Figura 2.3: Calor especifico en unidades de Nkg como funcién de la temperatura
adimensional T'/Ty de un gas de bosones ideales, confinados en la direccién z por un
potencial periddico de Kronig-Penney.



Capitulo 3

Espectro de energias de particulas
en una caja impenetrable entre M

potenciales delta

Nos proponemos estudiar el sistema de N bosones con un ntumero finito M de po-
tenciales ¢ en la direccion z. Dado que el espectro de energia del sistema de interés
resulta separable en las tres direcciones euclidianas de un sistema de referencia, es
decir, € = ¢, + €, + €, nos limitaremos al calculo explicito del espectro de energia

en la direccion z.
Cuando en esta direccién las particulas se encuentran confinadas por una caja de po-

tencial impenetrable de longitud L, = (M+1)a y M potenciales de tipo § contenidos

en la caja y separados por una distancia a.

30



3.1. Potencial de confinamiento con uno y dos po-
tenciales 0 en una caja de potencial impene-
trable

Con el proposito de guiar al lector en el calculo del espectro de energia para un
potencial de M §’s presentamos en esta seccion una discusion del caso de una caja
de potencial con una y dos deltas repulsivas. En el caso de dos deltas, se introduce
el método de la matriz de transferencia el cual es usado en el caso general con M
deltas.

3.1.1. Para una delta

De manera andloga a la Sec. 2.2, resolvemos la ecuacién de Schrédinger con la sigu-

iente barrera de potencial delta en el origen, donde A es la intensidad

V(z) = Ad(2) (3.1)

Por simplicidad, los efectos del potencial de caja impenetrable son incluidos explicita-
mente en las condiciones de frontera ¢ (—a) = 93(a) = 0 (donde z = ay z = —a
corresponden a las posiciones de los extremos de la caja). El valor de la corriente de
probabilidad j = % [ *g—f — @D%], bajo estas condiciones de frontera es j = 0. La
barrera divide a la caja en dos regiones y dado que el potencial es cero excepto en el

origen, la solucién general a la ecuacién (2.11) puede escribirse como

Yy = A1 4 Bre o —a<z2<0 (3.2)
Py = Ape'®? + Bye 0<z<a (3.3)

_ 2me
donde o = \/ T

De manera convencional se impone la condicién de continuidad de la funciéon de onda



en el origen, donde se encuentra el potencial delta

Uy (O) = %(0) (3-4)

sin embargo, debida a la naturaleza singular de la delta, la derivada de 1) resulta

discontinua

1(0) # 5(0). (3.5)

En los extremos z = +a, la funcién de onda se anula, es decir

1 (—a) = g(a) = 0. (3.6)

Para evaluar (3.4), empleamos (3.2) y (3.3) obteniendo

Al -+ Bl - Ag + Bg. (37)

En el caso ¢,(0) — 1, (0) integramos la ecuacién de Schrodinger (2.11) entre —¢ y ¢
donde en la region que va de —e a 0 usamos que 1) = 11 y en la regién que va de 0

a € empleamos ¢ = 1)y, de este modo tenemos

/ ) [—h—z(%(z) Y V()W) — Bg(z)| dz = 0. (3.8)

.l 2m 022

En el limite cuando € — 0 se tiene por un lado que

/_ Bu(z)dz = 0



y por otro

" / PV g / M)z = — 1 (03(0) — ¥4 (0)) + Mn(0).  (39)

Asi, sustituyendo (3.2) y (3.3) en (3.9) tenemos

A <—§2§2\—1) + B, (%:;AJJ) + Ay — By =0 (3.10)

y para los extremos de la caja
Aje™ 4 Bie' = 0, (3.11)
A’ + Bye ' = 0. (3.12)

Las ecuaciones (3.7), (3.10), (3.11) y (3.12) conforman un sistema de ecuaciones
homogéneo de cuatro incégnitas, que tiene como sabemos solucion distinta a la trivial,

solo si su determinante es cero, es decir,

1 1 -1 -1
2mA 2mA
-1 —= 1 1 -1
- al2 ot = 0. (3.13)
e—zaa elaa 0 0
0 0 eiaa e—iaa

Desarrollando el determinate obtenemos la relacién de dispersién que nos da infor-
macién sobre las energias que pueden tener las particulas con determinado vector de

onda «, explicitamente

(sen aa) (cosaa + Psenaa) =0 (3.14)



con

_mA
 ah?’

que da la impermeabilidad de los planos al estar en términos de la intensidad A.

(3.15)

Como se muestra en la figura (3.2), para P = 0, 1, 10, 100 hay niveles fijos, dados por

n?h*m?

con n = 1,2,3,..., que corresponden al espectro de energia de una caja de longitud
a obtenidas por las soluciones de sen(aa) = 0 en la ecuacién (3.14) representados

como puntos rojos de la figura (3.1).

Figura 3.1: Energias para uno y dos planos dada una P.

Para las soluciones de cos aa + Psen aa = 0, los niveles se modifican al cambiar la
intensidad de la delta y por lo tanto dependen de P. Dichos niveles corresponden a
los puntos negros en la misma figura y se concentran a los niveles fijos de la figura
(3.2) para valores grandes de P, las regiones amarillas corresponde a los posibles

valores permitidos de las energias.
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Figura 3.2: Niveles de energia para un plano con distinta impermeabilidad P =
0,1,10,100

3.1.2. Para dos deltas
De la ecuacion (2.11) ahora con la barrera de potencial definida por
V(2) =A[0(z —a) + (2 — 2a)] (3.17)

tenemos para la regién I la ecuacién de Schrodinger de la siguiente forma

B
2m  dz?

+ V(Z)¢1,2 = E¢172 (318)

con 9 definida en 0 < z < a y ¥y en a < z < 2a.

Proponemos las siguientes soluciones
P1(2) = A1 + Bie™™*  0<z<a (3.19)

o(2) = Age™ 4 Boe ™™ a < z < 2a. (3.20)

De igual manera imponemos la condicién de continuidad en la funcién de onda en a
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Figura 3.3: Potencial de Kronig-Penney con dos planos

donde tenemos el potencial delta, y dada la naturaleza de dicha delta, la derivada

en 1 es discontinua en a, teniendo las siguientes condiciones
U1(a) = ta(a) (3.21)

V1(a) # ¥y(a) (3.22)

evaluando la condicién de continuidad (3.21) y usando las soluciones de la ecuacién
de Schrodinger (3.19) y (3.20) tenemos

Aleiaa + Ble—iaa _ Azeiaa + Bze—iaa' (323)

Para la discontinuidad en la derivada nuevamente integramos la ecuacién de Schrodinger
en el intervalo a —e < z < a+¢ y tomamos el limite cuando e — 0, obteniendo una

expresién analoga a (3.9), donde evaluamos (3.19) y (3.20) de tal manera llegamos a



la siguiente expresién

iaa 2mA —iaa 2mA iaa —iaa
Ale <iah2 + 1) + Ble (iah2 — 1) - Age -+ Bge =0. (324)

Para la region II la ecuacién de Schrodinger es

—I i
2m  dz?

+ V(2)ho3 = Evpas (3.25)

con 1y definida en la region como antes y ¥3 en 2a < z < 3a, andlogamente pro-

ponemos soluciones generales de la forma
P2(2) = Ase’®* + Bye ' (3.26)

’lZJg(Z) = Ageiaz + Bge_iaz (327)

obteniendo

. 2mA . 2mA ; ;
A2€2zaa (712/;12 4 1) 4 B2e—2zaa (% - 1) - A3622aa 4 B3€—22aa =0. (328)

Para los extremos se tiene

Y1(0) =0 (3.29)

¥3(3a) =0 (3.30)

que nos dan las siguientes condiciones
A1 +B, =0 (3.31)

A3e® 4 Bge ¥ = (). (3.32)



De tal manera que obtenemos el siguiente sistema homogéneo de 6 ecuaciones en las
incéngnitas Ay, Ao, As, B1, By, Bs.

Aleiaa + Ble—iaa _ A2ei0ca + B2e—iaa (333)

o 2mA _ioa 2mA iaa —iaa
Ae <iah2 + 1) + Bie (iah2 — 1) = Ape'™ — Bae (3.34)
A262i0ca + B2e—2i0ca _ A362iaa + Bge—Zioaa (335)

, 2mA - 2mA ; ;

2iaa —2iaa _ 2ica —2ioa

Ao (zahz + 1) e (mrﬂ - 1) A e (330
A+ B =0 (3.37)
Aze¥ee 4 Byeioe = ( (3.38)

para resolver el sistema de ecuaciones es conveniente escribirlo como el siguiente

arreglo de matrices, donde (3.33) y (3.34) se pueden escribir como:

1 1 Aleio‘“ 1 1 Ageio‘“
2mA 2mA —iaa - —iaa (339)
) +1 Tl 1 B16 1 -1 Bge

y (3.35), (3.36) de la siguiente manera
1 1 A2 e2iaa 1 1 A362i0ca
2mA 2mA —2iaa - —2iaa ) (340)
iahi2 +1 a2z 1 Bge 1 -1 Bge

Siendo la matriz inversa de

1 1
() o



la ecuacién (3.39) la podemos reescribir como

A iaa + 1 mA A ioa
e ) _ (i P o, (3.42)
B2e—2aa _2:7;? zaﬁ2 +1 Ble—zaa

que a su vez el vector columna lo podemos reescribir como el producto de la matriz

diagonal con los elementos e, e~ obteniendo:

Ay \ e 0 o+ 1 ;;j,g et 0 A
B, 0 oo —md b4 0 e oo B )
(3.43)

Andlogamente a la matriz (3.40) la podemos reescribir como

Ag _ —2wca zahz ZZL}{; e2iaa 0 A2
33 2zaa zahz zahz +1 0 e—2zaa 32

(3.44)
llamando a
mA
M = zah2 tah? ’ (345)
( zaﬁ2 272711\2 +1
entonces sustituyendo (3.43) en (3.44) tenemos

Ag _ €—2iaa O M e2iaa 0 e—iaa O M eiaa 0
33 0 62zaa 0 6—22aa 0 etaa 0 e iaa

A3 _ 6—2iaa 0 M eiaa O M eiaa O Al
‘B3 0 e2zaa 0 e laa 0 e laa B1



llamemos a

El cuadrado de M puede evaluarse empleando el teorema de Caley-Hamilton [43],
el cual establece que M misma satisface la ecuacion caracteristica de eigenvalores

asociada a ella, es decir,

M? — M TrM + det M = 0. (3.49)
Notese que [44]
det M = 1 (3.50)
' 1 A
- m
§TrI\\/JI = [W sen(aa) + cos(aa)} , (3.51)

de modo que

B iaa m_A2 1 —iaa% A 1 0
M? = < ¢ o +1) ¢ ah 2 {m_ sen(aa) +cos(oza)} -

iaa mA —iaa ( —mA 2
€ a2 € (z'aﬁ2 + ]') ah 01

. 2
A —i1xa O _ A
S = ¢ BV e (3.52)
B3 0 e'® Bl

entonces



después una serie de calculos llegamos a

Az \
By |
( e~ 2iaafgioa(mA 4 1)9[ M4 sen(aa) + cos(aa)] — 1] *31'““(;;;“ )2[24 sen(aa) + cos(aa)] ) (

ediaa(— 17:){; )2[(”{; sen(aa) + cos(aa)] 2““’[6’““1( 2 +1)2 [aﬂ sen(aa) + cos(aa)] — 1]

llamando a A
m
= 3.53
T jam (3:53)
' A
n= ma sen(aa) + cos(aa), (3.54)

ah2
de tal manera que podemos reescribirlo de la siguiente manera

A3 B e—2iaa[eiaa(7_ + 1)2,'7 _ 1] e—3io¢a(7_2,’7 3 55)

B3 o e3io¢a(_7_277) e2io¢a [e—iaa( 277 _ 1

. . As Ay
y podemos observar que la matriz que relaciona B con puede es-
3
A —2iaa P —3iaa P A

v = ) : (3.56)

B e PR eM P B

donde Py = [e*(7 +1)2n — 1] y Pia = (727).

cribirse como

Las condiciones de frontera para los extremos en la regién I y III de la ecuacion de

Schrodinger, donde la funcién de onda se anula son:
1(0) =0, en z2=0 (3.57)

es decir
A+ By =0, (3.58)



y donde hemos usado
¥3(3a) =0, en z=3a (3.59)

que equivale a
Age® @ 4 Bae 30 = ), (3.60)

Las ecuaciones (3.55), (3.58) y (3.60), forman un conjunto homogéneo de 4 ecuaciénes

con 4 incognitas cuyas soluciones se obtienen de calcular el siguiente determinante:

e—2iaa [Pll] e—3iaa [P12] -1 0
3iaa Px 2iaa P 0 -1
1 1 0 0
0 0 63iaa 6—3iaa
entonces
0 = —Ppp+e*Py—e P+ P

= [Py — Pio] — [T Py — Py
= [m[6iaaP11 — P]_2]
= Im[e"* (e (1 +1)2n — 1) — 277

sustituyendo 7 y 1 dados en (3.53) y (3.54) respectivamente, llegamos a

mA ]’
2 cos(aa) + 2 sen(aa)ﬁ =1 (3.62)
A
—> cos(aa) + sen(aa)% =+1/2 (3.63)

que es la relacién de dispersion para dos potenciales deltas. Como en el caso de una
delta los niveles fijos estdn dados por (3.86) que corresponden a los puntos rojos de la
figura (3.1), también se puede observar que en cada banda permitida (regién amarilla)
hay tres niveles, los que se concentran a los niveles fijos al aumentar la intensidad de

la delta P (ver figura 3.4) son representados por los puntos grises calculados de (3.63).



P_0 P—1 P=10 P = 100

5212 —

4271'2

3272

2272
w2 =

Figura 3.4: Niveles de energia para dos planos con distinta impermeabilidad P =
0,1,10,100

Como veremos en la siguiente seccién, (3.63) cumple con la expresion (3.81), que es

el caso general para M deltas, pues se tiene que el cos(aa) 4 (23) sen(aa) = cos(%)

3
con n = 1,2. El tercer nivel es calculado a partir de cosaa + (25)senaa = (—1)7,

donde j denota la j-ésima regién donde hay solucién (regién amarilla en la figura 3.1).

3.2. Particula constrenida en una caja de po-
tencial impenetrable con M potenciales delta

equidistantes

El procedimiento presentado en la seccién anterior puede generalizarse al caso de M

deltas, consideremos como antes la funcién de onda dada por:

¢j(2) = Ajemz + Bje_mz Zj—1 <z< Zjs j = 1, “ee ,M + 1, (364)



con la siguiente barrera de potencial

M
Vi(z) = ZAé(z —ia).

(3.65)

Procediendo como en la seccién anterior tenemos 2(M + 1) ecuaciones, 2M que

provienen de la continuidad de la funcion de onda y la discontinuidad de sus derivadas

en las posiciones de las deltas, explicitamente éstas son

1z —iz; itz —iaz;
Aje 7+ Bje 7= Aj+1€ 7+ Bj+1€ 7

[1e %21 2mAJ —ilaz; 2mAJ
. | —— 2 ) J _
Aje ( P + 1) + Bje ( P 1)

que podemos escribir como

. iz mA; mA; plozj
Ajre™ | e T iah? Ajeres
) iz _mAj _mAj —iazj .
BJ+16 ! iah? iah? +1 BJ € !

[1e %21 —ilaz;
Aj1€"7 + Bjpe 7,

(3.66)

Dado que los vectores columna en la ecuacién (3.66) pueden reescribirse como el

producto de la matriz diagonal con elementos e‘®%, e~%@%  podemos escribir ex-

plicitamente la siguiente ecuacion
A; A;
J+1 _ IP’j J :
Bjn B;

P; = E;'ME;,

con la definicion

mA; mA;
M. = iah? +1 iah?
7= _mhy _mhAy )Y
ioh? ioh?
E, =

eiOsz 0
0 e~ iz ’

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)



teniendo en cuenta k < j < M.

Las dos ecuaciones restantes para tener solucion unica, provienen de las condiciones

de frontera en 2 =0y z = L, dados por:

A1—|—Bl - 0, (371)
Apg1€t + Bye el = 0. (3.72)

Podemos relacionar los coeficientes de la region 1 con los de la regiéon M +1 a través

de la matriz de transferencia, de la siguiente manera

A A
M) PPy, P | (3.73)
B B,

dado que consideramos el caso cuando z; = aj, con (M + 1)a = L, tenemos que

PuPp-1---P1 = EX/}MEM EH—IMEM—l - By TME,
B MR ()M MRS ET) M) - M,

(BT
= [EM™'ME, ---ME,
= [E}) ME, ™
= [EM] MM

En los casos anteriores de una y dos deltas, fue directo encontrar la relacién de dis-
persién debido a que el célculo de M y M? es inmediato. Para el caso general que

ahora se discute, se necesita evaluar MM, para ello procedemos como sigue.



Dado que la matriz de transferencia M es de la forma [44]

M:( g w) (3.74)

con w = Bheiaa v g = [1 + mAQ} e s6lo dos elementos son independientes, més
iah iah ) ’
2

atn la conservaciéon del flujo de corriente requiere que el det M = |v]? — |w|? =
[44], el cual nos deja sélo con un pardmetro independiente. Nétese que M se puede

reescribir como

M — < Re(v) + iIm(v) w )

w* Re(v) — iIm(v)
10 1
— Re(v) o ) e )
0 1 w*  —iIm(v)
donde Re(v) = 1(v + v*) = +Tr(M) puede ser tomado como el pardmetro indepen-

diente.

Denotemos por G a la segunda matriz de la expresion anterior, esta satisface Tr(G) =

0, més atin, usando Re?(v) + Im?(v) — |w|? = 1, encontramos que

G* = —[1 —Reé*(v)] ( (1] (1) )

y podemos renombrar a G escribiéndola como

Im@) , w
[ S S— _27
G — V1-Re*w) V1-Re’ ()
- w* Im() ’

—q _
V1-Re’w) V1-Re’w)
con estas consideraciones tenemos

M = Re(v) I +iy/1 — Re*(v) G (3.75)



o equivalentemente

M = cospl +isenpG, (3.76)

donde cosp = %Tr(M) y G? = I. Esta ultima propiedad de G nos permite escribir

finalmente

M = ¢#® (3.77)
y entonces evaluar las potencias de M inmediatamente, pues
M = ¢iMPG, (3.78)

Escribiendo MM = cos(Mp)I+i sen(Mp)G tenemos que las ecuaciones (3.73) pueden

ser reescritas como

AM+1 _ E;MMM Al
B B
M . Al

= E; [cos(Mp)l + isen(Mp)G]

= [cos(/\/lp) E;M + isen(Mp) EIMG] ( A ) ;

By

dado que G = (M — cospI)/isen p obtenemos

(1) = { oot - ) ey Mg (),

Basa sen p sen p

que puede se escrita como

Apms _p Ay
By B )’



donde las cuatro entradas de la matriz P estan dadas por

. M M
P, =P, = e M lcos(Mp) — sen(Mp) cos p+ sen(Mp) p)v
sen p sen p

- sen (M
P12 = P;l = €_ZQMGMU}.
sen p

De este modo hemos reducido nuestro sistema de 2M ecuaciones a sélo 2 con cuatro
incognitas. Asi, junto con las dos ecuaciones que dan los coeficientes Ay, By, Apyiq

y Bag + 1 en las fronteras, tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

lineales
1 1 0 0 Ay
P P -1 0 B
o ol =o. (3.79)
Py Py O -1 Anms
0 0 eiaL e—iaL BM—H

La condicion de solubilidad del sistema de ecuaciones se determina pidiendo que el

determinante de la matriz de 4 x 4 en la ecuacién (3.79) se anule, explicitamente

ezaLP12 4 e—szl:y{1 o ezaLPn o e—zaLP>{2 —

%(QMLPH) — %(QMLPH) = 0,

donde (p) denota la parte imaginaria de un nimero complejo arbitrario p. Esta

ultima ecuacion se puede escribir como

Sen P Mp%(ei‘mw) — |cos(Mp) — sen(Mp) cos p| I(e™) — Sen P Mp%

(e"v) = 0.
sen p sen p sen p

Dado que w = 24 ¢~ y ¢ = [1 + 24 ] i@ (ver definicién de M, ecuacién (3.74)),




tenemos que

A A
_sen MpmA cos(Mp) — sen(Mp) cos p| sen aa +sen(Mp) T2 cos 2aa — sen 2aa| = 0
sen p «ah? sen p sen p | ah?
=
1
- [cos Mp sen p — sen Mp cos p]sen aa +sen(/\/lp) mp (cos 2aa — 1) —sen 2aa| = 0.
sen p sen p | ah?

Si sen p # 0 tenemos

A
sen(M — 1)p sen awa — sen Mp % 2sen” aa + 2 cos aa sen aa} =0,

que puede ser puesto en la forma
sen aa [sen(M — 1)p — 2sen Mp cos p|] =0, (3.80)

donde hemos usado que cos p = (mA/ah?)sen aa + cos aa. Haciendo uso de la
relacién de recu-rrencia para los polinomios de Chebyshev: sen(n+1)0—2 cos 6 sennf+
sen(n — 1)8 (ver por ejemplo [45]) las condiciones de la ecuacion (3.80) se reescriben
COmo

sen aa sen(M + 1)p = 0.

De esta manera tenemos dos conjuntos de soluciones, las provinientes de la condicion
sen aa = 0 que implican o = jw/a con j = 1,2,... y aquellos provenientes de la

condicién sen(M + 1)p = 0. Esta condicién implica (M + 1)p = nw con n € Z o

equivalentemente p = arc cos(Z2 sen aa + cos aa) = nr/(M +1). Tomando el coseno
de ambos lados obtenemos,
mA nm

(3.81)

—— sen aa + cos aa = CcoS

ah? M+1




De esta tltima ecuacién se puede notar que existen en principio M + 2 valores distin-
tos para la energia (para cada banda) que corresponde a los valoresn = 0,1, ..., M+1.
Sin embargo sélo M + 1 valores son aceptables, de modo que debemos conformar un

criterio para discriminar uno de los M + 2 posibles niveles.

El criterio lo da la ecuacién (3.81) donde pedimos que el sen va = 0 < aa = pa con
p € Z, de modo que (3.80) se reduce a el cosaa = (—1)P, obteniendo la siguiente
expresién (—1)P = cos {17, se puede notar que p denota cada banda (usualmente la
llamamos 7), asi cuando el indice de banda es par uno debe elegir n = 0 y el conjunto
de soluciones apropiada esta dado por las soluciones de (3.83) cuandon = 0,1, ..., M,
si el indice de banda es impar se debe elegir n = M + 1 y el conjunto de soluciones

apropiada estd dada por las soluciones de (3.83) cuandon =1,..., M + 1.

En las siguientes figuras 3.1-3.3 se explicard como se comportan los niveles de energia
ya que se observa que hay niveles fijos y otros se comienzan ha concentrar hacia los

fijos, conforme aumentamos la intensidad de la delta.

Primero partamos de la ecuacién (3.81) a la cual multiplicaremos por (a/a), de tal

manera que 1nos queda

mAa sen aa nmw
COS (@ = COS 3.82
P aq e M1 (3.82)
o equivalentemente
Psen aa N nmw P mAa (3.83)
COS a4 = COS : con = .
aa M+1’ h2

En el limite termodinamico haciendo tender M — oo, recuperamos la expresion
(2.65) del Capitulo dos, definiendo k = nw/(M + 1)a.



Si P = 0 tenemos

cos aa = cos - 1:>aa:M+1:>(aa)2:m (3.84)
recordemos que

a? = %g (3.85)

Seo LOR Won” (3.86)

oma? 2ma?(M +1)2’

que son las energias para los niveles de una caja de longitud (M + 1)a.
Ahora si P — oo los niveles de energia que tenemos es para sélo una de las cajas de
longitud a

n’m?h?

Con estas dos expresiones podemos ahora entender mejor el comportamiento de los
niveles que se muestran, de aqui vemos que hay niveles que son fijos y estos estan
dados por la expresién (3.87) esto es cuando P — oo, también observamos que estos
niveles fijos aumentan en energia conforme se aumenta el niimero de deltas, esto es,
para una delta el nivel fijo sera n = 2, si hay dos deltas el nivel fijo serd paran =3
de tal modo que con n deltas habrd (M + 1) niveles, esto ocurre para cualesquiera
que sean la intensidad de la delta y el niimero de deltas como se ve en las figuras
3.1-3.3.

Esto es, llamemos a

aa=Ilr €N (3.88)
cos(lm) = cos ﬁ, (3.89)

y el cos(Im) solo puede tomar valores entre 1y -1, entonces
(—1)" = cos nr (3.90)

(M+1)



si | = 1 entonces
nm

1= cosm (3.91)

y esto sélo ocurre cuando n = (M +1) dando el indice de nivel de energia fijo, n =0

correspondera al caso de [ (indice de banda) impar.
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Figura 3.5: Niveles de energia para 10 planos con distinta impermeabilidad P =
0,1,10,100



Capitulo 4

Termodinamica de un gas ideal de
bosones en estructuras de capas

del tipo Ly X Ly X LyX con Ly, — o0

4.1. Bosones entre capas delgadas

Los trabajos tedricos realizados por R.K. Pathria y colaboradores [35]-[39] y [47]-[49],
acerca del gas ideal de Bose confinado en geometrias del tipo de “pelicula delgada”,
oo X 0o X L., para describir la posible condensaciéon de Bose-Einstein en pelicu-
las delgadas de helio liquido, han sido considerados para entender la aparicién de
un maximo en el calor especifico a determinada temperatura 7™, como una cuasi-
condensacién [48] y no estrictamente como una transicién de fase, debido a los efectos
de tamano finito [49]. Dicho méximo, se corre hacia temperaturas mas altas cuanto
mas pequeno es el “grosor” de la pelicula L., de tal modo, que en el caso estrictamente
bidimensional, L, = 0, no queda traza de ¢l (el maximo ocurre a una temperatura
infinita). Por el contrario, en el limite L, — oo, el méximo se convierte en un pico
en la temperatura critica de condensacién Bose-Einstein, de un gas ideal de bosones

en 3 dimensiones (cuspide en la curva negra de la figura 2.2).

93



Por otra parte, en las referencias [41, 42] se ha estudiado el caso del gas ideal de
Bose confinado por un conjunto infinito de planos permeables y equidistantes. En el
limite termodinamico y para valores finitos de los parametros del sistema, la impene-
trabilidad y la inter-distancia de las barreras, el sistema tiene una temperatura critica
de condensacion finita y distinta de cero caracterizada por una ctspide en las curvas
del calor especifico como funcién de la temperatura donde también se exhiben los

efectos del confinamiento, representados por minimos locales.

En este trabajo generalizamos, por un lado, el sistema estudiado por Pathria y co-
laboradores en tanto que consideramos un gas ideal de Bose confinado en geometrias
de multi-capas delgadas, permeables y finitas, sujetas a condiciones de frontera de
Dirichlet en los bordes y por otro, también se exploran los efectos de la finitud del
nimero de barreras en comparacion con el estudio hecho cuando se consideraron un

nimero infinito de bosones [41, 42].

En la primera seccién se demuestra que en esta situacion no hay temperatura critica

de condensacion distinta de cero.

4.2. Bosones entre planos permeables dentro de

una caja

Partimos de un sistema de N bosones que no interacionan entre ellos, atrapados
por M potenciales delta de intensidad A, igualmente espaciadas dentro de una caja
de longitud L, = (M + 1)a en la direccién z y de longitud L = L, = L, en las

diercciones x y y respectivamente. El potencial de confinamiento estd dado por

M
Viz,y, 2 Z (z — ja). (4.1)
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Figura 4.1: Sistema periodico en 3D de planos que representan deltas de Dirac. En
las direcciones x y y son bosones que se mueven libremente y en la direccion z
interactian con las deltas de Dirac



El espectro de energia para cada bosén dentro de la estructura multicapas es como
en (2.12) y (2.13), sélo que el potencial en la direccién z es finito y el espectro de

energia viene de la siguiente relacion de dispersién

P sen(aa) n,mw

M+1

2m
a =4/ T2 Sk (4.3)

Multiplicando por a/a el argumento del coseno en la parte derecha de (4.2) tenemos

+ cos(aa) = cos (
aa

), n,=1,2.. M+1 (4.2)

P 2
w + cos(wa) = cos <%) (4.4)
y llamemos
n,m
k,=—"~"—r 4.5
(M+1)a (45)
de modo que tenemos
P
P sen(aa) + cos(aa) = cos(k,a) (4.6)
aa
con "
a m 0 a
P=P—=—1~(— 4.7
N B2 (Ao) (4.7)

v Ao = (2nh?/mkgTy)"? que es la longitud de onda térmica evaluada en la tempe-

ratura critica de un gas ideal de bosones, en 3 dimensiones.

El ntmero total de particulas estd dado por la suma de aquellas en el estado base y

los estados excitados
N = Ny + N, (4.8)



para el estado base la energia es

€0 = Eky, + Eky, + kg (Pa,M)- (49)

Considerando el limite termodindmico (LT), es decir, el limite en que el nimero de
particulas N y el volumen L2d tienden a infinito de modo que el cociente entre ellas,

llamada la densidad, es una constante se tiene

2

— 291

Ekxo = o2 (271') lim m O, (410)
h2 2 ’

6ky0 = o2 (277') lim E} O, (411)

por lo que solo g, contribuye a £ si g, corresponde a la suma de todos niveles de
todas las bandas, entonces

Z Z Z Bekz+€ky+€kz )_1

kac—foo kyffoo kz 0

Z Z ﬁ(ek1+eky+ekzo )_ + Z Z Z Bekz+eky+ekz )_1

cv—foo y—foo cv—foo y—foo 2#0
o]
)3 et Y
= eﬁ(gkzo +€ky+€k20 —u) ﬁ(€k1+5ky+€k20 n) 1
ky:foo Ezz0 ky—*oo

+ Z Z Z BEkx+6ky+Ekz mo_q

kac—foo ky—foo kz#O

1 1 1
- + + +
Bk Feryy Terag =) _ 4 ]%;O P Ehag Feky Ter, —H) _ k%;o P EhaTery, Tersg—H) _

ZZ B(akx"l‘&ky"r&kz() w1 + Z Z Z B(akx-i-gky_l’_gkz W1 (4.12)

x#O kyyéO kr=—oo y—foo z#O

donde hemos separado explicitamente el término que involucra al estado base.

Dividiendo entre el volumen (V = L*(M + 1)a) y tomando el limite termodindmico,



, . . . [e.e]
ademds haciendo tender las sumas a integrales teniendo » ,° - = [ dk, en la
L

ecuacién (4.12) los tres primeros términos valen cero, entonces

N 1 1 [ 1
V T 4n? (M+1)a {/_OO /_Oo P (Ehatery terag—m) 1dkxdky

o 00 0o 1
* Z /_Oo /_OO eﬁ(ekz+€ky+€k20—,u) _ 1dkxdky] (4.13)

kZ#O

B mm |:1§:o /_Oo /_Oo eBCrytery ten—1) _ 1dkmdky:| : (4.14)

Empleando coordenadas polares circulares para integrar en las direcciones de k, y

N 1 1 A S k,dk, do
e — 4.15
Vo A2 (M+1)a kZ:o/O /0 2 teBhPRL/2m (4.15)

con k1 y 6 definidas por kT = k2 + k2 y tan6 = k,/k, respectivamente.

k,, tenemos

Con el siguiente cambio de variable

Bh?k?
= 4.1
u Sy (4.16)
entonces 12k
du=" = dk (4.17)
m
la expresion (4.15) puede escribirse como
N 1 1 m\ w— [ du
—_=—— 2 _ 4.18
V42 (M + L W(h%),;]/o len — 1 (4.18)

La integral en la ecuacién anterior es la funcién de Bose gy/2(2;) multiplicada por la



funciéon gamma I'(1) = 1 de modo que tenemos

N 1 2mm
= = 4.19
V 47?2(./\/{4—1 h2p3 kz_ogl 2)T ( )
N 1
- = — In(1 — 4.20
Vv (M + D)al?52n kz::O ol = =) (4.20)
donde hemos usado que ¢1(z) = — In(1 — 2). Si empleamos la densidad de particulas
para el caso de bosones en 3D
N ¢(3/2)
4.21
B TAM A Da T A (4.21)
para adimensionalizar (4.21), la podemos reescribir como
>\3 kaT
1= 4.22
((3/2)(M + 1)a 27h? Zgl (422)
o equivalentemente como
2o
1= 4.23
C(3/2)( /\/H—laTOZgl (4.23)

recordando que A2 = 27h?/mkpT,.

Es de esta expresion, ecuacion 4.23, de la que se obtiene el potencial quimico como

funcién de la temperatura, para el calculo de las demas propiedades termodinamicas.

4.2.1. Energia Interna

La energia interna estd dada por

o o
=Y Y S e
- Blerg teryter—1) _ 1
Ko oo ky

o
e
=—00 kz:()

(4.24)



Como se ve en las figuras (3.2, 3.4 y 3.5) el espectro tiene una estructura de bandas
con distintos niveles, de modo que podemos agrupar la suma en k, de todos los niveles
de energia en sumas que dependan de cada banda con sus respectivos niveles. En la
direccién &, y k, hacemos tender las sumas a integrales, como se hizo en la seccién
anterior, de modo que dividiendo por el volumen y tomado el limite termodinamico,

la expresién para la energia interna es

oo M—+1

ke T Eky t Ejbjn
U= Z Z < ) / dk / d]fy Bekz+€ky+€jb’jn—'u,) 1 (425)

7b=1 jn=1

donde j, v j, denotan el indice de banda y el indice de nivel respectivamente.

Si kT = k2 + k, entonces

- 0o M1 2 dk . €k, + €k, T Ejbjn 196
Z Z & Ll ﬁ(ekz'l'eky'l'e]b,]n /J') — 1 ( ’ )

jb=1 jn=1

empleando el siguiente cambio de variable

h? h?
€| = &k, +5ky ka’i, dEJ_ = —kj_dkj_ (427)
tenemos
o0 M+1 Ek +e .
L jbgn
I I T (129
7b=1jn

Otro cambio de variable, a decir,

x=fe, dr = Pde | (4.29)



nos permite escribir (4.28) como

00 /\/H—l

- r L[~ Ejb,jn
U= Z Z o1 h2 |: /0 d:EexeB(Ejb,jn—u) 1 + E ; dxexeﬁ(ejb,jn_ﬂ) | (4.30)

jb=1 jn=1

Asi podemos reescribirla en términos de la funcién de Bose (definida en (2.25)) como

U= Z > 5_;% [(’f ) 92( Hleman= “)> (2 )""kBTE]byngl( Blejom= W) P(l)].

U L? A B o —
NkgT > > % (kT g (e7PCman=) 4y 5 g (e7PCaman=)] - (4.31)
ib=1

Consideremos nuevamente que la densidad de particulas de nuestro sistema corres-
ponde a la de un gas de bosones libres en 3D, como se hizo en la ecuacién (4.21), para
ello multiplicaremos el lado derecho de (4.31) por (M +1)a/(M+1)ay kgTo/ksTy,
después de una serie de calculos y agrupar términos semejantes tenemos

U 1 LG o Ejbjn — I Bler - —)) |
Nk»BT — C(3/2 M + 1 Z Z |: g2 (6 B(ejb,5n H)) + ]]:TT'Ogl (e B(&jb,5n H))_
1 Var L2 i Ail [ " <e €Jb’jn_u)) + a1 <€_B(Ejb,jn—p)>_

C(3/2) M+ 1)a ot |

_ 1 Van 1/2 i /\il [ 9 (e Egb,jn—u)) + vt (e—ﬁ(ajb,jn—u)>-
BAMEDa 2 2 _

(4.32)



donde
1N

. 4.
47 a? (4.33)

fy:

4.2.2. Calor Especifico

Una vez obtenida la expresion para la energia interna (4.32), se deriva con respecto

a la temperatura a volumen constante y con ello encontramos el calor especifico

Cy = (g—g)v. (4.34)

Asi, usando (4.32) tenemos

L2
Cvo= 22, QW% [2k5Tgs (7P E0om ™) 4 ke jpugn (€770 710)
B(ey . — 1 1 ou
+ (kpT)*gr (7P Eran ) (kB—T Con =)+ 8—T)

gijnTe_B(ejb,jn_ﬂ) 1 - 1 8_lu
1— 6_6(5J’b,jn7#) ]{,‘BT2 (5]b,jn M) + ]{?BT 8T 7 (435)

donde reconocemos en el 1iltimo sumando la funciéon de Bose de orden cero, la cual

_|_

esta dada por
—B(E jb, n_)u')
9 (e—ﬁ(€jb,jn—ﬂ)) — € o (436)

- 1 — 6_B(€jb,jn_;u')7

de modo que

L2
Cr = 3 S KT (¢ ) 4 hciy s (¢ )




Adimensionalizando Cy con Nkp y multiplicando el lado derecho de la ecuacion
anterior por a/a tenemos

Cv  _ al’m S 2 —B(ejb,jn—1) —B(ejb,5n—1)
Nks  aNkp2rh? ;2 BRT g (750 ™) + Bsemangs (750 70)

o 1 1 0
+ (kBT)zgl (e—ﬁ(EJb,Jn :U')) < (gjb,jn _ ) + __’u)

kpT? kgT OT
1 1 Ou
—Bejbn—mY [ = (o . _ -
+ &jpind 9o (6 pan ) <kBT2 (€jbjn — 1) + kT aT)} (4.38)
entonces
CV oo M+1
Nks 3/2 k:Ba27rh2 Z Z 2k Tge (e” " ™) + ke jugr (€77 Emam =)
jb=1 jn=1
1 1 Ju
k T (5ijn :U') - . .n_ -
+ ( B ) gl( ) (kBTQ (EJbJ )+ kBTaT)
1 1 Ju
—Bejojn—m\ [ = (o _ -
+  €jbjnl 9o (6 pan ) (kBT2 (€jbjn — 1) + kT aT)} (4.39)
o equivalentemente
CV co M+1
Nks 3/2 T kz DD [2kETge (e7PEmm ™) kpejy jugy (€77 =)
B 0B jb=1 jn=1
. 1 1 du
k T 2 _B(agb,Jn_U) - boin — -
+ ( B ) 9 (6 ) kBTQ (EJbJ )_'_ ]f TaT

1 1 Ju
+ Eind 90 (@(%m— >+ﬁ8_T)} (4.40)



Después de una serie de calculos y agrupar términos tenemos

Cv 1 X iﬂil [QT (e Peman=10) 4 Sbin g, (=)
= —_— E— (& Jn S e Jm
Nks (B/2) a £ 2= T kT
2
Ejb,jn ( —6(ajb,jn—u>> Sk —B(Ejbjn—1)
T + kngTogO(e )
1 Eipi 0
—B(gjb,n—H1) jb.jn_ —B(&jb,jn—H) T_’u — . (4.41
+ (o )+ e ) |75~ |-

Escribimos el factor adimensional

gjb,jn _ h
kgTy, 2ma?

g/k:BTO = ’75 (442)

con
£ = gjpin/ (A /2ma?), (4.43)

de modo que podemos reescribir a Cy, de la siguiente forma

C 1 A oo M+1 T
v 0 (e i — o B(ea
— 2 g e ﬁ(ejb,]n :U') _'_ 2 g e B(ejb,jn :U')
Nks  C(3/2) a Z,bzljzn:l { 2 ( ) + 27201 ( )
T 0 1 5
22220 0 —Blejb,in—H) H ~Blesnin—n)y 4 —B(esb,3n—H)
gc— Jb,J T — — jb,j - Jbj
+ v Tgo(e )+ { T ] <kBT091(6 )+ kBT90(€ )
y a 22 = \/47y!/2, teniendo la siguiente expresién para Cy
Cy 1 oo M+1 T
__ — - 1/2_ _B(a'b,'n_u) 3/2* _B(a'b,'n_u)
Nks . (B3/2) g::l j;l [2\/4m G (e Cemam=) - 2/Amy? 2y (e Pemin=i)

+ A /47-‘-75/252 %go(e—ﬁ(ajb,jn—u))

Op VATY2 ey YATYPE e
* [Ta_T‘”KTTog“e N g el T )



’ ’ . . . . L, 2
Como se vera en el cédlculo, se adimensionaliza el potencial quimico p con 2’2;” , por

1
o 2ma’ (1, Op o (4.44)
 \lar ") " ter # ‘
entonces
co M+1
Cv — 1 Z Z 2,/471—71/2292 (e—ﬁ(Ejb,jn—u)) + 2\/@73/2591 (e—ﬁ(Ejb,jn—u))
Nkp ¢(3/2) 4= = To

+ \/47w5/252%go(e‘ﬁ(sf“”_“))

+ [Tg_; _ N] <1/4ﬂ73/2gl(6_6(€jb,jn_u)) + 1/47-[-75/2%Ego(e_ﬁ(ajb,j'rl_u))):| ,

usando (4.23) podemos reescribir a

oo M+1

T
ST ViR g (e o) = 422, (4.45)
jb=1 jn=1
de modo que la expresion para el calor especifico es
CV 1 oo M+1 T
TP IPD [Wﬂ”” A I R BT T Ca )
B jb=1 jn=1 0
T ol T
+ /47T’y5/2§2?Ogo(e_ﬁ(eﬂ”j"_“)) + lTa_éi _ﬁ} (7?0 + /47T,y5/2§go(e—ﬁ(€jb,jn—ﬂ))):| )

Andlogamente para tener la misma densidad de particulas como en (4.21), s6lo mul-
tiplicamos por 1/(M + 1), teniendo:

oo M+1
v _ 1 1 a2 L B\ 1 o T3 25 (e—BEibim—)
Nkp = C(3/2) (./\/l T 1) jbz_:l jnZ::l [2 Ay To“% <e 3b.j ) + 2V Ay Eq (e 3b,j >

+ \/47?75/26_2%gg(e_ﬁ(ajb’j"_“)) + [Tg—; - ﬂ] (7% + \/47?75/2590(6_5(57'"4"_”))>] (4.46)



Para eveluar (4.46) necesitamos T' g—g — i, la cual puede calcularse de (4.23) que en

esta notacion puede escribirse como

oo N+1

== ToC 3/2 Zzlnl—e “oronH). (4.47)

7jb=1 n=1

Si derivamos (4.47) con respecto a la temperatura tenemos

oo M+1
0 = In(1 — e PEaban=h)
CL T()§ 3/2 bZ:U;;
o M+l B 5 jb,jn M)
e b, 1 1 Ou
T3S (0 (e 0 r )
jb=1 jn=1
oo M+1 oo M+l 8
_ _ B(ejb,5n M i
D) DITTRIECESTI o) pENELES SIS 1
jb=1 jn=1 Jb=1jn=1

jb=1 jn=1 jb=1 jn=1

oo M+1 oo M+1 £
— — _6(5 jb, n_)u') — .] 7.7”
Z Z In(1 —e77es ) k:BT Z Z eBEsnm—1) — 1

- (i) S ¥ ]

jb=1 jn=1

De modo que

M—I—l M1 b
0u Z]b 123n p In(1 — e PEimin=1)) — Z]b 1Zgn:1 Mﬁ
or M oo M1 1 (4.48)
Zjb:l in=1 B jn—rm _1



siendo adimensional al multiplicar por la siguiente constante 2ma?®/h?, obteniendo:

op  _\ 2ma? ou
(57 ) = % (755 +)

Z(;ZZI ZM+1 kBT2ma |:h’l(1 —e B(ajb jn M)) €jb,jn :|

jn=1 ﬁ(5jb,jn*/i)_1

Zoo M+1 1
Jjb=1 £ujn=1 _Blejp jn—H) _q

(4.49)

finalmente multiplicando la anterior ecuacién por Ty/Ty obtenemos:

o0 M1 _
( Ofi ) Zjb:l Zjn:l [’YT In(1—e —B(ejb,n— u)) ,6‘(sjb7ji——u)_li|
o K= M1
aT Z]b 12_]11 1 B(Ejz,]n H_q

Z Z./\/H-l ¢(3/2) T g
gb=1Lujn=1 | /ig~3/2 Ty =~ PCjpin=H _1

M+1
Z]b 1Z]n 1 ﬁ(€Jan H_1

¢B/2) T ZMH &
VAr~3/2 To ]b 1 gn=1 Bl in—r _q
M+1
Z]b 1 Z]n 1 W

_ G(3/2)  Ego(e PCaanh)
Vary32 go(emPCabanr)) |

(4.50)

4.3. Resultados

A continuacion presentamos los resultados del calor especifico como funcién de la
temperatura para diferentes valores de la impermeabilidad P = 0,1, 10, 100, 1000;
la distancia entre planos a = 0.1, 1,10, 100 y el ntiimero de planos permeables M =
1,10, 100, 1000, donde los casos en que P = 0 corresponden a los resultados ya re-

portados en Pathria [35] donde sélo se observa un maximo.

Para tal propdsito, se implemento el programa del calculo numérico que a grandes

rasgos estd descrito en el diagrama de flujo (4.3), que resuelve numéricamente la



ec. (3.81) para encontrar el espectro de energia en la direccién z, para una Py M
dadas, dicha ecuacién se resolvié usando el método de biseccién [46]. Teniendo este
espectro se calcula la fugacidad a partir de la ecuacién (4.23) usando el método de
Newton [46], para obtener las demds propiedades termodindmicas, especificamente,
las expresiones (4.32), (4.50) y (4.46) como funcién de los pardmetros P, a y M. La
evaluacién de la fugacidad presenta problemas de precisién computacional debido a
que a bajas temperaturas, 7/7y < 0.1, la funcién In(1 — z) que aparece en la expre-
sion (4.23) diverge cuando el potencial quimico se acerca al valor del estado base de
energia. Este problema de presicién causé que algunas curvas de Cy /Nkp vs T/ T se
truncaran a temperaturas bajas. Resultados preliminares usando un programa que
permite hacer calculos con presicién arbitraria nos dicen que para ir a temperaturas

tan bajas como T/Ty < 0.01, son necesarios célculos con 200 digitos de presicion.

Para una separacién entre deltas de longitud a/Ag = 0.1, que representa una dis-
tancia interplanar pequena comparada con la longitud de correlaciéon cuantica A,
una delta ya es suficiente para observar efectos conspicuos. Como se observa en la
grafica (4.4), si aumentamos la intensidad P del plano permeable, se observa que
aparecen maximos. En particular si P = 0, la distancia interplanar es L = 2a, este
unico maximo se corre hacia la derecha al aumentar a como lo describe Pathria en

su articulo [35].

Como se puede ver en la figura (4.2) la curva continua muestra que conforme dis-
minuye el tamano de la caja, aumenta la temperatura caracteristica para la que se
observan los maximos del condensado que ocurren a un temperatura que corresponde

a una caja de distancia interplanar L = a.

Otra peculiaridad es que para nuestro sistema tenemos un nuevo maximo que puede
asociase a un caso medio entre 2D y 3D, el cual puede explicarse cualitativamente a
partir de la manera en que los niveles de energia en la direccién z cambian al variar

P (ver por ejemplo Figura 3.2).
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Figura 4.2: T/Ty vs L/ )\, figura tomada de [35].

Es claro que para temperaturas muy bajas el sistema se comporta como en 2 dimen-
siones siempre que kT < €19 — €11, es decir, sélo las energias en las direcciones
x y y son las que contribuyen a la termodindmica (comparar con la Fig. 2.2). Esta
caracteristica puede observarse en la parte plana de Cy/Nkp, donde toma toma el

valor 1. Al aumentar la temperatura, se presentan las tres posibilidades siguientes:

i) Si P = 0 los niveles en la direcciéon comienzan a contribuir al Cy exhibiendo un

maximo, originando una transicién a un comportamiento tridimensional.

i1) Si P — oo corresponde a la situacion anterior excepto que la distancia entre los
niveles es mayor dado que la longitud de la caja disminuyé y requiere mayor tem-
peratura para pasar de un nivel a otro de mayor energia ocacionando la transicién a
un comportamiento tridimensional. Por lo tanto, se desplaza el maximo hacia tem-

peraturas mayores.



i1i) Si P # 0 y finita, los niveles de cada banda se corren hacia el nivel de energia
que corresponde a los de una caja de potencial de longitud a. Este corrimiento dis-
minuye la separaciéon energética entre niveles dando lugar a que a temperaturas no
tan grandes, se exciten mas niveles, que en el caso P = 0. Esta es la naturaleza del
segundo maximo que aparece a temperaturas menores que la del maximo que des-
cribe Pathria. Notese que este nuevo maximo se corre hacia temperaturas pequenas

conforme aumenta P.

Si aumentamos el nimero de deltas entonces agrandamos la longitud del sistema
y observamos, como se muestra en las figuras 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7, que los maximos
comienzan a agudizares, a aumentar el valor en Cy y a correrse hacia la temperatura
caracteristica para ciertos valores de P, haciéndose notar que hay una tendencia al
sistema en tres dimensiones. Ahora si seguimos aumentando la longitud del sistema,
pero en este caso lo que agrandamos es la distancia interplanar considerando que
a = 1 con una delta, (ver figuras 4.8, 4.9 y 4.10) los méximos suaves también se

agudizan y se corren hacia la temperatura caracteristica 7'/Ty ~ 1.

En las figuras consecutivas (ver figuras 4.11, 4.12) se observa un comportamiento
analogo, donde es mas notorio que en el limite termodinamico los maximos se con-
viertan en cuspides a T'/Ty ~ 1, esto implica que si agrando el sistema hay una

tendencia a obtener el pico caracteristico de la CBE en 3D.

Otro efecto que sobresale es el caso cuando la distancia entre deltas es muy chica
a = 0.1 y conforme incrementamos el nimero de deltas de 1 a 10 (esto es que au-
mentamos el nimero de niveles en cada banda) observamos que los méximos ademés

de agudizarse, también aumentan su valor en el calor especifico C'y, .

Continuando con el mismo caso podemos observar en las figuras (4.4) y (4.5) para
P = 10 la regién de temperaturas bajas caracterizada por Cy/Nkpg en la grafica

con una delta es incrementada al aumentar a 10 deltas, de tal forma que aparece un



nuevo maximo y el maximo que ya teniamos también aumenta corriéndose hacia la
temperatura caracteristica Ty exhibiéndose dos maximos. Esto refleja una transicion
de dimensién de dos a tres. Si aumentamos el nimero de deltas ain mas hay una

tendencia a hacer un sélo maximo, la cual se parece al condensado en tres dimen-

siones.
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Figura 4.3: Diagrama de flujo computacional.
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a= 0.1, 1 dedta
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Figura 4.4: Cy/Nkp vs T'/Ty para particulas en una caja de longitud a = (0.1)\g y
un plano de impermeabilidad variable P.



a= 0.1, 10 delta
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Figura 4.5: Cy/Nkp vs T'/Ty para particulas en una caja de longitud a = (0.1)\g y
10 planos de impermeabilidad variable P.
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a= 0.1, 100 delta
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Figura 4.6: Cy/Nkp vs T'/Ty para particulas en una caja de longitud a = (0.1)\g y
100 planos de impermeabilidad variable P.




a= 0.1, 1000 delta
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Figura 4.7: Cy/Nkp vs T'/Ty para particulas en una caja de longitud a = (0.1)\g y
1000 planos de impermeabilidad variable P.



a=1,1dedta
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Figura 4.8: Cy/Nkp vs T /Ty para particulas en una caja de longitud a = (1)A\g y un

plano de impermeabilidad variable P.



a= 1, 100 deltas
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Figura 4.9: Cy/Nkp vs T/Ty para particulas en una caja de longitud a = (1)\g y
100 planos de impermeabilidad variable P.




a= 1, 1000 deltas
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Figura 4.10: Cy/Nkg vs T'/Ty para particulas en una caja de longitud a = (1)A\g y
1000 planos de impermeabilidad variable P.



a= 10, 1 delta
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Figura 4.11: Cy /Nkp vs T /Ty para particulas en una caja de longitud a = (10)Ag y

un plano de impermeabilidad variable P.



a= 10, 10 deltas
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Figura 4.12: Cy /Nkp vs T /Ty para particulas en una caja de longitud a = (10)Aq y

10 planos de impermeabilidad variable P.



Capitulo 5
Conclusiones

Los efectos de introducir un nimero M de planos permeables, de anchura cero e
igualmente espaciados, en una caja de anchura finita y extensiones laterales infini-
tas, son mas notorios cuando la distancia interplanar a = 0.1\ y el nimero de planos
es pequeno; en el calor especifico del gas ideal de bosones dentro de esta estructura
aparece un minimo y un méaximo, ademéas del méximo que siempre estd presente
y que ha sido extensivamente estudiado por Pathria y colaboradores, en el gas de

bosones dentro de la caja semi-infinita sin planos divisorios.

La impermeabilidad de los M planos divisorios, es una variable mas cuyos valo-
res extremos 0 e infinito, llevan al sistema desde una caja semi-infinita de ancho
(M + 1)a hasta un conjunto de M + 1 cajas independientes de ancho a, es decir, a
dos sistemas de dos anchos diferentes. En ambos casos aparece sélo un maximo en el
calor especifico cuya posicién estd a una temperatura que satisface A\? ~ a?/2. Para
valores intermedios de la impermeabilidad, como se dijo antes, aparecen un minimo

y un maximo ademas del ya existente.

Aumentar el niumero de deltas, dada un impermeabilidad finita, tiene el efecto de
aumentar el ancho del sistema y hacer mas pronunciado aquel maximo adicional
(localizado a una temperatura menor del que describe Pathria), tendiendo a trans-

formarse en un pico aun en el caso en que la separacién a es menor que Ag.

82



Para un sistema donde la distancia entre los planos es a = 0.1 \g con intensidad
P =10, se observa que para un plano tenemos que a temperaturas bajas el nivel de
minima energia del espectro discreto es el inico que contribuye, ademas del espectro
continuo en la otras dos direcciones, al calor especifico de tal forma que estas con-
tribuciones dan como resultado el caso en dos dimensiones. Conforme la temperatura
aumenta, la contribucién de los siguientes niveles dada la primera banda y la brecha
entre ésta y la segunda banda, da como resultado la aparicién de un maximo y un

minimo.

Eventualmente a temperaturas mayores los niveles consecutivos comienzan a con-
tribuir y dan el comportamiento tridimensional de Cy,. Si aumentamos el niimero de
deltas a diez, lo que significa que agrandamos el sistema, es notorio que el Cy en la
region de bajas temperaturas comienza a elevarse de tal forma que se hace un nuevo
maximo, el maximo que ya teniamos se eleva también, quedando casi indistinguible

excepto para P < 100, sin embargo el minimo que se observa prevalece.

Podemos concluir que al aumentar el numero de deltas de 1 a 10 hay una la tran-
sicién de dimensién de dos a tres. Si incrementamos atin mas el nimero de planos
permeables a 100 o 1000, observamos que el levantamiento de Cy, que generé el nuevo
maximo se agudiza aun mas de tal forma que parece tender al pico del caso de un
numero infinito de planos permeables con lo cual podemos concluir que conforme
agrandamos el sistema al introducir planos permeables, es decir, en el limite ter-
modinamico esperamos que este nuevo maximo se conviertan en cuspide. En este
limite las curvas mostradas en la figura 5.1 coincidirdn con las mostradas en [41], por

supuesto, con los mismos parametros.

Considerando nuevamente a/A\g = 0.1 con una delta, pero ahora hacemos variar la
intensidad de la delta P, observamos que hay una transiciéon de dimensiéon a mayor
temperatura que en el caso anterior. Para el caso P = 0 ocurre a T'/Ty ~ 10 y para

P =1000 ocurre a T'/Ty ~ 30 donde podemos concluir que la transicién de dimensién



ocurre aproximadamente a una temperatura 7'/7Ty que esta entre 10 y 30.

Si ahora la distancia entre deltas es a = Ay, el comportamiento bidimensional de-
saparece y los maximos se corren hacia la temperatura critica, 7//Ty =~ 1, ya que al
aumentar la distancia, los niveles de energia se comienzan a concentrar de tal forma
que es mas facil que los niveles préximos, al de minima energia contribuyan al calor
especifico y eventualmente, si se hace més grande a, los méaximos tienden a conver-

tirse en picos.

Como se observa en la mayoria de las graficas del calor especifico, no mostramos
datos para ciertos valores numéricos a temperaturas menores de 0.1 7y. Esto es de-
bido a que al hacerse el calculo de la fugacidad In[l — e=#En =] para T/ muy
pequenas, p es casi igual a €p, al grado de que la doble precisién en el lenguaje en
“C*“ no distingue la diferencia y nos proporciona una divergencia computacional de
tipo In(0).

Es importante hacer notar las ventajas al estudiar planos permeables como deltas de
Dirac en esta tesis y no otro tipo de barreras periédicas, como pueden ser barreras
cuadradas o de funciones periédicas como el seno y el coseno. Las barreras deltas
periddicas nos facilitan en gran medida los calculos, evitando tener que resolver ya
sea senos y cosenos hiperbolicos o resolver primero analiticamente la ecuacion de
Schrodinger antes de encontrar el espectro de energia. No obstante, no se descarta
la posibilidad de extender a otros tipos de potenciales como el potencial armoénico,

que nos ayuden a entender mas sobre la condensacién Bose-Einstein.

Para sistemas de bosones en tres dimensiénes donde x y y son infinitas y z finita,
confinada por M planos permeables distanciados por la misma longitud a, no hay
condensacién Bose-Einstein la cual se puede deducir de la ecuacién (4.14). Se observa
un maximo que puede interpretarse como una aproximacién a la condensacion si se

hace tender z — oo.
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Figura 5.1: Cy/Nkp vs T'/Ty para particulas en una caja de longitud a = (0.1) A,
intensidad del plano permeable P = 10 y numero de planos permeables M =
1,10, 100, 1000, co.
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