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Pérez
3. Datos del sinodal 1
Dr. Luis Felipe
del Castillo
Dávila
4. Datos del sinodal 2
Dra. Marcela Dolores
Grether
González
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0.1. Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar la existencia o no de la condensación de Bose-

Einstein (CBE) a una temperatura finita T0 > 0, y aportar criterios para distinguirla,

en un sistema de N bosones que no interactúan entre ellos en una caja impenetrable

de anchura finita en la dirección z e infinita en las direcciones x y y. Adicional-

mente, los bosones están confinados por M planos de impermeabilidad variable en

la dirección z, espaciados entre ellos con una longitud a. Para ello nos auxiliamos

del comportamiento del calor espećıfico a volumen constante CV como función de la

temperatura T del sistema, que como sabemos para el caso tridimensional, manifies-

ta la CBE como una discontinuidad en su derivada en T0, mientras que en el caso

bidimensional no existe CBE a T0 6= 0.

La estructura periódica en la dirección z se simula como una caja unidimensional

finita, que contiene un número finito de planos impermeables (deltas de Dirac) igual-

mente espaciados y todos de la misma intensidad, la cual podemos variar. En esta

estructura multicapas semi-infinita los bosones pueden moverse libremente en las di-

recciones x y y.

Para obtener las propiedades termodinámicas y en particular el CV , además de con-

siderar el espectro de enerǵıa de la part́ıcula libre en las direcciones x y y, se calcula

el espectro de enerǵıas de una part́ıcula dentro de la caja unidimensional con un

número finito de planos impermeables en la dirección z. Dicho cálculo se plantea co-

mo una generalización del caso de uno y dos planos permeables. Para una part́ıcula

en una caja con una delta, se resuelve directamente la ecuación de Schrödinger. Para

el caso con dos deltas se utilizó la matriz de transferencia misma que fue utilizada

para el caso general de un número finito de planos permeables, obteniéndose una

relación impĺıcita para la enerǵıa como función del vector de onda que caracteriza el

estado de la part́ıcula, mismo que depende del número de planos impermeables M,

su intensidad P , aśı como de la separación a entre ellos. Dicha relación se resuelve

numéricamente para el espectro de enerǵıas en la dirección z, para lo que fue nece-



sario implementar un programa en lenguaje C.

El espectro de enerǵıa total de las part́ıculas se introduce en la expresión del gran

potencial y de alĺı calcular CV . Para este último es necesario calcular previamente la

enerǵıa interna, el potencial qúımico y su derivada como función de la temperatura.

De los resultados obtenidos del CV /NkB vsT/T0 (donde T0 es la temperatura cŕıtica

en un gas ideal de bosones 3D en el ĺımite termodinámico L.T.) para distintos valores

de los parámetros: P = 0, 1, 10, 100, 1000, a/λ0 = 0.1, 1, 10 (donde λ0 es la longitud

de onda térmica evaluada en la temperatura cŕıtica de un gas ideal de bosones 3D

en el L.T.) y M = 1, 10, 100, 1000, se reportan las siguientes conclusiones: M = 1,

a/λ0 = 0.1 es suficiente para observar efectos conspicuos.

Respecto del caso M = 0, se observa que al aumentar la intensidad de la delta hay

nuevos máximos en los que ocurre una transición de dos a tres dimensiones que puede

relacionarse con la estructura del espectro de enerǵıa, puesto que para temperaturas

bajas el sistema se comporta como en dos dimensiones ya que sólo contribuyen las

enerǵıas en la direcciones x y y, mientras que en la dirección z sólo contribuye el nivel

de mı́nima enerǵıa y al aumentar la temperatura los otros niveles en la dirección z

comienzan a contribuir causando la transición a tres dimensiones. Si aumentamos

el número de deltas, los máximos se agudizan aumentando el valor de CV , se corre

a la temperatura caracteŕıstica para ciertos valores de P tendiendo al caso en tres

dimensiones. Si se aumenta el tamaño del sistema ya sea aumentando a o el número

de deltas de tal forma que nos acercamos al ĺımite termodinámico los máximos se

convierten en cúspides exactamente en T = T0.

Sintetizando, tenemos que al introducir planos en una caja semi-infinita los efectos

son más notorios cuando la distancia interplanar es pequeña y aparece un nuevo

máximo si P > 0 y tiende a desaparecer para valores grandes de P . Si aumentamos

el número de deltas hay una transición de dimensión y los máximos más lejanos se

van recorriendo a temperaturas mayores conforme aumentamos P saturándose en

T ≃ 100 T0.



Para el sistema estudiado en esta tesis no hay una condensación Bose-Einstein como

se demuestra en el Caṕıtulo 4, pero si se observa un máximo que puede interpretarse

como una aproximación hacia la condensación, esto sólo si se hace tender la dirección

z → ∞ de tal forma que se retoma el caso en tres dimensiones ya estudiado en la

literatura. Si la direccion z es muy chica a tal grado que sólo contribuye el nivel de

mı́mina enerǵıa podemos observar que el máximo tiende a desaparecer dando lugar

a la curva de CV /NkB vsT/T0 que caracteriza el caso estudiado en dos dimensiones.



Caṕıtulo 1

Introducción

El desarrollo de las nano estructuras [1]-[6], el descubrimiento de la superconductivi-

dad de alta Tc [7], la superfluidez de peĺıculas delgadas de helio cuatro (4He) [8] y

la obtención en el laboratorio de condensados Bose-Einstein [10]-[11] en potenciales

ópticos periódicos [9], nos ha motivado a estudiar un gas de Bose sin interacción

dentro de estructuras periódicas finitas.

En 1924 Satyendra Nath Bose con ayuda de Albert Einstein publica un art́ıculo sobre

fotones y sus propiedades estad́ısticas [12]. Bose describe las reglas para determinar

si dos fotones debeŕıan considerarse idénticos o diferentes, lo que conlleva a la es-

tad́ıstica de Bose. Einstein aplicó dichas reglas a los átomos de un gas [13] y con ello

se encuentra que a muy bajas temperaturas, la mayoŕıa de los átomos se condensan

en el mismo estado cuántico de mı́nima enerǵıa [14]. Este estado nuevo de agregación

de la materia, llamado condensado de Bose-Einstein, ocurre en sistemas de part́ıculas

llamadas bosones, que tienen esṕın total un múltiplo entero de ~ [15] y que cumplen

con que cualquier número de ellas pueden ocupar alguno de sus niveles de enerǵıa

[16]. Otra de las propiedades de dicho fenómeno f́ısico es que su ı́ndice de refracción

es muy grande, lo que implica que la luz se mueve a una velocidad de cientos de

metros por segundo [17]. El condensado de Bose-Einstein fue predicho en 1925 por

Albert Einstein y desde entonces este fenómeno cuántico, sin análogo clásico, ha sido

objeto de estudio para muchas áreas de la F́ısica.
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En particular dos fenómenos, en principio sin relación entre si, muestran extraordi-

naria similitud con la condensación de Bose-Einstein [18]-[22], la superfluidez y la

superconductividad.

Dado el descubrimiento de la superfluidez del helio cuatro (4He) ĺıquido por Kapitza

en 1938 [23], ese mismo año, London [18]-[22] propone que este fenómeno es una repre-

sentación de un condensado Bose-Einstein. No fue sino hasta principios de los años

90’s que se sugiere la CBE en excitones de semiconductores [24]-[27], aun aśı tomó 70

años a partir de su predicción teórica para generar experimentalmente un gas de

bosones con posibilidad de condensarse [11]. Esto fue hecho en la Universidad de

Boulder Colorado USA para un gas diluido de átomos de Rubidio (37Rb) [28], con-

finados en el espacio por un campo magnético inhomogéneo, dicho experimento fue

reproducido con átomos de litio (7Li) [29] polarizado en la Universidad de Rise en

Houston Texas y en el Instituto Tecnológico de Massachusetts (MIT) [30] con átomos

de sodio (11Na).

La manera en que se obtiene el condensado es mediante un previo enfriamiento de

un gas via LASER, atrapándolos con campos magnéticos inhomogéneos y superen-

friandolo evaporativamente [11], dicha obtención lleva al estudio teórico de gases

bosónicos sujetos a un potencial externo, el cual se puede aproximar por un poten-

cial armónico[11].

La condensación Bose-Einstein y la superconductividad parecen ser dos fenómenos

distantes ya que el primero se da entre bosones y el otro se origina entre fermiones,

sin embargo estas pueden relacionarse si se considera que las interacciónes entre

fermiones propicia la formación de bosones compuestos que pueden condensarse y

manifestarse como superconductividad [18]-[22].

En el año de 1911 la superconductividad fué descubierta por K. Onnes al enfriar mer-

curio (Hg) por debajo de 4.3K, pero no fue sino hasta 1986 que se reporta el primer



cuprato superconductor de alta Tc ≃ 30K (LaBaCuO) por Bednorz y Müller [31] y

en 1987 ganan el premio Nobel de F́ısica por su contribución en el descubrimiento

de superconductividad. El trabajo de Bednorz y Müller da la pauta a acceder a su-

perconductores con temperaturas cŕıticas superiores a la temperatura del nitrógeno

ĺıquido a presión ambiente. En el mismo año C. Y. Chu [32] y sus colaboradores corro-

boran el hallazgo y lo extienden a superconductores cuya temperatura de transición

superconductora es de 92K en el material YBa2 Cu3 O7, dada su estructura cristalina

con simetŕıa planar se considera es la causante de la alta temperatura de transición

superconductora [33]. Es por ello que en los últimos años se ha replanteado la teoŕıa

de superconductividad para sistemas con una, dos y dimensiones intermedias [34].

Los avances tecnológicos en el confinamiento de part́ıculas permite tener sistemas

en una, dos o dimensiones cercanas a cero [1]-[2] a tal grado que los conocidos pun-

tos cuánticos [5] (electrones confinados a estructuras que pueden considerarse como

puntos), se comportan como atomos naturales, los cuales pueden llevar al diseño de

nuevos dispositivos electrónicos y ópticos [4]-[6]. Aśı es de interés estudiar la posibi-

lidad de CBE en tales sistemas.

Los fenómenos mencionados anteriormente se destacan por el confinamiento de part́ı-

culas ya sean fermiónicas o bosónicas, cuyas propiedades dependen altamente del

potencial confinante.

En el Caṕıtulo 2 describiremos detalladamente los resultados ya conocidos sobre

un gas ideal de bosones en tres dimensiones en una caja impenetrable de tamaño

Lx×Ly×Lz partiendo de la gran función de partición Z y obteniendo las expresiones

para el número de part́ıculas N en el sistema, la temperatura cŕıtica T0, la enerǵıa

interna U y el calor espećıfico CV en función de la temperatura. Experimentalmente

es posible estudiar sistemas que en ciertas aproximaciones pueden considerarse como

ideales (sistemas muy diluidos o tales que la interacción puede ser manipulada con

campos magnéticos [11]) tal situación disminuyen los efectos f́ısicos que puedan inter-

ferir en los resultados predichos para el caso ideal. Estos estudios deben de corroborar



lo predicho por la teoŕıa para aśı poder formular una ley, es por ello que atacamos

problemas de part́ıculas no interactuantes donde se puede entender la naturaleza del

fenómeno. Se comenta también sobre la imposibilidad de la transición en la conden-

sación Bose-Einstein (CBE) del correspondiente sistema ideal en 2 dimensiones.

Con el propósito de incluir los efectos de un potencial confinante y periódico en

la dirección z, describimos el potencial de Kronig-Penney obteniendo la relación de

dispersión que nos da las enerǵıas que pueden tener las part́ıculas para determinado

vector de onda k. Considerando el ĺımite de la barrera de potencial infinitesimalmente

angosta, b → 0, e infinitamente alta, V0 → ∞, de tal manera que V0b = cte, este

potencial se convierte en un arreglo periódico de deltas de Dirac, también conocida

como “peine de Dirac”, donde la intensidad de dichas deltas están asociadas al valor

del producto de V0b. Finalmente describimos las propiedades termodinámicas de un

gas ideal de bosones libres en dos direcciones y confinados en la dirección restante

por el potencial de Kronig-Penney, discutiendo brevemente sobre los resultados ya

reportados en la literatura.

En el Caṕıtulo 3 cosideramos la finitud del sistema en una de las direcciones y hace-

mos el cálculo del espectro de enerǵıa cuando se consideran para uno y dos potenciales

delta de Dirac. Con dos deltas introducimos el método de la matriz de transferencia,

el cual nos permite generalizar nuestro cálculo a un número finito M de potenciales

delta de Dirac. Limitándonos expĺıcitamente al espectro de enerǵıa en la dirección

z, haciendo un breve análisis sobre el comportamiento de los niveles de enerǵıa para

distintas intensidades de las barreras P = 0, 1, 10, 100, donde P es una cantidad

adimensional que caracterizará la intensidad de los planos cuando calculamos el CV

en un sistema finito donde en la dirección z dichas barreras están presentes.

Consideremos también distintos número de planos M = 1, 2, 10, observando que

tenemos niveles fijos, esto es, que no dependen de los parámetros del sistema y otros

que se van concentrando a estos cuando se aumenta la intensidad de la barreras,

es decir, los niveles movibles dependen de P de tal manera que cuando se vaŕıa la



intensidad del plano, estos se van concentrando a los niveles fijos a tal grado que

cuando hay un plano con intensidad muy grande, casi infinita, los niveles se degene-

ran al nivel de enerǵıa de una caja impenetrable de longitud a. El número de planos

determina el número de niveles, de tal modo que se tienen (M + 1) niveles, agru-

pados en estructuras tipo bandas de enerǵıa como las que aparecen en el modelo de

Kronig-Penney.

En el Caṕıtulo 4 estudiamos la termodinámica de un gas ideal de bosones en es-

tructuras del tipo Lx × Ly × Lz con Lx,y → ∞. En la dirección z se tienen planos

permeables dentro de una caja de longitud Lz = (M+1)a, los planos son generados

por M potenciales delta de intensidad P , donde una vez obtenidos los niveles de

enerǵıa como se muestra en el Caṕıtulo tres hacemos uso de ellos para calcular la fu-

gacidad z (a la que llegamos partiendo de la expresión de número total de part́ıculas

dividida entre el volumen del sistema que es la densidad de número) que es empleada

al hacer los cálculos del calor especifico CV obtenida al derivar la enerǵıa interna U

con respecto a la temperatura a volumen constante. Para analizar los máximos que

aparecen en el sistema, graficamos el calor especifico vs la temperatura, variando, la

intensidad de los planos P , la distancia entre planos a y el número de planos M.

En el Caṕıtulo 5 concluimos que al introducir planos permeables en un sistema como

el estudiado por Pathria [35] en la dirección que considera finita, son notorios los

efectos si la distancia interplanar es pequeña y aparece un nuevo máximo en CV

cuando P > 0 y tiende a desaparecer para P ′s grandes. Por otra parte si aumenta-

mos el número de deltas hay una transición de dimensión de modo que el máximos

de Pathria en CV se va recorriendo a temperaturas mayores conforme se aumenta P ,

saturándose a un valor determinado de la temperatura.



Caṕıtulo 2

Generalidades: Gas ideal de

bosones en 3D y el Potencial

Kroning Penney

En este Caṕıtulo se presentan varios resultados conocidos en la literatura y que sirven

de base para el estudio en el presente trabajo. En la Sección 2.1 se presentan, de ma-

nera breve y general, las caracteŕısticas más importantes (la temperatura cŕıtica T0 y

el calor espećıfico CV como función de la temperatura) de un gas ideal de bosones en

tres dimensiones. Se comenta también sobre la imposibilidad de la transición BEC

en 2 dimensiones.

Con el propósito de incluir los efectos de un potencial confinante y periódico en la

dirección z, en la sección (2.2) se presenta el cálculo del espectro de enerǵıa de una

part́ıcula en un potencial de tipo Kroning-Penney.

Como parte final de dicha sección, se discuten brevemente las propiedades ter-

modinámicas de un gas ideal de bosones libres en dos direcciones y confinados en la

dirección restante. Aunque dichos resultados son bien conocidos [35], [36] y [37], lo

reproducimos aqúı por completez.
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2.1. Gas ideal de bosones

La ocupación macroscópica y espontánea de part́ıculas al estado de mı́nima enerǵıa

(Condensación de Bose-Einstein), predicho por Einstein, fue considerada simple-

mente un mero ejercicio académico, hasta su realización experimental usando gases

de átomos alcalinos bosónicos confinados en trampas óptico-magnéticas. Aún cuan-

do para describir la situación experimental se debe considerar el potencial de con-

finamiento y la interacción entre part́ıculas, el caso más simple discutido en detalle

en varios libros sobre Mecánica Estad́ıstica, es el del gas ideal de Bose en una caja

impenetrable, descrito brevemente a continuación.

Partiendo de la relación general para encontrar la gran función de partición tenemos:

Z =
∏

i

∞
∑

ni=0

znie−βεini (2.1)

con z = eβµ que denota la fugacidad, µ el potencial qúımico, β = 1/kBT y εi la

enerǵıa del i-ésimo nivel de una part́ıcula.

Introduciendo la información que el sistema está formado por bosones llegamos a la

función de partición

Z =
∏

i

[1− ze−βεi ]−1. (2.2)

Haciendo la conexión entre el formalismo estad́ıstico del ensamble gran canónico y

la termodinámica clásica podemos obtener el número de part́ıculas en el sistema el

cual es

N = z
∂ lnZ
∂z

(2.3)



la cual usando la expresión (2.2) tenemos que

N =

∞
∑

i=0

1

z−1eβεi − 1
. (2.4)

El número total de part́ıculas y la enerǵıa del sistema están dados por

N =
∑

i

<ni> y E =
∑

i

εi<ni>, (2.5)

respectivamente, y encontramos que la enerǵıa del gas ideal de bosones es:

E =
∑

i

εi
z−1eβεi − 1

, (2.6)

donde hemos usado que

<ni> =
1

z−1eβεi − 1
. (2.7)

Para una part́ıcula libre en una caja de potencial impenetrable, la función de onda

fuera de la caja se anula, es decir,

ψ = 0 (2.8)

y dentro de la caja, el Hamiltoniano es

H =
p2

2m
= − ~2

2m
▽2 (2.9)

donde el momento esta dado por p = (h/2π)k, con k = 2πn/λ el vector de onda y n

el vector unitario.

Entonces la ecuación de Schrödinger para el sistema es

− ~2

2m
▽2 ψ = Eψ (2.10)



que en una dimensión se escribe como

−~2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
− Eψ(x) = 0. (2.11)

Resolviendo en cada dirección y aplicando las condiciones de frontera apropiadas

tenemos la relación de dispersión siguiente:

ε = εkx + εky + εkz =
p2

2m
, (2.12)

=
~2

2m
k2 =

~2

2m
(k2x + k2y + k2z), (2.13)

con

kx =
2π

Lx
nx, ky =

2π

Ly
ny, kz =

2π

Lz
nz (2.14)

y

nx, ny, nz = 1, 2, 3, ... (2.15)

El número de estados con vector de onda que se encuentran en el primer octante

dada la simetŕıa esférica de (2.13), está dado por el volumen de la esfera de radio k

Ω =
1

(2π
L
)3
4

3
πk3 =

(

L

2π

)3
4

3
π | k |3 . (2.16)

Haciendo uso de la relación de dispersión (2.13), tenemos que

Ω =

(

L

2π

)3
4π

3

(

2mε

~2

)3/2

(2.17)

=
L3

6π2

(

2mε

~2

)3/2

(2.18)



entonces la densidad de estados de enerǵıa es:

ρ(ε) =
dΩ

dε
(2.19)

ρ(ε) =
L3

(2π)2

(

2m

~2

)3/2

ε1/2. (2.20)

En el ĺımite termodinámico (L. T.) donde N y L tienden a infinito tal que (N/L)3 =

cte, la suma del número de part́ıculas (2.4) se pueden remplazar por integrales, de tal

manera que empleando (2.20) podemos escribir a (2.4) en términos de la densidad

de estados de la siguiente forma:

N = N0 +Ne (2.21)

N =
1

z−1 − 1
+

∫ ∞

0

ρ(ε)

z−1eβε − 1
dε (2.22)

=
1

z−1 − 1
+

L3

(2π)2

(

2m

~2

)3/2 ∫ ∞

0

ε1/2

z−1eβε − 1
dε (2.23)

donde hemos separado expĺıcitamente el número de part́ıculas en el estado base N0.

Haciendo el cambio de variable x ≡ βε, dx = βdε y después de una serie de cálculos

se llega a:

N =
1

z−1 − 1
+

L3

(2π)2

(

2m

~2

)3/2

(kBT )
3/2

∫ ∞

0

x1/2

z−1ex − 1
dx. (2.24)

La función de Bose se define como

gσ(z) ≡
1

Γ(σ)

∫ ∞

0

xσ−1

z−1ex − 1
dx (2.25)



aśı, podemos escribir N en términos de la función de Bose

N =
1

z−1 − 1
+

L3

(2π)2

(

2m

~2

)3/2

(kBT )
3/2Γ(3/2)g3/2(z). (2.26)

La temperatura cŕıtica T0 se define como la temperatura para la cual el número

total de part́ıculas del sistema se encuentran en los estados excitados y el número de

part́ıculas en el estado base es N0 = 0. Para una temperatura ligeramente menor,

una porción considerable del total de part́ıculas ocupan el estado base de tal forma

que µ = 0 y la fugacidad es z = 1, entonces

N = Ne =
L3

(2π)2

(

2m

~2

)3/2

(kBT0)
3/2Γ(3/2)g3/2(1). (2.27)

De tal modo que la temperatura cŕıtica estará dada por

kBT0 =

(

N
L3

(2π)2
(2m
~2
)3/2Γ(3/2)g3/2(1)

)2/3

=
(2π)4/3~2n2/3

[Γ(3/2)ζ(3/2)]2/32m
≃ 3.31~2n2/3/m

(2.28)

con n = N/L3 la densidad de número y ζ(3/2) = g3/2(1) la función Zeta de Riemann

de 3/2.

Procediendo de manera análoga en el caso de dos dimensiones, el número de part́ıcu-

las en el estado base a una temperatura cŕıtica T0 > 0, es cero y el potencial qúımico

vale cero para toda temperatura T menor o igual T0. El número de part́ıculas en los

estados excitados esta dado por:

N = Ne(T0) =

(

L

2π

)2 ∫

dkx

∫

dky
1

eβc(ε−µ) − 1
=

(

L

2π

)2
2πm

~2

∫ ∞

0

dε
1

eβc(ε−µ) − 1
(2.29)



de modo que
N

L2
=

1

(2π)2
2πmkBT0

~2

∫ ∞

0

dx

ex − 1
(2.30)

como se ve la integral diverge y la única forma de que N/L2 sea constante es que

kBT0 = 0 entonces no hay T0 > 0 y por ende no se presenta el condensado.

2.1.1. Calor espećıfico

Para encontrar el calor espećıfico a volumen constante necesitamos derivar la enerǵıa

interna del sistema

CV =

(

∂U

∂T

)

V

, (2.31)

la enerǵıa interna para el gas ideal de bosones en 3D está dada por, ver pag.159 [39]

U ≡ −
(

∂

∂β
lnZ

)

z,V

= kBT
2

{

∂

∂T

(

PV

kBT

)}

Z,V

= kBT
2V g5/2(z)

{

d

dT

(

1

λ3

)}

U =
3

2
kBT

V

λ3
g 5

2
(z) (2.32)

con λ = h/(2πmkBT )
1/2.

Para el caso en que T > T0 ⇒ N0 = 0, el calor espećıfico es

CV =
∂

∂T

[

(3/2)V
( m

2π~2

)3/2

(kBT )
5/2g5/2(z)

]

(2.33)

= (3/2)V
( m

2π~2

)3/2
[

(5/2)(kBT )
3/2kBg5/2(z) + (kBT )

5/2g3/2(z)
1

z

∂z

∂T

]

. (2.34)

Para encontrar el término de la derivada de la fugacidad con respecto a T , conside-

remos la ecuación (2.27), partiendo de que el número total de part́ıculas es constante

y entonces no depende de la temperatura , aśı

N = N0 +Ne, con N0 = 0 y
∂N

∂T
= 0 (2.35)



por lo que

0 =
∂N

∂T
= V

( m

2π~2

)3/2 ∂

∂T
[(kBT )

3/2g3/2(z)]

= V
( m

2π~2

)3/2
[

3/2(kBT )
1/2kBg3/2(z) + (kBT )

3/2g1/2(z)
1

z

∂z

∂T

]

(2.36)

de tal manera que
1

z

∂z

∂T
=

(−1)(3/2)(kBT )
1/2kBg3/2(z)

(kBT )3/2g1/2(z)
(2.37)

entonces podemos escribir al calor espećıfico como

CV = (3/2)V
( m

2π~2

)3/2
[

(5/2)(kBT )
3/2kBg5/2(z)− (3/2)(kBT )

3/2
g23/2(z)

g1/2(z)
kB

]

,

o equivalentemente como

CV
kB

= (3/2)V

(

mkBT

2π~2

)3/2

g3/2(z)

[

5/2
g5/2(z)

g3/2(z)
− (3/2)

g3/2(z)

g1/2(z)

]

, (2.38)

y finalmente usando (2.26) con N0 = 0

CV
NekB

= 3/2

[

5/2
g5/2(z)

g3/2(z)
− 3/2

g3/2(z)

g1/2(z)

]

. (2.39)

Si consideramos un sistema en 3D el número de part́ıculas cuando N0 = 0 tenemos

Ne = N =
V

λ3
g3/2(z) =

V

λ30
g3/2(1), (2.40)

donde el número de part́ıculas N si depende de la temperatura cŕıtica y la longitud de

onda térmica en términos de la temperatura cŕıtica está dada por λ0 =
h

(2mπkBT0)1/2
,



entonces

1 =

(

T

T0

)3/2 g3/2(z)

g3/2(1)
(2.41)

expresión de la cual podemos resolver para z.

Si T ≤ T0, como µ = 0 entonces z = 1 y la enerǵıa interna está dada por

U = (3/2)kBTg5/2(1)
V

λ3
. (2.42)

El calor espećıfico es

CV =
∂U

∂T
=

∂

∂T

[

(3/2)kBTg5/2(1)
V

λ3

]

(2.43)

CV = (3/2)g5/2(1)

[

∂

∂T
kBT

V

λ3

]

(2.44)

CV = (3/2)g5/2(1)

[

kB
V

λ3
+ (3/2)kBV

(

mkBT

2π~2

)1/2(
mkBT

2π~2

)

]

(2.45)

CV = (3/2)g5/2(1)kB

[

V

λ3
+ (3/2)V

(

mkBT

2π~2

)3/2
]

(2.46)

CV = (3/2)g5/2(1)kB

[

V

λ3
+ (3/2)

V

λ3

]

(2.47)

CV
NkB

= (15/4)
V

λ3
g5/2(1)
V
λ3
g3/2(1)

= (15/4)

(

λ0
λ

)3 g5/2(1)

g3/2(1)
(2.48)

entonces
CV
NkB

= (15/4)

(

T

T0

)3/2 g5/2(1)

g3/2(1)
. (2.49)

Como se muestra en la figura 2.2, en 3D (ĺınea negra) la transición de fase es resalta-

da por una cúspide en T = T0 en la curva del calor espećıfico CV vs temperatura

T . La cúspide separa dos distintas dependencias de CV /NkB en T : un crecimien-



to monótono del tipo de ley de potencias (T/T0)
3/2 para valores de T ≤ T0, que

alcanza el valor máximo 15
4
ζ(5/2)
ζ(3/2)

≃ 1.9257 en T = T0, donde ζ(z) es la función ze-

ta de Riemann. Para T ≥ T0, CV disminuye monótonamente hacia el valor clásico

CV /NkB = 3/2.

La cúspide en CV es caracterizada por una discontinuidad en su derivada en Tc dada

por la expresión
(

3
2

)3
[ζ(3/2)]2 g−1/2(1)/

[

g1/2(1)
]3 ≃ 3.66577 donde gσ(z) es la fun-

ción de Bose y ĺım −−→
z→1

g−1/2(z)/
[

g1/2(z)
]3

= 1
2π
.

En el caso de 2D (ĺınea roja) como se observa el la ecuación (2.30) la única forma

de que N/L2 sea constante es que kBT0 = 0, aśı para todos los valores T > 0 no

hay condensado por la divergencia, es por ello que la curva de CV en 2D tiene un

crecimiento monótono no decreciente.

2.2. Potencial de Kronig-Penney para el caso in-

finito

La situación f́ısica más sencilla donde esta involucrado un potencial periódico, es el

de un electrón confinado en un sólido (por ejemplo en un metal), donde la estruc-

tura periódica de los átomos que forman el sólido proporciona un potencial externo

periódico para el electrón [40].

Dado que nuestro interés es encontrar el espectro de enerǵıa para una part́ıcula en un

potencial periódico, consideremos en la dirección z el potencial de Kroning-Penney

[37] y [38] con un periodo de a + b, como se muestra en la figura (2.1), donde el

potencial vale cero en la región 0 < z < a y V0 en la región −b < z < 0, el cual

podemos escribir de la siguiente manera:



Figura 2.1: Potencial de Kronig-Penney periódico.

V (z) = V0

∞
∑

n=−∞
Θ[z − (a + (n− 1)(a+ b))]Θ[−z + n(a + b)] (2.50)

donde V0 es la altura de la barrera de potencial y Θ es la función de Heaviside.

La función de onda ψ de un bosón que está sujeto al potencial de Kronig-Penney

satisface la siguiente ecuación de Schrödinger

d2ψ

dz2
+

2m

~2
εψ = 0 si 0 < z < a (2.51)

d2ψ

dz2
+

2m

~2
(ε− V0)ψ = 0 si −b < z < 0. (2.52)

Definimos las siguientes cantidades



α2 =
2mε

~2
(2.53)

β2 =
2m

~2
(V0 − ε). (2.54)

La solución a las ecuaciones (2.51) y (2.52), está detreminada por el teorema de

Bloch [40], el cual establece que para el potencial periódico la ecuación de onda es

de la forma

ψ(z) = eikzuk(z), (2.55)

donde uk(z) es una función periódica con el mismo periodo del potencial y k es el

número de onda. Sustituyendo (2.55) en (2.51) y (2.52), obtenemos las siguientes

ecuaciones diferenciales para uk(z)

u′′ + 2iku′ + (α2 − k2)u = 0 0 < z < a (2.56)

u′′ + 2iku′ − (β2 + k2)u = 0 − b < z < 0, (2.57)

donde por simpleza de notación, hemos quitado la dependencia expĺıcita de u en k

y u′, u′′ denotan la primera y segunda derivada en z respectivamente.

Para (2.56) y (2.57), al ser ecuaciónes de segundo orden, proponemos soluciones de

la forma

u = e−γz y u = eγz

que al sustituirse en (2.56) y (2.57) respectivamente, dan por solución general

u1 = Aei(α−k)z +Be−i(α+k)z 0 < z < a (2.58)

u2 = Ce(β−ik)z +De−(β+ik)z −b < z < 0. (2.59)

siendo A, B, C y D constantes, que se determinan de las condiciones de frontera de

la función de onda ψ, la cual debe de ser continua y con derivada continua. En z = 0,



son de la siguiente manera

ψ1(0) = ψ2(0) y ψ
′

1(0) = ψ
′

2(0) (2.60)

y al emplear el teorema de Bloch, el cual impone la periodicidad de u como en su

derivada, tenemos las siguientes condiciones a la frontera

u1(a) = u2(−b) y u
′

1(a) = u
′

2(−b). (2.61)

De este modo al aplicar las condiciones de frontera tenemos

A +B = C +D

iαA− iαB = βC − βD

Aei(α−k)a +Be−i(α+k)b = Ce−(β−ik)b +De(β+ik)b

i(α− k)Aei(α−k)a − i(α + k)Be−(α+k)a = (β − ik)Ce−(β−ik)b − (β + ik)De(β+ik)b

Este sistema de ecuaciones lineales homogéneas tienen solución distinta a la trivial

si su determinante es cero

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1 −1

iα −iα −β β

ei(α−k)a e−i(α+k)a −e−(β−ik)b −e(β+ik)b
i(α− k)ei(α−k)a −i(α + k)e−(α+k)a −(β − ik)e−(β−ik)b (β + ik)e(β+ik)b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

(2.62)

Resolviendo, obtenemos la relación de dispersión, la cual nos dice sobre las enerǵıas

que puede tener la part́ıcula en determinada k

β2 − α2

2αβ
senh(βb) sen(αa) + cosh(βb) cos(αa) = cos[(a+ b)k]. (2.63)



De la ecuación (2.63) podemos determinar las enerǵıas de las part́ıculas ya sea cuan-

do ε < V0 o ε > V0. Para ε < V0, si tomamos el caso ĺımite cuando b → 0 y V0 → ∞
de tal manera que V0b = cte, estos potenciales se convierten en una serie de deltas

de Dirac o también conocida como “peine de Dirac” , donde la intensidad de estas

deltas están asociadas al valor del producto de V0b.

Entonces, si multiplicamos por ab/ab el primer término de la ecuación (2.63) y

tomamos dicho ĺımite tenemos que

ĺım
b→0

senh(βb)

βb
= 1, ĺım

b→0
cosh(βb) = 1 y ĺım

b→0
(β2 − α2)ab =

2mV0ba

~2
= P (2.64)

entonces tenemos la siguiente expresión para la relación de dispersión para el poten-

cial de Kronig- Penney con una delta por celda unitaria

P

αa
sen(αa) + cos(αa) = cos(ka). (2.65)

Esta ecuación no tiene solución anaĺıtica para ε como función de k, pero la podemos

resolver gráficamente donde la parte derecha de la ecuación esta impĺıcitamente en

términos de la enerǵıa y la parte izquierda tiene valores entre 1 y -1, de modo que

dentro de este intervalo tenemos valores para αa.

Si graficamos la parte de la ecuación en términos de la enerǵıa contra αa tenemos

dos regiones en la cual una es la parte prohibida y la otra corresponde a las bandas

permitidas, además podemos observar que el ancho de banda incrementa conforme

aumenta αa y P disminuye.

Si consideramos el caso en que P → ∞ el ancho de banda que era continuo se

discretiza de tal manera que tenemos niveles de enerǵıa debido a que no se presenta



tunelaje, dichos niveles de enerǵıa de los bosones toman los valores

εn =
π2~2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, ... (2.66)

que corresponden a los de una part́ıcula confinada en un pozo de potencial de ancho

a y paredes infinitas, en este caso sólo hay soluciones si αa = nπ (n ∈ Z).

Como comentarios finales a este caṕıtulo, quiero mencionar que en los estudios pre-

sentados en las referencias [41]-[42], se ha utilizado el modelo de Kronig-Penney para

calcular las propiedades termodinámicas de un gas ideal de bosones en una estructura

periódica (infinita) de capas. Las capas son modeladas por barreas del tipo delta de

Dirac. En ese caso, el espectro de enerǵıa corresponde a la enerǵıa de una part́ıcula

que es libre en las direcciones x y y, εkx,ky = ~2k2x,y/2m y al dado por la relación de

dispersión (2.63) en la dirección z. La existencia de una temperatura cŕıtica distinta

de cero en ese sistema es garantizada por la dependencia g(ε) ∼ ε1/2 de la densidad

de estados g(ε) con la enerǵıa ε para valores bajos de esta [41].

En la figura (2.3) se reproduce el calor especíıfico CV /NkB como función de la tem-

peratura en unidades de T0, siendo esta última la temperatura de un gas ideal de

bosones libres en tres dimensiones. Como puede observarse en el panel de la izquierda

para a/λ0 = 0.892, cuando a ≈ λ0 la cúspide de la condensación Bose-Einstein del

gas ideal libre (cúspide de la curva negra a rayas) ocurre a temperaturas menores que

T0 y se hace menos aguda cuando se aumenta P. Notése la aparación de un máximo a

temperaturas mayores que T0, este máximo ha sido asociado con el máximo descrito

en los trabajos de Pathria y colaboradores para un gas ideal de bosones en geometŕıas

del tipo de peĺıcula delgada [35]. Para valores de a mucho más pequeños que λ0 los

efectos del potencial periódico se manifiestan a tempreaturas más altas como puede

apreciarse en el panel derecho de la figura 2.3 para a/λ0 = 0.0892. Los efectos de au-

mentar P son más notorios, respecto del caso anterior, pues aparece un mı́nimo cuya

anchura crece al aumentarse P exhibiendo un comprtamiento cuasi-bidimensional.
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Figura 2.2: Calor espećıfico de un gas ideal de bosones en 3D y 2D
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potencial periódico de Kronig-Penney.



Caṕıtulo 3

Espectro de enerǵıas de part́ıculas

en una caja impenetrable entre M
potenciales delta

Nos proponemos estudiar el sistema de N bosones con un número finito M de po-

tenciales δ en la dirección z. Dado que el espectro de enerǵıa del sistema de interés

resulta separable en las tres direcciones euclidianas de un sistema de referencia, es

decir, ε = εx + εy + εz, nos limitaremos al cálculo expĺıcito del espectro de enerǵıa

en la dirección z.

Cuando en esta dirección las part́ıculas se encuentran confinadas por una caja de po-

tencial impenetrable de longitud Lz = (M+1)a yM potenciales de tipo δ contenidos

en la caja y separados por una distancia a.
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3.1. Potencial de confinamiento con uno y dos po-

tenciales δ en una caja de potencial impene-

trable

Con el propósito de guiar al lector en el cálculo del espectro de enerǵıa para un

potencial de M δ’s presentamos en esta sección una discusión del caso de una caja

de potencial con una y dos deltas repulsivas. En el caso de dos deltas, se introduce

el método de la matriz de transferencia el cual es usado en el caso general con M
deltas.

3.1.1. Para una delta

De manera análoga a la Sec. 2.2, resolvemos la ecuación de Schrödinger con la sigu-

iente barrera de potencial delta en el origen, donde Λ es la intensidad

V (z) = Λδ(z) (3.1)

Por simplicidad, los efectos del potencial de caja impenetrable son incluidos expĺıcita-

mente en las condiciones de frontera ψ1(−a) = ψ2(a) = 0 (donde z = a y z = −a
corresponden a las posiciones de los extremos de la caja). El valor de la corriente de

probabilidad j = ~

2im

[

ψ∗ ∂ψ
∂x

− ψ ∂ψ∗

∂x

]

, bajo estas condiciones de frontera es j = 0. La

barrera divide a la caja en dos regiones y dado que el potencial es cero excepto en el

origen, la solución general a la ecuación (2.11) puede escribirse como

ψ1 = A1e
iαz1 +B1e

−iαz1 − a < z < 0 (3.2)

ψ2 = A2e
iαz2 +B2e

−iαz2 0 < z < a (3.3)

donde α =
√

2mε
~2

.

De manera convencional se impone la condición de continuidad de la función de onda



en el origen, donde se encuentra el potencial delta

ψ1(0) = ψ2(0) (3.4)

sin embargo, debida a la naturaleza singular de la delta, la derivada de ψ resulta

discontinua

ψ
′

1(0) 6= ψ
′

2(0). (3.5)

En los extremos z = ±a, la función de onda se anula, es decir

ψ1(−a) = ψ2(a) = 0. (3.6)

Para evaluar (3.4), empleamos (3.2) y (3.3) obteniendo

A1 + B1 = A2 +B2. (3.7)

En el caso ψ
′

2(0)− ψ
′

1(0) integramos la ecuación de Schrödinger (2.11) entre −ε y ε

donde en la región que va de −ε a 0 usamos que ψ = ψ1 y en la región que va de 0

a ε empleamos ψ = ψ2, de este modo tenemos

∫ ε

−ε

[

− ~2

2m

∂2ψ(z)

∂z2
+ V (z)ψ(z) −Eψ(z)

]

dz = 0. (3.8)

En el ĺımite cuando ǫ→ 0 se tiene por un lado que

∫ ε

−ε
Eψ(z)dz = 0



y por otro

− ~2

2m

∫ ε

−ε

∂2ψ(z)

∂z2
dz +

∫ ε

−ε
λδ(z)ψ(z)dz = − ~2

2m
(ψ′

2(0)− ψ′
1(0)) + λψ1(0). (3.9)

Aśı, sustituyendo (3.2) y (3.3) en (3.9) tenemos

A1

(

−2mΛ

iα~2
− 1

)

+B1

(−2mΛ

iα~2
+ 1

)

+ A2 − B2 = 0 (3.10)

y para los extremos de la caja

A1e
−iαa +B1e

iαa = 0, (3.11)

A2e
iαa +B2e

−iαa = 0. (3.12)

Las ecuaciones (3.7), (3.10), (3.11) y (3.12) conforman un sistema de ecuaciones

homogéneo de cuatro incógnitas, que tiene como sabemos solución distinta a la trivial,

sólo si su determinante es cero, es decir,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1 −1

−2mΛ
iα~2

− 1 −2mΛ
iα~2

+ 1 1 −1

e−iαa eiαa 0 0

0 0 eiαa e−iαa

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (3.13)

Desarrollando el determinate obtenemos la relación de dispersión que nos da infor-

mación sobre las enerǵıas que pueden tener las part́ıculas con determinado vector de

onda α, expĺıcitamente

(senαa) (cosαa+ P senαa) = 0 (3.14)



con

P =
mΛ

α~2
, (3.15)

que da la impermeabilidad de los planos al estar en términos de la intensidad Λ.

Como se muestra en la figura (3.2), para P = 0, 1, 10, 100 hay niveles fijos, dados por

εn =
n2
~
2π2

2ma2
, (3.16)

con n = 1, 2, 3, ..., que corresponden al espectro de enerǵıa de una caja de longitud

a obtenidas por las soluciones de sen(αa) = 0 en la ecuación (3.14) representados

como puntos rojos de la figura (3.1).

Figura 3.1: Enerǵıas para uno y dos planos dada una P .

Para las soluciones de cosαa + P senαa = 0, los niveles se modifican al cambiar la

intensidad de la delta y por lo tanto dependen de P . Dichos niveles corresponden a

los puntos negros en la misma figura y se concentran a los niveles fijos de la figura

(3.2) para valores grandes de P , las regiones amarillas corresponde a los posibles

valores permitidos de las enerǵıas.



P = 0 P = 1 P = 10 P = 100

π2 →
22π2 →

32π2 →

42π2 →

52π2 →

Figura 3.2: Niveles de enerǵıa para un plano con distinta impermeabilidad P =
0, 1, 10, 100

3.1.2. Para dos deltas

De la ecuación (2.11) ahora con la barrera de potencial definida por

V (z) = Λ [δ(z − a) + δ(z − 2a)] (3.17)

tenemos para la región I la ecuación de Schrödinger de la siguiente forma

− ~2

2m

d2ψ1,2

dz2
+ V (z)ψ1,2 = Eψ1,2 (3.18)

con ψ1 definida en 0 < z < a y ψ2 en a < z < 2a.

Proponemos las siguientes soluciones

ψ1(z) = A1e
iαz +B1e

−iαz 0 < z < a (3.19)

ψ2(z) = A2e
iαz +B2e

−iαz a < z < 2a. (3.20)

De igual manera imponemos la condición de continuidad en la función de onda en a



Figura 3.3: Potencial de Kronig-Penney con dos planos

donde tenemos el potencial delta, y dada la naturaleza de dicha delta, la derivada

en ψ es discontinua en a, teniendo las siguientes condiciones

ψ1(a) = ψ2(a) (3.21)

ψ
′

1(a) 6= ψ
′

2(a) (3.22)

evaluando la condición de continuidad (3.21) y usando las soluciones de la ecuación

de Schrödinger (3.19) y (3.20) tenemos

A1e
iαa +B1e

−iαa = A2e
iαa +B2e

−iαa. (3.23)

Para la discontinuidad en la derivada nuevamente integramos la ecuación de Schrödinger

en el intervalo a−ε < z < a+ ε y tomamos el ĺımite cuando ǫ −→ 0, obteniendo una

expresión análoga a (3.9), donde evaluamos (3.19) y (3.20) de tal manera llegamos a



la siguiente expresión

A1e
iαa

(

2mΛ

iα~2
+ 1

)

+B1e
−iαa

(

2mΛ

iα~2
− 1

)

− A2e
iαa +B2e

−iαa = 0. (3.24)

Para la región II la ecuación de Schrödinger es

−~2

2m

d2ψ2,3

dz2
+ V (z)ψ2,3 = Eψ2,3 (3.25)

con ψ2 definida en la región como antes y ψ3 en 2a < z < 3a, análogamente pro-

ponemos soluciones generales de la forma

ψ2(z) = A2e
iαz +B2e

−iαz (3.26)

ψ3(z) = A3e
iαz +B3e

−iαz (3.27)

obteniendo

A2e
2iαa

(

2mΛ

iα~2
+ 1

)

+B2e
−2iαa

(

2mΛ

iα~2
− 1

)

− A3e
2iαa +B3e

−2iαa = 0. (3.28)

Para los extremos se tiene

ψ1(0) = 0 (3.29)

y

ψ3(3a) = 0 (3.30)

que nos dan las siguientes condiciones

A1 +B1 = 0 (3.31)

A3e
3iαa +B3e

−3iαa = 0. (3.32)



De tal manera que obtenemos el siguiente sistema homogéneo de 6 ecuaciones en las

incóngnitas A1, A2, A3, B1, B2, B3.

A1e
iαa +B1e

−iαa = A2e
iαa +B2e

−iαa (3.33)

A1e
iαa

(

2mΛ

iα~2
+ 1

)

+B1e
−iαa

(

2mΛ

iα~2
− 1

)

= A2e
iαa − B2e

−iαa (3.34)

A2e
2iαa +B2e

−2iαa = A3e
2iαa +B3e

−2iαa (3.35)

A2e
2iαa

(

2mΛ

iα~2
+ 1

)

+B2e
−2iαa

(

2mΛ

iα~2
− 1

)

= A3e
2iαa − B3e

−2iαa (3.36)

A1 +B1 = 0 (3.37)

A3e
3iαa +B3e

−3iαa = 0 (3.38)

para resolver el sistema de ecuaciones es conveniente escribirlo como el siguiente

arreglo de matrices, donde (3.33) y (3.34) se pueden escribir como:

(

1 1
2mΛ
iα~2

+ 1 −2mΛ
iα~2

− 1

)(

A1e
iαa

B1e
−iαa

)

=

(

1 1

1 −1

)(

A2e
iαa

B2e
−iαa

)

(3.39)

y (3.35), (3.36) de la siguiente manera

(

1 1
2mΛ
iα~2

+ 1 −2mΛ
iα~2

− 1

)(

A2e
2iαa

B2e
−2iαa

)

=

(

1 1

1 −1

)(

A3e
2iαa

B3e
−2iαa

)

. (3.40)

Siendo la matriz inversa de

(

1 1

1 −1

)

=
1

2

(

1 1

1 −1

)

(3.41)



la ecuación (3.39) la podemos reescribir como

(

A2e
iαa

B2e
−iαa

)

=

(

mΛ
iα~2

+ 1 mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

+ 1

)(

A1e
iαa

B1e
−iαa

)

, (3.42)

que a su vez el vector columna lo podemos reescribir como el producto de la matriz

diagonal con los elementos eika, e−ika obteniendo:

(

A2

B2

)

=

(

e−iαa 0

0 eiαa

)(

mΛ
iα~2

+ 1 mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

+ 1

)(

eiαa 0

0 e−iαa

)(

A1

B1

)

.

(3.43)

Análogamente a la matriz (3.40) la podemos reescribir como

(

A3

B3

)

=

(

e−2iαa 0

0 e2iαa

)(

mΛ
iα~2

+ 1 mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

+ 1

)(

e2iαa 0

0 e−2iαa

)(

A2

B2

)

(3.44)

llamando a

M =

(

mΛ
iα~2

+ 1 mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

− mΛ
iα~2

+ 1

)

, (3.45)

entonces sustituyendo (3.43) en (3.44) tenemos

(

A3

B3

)

=

(

e−2iαa 0

0 e2iαa

)

M

(

e2iαa 0

0 e−2iαa

)(

e−iαa 0

0 eiαa

)

M

(

eiαa 0

0 e−iαa

)(

A1

B1

)

.

Dado que
(

e2iαa 0

0 e−2iαa

)(

e−iαa 0

0 eiαa

)

=

(

eiαa 0

0 e−iαa

)

(3.46)

entonces tenemos

(

A3

B3

)

=

(

e−2iαa 0

0 e2iαa

)

M

(

eiαa 0

0 e−iαa

)

M

(

eiαa 0

0 e−iαa

)(

A1

B1

)



(

A3

B3

)

=

(

e−iαa 0

0 eiαa

)2 [

M

(

eiαa 0

0 e−iαa

)]2(

A1

B1

)

(3.47)

llamemos a

M̄ = M

(

eiαa 0

0 e−iαa

)

. (3.48)

El cuadrado de M̄ puede evaluarse empleando el teorema de Caley-Hamilton [43],

el cual establece que M̄ misma satisface la ecuación caracteŕıstica de eigenvalores

asociada a ella, es decir,

M̄
2 − M̄TrM̄+ det M̄ = 0. (3.49)

Nótese que [44]

det M̄ = 1 (3.50)

y
1

2
TrM̄ =

[

mΛ

k~2
sen(αa) + cos(αa)

]

, (3.51)

de modo que

M̄
2 =

(

eiαa( mΛ
iα~2

+ 1) e−iαa mΛ
iα~2

−eiαa mΛ
iα~2

e−iαa(−mΛ
iα~2

+ 1)

)

2

[

mΛ

α~2
sen(αa) + cos(αa)

]

−
(

1 0

0 1

)

entonces
(

A3

B3

)

=

(

e−iαa 0

0 eiαa

)2

M̄
2

(

A1

B1

)

, (3.52)



después una serie de cálculos llegamos a

(

A3

B3

)

=

(

e−2iαa[eiαa( mΛ
iα~2

+ 1)2[mΛ
α~2

sen(αa) + cos(αa)] − 1] e−3iαa( mΛ
iα~2

)2[mΛ
α~2

sen(αa) + cos(αa)]

e3iαa(− mΛ
iα~2

)2[mΛ
α~2

sen(αa) + cos(αa)] e2iαa[e−iαa( mΛ
iα~2

+ 1)2[mΛ
α~2

sen(αa) + cos(αa)] − 1]

)





 A1

B1







llamando a

τ =
mΛ

iα~2
(3.53)

y

η =
mΛ

α~2
sen(αa) + cos(αa), (3.54)

de tal manera que podemos reescribirlo de la siguiente manera

(

A3

B3

)

=

(

e−2iαa[eiαa(τ + 1)2η − 1] e−3iαa(τ2η)

e3iαa(−τ2η) e2iαa[e−iαa(τ − 1)2η] − 1]

)(

A1

B1

)

(3.55)

y podemos observar que la matriz que relaciona

(

A3

B3

)

con

(

A1

B1

)

puede es-

cribirse como

(

A3

B3

)

=

(

e−2iαa[P11] e−3iαa[P12]

e3ikαa[P ∗
12] e2iαa[P ∗

11]

)(

A1

B1

)

(3.56)

donde P11 = [eiαa(τ + 1)2η − 1] y P12 = (τ2η).

Las condiciones de frontera para los extremos en la región I y III de la ecuación de

Schrödinger, donde la función de onda se anula son:

ψ1(0) = 0, en z = 0 (3.57)

es decir

A1 +B1 = 0, (3.58)



y donde hemos usado

ψ3(3a) = 0, en z = 3a (3.59)

que equivale a

A3e
3iαa +B3e

−3iαa = 0. (3.60)

Las ecuaciones (3.55), (3.58) y (3.60), forman un conjunto homogéneo de 4 ecuaciónes

con 4 incógnitas cuyas soluciones se obtienen de calcular el siguiente determinante:

det













e−2iαa[P11] e−3iαa[P12] −1 0

e3iαa[P ∗
12] e2iαa[P ∗

11] 0 −1

1 1 0 0

0 0 e3iαa e−3iαa













= 0 (3.61)

entonces

0 = −P12 + eiαaP11 − e−iαaP ∗
11 + P ∗

12

= [eiαaP11 − P12]− [e−iαaP ∗
11 − P ∗

12]

= Im[eiαaP11 − P12]

= Im[eiαa(eiαa(τ + 1)2η − 1)− 2τη]

sustituyendo τ y η dados en (3.53) y (3.54) respectivamente, llegamos a

[

2 cos(αa) + 2 sen(αa)
mΛ

α~2

]2

= 1 (3.62)

=⇒ cos(αa) + sen(αa)
mΛ

α~2
= ±1/2 (3.63)

que es la relación de dispersión para dos potenciales deltas. Como en el caso de una

delta los niveles fijos están dados por (3.86) que corresponden a los puntos rojos de la

figura (3.1), también se puede observar que en cada banda permitida (región amarilla)

hay tres niveles, los que se concentran a los niveles fijos al aumentar la intensidad de

la delta P (ver figura 3.4) son representados por los puntos grises calculados de (3.63).



P = 0 P = 1 P = 10 P = 100

π2 →
22π2 →

32π2 →

42π2 →

52π2 →

Figura 3.4: Niveles de enerǵıa para dos planos con distinta impermeabilidad P =
0, 1, 10, 100

Como veremos en la siguiente sección, (3.63) cumple con la expresión (3.81), que es

el caso general para M deltas, pues se tiene que el cos(αa)+(mΛ
α~2

) sen(αa) = cos(nπ
3
)

con n = 1, 2. El tercer nivel es calculado a partir de cosαa + (mΛ
α~2

) senαa = (−1)j ,

donde j denota la j-ésima región donde hay solución (región amarilla en la figura 3.1).

3.2. Part́ıcula constreñida en una caja de po-

tencial impenetrable con M potenciales delta

equidistantes

El procedimiento presentado en la sección anterior puede generalizarse al caso de M
deltas, consideremos como antes la función de onda dada por:

ψj(z) = Aje
iαz +Bje

−iαz zj−1 ≤ z ≤ zj , j = 1, . . . ,M+ 1, (3.64)



con la siguiente barrera de potencial

V (z) =

M
∑

i=1

Λδ(z − ia). (3.65)

Procediendo como en la sección anterior tenemos 2(M + 1) ecuaciones, 2M que

provienen de la continuidad de la función de onda y la discontinuidad de sus derivadas

en las posiciones de las deltas, expĺıcitamente éstas son

Aje
iαzj +Bje

−iαzj = Aj+1e
iαzj +Bj+1e

−iαzj ,

Aje
iαzj

(

2mΛj
iα~2

+ 1

)

+Bje
−iαzj

(

2mΛj
iα~2

− 1

)

= Aj+1e
iαzj +Bj+1e

−iαzj ,

que podemos escribir como

(

Aj+1e
iαzj

Bj+1e
−iαzj

)

=

(

mΛj

iα~2
+ 1

mΛj

iα~2

−mΛj

iα~2
−mΛj

iα~2
+ 1

)(

Aje
iαzj

Bje
−iαzj

)

. (3.66)

Dado que los vectores columna en la ecuación (3.66) pueden reescribirse como el

producto de la matriz diagonal con elementos eiαzj , e−iαzj , podemos escribir ex-

pĺıcitamente la siguiente ecuación

(

Aj+1

Bj+1

)

= Pj

(

Aj

Bj

)

, (3.67)

con la definición

Pj ≡ E
−1
j MjEj , (3.68)

Mj ≡
(

mΛj

iα~2
+ 1

mΛj

iα~2

−mΛj

iα~2
−mΛj

iα~2
+ 1

)

, (3.69)

Ej ≡
(

eiαzj 0

0 e−iαzj

)

, (3.70)



teniendo en cuenta k < j <M.

Las dos ecuaciones restantes para tener solución única, provienen de las condiciones

de frontera en z = 0 y z = L, dados por:

A1 +B1 = 0, (3.71)

AM+1e
iαL +BM+1e

−iαL = 0. (3.72)

Podemos relacionar los coeficientes de la región 1 con los de la región M+1 a través

de la matriz de transferencia, de la siguiente manera

(

AM+1

BM+1

)

= PMPM−1 · · ·P1

(

A1

B1

)

, (3.73)

dado que consideramos el caso cuando zj = aj, con (M+ 1)a = L, tenemos que

PMPM−1 · · ·P1 = E
−1
MMEM E

−1
M−1MEM−1 · · ·E−1

1 ME1

= [EM
1 ]−1

M
[

E
M
1 (E−1

1 )M−1
]

M
[

E
M−1
1 (E−1

1 )M−2
]

· · ·ME1

= [EM
1 ]−1

ME1 · · ·ME1

= [EM
1 ]−1 [ME1]

M

= [EM
1 ]−1

M̄
M.

En los casos anteriores de una y dos deltas, fue directo encontrar la relación de dis-

persión debido a que el cálculo de M̄ y M̄2 es inmediato. Para el caso general que

ahora se discute, se necesita evaluar M̄M, para ello procedemos como sigue.



Dado que la matriz de transferencia M es de la forma [44]

M̄ =

(

v w

w∗ v∗

)

, (3.74)

con w = mΛ
iα~2

e−iαa y v =
[

1 + mΛ
iα~2

]

eiαa, sólo dos elementos son independientes, más

aún la conservación del flujo de corriente requiere que el det M̄ = |v|2 − |w|2 = 1

[44], el cual nos deja sólo con un parámetro independiente. Nótese que M̄ se puede

reescribir como

M̄ =

(

Re(v) + iIm(v) w

w∗ Re(v)− iIm(v)

)

= Re(v)

(

1 0

0 1

)

+

(

iIm(v) w

w∗ −iIm(v)

)

,

donde Re(v) = 1
2
(v + v∗) = 1

2
Tr(M̄) puede ser tomado como el parámetro indepen-

diente.

Denotemos por G a la segunda matriz de la expresión anterior, esta satisface Tr(G) =

0, más aún, usando Re2(v) + Im2(v)− |w|2 = 1, encontramos que

G
2 = −[1− Re2(v)]

(

1 0

0 1

)

y podemos renombrar a G escribiéndola como

G =







Im(v)
√

1−Re2(v)
−i w

√

1−Re2(v)

−i w∗
√

1−Re2(v)
− Im(v)
√

1−Re2
(v)






,

con estas consideraciones tenemos

M̄ = Re(v) I+ i

√

1− Re2(v) G (3.75)



o equivalentemente

M̄ = cos p I+ i sen pG, (3.76)

donde cos p ≡ 1
2
Tr(M̄) y G2 = I. Esta última propiedad de G nos permite escribir

finalmente

M̄ = eipG (3.77)

y entonces evaluar las potencias de M inmediatamente, pues

M
M

= eiMpG. (3.78)

Escribiendo M̄M = cos(Mp)I+i sen(Mp)G tenemos que las ecuaciones (3.73) pueden

ser reescritas como

(

AM+1

BM+1

)

= E
−M
1 M̄

M

(

A1

B1

)

= E
−M
1 [cos(Mp)I+ i sen(Mp)G]

(

A1

B1

)

=
[

cos(Mp)E−M
1 + i sen(Mp)E−M

1 G
]

(

A1

B1

)

,

dado que G = (M̄− cos p I)/i sen p obtenemos

(

AM+1

BM+1

)

=

{[

cos(Mp)− sen(Mp)

sen p
cos p

]

E
−M
1 +

sen(Mp)

sen p
E
−M
1 M̄

}

(

A1

B1

)

,

que puede se escrita como

(

AM+1

BM+1

)

= P

(

A1

B1

)

,



donde las cuatro entradas de la matriz P están dadas por

P11 = P∗
22 = e−iαMa

[

cos(Mp)− sen(Mp)

sen p
cos p+

sen(Mp)

sen p
v

]

P12 = P∗
21 = e−iαMa sen(Mp)

sen p
w.

De este modo hemos reducido nuestro sistema de 2M ecuaciones a sólo 2 con cuatro

incógnitas. Aśı, junto con las dos ecuaciones que dan los coeficientes A1, B1, AM+1

y BM + 1 en las fronteras, tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

lineales












1 1 0 0

P11 P12 −1 0

P21 P22 0 −1

0 0 eiαL e−iαL

























A1

B1

AM+1

BM+1













= 0. (3.79)

La condición de solubilidad del sistema de ecuaciones se determina pidiendo que el

determinante de la matriz de 4× 4 en la ecuación (3.79) se anule, expĺıcitamente

eiαLP12 + e−iαLP∗
11 − eiαLP11 − e−iαLP∗

12 = 0

o

ℑ(eiαLP12)− ℑ(eiαLP11) = 0,

donde ℑ(ρ) denota la parte imaginaria de un número complejo arbitrario ρ. Esta

última ecuación se puede escribir como

sen Mp

sen p
ℑ(eiαaw)−

[

cos(Mp)− sen(Mp)

sen p
cos p

]

ℑ(eiαa)− sen Mp

sen p
ℑ(eiαav) = 0.

Dado que w = mΛ
iα~2

e−iαa y v =
[

1 + mΛ
iα~2

]

eiαa (ver definición de M̄, ecuación (3.74)),



tenemos que

−sen Mp

sen p

mΛ

α~2
−
[

cos(Mp)− sen(Mp)

sen p
cos p

]

sen αa+
sen(Mp)

sen p

[

mΛ

α~2
cos 2αa− sen 2αa

]

= 0

⇒

− 1

sen p
[cos Mp sen p− sen Mp cos p] sen αa+

sen(Mp)

sen p

[

mβ

α~2
(cos 2αa − 1)− sen 2αa

]

= 0.

Si sen p 6= 0 tenemos

sen(M− 1)p sen αa − sen Mp

[

mΛ

k~2
2 sen2 αa + 2 cos αa sen αa

]

= 0,

que puede ser puesto en la forma

sen αa [sen(M− 1)p − 2 sen Mp cos p] = 0, (3.80)

donde hemos usado que cos p = (mΛ/α~2) sen αa + cos αa . Haciendo uso de la

relación de recu-rrencia para los polinomios de Chebyshev: sen(n+1)θ−2 cos θ sennθ+

sen(n− 1)θ (ver por ejemplo [45]) las condiciones de la ecuación (3.80) se reescriben

como

sen αa sen(M+ 1)p = 0.

De esta manera tenemos dos conjuntos de soluciones, las provinientes de la condición

sen αa = 0 que implican α = jπ/a con j = 1, 2, . . . y aquellos provenientes de la

condición sen(M + 1)p = 0. Esta condición implica (M + 1)p = nπ con n ∈ Z o

equivalentemente p = arc cos(mΛ
α~

senαa+cosαa) = nπ/(M +1). Tomando el coseno

de ambos lados obtenemos,

mΛ

α~2
sen αa + cos αa = cos

nπ

M+ 1
. (3.81)



De esta última ecuación se puede notar que existen en principio M+2 valores distin-

tos para la enerǵıa (para cada banda) que corresponde a los valores n = 0, 1, ...,M+1.

Sin embargo sólo M+1 valores son aceptables, de modo que debemos conformar un

criterio para discriminar uno de los M+ 2 posibles niveles.

El criterio lo da la ecuación (3.81) donde pedimos que el senαa = 0 ⇔ αa = pa con

p ∈ Z, de modo que (3.80) se reduce a el cosαa = (−1)p, obteniendo la siguiente

expresión (−1)p = cos nπ
M+1

, se puede notar que p denota cada banda (usualmente la

llamamos j), aśı cuando el ı́ndice de banda es par uno debe elegir n = 0 y el conjunto

de soluciones apropiada está dado por las soluciones de (3.83) cuando n = 0, 1, ...,M,

si el ı́ndice de banda es impar se debe elegir n = M+ 1 y el conjunto de soluciones

apropiada está dada por las soluciones de (3.83) cuando n = 1, ...,M+ 1.

En las siguientes figuras 3.1-3.3 se explicará como se comportan los niveles de enerǵıa

ya que se observa que hay niveles fijos y otros se comienzan ha concentrar hacia los

fijos, conforme aumentamos la intensidad de la delta.

Primero partamos de la ecuación (3.81) a la cual multiplicaremos por (a/a), de tal

manera que nos queda

mΛa

~2

sen αa

αa
+ cos αa = cos

nπ

M+ 1
(3.82)

o equivalentemente

P
sen αa

αa
+ cos αa = cos

nπ

M+ 1
; con P =

mΛa

~2
. (3.83)

En el ĺımite termodinámico haciendo tender M −→ ∞, recuperamos la expresión

(2.65) del Caṕıtulo dos, definiendo k = nπ/(M+ 1)a.



Si P = 0 tenemos

cos αa = cos
nπ

M+ 1
⇒ αa =

nπ

M+ 1
⇒ (αa)2 =

n2π2

(M+ 1)2
(3.84)

recordemos que

α2 ≡ 2mε

~2

a

a
(3.85)

⇒ ε =
α2a2~2

2ma2
=

~2n2π2

2ma2(M+ 1)2
, (3.86)

que son las enerǵıas para los niveles de una caja de longitud (M+ 1)a.

Ahora si P → ∞ los niveles de enerǵıa que tenemos es para sólo una de las cajas de

longitud a

ε =
n2π2~2

2ma2
. (3.87)

Con estas dos expresiones podemos ahora entender mejor el comportamiento de los

niveles que se muestran, de aqúı vemos que hay niveles que son fijos y estos están

dados por la expresión (3.87) esto es cuando P → ∞, también observamos que estos

niveles fijos aumentan en enerǵıa conforme se aumenta el número de deltas, esto es,

para una delta el nivel fijo será n = 2, si hay dos deltas el nivel fijo será para n = 3

de tal modo que con n deltas habrá (M + 1) niveles, esto ocurre para cualesquiera

que sean la intensidad de la delta y el número de deltas como se ve en las figuras

3.1-3.3.

Esto es, llamemos a

αa = lπ l ∈ N (3.88)

cos(lπ) = cos
nπ

(M+ 1)
, (3.89)

y el cos(lπ) solo puede tomar valores entre 1 y -1, entonces

(−1)l = cos
nπ

(M+ 1)
, (3.90)



si l = 1 entonces

−1 = cos
nπ

(M+ 1)
(3.91)

y esto sólo ocurre cuando n = (M+1) dando el ı́ndice de nivel de enerǵıa fijo, n = 0

correspondera al caso de l (́ındice de banda) impar.

P = 0 P = 1 P = 10 P = 100

π2 →
22π2 →

32π2 →

42π2 →

52π2 →

Figura 3.5: Niveles de enerǵıa para 10 planos con distinta impermeabilidad P =
0, 1, 10, 100



Caṕıtulo 4

Termodinámica de un gas ideal de

bosones en estructuras de capas

del tipo Lx×Ly×Lz× con Lx,y → ∞

4.1. Bosones entre capas delgadas

Los trabajos teóricos realizados por R.K. Pathria y colaboradores [35]-[39] y [47]-[49],

acerca del gas ideal de Bose confinado en geometŕıas del tipo de “peĺıcula delgada”,

∞ × ∞ × Lz , para describir la posible condensación de Bose-Einstein en peĺıcu-

las delgadas de helio ĺıquido, han sido considerados para entender la aparición de

un máximo en el calor espećıfico a determinada temperatura T ∗, como una cuasi-

condensación [48] y no estrictamente como una transición de fase, debido a los efectos

de tamaño finito [49]. Dicho máximo, se corre hacia temperaturas más altas cuánto

más pequeño es el “grosor” de la peĺıcula Lz , de tal modo, que en el caso estrictamente

bidimensional, Lz = 0, no queda traza de él (el máximo ocurre a una temperatura

infinita). Por el contrario, en el ĺımite Lz → ∞, el máximo se convierte en un pico

en la temperatura cŕıtica de condensación Bose-Einstein, de un gas ideal de bosones

en 3 dimensiones (cúspide en la curva negra de la figura 2.2).

53



Por otra parte, en las referencias [41, 42] se ha estudiado el caso del gas ideal de

Bose confinado por un conjunto infinito de planos permeables y equidistantes. En el

ĺımite termodinámico y para valores finitos de los parámetros del sistema, la impene-

trabilidad y la inter-distancia de las barreras, el sistema tiene una temperatura cŕıtica

de condensación finita y distinta de cero caracterizada por una cúspide en las curvas

del calor espećıfico como función de la temperatura donde también se exhiben los

efectos del confinamiento, representados por mı́nimos locales.

En este trabajo generalizamos, por un lado, el sistema estudiado por Pathria y co-

laboradores en tanto que consideramos un gas ideal de Bose confinado en geometŕıas

de multi-capas delgadas, permeables y finitas, sujetas a condiciones de frontera de

Dirichlet en los bordes y por otro, también se exploran los efectos de la finitud del

número de barreras en comparación con el estudio hecho cuando se consideraron un

número infinito de bosones [41, 42].

En la primera sección se demuestra que en esta situación no hay temperatura cŕıtica

de condensación distinta de cero.

4.2. Bosones entre planos permeables dentro de

una caja

Partimos de un sistema de N bosones que no interacionan entre ellos, atrapados

por M potenciales delta de intensidad Λ, igualmente espaciadas dentro de una caja

de longitud Lz = (M + 1)a en la dirección z y de longitud L = Lx = Ly en las

diercciones x y y respectivamente. El potencial de confinamiento está dado por

V (x, y, z) =
M
∑

j=1

Λ δ(z − ja). (4.1)



Figura 4.1: Sistema periódico en 3D de planos que representan deltas de Dirac. En
las direcciones x y y son bosones que se mueven libremente y en la dirección z
interactúan con las deltas de Dirac



El espectro de enerǵıa para cada bosón dentro de la estructura multicapas es como

en (2.12) y (2.13), sólo que el potencial en la dirección z es finito y el espectro de

enerǵıa viene de la siguiente relación de dispersión

P sen(αa)

αa
+ cos(αa) = cos

(

nzπ

M+ 1

)

, nz = 1, 2, ...,M+ 1 (4.2)

α =

√

2m

~2
εkz . (4.3)

Multiplicando por a/a el argumento del coseno en la parte derecha de (4.2) tenemos

P sen(αa)

αa
+ cos(αa) = cos

(

nzπa

(M+ 1)a

)

(4.4)

y llamemos

kz =
nzπ

(M+ 1)a
(4.5)

de modo que tenemos

P sen(αa)

αa
+ cos(αa) = cos(kza) (4.6)

con

P ≡ P0
a

λ0
=
mΛλ0
~2

(

a

λ0

)

(4.7)

y λ0 = (2π~2/mkBT0)
1/2 que es la longitud de onda térmica evaluada en la tempe-

ratura cŕıtica de un gas ideal de bosones, en 3 dimensiones.

El número total de part́ıculas está dado por la suma de aquellas en el estado base y

los estados excitados

N = N0 +Ne, (4.8)



para el estado base la enerǵıa es

ε0 = εkx0 + εky0 + εkz0(P,a,M). (4.9)

Considerando el ĺımite termodinámico (LT), es decir, el ĺımite en que el número de

part́ıculas N y el volumen L2d tienden a infinito de modo que el cociente entre ellas,

llamada la densidad, es una constante se tiene

εkx0 =
~2

2mL2
(2π)2 ĺım −−−→

L→∞
0, (4.10)

εky0 =
~2

2mL2
(2π)2 ĺım −−−→

L→∞
0, (4.11)

por lo que sólo εkz0 contribuye a ε0 si εkz corresponde a la suma de todos niveles de

todas las bandas, entonces

N =

∞
∑

kx=−∞

∞
∑

ky=−∞

∞
∑

kz=0

1

eβ(εkx+εky+εkz−µ) − 1

=

∞
∑

kx=−∞

∞
∑

ky=−∞

1

eβ(εkx+εky+εkz0−µ) − 1
+

∞
∑

kx=−∞

∞
∑

ky=−∞

∞
∑

kz 6=0

1

eβ(εkx+εky+εkz−µ) − 1

=
∞
∑

ky=−∞

1

eβ(εkx0+εky+εkz0−µ) − 1
+

∞
∑

kx 6=0

∞
∑

ky=−∞

1

eβ(εkx+εky+εkz0−µ) − 1

+

∞
∑

kx=−∞

∞
∑

ky=−∞

∞
∑

kz 6=0

1

eβ(εkx+εky+εkz−µ) − 1

=
1

eβ(εkx0+εky0+εkz0−µ) − 1
+

∞
∑

ky 6=0

1

eβ(εkx0+εky+εkz0−µ) − 1
+

∞
∑

kx 6=0

1

eβ(εkx+εky0+εkz0−µ) − 1
+

∞
∑

kx 6=0

∞
∑

ky 6=0

1

eβ(εkx+εky+εkz0−µ) − 1
+

∞
∑

kx=−∞

∞
∑

ky=−∞

∞
∑

kz 6=0

1

eβ(εkx+εky+εkz−µ) − 1
, (4.12)

donde hemos separado expĺıcitamente el término que involucra al estado base.

Dividiendo entre el volumen (V = L2(M+1)a) y tomando el ĺımite termodinámico,



además haciendo tender las sumas a integrales teniendo
∑∞

k −→
LT

1
2π
L

∫∞
−∞ dk, en la

ecuación (4.12) los tres primeros términos valen cero, entonces

N

V
=

1

4π2

1

(M+ 1)a

[∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

1

eβ(εkx+εky+εkz0−µ) − 1
dkxdky

+

∞
∑

kz 6=0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

1

eβ(εkx+εky+εkz0−µ) − 1
dkxdky



 (4.13)

=
1

4π2

1

(M+ 1)a





∞
∑

kz=0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

1

eβ(εkx+εky+εkz−µ) − 1
dkxdky



 . (4.14)

Empleando coordenadas polares circulares para integrar en las direcciones de kx y

ky, tenemos

N

V
=

1

4π2

1

(M+ 1)a

∞
∑

kz=0

∫ 2π

0

∫ ∞

0

k⊥dk⊥dθ

z−1
1 eβ~

2k2⊥/2m − 1
(4.15)

con k⊥ y θ definidas por k2⊥ = k2x + k2y y tan θ = ky/kx respectivamente.

Con el siguiente cambio de variable

u ≡ β~2k2⊥
2m

(4.16)

entonces

du =
β~2k⊥
m

dk⊥, (4.17)

la expresión (4.15) puede escribirse como

N

V
=

1

4π2

1

(M+ 1)a
2π

(

m

~2β

) ∞
∑

kz=0

∫ ∞

0

du

z−1
1 eu − 1

. (4.18)

La integral en la ecuación anterior es la función de Bose g1/2(z1) multiplicada por la



función gamma Γ(1) = 1 de modo que tenemos

N

V
=

1

4π2

1

(M+ 1)a

2πm

~2β

∞
∑

kz=0

g1(z1)Γ(1) (4.19)

N

V
= − 1

(M + 1)a

m

~2β2π

∞
∑

kz=0

ln(1− z1) (4.20)

donde hemos usado que g1(z) = − ln(1− z). Si empleamos la densidad de part́ıculas

para el caso de bosones en 3D

η3D =
N

L2(M+ 1)a
=
ζ(3/2)

λ30
, (4.21)

para adimensionalizar (4.21), la podemos reescribir como

1 =
λ30

ζ(3/2)(M+ 1)a

mkBT

2π~2

∞
∑

kz=0

g1(z) (4.22)

o equivalentemente como

1 =
2λ0

ζ(3/2)(M+ 1)a

T

T0

∞
∑

kz=0

g1(z), (4.23)

recordando que λ20 = 2π~2/mkBT0.

Es de esta expresión, ecuación 4.23, de la que se obtiene el potencial qúımico como

función de la temperatura, para el cálculo de las demas propiedades termodinámicas.

4.2.1. Enerǵıa Interna

La enerǵıa interna está dada por

U =

∞
∑

kx=−∞

∞
∑

ky=−∞

∞
∑

kz=0

εkx + εky + εkz

eβ(εkx+εky+εkz−µ) − 1
. (4.24)



Como se ve en las figuras (3.2, 3.4 y 3.5) el espectro tiene una estructura de bandas

con distintos niveles, de modo que podemos agrupar la suma en kz de todos los niveles

de enerǵıa en sumas que dependan de cada banda con sus respectivos niveles. En la

dirección ky y kx hacemos tender las sumas a integrales, como se hizo en la sección

anterior, de modo que dividiendo por el volumen y tomado el ĺımite termodinámico,

la expresión para la enerǵıa interna es

U =
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

(

L

2π

)2 ∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky

εkx + εky + εjb,jn

eβ(εkx+εky+εjb,jn−µ) − 1
(4.25)

donde jb y jn denotan el ı́ndice de banda y el ı́ndice de nivel respectivamente.

Si k2⊥ = k2x + k2y, entonces

U =

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

(

L

2π

)2

2π

∫ ∞

0

dk⊥k⊥
εkx + εky + εjb,jn

eβ(εkx+εky+εjb,jn−µ) − 1
(4.26)

empleando el siguiente cambio de variable

ε⊥ = εkx + εky =
~
2

2m
k2⊥, dε⊥ =

~
2

m
k⊥dk⊥ (4.27)

tenemos

U =
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

L2

2π

m

~2

∫ ∞

0

dε⊥
εk⊥ + εjb,jn

eβ(εk⊥+εjb,jn−µ) − 1
. (4.28)

Otro cambio de variable, a decir,

x = βε⊥ , dx = βdε⊥ (4.29)



nos permite escribir (4.28) como

U =
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

L2

2π

m

~2

[

1

β2

∫ ∞

0
dx

x

exeβ(εjb,jn−µ) − 1
+

1

β

∫ ∞

0
dx

εjb,jn

exeβ(εjb,jn−µ) − 1

]

. (4.30)

Aśı podemos reescribirla en términos de la función de Bose (definida en (2.25)) como

U =
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

L2

2π

m

~2

[

(kBT )
2g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

Γ(2) + kBTεjb,jng1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

Γ(1)
]

.

Adimensionalizando con 1/NkBT tenemos

U

NkBT
=

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

L2m

2π~2N

[

kBT g2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ εjb,jn g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)]

. (4.31)

Consideremos nuevamente que la densidad de part́ıculas de nuestro sistema corres-

ponde a la de un gas de bosones libres en 3D, como se hizo en la ecuación (4.21), para

ello multiplicaremos el lado derecho de (4.31) por (M+1)a/(M+1)a y kBT0/kBT0,

después de una serie de cálculos y agrupar términos semejantes tenemos

U

NkBT
=

1

ζ(3/2)

λ0

(M+ 1)a

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
εjb,jn − µ

kBT0
g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

]

=
1

ζ(3/2)

√
4π

(M+ 1)a
γ1/2

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ γg1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

]

=
1

ζ(3/2)

√
4π

(M+ 1)a
γ1/2

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ γg1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

]

(4.32)



donde

γ =
1

4π

λ20
a2
. (4.33)

4.2.2. Calor Espećıfico

Una vez obtenida la expresión para la enerǵıa interna (4.32), se deriva con respecto

a la temperatura a volumen constante y con ello encontramos el calor espećıfico

CV =

(

∂U

∂T

)

V

. (4.34)

Aśı, usando (4.32) tenemos

CV =

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

L2

2π

m

~2

[

2k2BTg2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ kBεjb,jng1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ (kBT )
2g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)

+
εjb,jnTe

−β(εjb,jn−µ)

1− e−β(εjb,jn−µ)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)]

, (4.35)

donde reconocemos en el último sumando la función de Bose de orden cero, la cual

está dada por

g0
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

=
e−β(εjb,jn−µ)

1− e−β(εjb,jn−µ)
, (4.36)

de modo que

CV =

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

L2

2π

m

~2

[

2k2BTg2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ kBεjb,jng1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ (kBT )
2g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)

+ εjb,jnTg0
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)]

. (4.37)



Adimensionalizando CV con NkB y multiplicando el lado derecho de la ecuación

anterior por a/a tenemos

CV
NkB

=
aL2m

aNkB2π~2

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2k2BTg2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ kBεjb,jng1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ (kBT )
2g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)

+ εjb,jnTg0
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)]

(4.38)

entonces

CV
NkB

=
λ30m

ζ(3/2)kBa2π~2

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2k2BTg2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ kBεjb,jng1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ (kBT )
2g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)

+ εjb,jnTg0
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)]

(4.39)

o equivalentemente

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

λ0
a

1

T0k2B

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2k2BTg2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ kBεjb,jng1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ (kBT )
2g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)

+ εjb,jnTg0

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)]

. (4.40)



Después de una serie de cálculos y agrupar términos tenemos

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

λ0

a

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2
T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
εjb,jn
kBT0

g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
εjb,jn
kBT0

g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
ε2kz

k2BTT0
g0(e

−β(εjb,jn−µ))

+

(

1

kBT0
g1(e

−β(εjb,jn−µ)) +
εjb,jn
k2BTT0

g0(e
−β(εjb,jn−µ))

)[

T
∂µ

∂T
− µ

]]

. (4.41)

Escribimos el factor adimensional

εjb,jn
kBT0

=
~

2ma2
ε̄/kBT0 = γε̄ (4.42)

con

ε̄ ≡ εjb,jn/(~
2/2ma2), (4.43)

de modo que podemos reescribir a CV de la siguiente forma

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

λ0
a

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2
T

T0
g2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ 2γε̄g1
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ γ2ε̄2
T0
T
g0(e

−β(εjb,jn−µ)) +

[

T
∂µ

∂T
− µ

](

1

kBT0
g1(e

−β(εjb,jn−µ)) +
γε̄

kBT
g0(e

−β(εjb,jn−µ))

)]

y a λ0
a
=

√
4πγ1/2, teniendo la siguiente expresión para CV

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2
√
4πγ1/2

T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ 2
√
4πγ3/2ε̄g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
√
4πγ5/2ε̄2

T0

T
g0(e

−β(εjb,jn−µ))

+

[

T
∂µ

∂T
− µ

]

(√
4πγ1/2

kBT0
g1(e

−β(εjb,jn−µ)) +

√
4πγ3/2ε̄

kBT
g0(e

−β(εjb,jn−µ))

)]

.



Como se verá en el cálculo, se adimensionaliza el potencial qúımico µ con 2ma2

~2
, por

lo que
2ma2

~2

(

T
∂µ

∂T
− µ

)

= T
∂µ̄

∂T
− µ̄ (4.44)

entonces

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2
√
4πγ1/2

T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ 2
√
4πγ3/2ε̄g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
√
4πγ5/2ε̄2

T0

T
g0(e

−β(εjb,jn−µ))

+

[

T
∂µ̄

∂T
− µ̄

](√
4πγ3/2g1(e

−β(εjb,jn−µ)) +
√
4πγ5/2

T0

T
ε̄g0(e

−β(εjb,jn−µ))

)]

,

usando (4.23) podemos reescribir a

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

√
4πγ3/2g1(e

−β(εjb,jn)) ≡ γ
T0
T
, (4.45)

de modo que la expresión para el calor espećıfico es

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2
√
4πγ1/2

T

T0
g2
(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ 2
√
4πγ3/2ε̄g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
√
4πγ5/2ε̄2

T0
T
g0(e

−β(εjb,jn−µ)) +

[

T
∂µ̄

∂T
− µ̄

](

γ
T0
T

+
√
4πγ5/2ε̄g0(e

−β(εjb,jn−µ))

)]

.

Análogamente para tener la misma densidad de part́ıculas como en (4.21), sólo mul-

tiplicamos por 1/(M+ 1), teniendo:

CV
NkB

=
1

ζ(3/2)

1

(M+ 1)

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

[

2
√
4πγ1/2

T

T0
g2

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+ 2
√
4πγ3/2ε̄g1

(

e−β(εjb,jn−µ)
)

+
√
4πγ5/2ε̄2

T0

T
g0(e

−β(εjb,jn−µ)) +

[

T
∂µ̄

∂T
− µ̄

](

γ
T0

T
+

√
4πγ5/2ε̄g0(e

−β(εjb,jn−µ))

)]

(4.46)



Para eveluar (4.46) necesitamos T ∂µ̄
∂T

− µ̄, la cual puede calcularse de (4.23) que en

esta notación puede escribirse como

1 = −λ0
a

T

T0

1

ζ(3/2)

∞
∑

jb=1

N+1
∑

n=1

ln[1− eβ(εjb,jn−µ)]. (4.47)

Si derivamos (4.47) con respecto a la temperatura tenemos

0 =
−λ0

a

1

T0ς(3/2)





∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

ln(1− e−β(εjb,jn−µ))

+ T
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

(−1)
e−β(εjb,jn−µ)

1 − e−β(εjb,jn−µ)

(

1

kBT 2
(εjb,jn − µ) +

1

kBT

∂µ

∂T

)





−
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

ln(1− e−β(εjb,jn−µ)) =
−T
kBT

∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

1

eβ(εjb,jn−µ)−1

[

εjb,jn − µ+ T
∂µ

∂T

]

−
∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

ln(1− e−β(εjb,jn−µ)) =
−1

kBT





∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

εjb,jn

eβ(εjb,jn−µ) − 1

+

(

T
∂µ

∂T
− µ

) ∞
∑

jb=1

M+1
∑

jn=1

1

e−β(εjb,jn−µ) − 1



 .

De modo que

T
∂µ

∂T
− µ =

−
∑∞

jb=1

∑M+1
jn=1 ln(1− e−β(εjb,jn−µ))−

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

εjb,jn

e
β(εjb,jn−µ)−1

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

1

e
β(εjb,jn−µ)−1

(4.48)



siendo adimensional al multiplicar por la siguiente constante 2ma2/~2, obteniendo:

(

T
∂µ̄

∂T
− µ̄

)

=
2ma2

~2

(

T
∂µ

∂T
− µ

)

=

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1 kBT

2ma2

~2

[

ln(1− e−β(εjb,jn−µ))− εjb,jn

e
β(εjb,jn−µ)−1

]

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

1

e
β(εjb,jn−µ)−1

(4.49)

finalmente multiplicando la anterior ecuación por T0/T0 obtenemos:

(

T
∂µ̄

∂T
− µ̄

)

=

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

[

1
γ
T
T0

ln(1− e−β(εjb,jn−µ))− ε̄

e
β(εjb,jn−µ)−1

]

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

1

e
β(εjb,jn−µ)−1

=

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

[

ζ(3/2)√
4πγ3/2

T
T0

− ε̄

e
β(εjb,jn−µ)−1

]

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

1

e
β(εjb,jn−µ)−1

=

[

ζ(3/2)√
4πγ3/2

T
T0

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1 − ε̄

e
β(εjb,jn−µ)−1

]

∑∞
jb=1

∑M+1
jn=1

1

e
β(εjb,jn−µ)−1

=
ζ(3/2)√
4πγ3/2

− ε̄g0(e
−β(εjb,jn−µ))

g0(e−β(εjb,jn−µ))
. (4.50)

4.3. Resultados

A continuación presentamos los resultados del calor espećıfico como función de la

temperatura para diferentes valores de la impermeabilidad P = 0, 1, 10, 100, 1000;

la distancia entre planos a = 0.1, 1, 10, 100 y el número de planos permeables M =

1, 10, 100, 1000, donde los casos en que P = 0 corresponden a los resultados ya re-

portados en Pathria [35] donde sólo se observa un máximo.

Para tal propósito, se implementó el programa del cálculo numérico que a grandes

rasgos está descrito en el diagrama de flujo (4.3), que resuelve numéricamente la



ec. (3.81) para encontrar el espectro de enerǵıa en la dirección z, para una P y M
dadas, dicha ecuación se resolvió usando el método de bisección [46]. Teniendo este

espectro se calcula la fugacidad a partir de la ecuación (4.23) usando el método de

Newton [46], para obtener las demás propiedades termodinámicas, espećıficamente,

las expresiones (4.32), (4.50) y (4.46) como función de los parámetros P, a y M. La

evaluación de la fugacidad presenta problemas de precisión computacional debido a

que a bajas temperaturas, T/T0 . 0.1, la función ln(1− z) que aparece en la expre-

sión (4.23) diverge cuando el potencial qúımico se acerca al valor del estado base de

enerǵıa. Este problema de presición causó que algunas curvas de CV /NkB vs T/T0 se

truncaran a temperaturas bajas. Resultados preliminares usando un programa que

permite hacer cálculos con presición arbitraria nos dicen que para ir a temperaturas

tan bajas como T/T0 . 0.01, son necesarios cálculos con 200 digitos de presición.

Para una separación entre deltas de longitud a/λ0 = 0.1, que representa una dis-

tancia interplanar pequeña comparada con la longitud de correlación cuántica λ0,

una delta ya es suficiente para observar efectos conspicuos. Como se observa en la

gráfica (4.4), si aumentamos la intensidad P del plano permeable, se observa que

aparecen máximos. En particular si P = 0, la distancia interplanar es L = 2a, este

único máximo se corre hacia la derecha al aumentar a como lo describe Pathria en

su art́ıculo [35].

Como se puede ver en la figura (4.2) la curva continua muestra que conforme dis-

minuye el tamaño de la caja, aumenta la temperatura caracteŕıstica para la que se

observan los máximos del condensado que ocurren a un temperatura que corresponde

a una caja de distancia interplanar L = a.

Otra peculiaridad es que para nuestro sistema tenemos un nuevo máximo que puede

asociase a un caso medio entre 2D y 3D, el cual puede explicarse cualitativamente a

partir de la manera en que los niveles de enerǵıa en la dirección z cambian al variar

P (ver por ejemplo Figura 3.2).



Figura 4.2: T/T0 vs L/λ0, figura tomada de [35].

Es claro que para temperaturas muy bajas el sistema se comporta como en 2 dimen-

siones siempre que kBT . ε1,2 − ε1,1, es decir, sólo las enerǵıas en las direcciones

x y y son las que contribuyen a la termodinámica (comparar con la Fig. 2.2). Esta

caracteŕıstica puede observarse en la parte plana de CV /NkB, donde toma toma el

valor 1. Al aumentar la temperatura, se presentan las tres posibilidades siguientes:

i) Si P = 0 los niveles en la dirección comienzan a contribuir al CV exhibiendo un

máximo, originando una transición a un comportamiento tridimensional.

ii) Si P → ∞ corresponde a la situación anterior excepto que la distancia entre los

niveles es mayor dado que la longitud de la caja disminuyó y requiere mayor tem-

peratura para pasar de un nivel a otro de mayor enerǵıa ocacionando la transición a

un comportamiento tridimensional. Por lo tanto, se desplaza el máximo hacia tem-

peraturas mayores.



iii) Si P 6= 0 y finita, los niveles de cada banda se corren hacia el nivel de enerǵıa

que corresponde a los de una caja de potencial de longitud a. Este corrimiento dis-

minuye la separación energética entre niveles dando lugar a que a temperaturas no

tan grandes, se exciten mas niveles, que en el caso P = 0. Esta es la naturaleza del

segundo máximo que aparece a temperaturas menores que la del máximo que des-

cribe Pathria. Nótese que este nuevo máximo se corre hacia temperaturas pequeñas

conforme aumenta P .

Si aumentamos el número de deltas entonces agrandamos la longitud del sistema

y observamos, como se muestra en las figuras 4.4, 4.5, 4.6 y 4.7, que los máximos

comienzan a agudizares, a aumentar el valor en CV y a correrse hacia la temperatura

caracteŕıstica para ciertos valores de P , haciéndose notar que hay una tendencia al

sistema en tres dimensiones. Ahora si seguimos aumentando la longitud del sistema,

pero en este caso lo que agrandamos es la distancia interplanar considerando que

a = 1 con una delta, (ver figuras 4.8, 4.9 y 4.10) los máximos suaves también se

agudizan y se corren hacia la temperatura caracteŕıstica T/T0 ≃ 1.

En las figuras consecutivas (ver figuras 4.11, 4.12) se observa un comportamiento

análogo, donde es más notorio que en el ĺımite termodinámico los máximos se con-

viertan en cúspides a T/T0 ≃ 1, esto implica que si agrando el sistema hay una

tendencia a obtener el pico caracteŕıstico de la CBE en 3D.

Otro efecto que sobresale es el caso cuando la distancia entre deltas es muy chica

a = 0.1 y conforme incrementamos el número de deltas de 1 a 10 (esto es que au-

mentamos el número de niveles en cada banda) observamos que los máximos además

de agudizarse, también aumentan su valor en el calor espećıfico CV .

Continuando con el mismo caso podemos observar en las figuras (4.4) y (4.5) para

P = 10 la región de temperaturas bajas caracterizada por CV /NkB en la gráfica

con una delta es incrementada al aumentar a 10 deltas, de tal forma que aparece un



nuevo máximo y el máximo que ya teńıamos también aumenta corriéndose hacia la

temperatura caracteŕıstica T0 exhibiéndose dos máximos. Esto refleja una transición

de dimensión de dos a tres. Si aumentamos el número de deltas aún más hay una

tendencia a hacer un sólo máximo, la cual se parece al condensado en tres dimen-

siones.



Figura 4.3: Diagrama de flujo computacional.
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Figura 4.4: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (0.1)λ0 y
un plano de impermeabilidad variable P .
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Figura 4.5: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (0.1)λ0 y
10 planos de impermeabilidad variable P .
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Figura 4.6: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (0.1)λ0 y
100 planos de impermeabilidad variable P .
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Figura 4.7: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (0.1)λ0 y
1000 planos de impermeabilidad variable P .
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Figura 4.8: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (1)λ0 y un
plano de impermeabilidad variable P .
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Figura 4.9: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (1)λ0 y
100 planos de impermeabilidad variable P .
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Figura 4.10: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (1)λ0 y
1000 planos de impermeabilidad variable P .



0.01 0.1 1 10 100 1000

T/T0

0

0.5

1

1.5

2

C
V
/N

k B

P = 0
P = 1
P = 10
P = 100
P = 1000 

a = 10, 1 delta

Figura 4.11: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (10)λ0 y
un plano de impermeabilidad variable P .



0.01 0.1 1 10 100 1000

T/T0

0

0.5

1

1.5

2

C
V
/N

k B

P = 0
P = 1
P = 10 
P = 100
P = 1000

a = 10, 10 deltas

Figura 4.12: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (10)λ0 y
10 planos de impermeabilidad variable P .



Caṕıtulo 5

Conclusiones

Los efectos de introducir un número M de planos permeables, de anchura cero e

igualmente espaciados, en una caja de anchura finita y extensiones laterales infini-

tas, son más notorios cuando la distancia interplanar a = 0.1λ0 y el número de planos

es pequeño; en el calor espećıfico del gas ideal de bosones dentro de esta estructura

aparece un mı́nimo y un máximo, además del máximo que siempre está presente

y que ha sido extensivamente estudiado por Pathria y colaboradores, en el gas de

bosones dentro de la caja semi-infinita sin planos divisorios.

La impermeabilidad de los M planos divisorios, es una variable más cuyos valo-

res extremos 0 e infinito, llevan al sistema desde una caja semi-infinita de ancho

(M+ 1)a hasta un conjunto de M + 1 cajas independientes de ancho a, es decir, a

dos sistemas de dos anchos diferentes. En ambos casos aparece sólo un máximo en el

calor espećıfico cuya posición está a una temperatura que satisface λ2 ≃ a2/2. Para

valores intermedios de la impermeabilidad, como se dijo antes, aparecen un mı́nimo

y un máximo además del ya existente.

Aumentar el número de deltas, dada un impermeabilidad finita, tiene el efecto de

aumentar el ancho del sistema y hacer más pronunciado aquel máximo adicional

(localizado a una temperatura menor del que describe Pathria), tendiendo a trans-

formarse en un pico aún en el caso en que la separación a es menor que λ0.
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Para un sistema donde la distancia entre los planos es a = 0.1 λ0 con intensidad

P = 10, se observa que para un plano tenemos que a temperaturas bajas el nivel de

mı́nima enerǵıa del espectro discreto es el único que contribuye, además del espectro

continuo en la otras dos direcciones, al calor espećıfico de tal forma que estas con-

tribuciones dan como resultado el caso en dos dimensiones. Conforme la temperatura

aumenta, la contribución de los siguientes niveles dada la primera banda y la brecha

entre ésta y la segunda banda, da como resultado la aparición de un máximo y un

mı́nimo.

Eventualmente a temperaturas mayores los niveles consecutivos comienzan a con-

tribuir y dan el comportamiento tridimensional de CV . Si aumentamos el número de

deltas a diez, lo que significa que agrandamos el sistema, es notorio que el CV en la

región de bajas temperaturas comienza a elevarse de tal forma que se hace un nuevo

máximo, el máximo que ya teńıamos se eleva también, quedando casi indistinguible

excepto para P < 100, sin embargo el mı́nimo que se observa prevalece.

Podemos concluir que al aumentar el número de deltas de 1 a 10 hay una la tran-

sición de dimensión de dos a tres. Si incrementamos aún más el número de planos

permeables a 100 o 1000, observamos que el levantamiento de CV que generó el nuevo

máximo se agudiza aún más de tal forma que parece tender al pico del caso de un

número infinito de planos permeables con lo cual podemos concluir que conforme

agrandamos el sistema al introducir planos permeables, es decir, en el ĺımite ter-

modinámico esperamos que este nuevo máximo se conviertan en cúspide. En este

ĺımite las curvas mostradas en la figura 5.1 coincidirán con las mostradas en [41], por

supuesto, con los mismos parámetros.

Considerando nuevamente a/λ0 = 0.1 con una delta, pero ahora hacemos variar la

intensidad de la delta P , observamos que hay una transición de dimensión a mayor

temperatura que en el caso anterior. Para el caso P = 0 ocurre a T/T0 ≈ 10 y para

P = 1000 ocurre a T/T0 ≈ 30 donde podemos concluir que la transición de dimensión



ocurre aproximadamente a una temperatura T/T0 que esta entre 10 y 30.

Si ahora la distancia entre deltas es a = λ0, el comportamiento bidimensional de-

saparece y los máximos se corren hacia la temperatura cŕıtica, T/T0 ≈ 1, ya que al

aumentar la distancia, los niveles de enerǵıa se comienzan a concentrar de tal forma

que es más fácil que los niveles próximos, al de mı́nima enerǵıa contribuyan al calor

espećıfico y eventualmente, si se hace más grande a, los máximos tienden a conver-

tirse en picos.

Como se observa en la mayoŕıa de las gráficas del calor espećıfico, no mostramos

datos para ciertos valores numéricos a temperaturas menores de 0.1 T0. Esto es de-

bido a que al hacerse el cálculo de la fugacidad ln[1 − e−β(εjb,jn−µ)] para T/T0 muy

pequeñas, µ es casi igual a ε0, al grado de que la doble precisión en el lenguaje en

“C“ no distingue la diferencia y nos proporciona una divergencia computacional de

tipo ln(0).

Es importante hacer notar las ventajas al estudiar planos permeables como deltas de

Dirac en esta tesis y no otro tipo de barreras periódicas, como pueden ser barreras

cuadradas o de funciones periódicas como el seno y el coseno. Las barreras deltas

periódicas nos facilitan en gran medida los cálculos, evitando tener que resolver ya

sea senos y cosenos hiperbólicos o resolver primero anaĺıticamente la ecuación de

Schrödinger antes de encontrar el espectro de enerǵıa. No obstante, no se descarta

la posibilidad de extender a otros tipos de potenciales como el potencial armónico,

que nos ayuden a entender mas sobre la condensación Bose-Einstein.

Para sistemas de bosones en tres dimensiónes donde x y y son infinitas y z finita,

confinada por M planos permeables distanciados por la misma longitud a, no hay

condensación Bose-Einstein la cual se puede deducir de la ecuación (4.14). Se observa

un máximo que puede interpretarse como una aproximación a la condensaćıon si se

hace tender z → ∞.



Figura 5.1: CV /NkB vs T/T0 para part́ıculas en una caja de longitud a = (0.1)λ0,
intensidad del plano permeable P = 10 y número de planos permeables M =
1, 10, 100, 1000,∞.
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