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los, a quienes vi muy poco durante estos últimos años; a Diego, a Miguel y a Alicia,

quienes siempre me animaron a seguir adelante; y a Adrián Bartolo, Ángel Castel-
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Planteamiento General

En este trabajo estudiaremos una mezcla gaseosa formada por bosones y fermiones

a temperatura cero. Consideramos que la componente bosónica de la mezcla se en-

cuentra en el estado condensado y que el gas de Fermi es degenerado. Supondremos

que los bosones pueden interactuar entre śı a través de un pseudopotencial y tra-

bajaremos en el régimen de enerǵıa en el que no hay interacción fermión-fermión.

Supondremos también que los bosones y los fermiones pueden interactuar entre śı

y que la la mezcla es confinada por potenciales armónicos. Buscaremos dar una

descripción del sistema tratando de prescindir de las aproximaciones que aparecen

normalmente en la literatura (e.g. la aproximación hidrodinámica, que será descrita

más adelante).

Consideraremos el caso particular en el que la componente bosónica del sistema

está inmersa en un baño de fermiones. Esperamos que el condensado de Bose-

Einstein exhiba un comportamiento que extienda el modelo propuesto por Caldeira

y Leggett de movimiento browniano cuántico y será dicha generalización el principal

objetivo de este trabajo.

Con esto en mente presentaremos dos modelos que nos permitirán abordar el

problema. En primer lugar, mencionaremos cómo es posible hacer uso de la in-

tegral funcional para derivar las ecuaciones dinámicas para los campos bosónicos

y fermiónicos de la mezcla. De manera alternativa, explicaremos cómo pueden

obtenerse las ecuaciones de evolución del sistema a partir de una aproximación

hidrodinámica. Nuestro objetivo a largo plazo será prescindir de aproximaciones

semiclásicas y abordar el problema desde un punto de vista cuántico.

Aunque éste problema no es nuevo, la forma en que lo abordaremos es original.

En particular, aunque ya se han obtenido ecuaciones dinámicas para las componentes
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del gas de Bose-Fermi no hemos encontrado trabajos que busquen extender las ideas

que se tienen sobre el movimiento browniano cuántico para éste tipo de mezclas.

Una vez que se tengan las ecuaciones de evolución del sistema se intentará re-

solverlas de manera aproximada. Uno de nuestros objetivos principales será encon-

trar el efecto que tienen las fluctuaciones de la componente fermiónica en la dinámica

del condesado de Bose-Einstein.

Otro de nuestros objetivos será estudiar la posibilidad de realizar una transfor-

mación que nos permita simplificar el problema y con la cual podamos obtener una

solución aproximada. Hacemos énfasis en que la aproximación que implementaremos

será, preferentemente, distinta de las que han sido usadas hasta el momento.

También buscaremos resolver de manera numérica el problema y esperamos que

en el caso en que se pueda obtener una solución anaĺıtica aproximada los resultados

obtenidos por ambos métodos puedan compararse. Esto se hará en primera instancia

en el caso unidimensional.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En 1926, el f́ısico hindú Satyendra Nath Bose escribió una carta al ya famoso f́ısico

alemán Albert Einstein. En ella, derivaba la ley de radiacción de Planck sin hacer uso

de la electrodinámica clásica, y ped́ıa ayuda a Einstein para traducir su deducción y

que esta pudiera aparecer publicada en la revista Zeitscrift für Physik [1]. Einstein

se dió cuenta de la importancia del trabajo de Bose e inmediatamente se enfocó en

extenderlo. Esto resultó en un art́ıculo en el que Einstein generalizó el trabajo de

Bose para describir un gas monoatómico y predijo la existencia de un nuevo estado

de la materia: el condensado de Bose-Einstein [2].

La predicción de la existencia del condensado de Bose-Einstein generó un gran

interés académico y el fenómeno se volvió un tema estandar a tratar en los libros de

f́ısica estad́ıstica. Sin embargo, no fué sino hasta 1995 que los grupos de Cornell y de

Wieman lograron producir en el laboratorio dicho estado condensado [3]. La razón

por la que pasaron casi 70 años para observar experimentalmente la condensación de

Bose-Einstein es debido a que la temperatura cŕıtica a la cual los átomos exhiben la

transición de fase es incréıblemente baja: por ejemplo, Cornell y Wieman bajaron la

temperatura de átomos de rubidio a tan sólo 1.7× 10−7K.

Alcanzar experimentalmente la condensación de Bose-Einstein fue un gran logro

para la f́ısica, a tal grado que Cornell y Wieman, junto con Wolfgang Ketterle,

recibieron el premio Nobel de f́ısica en 2001. A partir de su realización experimental,

la condensación de Bose-Einstein se ha explorado a un ritmo vertiginoso: se han

logrado condensar isótopos, moléculas e incluso fotones [4]. Más aún, también ha
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Caṕıtulo 1. Introducción 3

sido posible observar la condensación de Bose-Einstein a temperatura ambiente [5].

Los condensados de Bose-Einstein han resultado ser sistemas sobre los cuales se

tiene un control sin precedentes. Resulta ser que una gran cantidad de parámetros

de dichos sistemas, como son la temperatura, el número de átomos, y la fuerza de

la interacción (aśı como su carácter), pueden ser ajustados en un rango de valores

de varios órdenes de magnitud. La interacción entre part́ıculas, que usualmente

debeŕıa ser una caracteŕıstica sobre la que no se tiene control, en este caso puede

modificarse: es posible controlar la magnitud de la interacción, y también es posible

volver repulsiva una interacción que originalmente era atractiva, y viceversa [6–8].

Por otra parte, la transición de fase al estado condensado ocurre sin necesidad de

que los bosones interactúen [9], i.e. es una transición de fase completamente cuántica.

Podemos considerar entonces a los condensados de Bose-Einstein como sistemas mo-

delo que exhiben fuertemente caracteŕısticas inherentes de los gases cuánticos, y

sobre los cuales tenemos un alto grado de controlabilidad.

Recientemente, ha incrementado el interés en la realización experimental de mez-

clas de bosones y fermiones, aśı como en su descripción teórica. Por ejemplo, se ha

estudiado la posibilidad de enfriar simpatéticamente isótopos fermiónicos [10, 11], y

se ha logrado atrapar átomos de 6Li y de 7Li con trampas optomagnéticas [12]. La

realización experimental de una mezcla de 6Li y de 7Li también fue reportada en las

Refs. [13, 14], y también se han realizado mezclas de 23Na y de 6Li [15], y de 87Rb y

de 40K [16, 17]. Una de las razones por las cuales se ha buscado estudiar los gases de

Bose-Fermi es debido a que el tiempo de relajación de la mezcla es significativamente

menor que el del gas de Fermi, lo cual se debe a las colisiones entre los dos tipos de

átomos que conforman la mezcla [18–20].

Como ya hab́ıamos mencionado, el estudio de mezclas de Bose-Fermi no es algo

nuevo, y el problema ha sido atacado teórica y experimentalmente. Por ejemplo, en

la Ref. [21] se estudian inestabilidades que se presentan en condensados de bosón-

fermión de átomos alcalinos atrapados debido a las interacciones atractivas entre las

componentes de la mezcla. Por otro lado, en la Ref. [22] se estudia una mezla de

Bose-Fermi haciendo énfasis en el análisis del comportamiento de la enerǵıa cinética

de la componente fermiónica. Las referencias anteriores se enfocan en el estudio de

las propiedades estáticas de las mezclas de bosones y fermiones.
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Sin embargo, en la actualidad ya se ha comenzado a estudiar la evolución tem-

poral de las mezclas binarias. Un ejemplo de los avances que se han hecho en esta

dirección se encuentran en la Ref. [23], donde se ha mostrado que es posible estudiar la

dinámica del gas de Fermi haciendo uso de una aproximación de tipo hidrodinámica,

en la cual las observables macroscópicas que lo describen obedecen ecuaciones de

conservación similares a las de un fluido clásico. Además, se ha explorado bajo qué

condiciones las fases de las componentes de la mezcla se separan en el caso en que se

tiene un gas de Bose-Fermi confinado por una trampa ciĺındrica, como puede verse

en la Ref. [24]. Un trabajo más reciente, Ref. [25], establece la existencia y unicidad

de la función de onda del estado base de una mezcla bosón-fermión para una pareja

de ecuaciones tipo Gross-Pitaevskii, prescindiendo de la aproximación de Thomas-

Fermi. La estructura de las mezclas binarias de bosones y fermiones confinadas por

un potencial externo a temperatura cero ha sido también investigada, como puede

verse en las Refs. [26, 27].

En algunos casos particulares, es posible resolver de forma exacta las ecuaciones

acopladas que describen la evolución de la mezcla, e.g. las Ecs. (2.14) y (2.56) de la

Ref.[23]. Esto ha dado lugar a la búsqueda aproximaciones que permitan la solución

exacta de dichas ecuaciones, como puede verse en la Ref. [28].

Claramente, se han estudiado con bastante detalle algunas propiedades de las

mezclas de Bose-Fermi. Sin embargo, un aspecto que nos gustaŕıa explorar, y que

da lugar a esta propuesta de investigación, es el siguiente. Supongamos que tenemos

un condensado de Bose-Einstein que interactúa con un gas de Fermi degenerado. En

el caso ĺımite en que las dimensiones de la nube condensada son mucho menores que

las del mar de Fermi, es razonable esperar que esta exhiba movimiento browniano

cuántico, en el sentido de la Ref. [29]. La situación anterior no ha sido abordada en

la literatura existente desde este punto de vista, y esta es una de las razones por las

cuales consideramos importante estudiar las mezclas de Bose-Fermi.

La estructura del presente trabajo es la siguiente. En el caṕıtulo 2 se introducen

los conceptos básicos acerca de la condensación de Bose-Einstein. Esto se logra

estudiando dos sistemas: un gas ideal de bosones, y un gas ideal de bosones confinado

por una trampa armónica.

Posteriormente, en el caṕıtulo 3, se deriva la ecuación de Gross-Pitaevskii, con
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la cual será posible estudiar la función de onda del condensado. Aqúı, se discutirán

brevemente algunas aproximaciones que es posible hacer para extraer información

sobre la función de onda, aśı como el rango de validez de estas .

La parte central de este trabajo es el caṕıtulo 4, en el cual presentamos el modelo

propuesto en la Ref. [23] para estudiar una mezcla bosón-fermión. La razón por la que

esta descripción es relevante para nosotros es debido a que buscamos generalizarla, ya

que aparentemente no ha habido un avance significativo en la descripción de mezclas

binarias de gases cuánticos, a pesar de que en la actualidad se han podido realizar

experimentalmente sistemas de este tipo, y que se conoce la utilidad de las mezclas

de Bose-Fermi para reducir el tiempo de relajación de la componente fermiónica del

sistema.

La parte final de este trabajo presenta tanto los objetivos generales del protocolo

de investigación aśı como los resultados que se esperan obtener.



Caṕıtulo 2

Condensación de Bose-Einstein

2.1 El gas ideal de Bose

El sistema más sencillo que exhibe el fenómeno de condensación de Bose-Einstein es

el gas de bosones no interactuantes. Para estudiar un gas ideal de bosones, resulta

conveniente utilizar el ensamble gran canónico. Supongamos entonces que tenemos

un sistema de bosones idénticos, que no interactúan entre śı, contenidos en una caja

de volumen V a una temperatura T . En esta situación, la gran función de partición

del sistema de part́ıculas descrito por el hamiltoniano Ĥ y con operador de número

N̂ estará dada por

Z = Tr{e−β(Ĥ−µN̂)},

donde β = 1/kBT , con kB la constante de Boltzmann, y µ es el potencial qúımico.

Como los bosones no interactúan entre śı, podemos suponer que la enerǵıa de un

bosón con momento ~k estará dada por la relación de dispersión

E~k = Ek =
~2k2

2m
,

donde m es la masa del bosón, y k2 = ~k · ~k. Es posible escribir entonces

Ĥ − µN̂ =
∑
k

(Ek − µ)n̂k,

6



Caṕıtulo 2. Condensación de Bose-Einstein 7

donde n̂k es el operador de número de ocupación para part́ıculas con vector de onda
~k.

Aśı, podemos escribir la función de partición del sistema como

Z =
∞∑
N=0

∑
{nk}∗

e−β
∑

k(Ek−µ)nk

=
∞∑
N=0

∑
{nk}∗

∏
k

e−β(Ek−µ)nk ,

donde la suma
∑
{nk}∗ se realiza sobre todas las configuraciones de los números de

ocupación compatibles con la constricción
∑

k nk = N . Debido a que eventualmente

tendremos que evaluar la suma
∑∞

N=0, podemos escribir, de manera equivalente,

Z =
∑
n1

∑
n2

· · ·
∑
nr

· · ·
∏
k

e−β(Ek−µ)nk

=

(∑
n1

e−β(E1−µ)n1

)(∑
n2

e−β(E2−µ)n2

)
· · ·

(∑
nr

e−β(Er−µ)nr

)
· · ·

=
∏
k

(∑
nk

e−β(Ek−µ)nk

)
. (2.1)

La última suma en la Ec. (2.1) puede realizarse en el caso en que µ < 0, pues nk

corre sobre todos los enteros no negativos. Tenemos entonces que

Z =
∏
k

1

1− e−β(Ek−µ)
,

donde la convergencia de la serie geométrica está garantizada por el hecho de que

Ek ≥ 0 y µ < 0, de modo que e−β(Ek−µ) < 1.

La información termodinámica del sistema está contenida en el gran potencial,

Φ = −kBT logZ

= kBT
∑
k

log(1− e−β(Ek−µ))

=
∑
k

Φk,
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donde definimos

Φk = kBT log(1− e−β(Ek−µ)).

Podemos calcular entonces, por ejemplo, el número promedio de part́ıculas con

vector de onda ~k,

〈nk〉 = −∂Φk

∂µ
=

1

eβ(Ek−µ) − 1
, (2.2)

y el número total de bosones

N =
∑
k

nk =
∑
k

1

eβ(Ek−µ) − 1
. (2.3)

A la Ec. (2.2) se le conoce como distribución de Bose-Einstein, pues determina la den-

sidad de part́ıculas que obedecen la estad́ıstica de Bose-Einstein. Debido al carácter

microscópico de las part́ıculas del sistema, usualmente no es posible modificar de ma-

nera directa el número total de part́ıculas. Podemos, de manera alternativa, ajustar

µ para tener cualquier N deseado. Es interesante notar que en el ĺımite de altas tem-

peraturas, kBT � Ek−µ, recuperamos la distribución de Rayleigh-Jeans a partir de

la Ec. (2.2).

Veamos ahora lo que ocurre con el número total de part́ıculas del sistema en

el ĺımite termodinámico. Al hacer tender N y V a infinito, pero manteniendo la

densidad de part́ıculas N/V constante, podemos reescribir la Ec. (2.3) como

N =
∑
k

1

eβ(Ek−µ) − 1
→ V

(2π)3

∫
d3k

1

eβ(Ek−µ) − 1
. (2.4)

Si reducimos ahora la temperatura del sistema manteniendo N/V constante, el po-

tencial qúımico debe aumentar, y habrá una temperatura, digamos Tc, a la cual

µ = 0. Aśı, la Ec. (2.4) toma la forma [8]

N =
V

(2π)3

∫
d3k

1

eEk/kBTc − 1
,

y haciendo el cambio de variable x = Ek/kBTc, obtenemos

N

V
=

(mkBTc)
3/2

√
2π2~3

∫ ∞
0

dx

√
x

ex − 1
. (2.5)
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Para integrar la Ec. (2.5), hacemos uso de la fórmula∫ ∞
0

xν−1

ex − 1
dx = Γ(ν)ζ(ν),

donde Γ(ν) y ζ(ν) denotan a la función gamma y a la función zeta de Riemann,

respectivamente, con lo que llegamos al siguiente resultado:

N

V
= ζ

(
3

2

)(
mkBTc
2π~2

)3/2

.

De la ecuación anterior, podemos calcular la temperatura cŕıtica, Tc, a la cual ocurre

la transición de fase al estado condensado,

kBTc =

(
n

ζ(2/3)

)2/3
2π~2

m
, (2.6)

donde introdujimos la densidad de part́ıculas n = N/V .

Podemos calcular también el número total de part́ıculas a una temperatura dis-

tinta a la temperatura cŕıtica haciendo uso de las llamadas funciones de Bose-

Einstein, definidas como

gν(z) =
1

Γ(ν)

∫ ∞
0

xν−1

z−1ex − 1
dx =

∞∑
l=1

zl

lν
. (2.7)

Introduciendo la fugacidad, z = eβµ, resulta inmediato que la densidad de part́ıculas

es

N

V
=

(
mkBT

2π~2

)3/2 ∫ ∞
0

√
x

z−1ex − 1
dx

=

(
mkBT

2π~2

)3/2

g3/2(z). (2.8)

De la Ec. (2.8) podemos ver que, a medida que la temperatura disminuye, el

número de part́ıculas también lo hace, pues N ∼ T 3/2. Evidentemente, esto no puede

ser correcto, pues querŕıa decir que al enfriar un gas de bosones estos desaparecen.

Notemos que la integral que calculamos para obtener el número total de part́ıculas
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es proporcional a x1/2 ∼ E
1/2
k , de manera que la contribución a N debida a la enerǵıa

del estado base se desvanece. Aśı, para poder introducir la contribución a N de dicho

estado, hacemos uso de la distribución de Bose-Einstein:

n0 =
N0

V
=

1

z−1 − 1
(2.9)

Vemos entonces que, a medida que z−1 → 1 (i.e. a medida que µ→ 0), el número de

part́ıculas en el estado base se vuelve una cantidad macroscópica. Tenemos entonces

que una cantidad macroscópica de bosones se acumula en un mismo estado cuántico,

el estado base, y es a esto a lo que se conoce como condensación de Bose-Einstein.

La condensación de Bose-Einstein ocurre cuando la longitud de onda térmica de

los bosones se traslapa, es decir, cuando los efectos cuánticos se hacen evidentes [8].

Como acabamos de ver, para que un sistema exhiba condensación de Bose-Einstein

no es necesario que haya interacción entre part́ıculas: un gas ideal de bosones puede

presentar esta transición de fase siempre que se reduzca lo suficiente la temperatura.

Sin embargo, en este trabajo centraremos nuestra atención en gases atrapados por

potenciales armónicos, razón por la cual estudiaremos un sistema de bosones confi-

nado por una trampa de este tipo.

2.2 Gas de bosones en un potencial armónico

Consideremos entonces un sistema de N bosones idénticos de masa m que no inter-

actúan entre śı, confinados por una trampa armónica. El hamiltoniano del sistema

estará dado entonces por

Ĥ =
N∑
i=1

~̂p 2
i

2m
+

1

2
mω2

N∑
i=1

~̂r 2
i =

N∑
i=1

Ĥi,

donde supusimos que el potencial es isotrópico, i.e. la frecuencia de oscilación ω es la

misma en todas las direcciones, y Ĥi denota al hamiltoniano de una sola part́ıcula.

Resolver el problema de eigenvalores Ĥi|ψ〉 = Ei|ψ〉 nos lleva a que el espectro de
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enerǵıa del sistema está dado por [30]

Enxnynz = ~ω (nx + ny + nz) + E0,

donde E0 = 3~ω/2 es la enerǵıa del estado base.

Al alcanzar el equilibrio térmico, los bosones se deben distribuir sobre los niveles

de enerǵıa de acuerdo con la distribución de Bose-Einstein, Ec. (2.2), de manera

que [8]

Nnxnynz =
1

exp
[
β(Enxnynz − µ)

]
− 1

.

En este caso, el potencial qúımico se elige de modo que el número total promedio de

part́ıculas sea igual a N , es decir,

N =
∞∑

nx,ny ,nz=0

1

exp
[
β(Enxnynz − µ)

]
− 1

. (2.10)

En el ĺımite de altas temperaturas, i.e. cuando kBT � ~ω, podemos calcular

de manera aproximada la suma que aparece en la Ec. (2.10). En términos de la

densidad de estados, g(E), tenemos

N =
1

exp[β(E0 − µ)]− 1
+

∫ ∞
0

dE
g(E)

exp[β(E + E0 − µ)]− 1
. (2.11)

Una vez más, separamos la contribución a N debida al estado base ya que será una

cantidad macroscópica debajo de la temperatura cŕıtica.

Notemos ahora que g(E)~ω es el número de puntos (nx, ny, nz) que satisfacen

E ≤ ~ω(nx + ny + nz) < E + ~ω. Suponiendo que n es el entero más grande que

satisface n~ω < E, g(E)~ω es simplemente el número de puntos (nx, ny, nz) que

satisfacen la constricción [8]

nx + ny + nz = n. (2.12)

Es posible probar que el número de formas en que podemos elegir los enteros no
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negativos nx, ny y nz tales que su suma sea n es 1

(
n+ 2

2

)
=

(n+ 2)(n+ 1)

2
,

de modo que si aproximamos E ≈ n~ω, tendremos que

g(E)~ω ≈ 1

2

(
E

~ω

)2

+
3

2

E

~ω
+ 1. (2.13)

En el caso en que E � ~ω, la Ec. (2.11) toma la forma

N = N0 +
1

2(~ω)3

∫ ∞
0

dE
E2

exp[β(E + E0 − µ)]− 1

+
3

2(~ω)2

∫ ∞
0

dE
E

exp[β(E + E0 − µ)]− 1
, (2.14)

y si redefinimos la fugacidad como z = eβ(µ−E0), podemos hacer uso de las funciones

de Bose-Einstein, Ec. (2.7), para obtener

N = N0 +

(
kBT

~ω

)3

g3(z) +
3

2

(
kBT

~ω

)2

g2(z). (2.15)

Notemos que el número de part́ıculas en el estado base puede escribirse, en

términos de z, como

N0 =
1

z−1 − 1
,

y podemos invertir esta ecuación para obtener

z =
N0

N0 + 1
.

Para encontrar la temperatura cŕıtica, hacemos z ≈ 1, lo cual es válido para

N0 � 1, como puede verse de la ecuación anterior. Además, podemos despreciar N0

frente a N , i.e. podemos hacer N0 = 0 en la Ec. (2.15) [31, 32]. Aśı, resolvemos la

1En general, el número de formas en que podemos elegir k enteros no negativos tales que se
satisfaga la constricción

∑k
i=1 xi = x es

(
x+k−1
k−1

)
.
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siguiente ecuación para Tc

N =

(
kBTc
~ω

)3

ζ(3) +
3

2

(
kBTc
~ω

)2

ζ(2),

donde utilizamos el hecho de que gν(1) = ζ(ν). De manera aproximada, podemos

encontrar que

Tc ≈
~ω
kB

(
N

ζ(3)

)1/3 [
1− 1

2

ζ(2)

ζ(3)2/3N1/3

]
.

De la ecuación anterior, podemos notar que el ĺımite termodinámico para el sis-

tema atrapado puede obtenerse haciendo N → ∞, ω → 0, pero manteniendo Nω3

constante.

Determinamos entonces, de manera aproximada, la temperatura cŕıtica a la cual

el sistema atrapado exhibe la transición de fase al estado condensado. Usualmente,

se calculan otras cantidades que son de gran importancia: la fracción condensada y

la capacidad caloŕıfica del condensado. Sin embargo, en este trabajo no mostramos

cómo obtener dichas cantidades debido a que nos desviaŕıamos de nuestro objetivo

principal: describir una mezcla de Bose-Fermi.

El siguiente paso que podemos dar para acercarnos a nuestro objetivo es deter-

minar lo que ocurre con la función de onda del estado base. Nos gustaŕıa entonces

poder estudiar las propiedades dinámicas del estado base del sistema en el caso en

que los bosones interactúan, y dedicaremos entonces el siguiente caṕıtulo a derivar

una ecuación que nos proporcionará esta información.



Caṕıtulo 3

La Ecuación de Gross-Pitaevskii

3.1 Ecuación de Gross-Pitaevskii independiente del

tiempo

Como vimos en el caṕıtulo anterior, el fenómeno de condensación de Bose-Einstein

predice que, al reducir lo suficiente la temperatura de un sistema formado por

bosones, estos se condensarán al estado base del sistema. En el caso en que se

tiene un sistema no homogéneo de bosones, será posible describirlo haciendo uso de

la ecuación de Gross-Pitaevskii, la cual tiene la forma de una ecuación de Schrödinger

no lineal y que derivaremos a continuación.

Consideremos un sistema de N bosones idénticos, de masa m, en un potencial

de un sólo cuerpo V (~ri ), donde el sub́ındice i etiqueta a la i-ésima part́ıcula. En

el estado completamente condensado, todos los bosones se encuentran en el mismo

estado de una part́ıcula, φ(~r ), lo que nos permite escribir la función de onda de

N -part́ıculas como

Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) =
N∏
i=1

φ(~ri). (3.1)

Ésta es una aproximación de campo medio, y se conoce como aproximación de

Hartree [30]. Usualmente, se requiere que las funciones de onda de una part́ıcula

estén normalizadas como ∫
d3r |φ(~r )|2 = 1.

14
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Al provenir de una aproximación de campo medio, la función de onda de Hartree

no toma en cuenta las correlaciones producidas por la interacción entre átomos cer-

canos. Para poder tomar en cuenta dicha interacción haremos uso del pseudopoten-

cial u0 δ(~r − ~r ′ ), donde u0 proporcional a la longitud de dispersión a del potencial

de interacción, y está dada por [8, 33]

u0 =
4πa~2

m
. (3.2)

Aśı, vemos que el hamiltoniano del sistema se escribe como

Ĥ =
N∑
i=1

[
~̂pi

2m
+ V (~ri)

]
+ u0

∑
i<j

δ(~ri − ~rj).

Suponemos ahora que la función de onda total es un eigenestado del hamiltoniano

del sistema, i.e.

ĤΨ(~r1, ~r2, . . . , ~rN) = EΨ(~r1, ~r2, . . . , ~rN),

por lo que si multiplicamos por Ψ∗(~r1, ~r2, . . . , ~rN) la ecuación de eigenvalores anterior

e integramos sobre todas las coordenadas obtenemos que la enerǵıa del sistema es

simplemente el valor esperado del operador hamiltoniano:

E =

∫ N∏
i=1

d3riΨ
∗(~r1, ~r2, . . . , ~rN)ĤΨ(~r1, ~r2, . . . , ~rN).

Es necesario calcular ahora de manera expĺıcita los términos del valor esperado

del hamiltoniano. Para los términos cinéticos, vemos que〈
N∑
i=1

~̂pi
2m

〉
=

N∑
i=1

∫
d3r1 · · · d3rNφ∗(~r1) · · ·φ∗(~rN)

(
− ~2

2m
∇2
i

)
φ(~r1) · · ·φ(~rN)

= − ~2

2m

N∑
i=1

∫
d3riφ

∗(~ri)∇2
iφ(~ri)

= −~2N
2m

∫
d3rφ∗(~r )∇2φ(~r ),

y procediendo de manera análoga, resulta sencillo probar que el valor esperado del
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potencial de un cuerpo es〈
N∑
i=1

V (~ri)

〉
= N

∫
d3rφ∗(~r )V (~r )φ(~r ),

y que el valor esperado del término de interacción es〈
u0
∑
i<j

δ(~ri − ~rj)

〉
= u0

∑
i<j

∫
d3r1 · · · d3rNφ∗(~r1) · · ·φ∗(~rN)δ(~ri − ~rj)φ(~r1) · · ·φ(~rN)

= u0
N(N + 1)

2

∫
d3rd3r′φ∗(~r )φ∗(~r ′)δ(~r − ~r ′)φ(~r )φ(~r ′)

≈ 1

2
u0N

2

∫
d3r |φ(~r )|4 ,

donde hicimos la aproximación N + 1 ≈ N , válida en el ĺımite termodinámico.

Si definimos ahora ψ(~r ) =
√
Nφ(~r ), podemos escribir la enerǵıa del sistema como

E [ψ, ψ∗] =

∫
d3r ψ∗(~r )

(
− ~2

2m
∇2 + V (~r ) +

1

2
u0 |ψ|2

)
ψ(~r ). (3.3)

A la ecuación anterior se le conoce como funcional de enerǵıa de Gross-Pitaevskii.

Notemos que estamos considerando a ψ y a ψ∗ de manera independiente. Esto se

debe a que ψ es una cantidad compleja de modo que tiene dos grados de libertad:

su parte real y su parte imaginaria.

La forma óptima de la función de onda del condensado se obtiene requiriendo

que la funcional de enerǵıa de Gross-Pitaevskii sea extremal sujeta a la condición de

normalización ∫
d3r |Ψ|2 = N.

Utilizando el método de multiplicadores de Lagrange, y variando la Ec. (3.3) sujeta

a la constricción con respecto a ψ∗ obtenemos

0 =
δ

δψ∗

[
E [ψ, ψ∗]− µ

(∫
d3r |ψ|2 −N

)]
=

(
− ~2

2m
∇2 + V (~r ) + u0 |ψ|2 − µ

)
ψ(~r ).
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Hemos derivado entonces la llamada ecuación de Gross-Pitaevskii independiente

del tiempo [34, 35], [
− ~2

2m
∇2 + V (~r ) + u0 |ψ|2

]
ψ(~r ) = µψ(~r ). (3.4)

Esta ecuación tiene la forma de una ecuación de Schrödinger en la que el potencial

que actúa sobre las part́ıculas del gas puede escribirse como un potencial externo,

V (~r ), más un potencial de campo medio no lineal, u0 |ψ|2. Notemos que el eigenvalor

de la Ec. (3.4) es el potencial qúımico y no la enerǵıa por part́ıcula, E/N , a diferencia

de la ecuación de Schrödinger usual [33].

3.2 Ecuación de Gross-Pitaevskii dependiente del

tiempo

Si quisiéramos obtener información dinámica acerca del condensado es necesario

utilizar la ecuación de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo,

i~
∂

∂t
ψ(~r ) =

[
− ~2

2m
∇2 + V (~r ) + u0 |ψ|2

]
ψ(~r ). (3.5)

Es posible hacer la identificación anterior debido a que la dependencia temporal de

la función de onda condensada está gobernada por el potencial qúımico. Para probar

la afirmación anterior basta con considerar el valor esperado del operador

ψ̂(~r, t) = eiĤt/~ψ̂(~r )e−iĤt/~,

donde ψ(~r ) es el operador que aniquila un bosón en la posición ~r en el esquema

de Schrödinger. Para calcular dicho valor esperado suponemos que Ĥ satisface la

ecuación de eigenvalores Ĥ |nM , {xi}〉 = EN |nM , {xi}〉, donde nM es el número de

part́ıculas condensadas, {xi} representa al resto de los números cuánticos, y N es el

número total de part́ıculas. Entonces,

〈nM−1, {xi}| ψ̂(~r, t) |nM , {xi}〉 = 〈ψ̂(~r )〉e−i(EN−EN−1)t/~,
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y debido a que en el ĺımite termodinámico podemos aproximar

EN − EN−1 ≈
∂EN
∂N

= µ,

entonces podemos concluir que la evolución temporal de la función de onda conden-

sada está determinada por el potencial qúımico [8]

ψ(~r, t) = ψ(~r )e−1µt/~.

Por otra parte, es posible derivar la Ec. (3.5) tomando como punto de partida el

principio de mı́nima acción. Consideremos entonces la acción dada por

S [ψ, ψ∗] =

∫
dt

∫
d3rψ∗(~r )

(
i~
∂

∂t
+

~2

2m
∇2 − V (~r )− u0 |ψ|2

)
ψ(~r ).

Variando la ecuación anterior con respecto a ψ∗ obtenemos

δS

δψ∗
=

(
i~
∂

∂t
+

~2

2m
∇2 − V (~r )− u0 |ψ|2

)
ψ(~r ) = 0,

lo cual coincide justamente con la ecuación de Gross-Pitaevskii dependiente del

tiempo [8].

Una vez que hemos obtenido una ecuación para describir la dinámica del conden-

sado nos gustaŕıa saber lo que ocurre con las soluciones de dicha ecuación. Debido a

que la Ec. (3.5) tiene un término no lineal, en general no será posible resolverla. Sin

embargo, es posible hacer algunas aproximaciones para poder extraer la información

dinámica del sistema. Por ejemplo, si consideramos la ecuación de Gross-Pitaevskii

en una dimensión, es posible mostrar que se pueden formar solitones en el condensado

y dependiendo del carácter de la interacción entre los bosones se tendrán solitones

brillantes u oscuros [33]. Otra aproximación que suele utilizarse es la de Thomas-

Fermi, que en este contexto consiste en despreciar el término cinético en la ecuación

de movimiento del condensado.

Ahora que contamos con la ecuación de Gross-Pitaevskii, nos gustaŕıa gener-

alizarla de modo tal que podamos estudiar los efectos producidos por la interacción

entre un gas de bosones y uno de fermiones. A lo largo del siguiente caṕıtulo, pre-
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sentaremos una forma en que es posible estudiar mezclas de gases cuánticos cuyas

componentes obedecen distintas estad́ısticas.

No siempre es posible utilizar la ecuación de Gross-Pitaevskii, pues para derivarla

supusimos que la interacción entre las part́ıculas del condensado es a través de coli-

siones binarias. Una buena parte de los condensados de Bose-Einstein puede aproxi-

marse de este modo: la ecuación de Gross-Pitaevskii puede describir apropiadamente

condensados diluidos tridimensionales. Sin embargo, en el caso en que no es posible

suponer que las part́ıculas del condensado interactúan a través de un potencial de

contacto, la ecuación de Gross-Pitaevskii deberá modificarse [36]. Eso ocurre en sis-

temas como condensados de Bose-Einstein en menor dimensión, condensados densos

y clusters superfluidos [37, 38].

Una vez que nos hemos dado una idea de cómo puede estudiarse la función de

onda de las part́ıculas condensadas en el caso en que estas interactúan quisiéramos

generalizar estos resultados para poder incluir en nuestro sistema una componente

fermiónica. Aśı, en el siguiente caṕıtulo, mostraremos cómo se puede describir una

mezcla bosón-fermión.



Metodoloǵıa
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Caṕıtulo 4

Gas de bosones y fermiones en

interacción

4.1 Integral funcional para la mezcla interactuante

Para estudiar una mezcla de bosones y fermiones interactuantes, uno puede proceder

de distintas maneras. Por ejemplo, en las Refs. [39, 40] se aborda este problema

tomando como punto de partida la gran función de partición

Z =

∫
Dψ∗B(~r, t)DψB(~r, t)Dψ∗F(~r, t)DψF(~r, t)e−SE[ψ

∗
B,ψB,ψ

∗
F,ψF]/~,

donde SE es la acción eucĺıdea1, los campos complejos ψ∗B y ψB representan a los

bosones y son periódicas en el intervalo de tiempo imaginario [0, β~], y ψ∗F y ψF son

campos de Grassman, antiperiódicos en el mismo intervalo [39–42].

Con el fin de considerar el hecho de que la componente bosónica de la mezcla

puede condensarse, se hace uso del llamado “background method”. Al utilizar este

método para la componente bosónica, suponemos que es posible escribir los campos

1La acción eucĺıdea se obtiene a partir de la acción de Minkowski haciendo la rotación de Wick
t = −iτ . La acción de Minkowski es

SM[ψ∗
B, ψB, ψ

∗
F, ψF] =

∫
dt

∫
d3r L[ψ∗

B, ψB, ψ
∗
F, ψF],

donde L[ψ∗
B, ψB, ψ

∗
F, ψF] es la densidad lagrangiana que describe al sistema.

21
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cuánticos correspondientes como [42–45]

ψ∗B(~r, t) = ψ∗0(~r, t) + δψ∗B(~r, t), y ψB(~r, t) = ψ0(~r, t) + δψB(~r, t), (4.1)

donde los campos ψ∗0(~r, t) y ψ0(~r, t) son tales que podemos identificar la densidad de

los bosones condensados con |ψ0(~r, t)|2, y los términos δψ∗B(~r, t) y δψB(~r, t) represen-

tan pequeñas fluctuaciones que toman en cuenta el hecho de que en un gas real habrá

part́ıculas que se encuentran en estados excitados [33]. Es importante mencionar que

las fluctuaciones deben obedecer la condición de consistencia [41]∫
d3r ψ∗0(~r )δψB(~r, t) +

∫
d3r ψ0(~r )δψ∗B(~r, t) = 0.

Al hacer esto, y debido a que consideramos que las fluctuaciones δψ∗B(~r, t) y

δψB(~r, t) son pequeñas, podremos desarrollar la acción eucĺıdea alrededor de los

campos de fondo. En la Ref. [40] se muestra que la aproximación a orden cero del

desarrollo es equivalente a la teoŕıa de Gross-Pitaevskii, mientras que la aproximación

a segundo orden corresponde a la teoŕıa de Bogoliubov.

En las Refs. [39, 40] se estudia la mezcla de Bose-Fermi haciendo uso únicamente

de la aproximación de menor orden, i.e. la teoŕıa de Gross-Pitaevskii, y se muestra

que la dinámica de la componente bosónica de la mezcla depende de la función de

Green fermiónica, y viceversa. Este enfoque podŕıa ser de utilidad para nuestros

propósitos, sin embargo exploraremos con mayor detalle una descripción alternativa

del gas de Bose-Fermi interactuante.

4.2 La aproximación hidrodinámica

Existen otros métodos para describir una mezcla de bosones y fermiones. Por ejem-

plo, podemos también hacer uso de dos ecuaciones de campo medio, una para el

parámetro de orden de los bosones, i.e. ψ(~r, t), y otra para la densidad de fermiones

n(~r, t) = n0(~r) + δn(~r, t), donde n0(~r, t) es la densidad de número del estado base

para los fermiones, y δn(~r, t) son pequeñas fluctuaciones para la densidad de número.

Buscamos derivar las ecuaciones de evolución antes mencionadas, y procedere-

mos como en la Ref. [23], tomando entonces como punto de partida el hamiltoniano
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del sistema en el formalismo de segunda cuantización. Para una mezcla lo suficien-

temente diluida, es posible considerar que los átomos interactúan únicamente por

medio de colisiones binarias. Además, en el caso en que el alcance de la interacción

es mucho menor que la distancia interatómica media, es posible aproximar el poten-

cial de interacción por un potencial de contacto [8]. Si además suponemos que la

temperatura del sistema es lo suficientemente baja, es posible considerar únicamente

la dispersión de ondas s, lo cual implica que debido al principio de exclusión de Pauli,

no habrá interacción entre fermiones [27]. Al igual que en la sección anterior, traba-

jaremos con la componente bosónica en el estado condensado, y supondremos que

el gas de Fermi es degenerado y que la componente espinorial de este se encuentra

polarizada.

Aśı, el hamiltoniano de la mezcla puede escribirse de la siguiente manera:

Ĥ = ĤB + ĤF + Ĥint,

donde el hamiltoniano para los bosones es

ĤB =

∫
d3r

[
ψ̂†B

(
− ~2

2mB

∇2 + VB(~r )

)
ψ̂B +

g1
2
ψ̂†Bψ̂

†
Bψ̂Bψ̂B

]
, (4.2)

la contribución al hamiltoniano para la componente fermiónica es

ĤF =

∫
d3r

[
ψ̂†F

(
− ~2

2mF

∇2 + VF(~r )

)
ψ̂F

]
, (4.3)

y el hamiltoniano de interacción es

Ĥint =

∫
d3r g2 ψ̂

†
Bψ̂
†
Fψ̂Bψ̂F, (4.4)

con mB y mF la masa de los bosones y la masa de los fermiones, respectivamente,

y las constantes g1 = 4π~2abb/mB y g2 = 4π~2abf/mR son tales que caracterizan

las interacciones de dos cuerpos. En las expresiones anteriores, abb y abf son las

longitudes de dispersión que caracterizan las colisiones bosón-bosón y bosón-fermión,

y mR es la masa reducida. Además, VB(~r ) y VF(~r ) son potenciales externos que

confinan a los bosones y a los fermiones, respectivamente, y usualmente se pueden
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aproximar como potenciales armónicos.

Resulta entonces bastante sencillo obtener las ecuaciones de evolución para los

operadores ψ̂B y ψ̂F. Para ello, recordamos que en el formalismo de segunda cuan-

tización, los operadores de creación y aniquilación para bosones obedecen las reglas

de conmutación [
ψ̂B(~r, t), ψ̂B(~r ′, t)

]
= 0 =

[
ψ̂†B(~r, t), ψ̂†B(~r ′, t)

]
,[

ψ̂B(~r, t), ψ̂†B(~r ′, t)
]

= δ(~r − ~r ′). (4.5)

Por otra parte, los operadores de creación y aniquilación fermiónicos obedecen

relaciones de anticonmutación:{
ψ̂F(~r, t), ψ̂F(~r ′, t)

}
= 0 =

{
ψ̂†F(~r, t), ψ̂†F(~r ′, t)

}
,{

ψ̂F(~r, t), ψ̂†F(~r ′, t)
}

= δ(~r − ~r ′). (4.6)

Es importante notar que tanto las relaciones de conmutación como las de anticon-

mutación deben ser evaluadas a tiempos iguales. Además, los operadores de creación

y aniquilación bosónicos conmutan con los operadores fermiónicos. Podemos ahora

obtener la ecuación de evolución para el operador de aniquilación bosónico partiendo

de la ecuación de Heisenberg:

i~
∂

∂t
ψ̂B(~r, t) =

[
ψ̂B(~r, t), Ĥ

]
=

(
− ~2

2mB

∇2 + VB(~r ) + g1ψ̂
†
Bψ̂B + g2ψ̂

†
Fψ̂F

)
ψ̂B. (4.7)

Por otro lado, la ecuación de evolución para el operador de aniquilación fermiónico

puede obtenerse haciendo uso de la identidad [Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂}Ĉ − B̂{Â, Ĉ}:

i~
∂

∂t
ψ̂F(~r, t) =

[
ψ̂F(~r, t), Ĥ

]
=

(
− ~2

2mF

∇2 + VF(~r ) + g2ψ̂
†
Bψ̂B

)
ψ̂F. (4.8)

Desde el punto de vista formal, hemos resuelto el problema, pues tenemos dos
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ecuaciones acopladas con dos incógnitas: los operadores de aniquilación para bosones

y para fermiones. Sin embargo, resolver las Ecs. (4.7) y (4.8) es una tarea in-

créıblemente complicada, y en general no será posible hacerlo de manera exacta.

Aśı pues, recurrimos a hacer una aproximación de campo medio para poder extraer

información de esta pareja de ecuaciones.

La aproximación de campo medio que utilizaremos consiste en considerar que

la Ec. (4.7) se mantiene válida para el valor esperado del operador de aniquilación

bosónico, y en reemplazar los valores esperados por funciones complejas:

〈ψ̂B(~r, t)〉 ≡ ψ(~r, t), 〈ψ̂†B(~r, t)〉 ≡ ψ∗(~r, t). (4.9)

Es importante notar, en primer lugar, que no siempre es posible identificar al valor

esperado de ψ̂B con el parámetro de orden de los bosones. Para que la aproximación

sea válida, requerimos que el valor esperado del operador de aniquilación sea distinto

de cero, lo cual no sucede por ejemplo en el caso en que se tiene una cantidad finita

de átomos condensados. Además, es posible interpretar la aproximación como una

ruptura de simetŕıa, pues el hamiltoniano dado por las Ecs. (4.2)-(4.4) es invariante

bajo la transformación global ψ̂B → ψ̂Be
iθ, mientras que el valor esperado de los

operadores de creación y aniquilación de los bosones no lo es [46].

Consideramos entonces que es posible hacer las aproximaciones

〈ψ̂†Bψ̂Bψ̂B〉 ≈ 〈ψ̂†B〉〈ψ̂B〉〈ψ̂B〉

= |ψ(~r, t)|2 ψ(~r, t), (4.10)

〈ψ̂†Fψ̂Fψ̂B〉 ≈ 〈ψ̂†Fψ̂F〉〈ψ̂B〉 = n(~r, t)ψ(~r, t), (4.11)

donde definimos

n(~r, t) ≡ 〈n̂(~r, t)〉 = 〈ψ̂†Fψ̂F〉. (4.12)

Al utilizar las aproximaciones anteriores en la Ec. (4.7) recuperamos la ecuación

de Gross-Pitaevskii con potenciales externos

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

(
− ~2

2mB

∇2 + VB(~r ) + g1 |ψ(~r, t)|2 + g2n(~r, t)

)
ψ(~r, t). (4.13)
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Por otra parte, no es posible obtener una ecuación de evolución para los fermiones

análoga a la Ec. (4.13) puesto que el principio de exclusión de Pauli impide que los

fermiones se condensen a un mismo estado de una part́ıcula. Describimos entonces la

evolución temporal de la componente fermiónica de la mezcla a través de la evolución

temporal de cantidades macroscópicas que pueden medirse, como la densidad de

número, la densidad de corriente y la presión [23].

Queremos obtener ahora ecuaciones de tipo hidrodinámico para estudiar las can-

tidades macroscópicas antes mencionadas. Con este fin, multiplicamos la Ec. (4.8)

por la izquierda por el operador ψ̂†F y por otro lado multiplicamos por la derecha

al conjugado hermı́tico de esta misma ecuación por ψ̂F, y restamos las ecuaciones

resultantes. Hacer esto nos lleva a la ecuación de conservación para la densidad de

número de los fermiones
∂n̂

∂t
= −∇ · ĵ, (4.14)

donde definimos el operador de corriente ĵ como

ĵ(~r, t) =
~

2imF

(
ψ̂†F∇ψ̂F − (∇ψ̂†F)ψ̂F

)
. (4.15)

Suponemos ahora que es posible hacer la aproximación [47]

〈n̂〉 ≈ n0(~r ) + δn(~r, t), (4.16)

〈ĵ〉 ≈ n0(~r ) ~u(~r, t), (4.17)

donde n0(~r ) es la densidad de número del estado base para los fermiones, y δn(~r, t)

y ~u(~r, t) son las fluctuaciones de la densidad de número y de la velocidad, respec-

tivamente. Si consideramos ahora que el efecto de la interacción entre bosones y

fermiones es lo suficientemente pequeña como para poder ser despreciada al con-

siderar la aproximación a orden cero para la densidad de número de los fermiones,

entonces será posible utilizar la aproximación de Thomas-Fermi para determinar

n0(~r ) [23].

Nosotros sabemos que la estad́ıstica de los fermiones requiere que todos los estados

estén ocupados hasta un estado con una enerǵıa máxima, y por lo tanto con un

momento kF. Además, la relación de incertidumbre entre la posición y el momento
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dicta que en cada celda del espacio fase de volumen ~3 cabrán a lo más dos electrones

con espines distintos, lo cual se traduce en que en un volumen del espacio fase d3rd3k

cabrán a lo más d3rd3k/(2π)3 fermiones. Podemos calcular ahora la cantidad de

fermiones que hay en el estado base,

N(~r ) =

∫
d3rd3k

(2π)3
(4.18)

=
4

3
π
k3F(~r )

(2π)3
V,

donde V es el volumen sobre el que estamos integrando. Obtenemos entonces la

siguiente expresión para la densidad de fermiones del estado base:

4

3
πk3F(~r ) = (2π)3n0(~r ) (4.19)

En la posición ~r, el fermión más energético tendrá una enerǵıa

EF =
~2k2F(~r )

2mF

+ V (~r ), (4.20)

considerando que los fermiones se mueven como part́ıculas clásicas en un potencial

local común V (~r ). Observemos que, si bien tanto la enerǵıa cinética como la po-

tencial dependen de la posición, su suma deberá permanecer constante en equilibrio,

pues de otro modo los fermiones fluiŕıan de regiones con mayor enerǵıa hasta que la

enerǵıa máxima fuese la misma en todas partes.

Utilizando las Ecs. (4.19) y (4.20), podemos expresar la densidad de fermiones

del estado base en términos de la enerǵıa de Fermi [48],

n0(~r ) =
1

6π2

(
2mF

~2
(EF − V (~r ))

)3/2

. (4.21)

Como hab́ıamos mencionado anteriormente, supondremos que la Ec. (4.14) se

mantiene válida para los valores esperados de la densidad de número y de corriente,

y si hacemos uso de las aproximaciones hidrodinámicas dadas por las Ecs. (4.16) y
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(4.17), entonces obtenemos que

∂

∂t
δn(~r, t) = −∇ · (n0(~r )~u(~r, t)) . (4.22)

Por otra parte, si tomamos la derivada con respecto al tiempo del operador de cor-

riente, Ec. (4.15), y utilizamos la ecuación de evolución para el operador fermiónico

y su conjugado hermı́tico, obtenemos que

mF
∂

∂t
ĵk = −

∑
l

∂lT̂kl − ∂k
(
VF(~r ) + g2ψ̂

†
Bψ̂B

)
n̂, (4.23)

donde definimos al operador de dos ı́ndices, T̂kl, como

T̂kl = − ~2

4mF

(
ψ̂†F∂k∂lψ̂F + ∂k∂lψ̂

†
Fψ̂F − ∂kψ̂†F∂lψ̂F − ∂lψ̂†F∂kψ̂F

)
, (4.24)

y si suponemos que la Ec. (4.23) se mantiene válida para el valor esperado de las

cantidades que en ella aparecen, obtenemos la ecuación

mFn0(~r )
∂

∂t
uk = −∂kP (~r, t)−

∑
l

∂l(mFnukul)− n∂k
(
VF(~r ) + g2 |ψ|2

)
. (4.25)

Para obtener la ecuación anterior, se hizo la suposición de que el sistema es rota-

cionalmente invariante, con lo cual es posible hacer, en analoǵıa con la hidrodinámica,

la aproximación [47]

〈T̂kl〉 ≈ mFn(~r, t)uk(~r, t)ul(~r, t) + δklP (~r, t), (4.26)

donde ui(~r, t) denota la i-ésima componente de la fluctuación de la velocidad, ~u(~r, t),

y la cantidad P se define como el valor esperado del operador

P̂ (~r, t) =
~2

3mF

∇ψ̂†F · ∇ψ̂F. (4.27)

Esta cantidad puede identificarse como la presión de Fermi del gas [47], y al igual
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que la densidad de fermiones del estado base, puede descomponerse como

P (~r, t) ≈ P0(~r ) + δP (~r, t). (4.28)

Además, fue necesario hacer uso de la aproximación〈
n̂∂k

(
ψ̂†Bψ̂B

)〉
≈ 〈n̂〉∂k

(
〈ψ̂†B〉〈ψ̂B〉

)
= n(~r, t)∂k |ψ(~r, t)|2 .

Debido a que en la Ec. (4.23) aparece un término cuadrático en las fluctuaciones,

a saber −
∑

l ∂l(mnukul), será posible despreciarlo frente a los términos que son de

primer orden en las fluctuaciones, y al hacer esto y utilizando las aproximaciones

mencionadas anteriormente, la ecuación de evolución para el operador de corriente

se reduce a

mFn0
∂uk
∂t

= −∂kP0 − ∂kδP − (n0 + δn)∂k
(
VF(~r ) + g2 |ψ|2

)
. (4.29)

Es razonable pensar que la ecuación anterior se satisface por separado para los

términos de orden cero y de primer orden en las fluctuaciones [23], de manera que si

consideramos únicamente los términos de orden cero en las fluctuaciones obtendremos

la ecuación

∇P0(~r ) = −n0(~r)∇VF(~r), (4.30)

mientras que para los términos lineales en las fluctuaciones obtenemos

mFn0(~r)
∂

∂t
~u(~r, t) = −∇δP (~r, t)− g2n0(~r)∇ |ψ(~r, t)|2 − δn(~r, t)∇VF(~r ). (4.31)

La ecuación anterior corresponde a la ecuación de Euler en hidrodinámica [23],

y si la comparamos con esta última podemos interpretar a los dos útlimos términos

en la Ec. (4.31) como una fuerza externa que proviene de un potencial [49]. Por otra

parte, es posible resolver, con ayuda de la Ec. (4.21), la ecuación de orden cero en
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las fluctuaciones:

P0(~r ) =
(6π2)2/3~2

5mF

[n0(~r )]5/3

=
~2

30π2mF

[
2mF

~2
(EF − VF(~r ))

]5/2
. (4.32)

Obtuvimos entonces una expresión cerrada para el orden cero de la presión de los

fermiones en el régimen en que la aproximación de Thomas-Fermi es válida, y pro-

cedemos entonces a encontrar una ecuación de evolución para el operador de presión.

De manera análoga a como se obtuvieron las ecuaciones de evolución anteriores,

tomamos la derivada parcial con respecto al tiempo de la Ec. (4.27) y utilizamos la

ecuación de evolución de los operadores de creación y aniquilación fermiónicos. Al

hacer esto, obtenemos la ecuación [23]

∂

∂t
P̂ = −

∑
k

[
~3

6im2
F

∑
l

(
∂lψ̂

†
F∂k∂lψ̂F − ∂k∂lψ̂†F∂lψ̂F

)]
− 2

3
∇
(
VF(~r ) + g2ψ̂

†
Bψ̂B

)
· ĵ.

(4.33)

Una vez más, supondremos que la ecuación de evolución para el operador P̂ se

mantiene válida para los valores esperados de las cantidades que en ella aparecen.

Hacemos uso entonces de las aproximaciones que introducimos anteriormente, y adi-

cionalmente suponemos que es posible aproximar [23, 47]

~3

6im2
F

∑
l

(
∂lψ̂

†
F∂k∂lψ̂F − ∂k∂lψ̂†F∂lψ̂F

)
≈ uk

[
1

3
mFu

2(n0 + δn) +
5

3
(P0 + δP )

]
,

(4.34)

donde u2 = ~u · ~u. Esto nos permite escribir la Ec. (4.33) como

∂

∂t
δP (~r, t) = −

∑
k

∂kuk

[
1

3
mFu

2(n0 + δn) +
5

3
(P0 + δP )

]
−2

3
n0(~r )~u(~r, t) · ∇

(
VF(~r ) + g2 |ψ(~r, t)|2

)
, (4.35)

y si despreciamos los términos de segundo orden en adelante en la ecuación anterior
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obtenemos que las fluctuaciones de la presión obedecen la ley de evolución

∂

∂t
δP (~r, t) = −5

3
∇ · [P0(~r )~u(~r, t)]− 2

3
n0(~r )~u(~r, t) · ∇VF(~r ). (4.36)

Notemos ahora que es posible condensar la información contenida en las Ecs. (4.22),

(4.29) y (4.36) en una sola ecuación. Para ello, derivamos con respecto al tiempo la

ecuación de evolución para las fluctuaciones de la densidad de número, Ec. (4.22), y

utilizamos la versión cuántica de la ecuación de Euler, Ec. (4.29). Esto nos lleva a

la ecuación

mF
∂2

∂t2
δn = ∇2δP +∇ ·

(
g2n0 |ψ|2 + δn∇VF

)
. (4.37)

Es posible resolver, de manera independiente, la Ec. (4.36) si sustituimos las ex-

presiones que hab́ıamos obtenido ya para n0 y P0, junto con la ecuación de evolución

para las fluctuaciones de la densidad de número. Aśı, la Ec. (4.36) nos lleva a [23]

∂

∂t
δP (~r, t) = − ~2

3mF

[
6π2n0(~r )

]2/3∇ · [n0(~r )~u(~r, t)]

=
~2

3mF

[
6π2n0(~r )

]2/3 ∂
∂t
δn(~r, t).

Esta última ecuación puede integrarse inmediatamente con respecto al tiempo, de

manera que obtenemos

δP (~r, t) =
~2

3mF

[
6π2n0(~r )

]2/3
δn(~r, t). (4.38)

Si introducimos ahora la Ec. (4.38) en la Ec. (4.37), e introducimos el valor de n0

obtenido en la aproximación de Thomas-Fermi, obtendremos entonces la siguiente

ecuación de movimiento para las fluctuaciones en la densidad de número [23]

mF
∂2

∂t2
δn = ∇ ·

[
n0(~r )∇

(
(6π2)2/3~2

3mFn0(~r )1/3
δn(~r, t) + g2n0 |ψ|2

)]
. (4.39)

La Ec. (4.39), junto con la ecuación de Gross-Pitaevskii, Ec. (4.13), dan la

evolución temporal tanto de la función de onda del condensado de Bose-Einstein

como de las fluctuaciones de la densidad de número para los fermiones.

Tomando estas ecuaciones como punto de partida es posible, por ejemplo, descri-
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bir una mezcla de Bose-Fermi en la cual los espines de la componente fermiónica están

polarizados, y el número de fermiones es mucho mayor al número de bosones. Un sis-

tema tal, atrapado en una trampa anisotrópica puede ser descrito por una ecuación

de Schrödinger no lineal para la componente bosónica, y por una ecuación de onda

no homogénea para la componente fermiónica, y dependiendo del tipo de interac-

ciones que haya entre los bosones y los fermiones admitirán soluciones solitónicas de

distintos tipos [28].

Hemos mostrado entonces cómo es posible estudiar mezclas de Bose-Fermi in-

teractuantes, y serán estos los modelos que utilizaremos como gúıa para abordar el

problema, y que esperamos generalizar. En la siguiente parte de este trabajo, pre-

sentaremos los objetivos del protocolo de investigación, aśı como de los resultados

que se espera obtener.



Objetivos y Resultados Esperados
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Objetivos

Como mencionamos anteriormente, esperamos poder dar una descripción de una

mezcla de Bose-Fermi en la cual la componente bosónica se encuentra en el estado

condensado y el gas de Fermi es degenerado. Consideraremos también que tanto los

bosones como los fermiones son confinados por trampas armónicas. En particular,

quisieramos evitar hacer uso de la aproximación de Thomas-Fermi, aśı como de

la aproximación hidrodinámica, que se utilizan frecuentemente. Nos enfocaremos en

estudiar los efectos que tienen las fluctuaciones del mar de Fermi sobre la componente

bosónica de la mezcla.

Esperamos también encontrar que el condensado de Bose-Einstein exhibe movi-

miento browniano cuántico, o bien que generaliza este concepto. Esto suena plausi-

ble, ya que de entrada el hamiltoniano de nuestro sistema puede esccribirse como

Ĥ = ĤB + ĤF + ĤI,

donde ĤB, ĤF y ĤI son los hamiltonianos de la componente bosónica, de la com-

ponente fermiónica, y de la interacción, respectivamente, y están dados por las

Ecs. (4.2)-(4.4). Buscamos determinar las condiciones que deben imponerse sobre

dichos hamiltonianos para que el sistema exhiba movimiento browniano cuántico (en

el sentido de la Ref. [29]), o bien que su comportamiento extienda la definición de

movimiento browniano para este tipo de sistemas.

Para estudiar los efectos que tienen las fluctuaciones de la densidad fermiónica

sobre la componente bosónica, tomaremos como punto de partida las Ecs. (4.13)

34
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y (4.39),

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

(
− ~2

2mB

∇2 + VB(~r ) + g1 |ψ(~r, t)|2 + g2n(~r, t)

)
ψ(~r, t),

mF
∂2

∂t2
δn = ∇ ·

(
n0(~r )∇

(
(6π2)2/3~2

3mFn0(~r )1/3
δn(~r, t) + g2n0 |ψ|2

))
,

que están acopladas a través de la definición para la densidad fermiónica: n(~r, t) =

n0(~r ) + δn(~r, t). Resolver de manera aproximada estas ecuaciones nos permitirá

obtener el campo bosónico, ψ(~r, t), a partir del cual podemos calcular distintas

propiedades del sistema. Por ejemplo, una de las cantidades que estudiaremos es

la función de correlación

χ(~r, t) =

∫
d3r′ψ(~r, t)ψ(~r − ~r ′, t).

Buscaremos en primera instancia dar una solución anaĺıtica aproximada del sis-

tema en una dimensión antes de pasar a más dimensiones. Además, también en

el caso unidimensional, resolveremos las ecuaciones dinámicas del sistema de ma-

nera numérica, y buscaremos comparar los resultados obtenidos con ambos métodos.

Trataremos también de resolver el problema prescindiendo por ejemplo de la aprox-

imación hidrodinámica dando una descripción completamente cuántica, utilizando

las herramientas teóricas dadas en las Refs. [41, 50].

Para resolver el problema numéricamente, se espera poder utilizar algoritmos de

Monte Carlo cuánticos, cuya eficacia puede verse e.g. en la Ref.[26]. Además, en la

misma referencia, un algoritmo de este tipo fue utilizado para resolver un problema

de mezclas binarias como el que queremos abordar, lo cual es un indicio de la utilidad

de estos en el contexto que nos interesa.

Finalmente, esperamos poder hacer uso de alguna transformación para simplificar

el estudio de la mezcla. Es bien sabido que, al estudiar gases cuánticos unidimen-

sionales, es posible representar un problema de bosones en términos de fermiones

(a través de una transformación llamada fermionización), o bien un problema de

fermiones en términos de bosones (a través de la bosonización). Lo anterior es una

consecuencia directa de la transmutabilidad de Fermi-Bose, puesto que la estad́ıstica

cuántica de part́ıculas idénticas es un concepto ambiguo en una dimensión [51, 52].
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Esperamos, por ejemplo que al bosonizar la componente fermiónica el hamiltoniano

del sistema pueda diagonalizarse, y para ello esperamos que las técnicas presentadas

en las Refs. [51–53] sean de utilidad. Probablemente, aún después de la transfor-

mación el sistema no sea soluble de manera exacta, pero esperamos que al menos sea

más sencillo resolver de forma aproximada este sistema.



Resultados Esperados

En la sección anterior, mencionamos que es posible que la componente bosónica

de la mezcla efectúe movimiento browniano cuántico. Esperamos poder determinar

bajo qué condiciones (tipo de interacción entre bosones y fermiones, intensidad de

la interacción, etc.) será posible que éste efecto se haga presente.

Los bosones, al encontrarse en el estado condensado, exhiben correlaciones de

largo alcance. Por ello, los efectos de las fluctuaciones no se verán únicamente

de manera local, i.e. en una vecindad de la región donde ocurre la interacción.

Esperamos entonces que la dinámica de las fluctuaciones influya fuertemente a la de

la nube condensada.

Otro de los resultados que esperamos obtener en éste trabajo es que la estabili-

dad del condensado dependerá de la densidad de part́ıculas del baño de Fermi. En

particular, se espera que las fluctuaciones sean las que determinen si el condensado

es estable o no. Aśı mismo, podemos anticipar que la estabilidad del condensado

dependerá de la razón entre el número de fermiones y el número de bosones, aśı

como de la intensidad y el carácter de la interacción bosón-fermión.

En el hamiltoniano modelo del sistema, incluimos potenciales externos que afectan

a los bosones y a los fermiones por separado. Antes de explorar el caso en el que se

tienen, por ejemplo, potenciales de atrapamiento, estudiaremos el caso en el que se

tiene un mar de Fermi casi uniforme y se introduce una componente bosónica. Si

el gas de Fermi presenta perturbaciones localizadas, el sistema exhibirá oscilaciones

de Friedel. Se espera que, al introducir el gas de bosones, los modos de oscilación

de los fermiones se acoplen con aquellos de los bosones. En particular, esperamos

encontrar la forma en que las oscilaciones del termostato perturban al condensado.

De manera puntual, al realizar éste trabajo esperamos:
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• Adaptar las ideas de movimiento browniano cuántico que se tienen al problema

de un condensado de Bose-Einstein en interacción con un mar de Fermi.

• Hallar la dependencia de la estabilidad del condensado como función de las

fluctuaciones del gas de Fermi, de la razón entre el número de fermiones y el

número de bosones, y de la intensidad y carácter de las interacciones bosón-

bosón y bosón-fermión.

• Determinar cómo es que las oscilaciones de Friedel de la componente fermiónica

excitan los modos colectivos del condensado.



Bibliograf́ıa

[1] S. N. Bose, Z. Phys. 26, 178 (1924)

[2] K. C. Wali, Satyendra Nath Bose: his life and times (selected works with com-

mentary), Singapore: World Scientific (2009)

[3] M. H. Anderson, J. R. Ensher, M. R Matthews, C. E. Wieman, and E. A.

Cornell, Science 269, 198 (1995)

[4] J. Klaers, J. Schmitt, F. Vewinger and M. Weitz, Nature 468 7323 (2010)
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