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Capitulo 1
Introducién

Los sistemas cuanticos sélo pueden estar constituidos por dos tipos de particulas, a
saber, fermiones o bosones. Las primeras son particulas cuyo valor de espin es una frac-
cién semi entera de f, sus funciones de onda son antisimétricas ante el intercambio de dos
particulas, cumplen el principio de exclusién de Pauli, el cual prohibe que dos fermiones
ocupen el mismo estado cuantico y siguen la estadistica de Fermi-Dirac. En contraparte
los Bosones tienen espin entero, funciones de onda simétricas y no cumplen el principio
de exclusién de Pauli [35], por lo que un niimero arbitrario de particulas pueden ocupar
el mismo estado cudntico. Es asi que es posible que un niimero macroscopico de bosones,
del orden del nimero total de particulas, ocupe el estado de minima energia cuando la
temperatura del sistema se disminuye del valor de una temperutura umbral caracteristica,
llamada temperatura critica T.. En esta temperatura se produce una transicion a una
fase llamada condensado de Bose Einstein (BEC Por sus siglas en Ingles Bose Einstein
Condensation), donde los efectos cudnticos se hacen presentes a escala macroscépica. Esta
transicion fue predicha teéricamente en los afios 20 del siglo pasado por Albert Einstein
[11] al aplicar a bosones con masa la estadistica previamente obtenida por Satyendra Nath
Bose para fotones, y con la cual se puede derivar la ley de Plank que da la densidad de

energia por modo en la radiacion del cuerpo negro [32].

La realizacion experimental de un CBE tuvo que esperar alrededor de 70 anos, esto
debido a la dificultad de llegar a las temperaturas necesarias para alcanzar la fase conden-
sada. No fue sino hasta 1995 que se logré observar la CBE en dtomos de 87 Rb [3],2 Na [8] y
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en "Li [5]. En estos experimentos los sistemas fueron confinados por trampas magnéticas y
enfriados por evaporacion, hasta alcanzar temperaturas del orden de 100nK —400nK con
densidades en el centro del condensado del orden de 1012 - 10 ¢m 3. Estas temperaturas
son tan bajas que los gases se pueden considerar como gases ideales aunque estrictamen-
te no lo son pues las interacciones siguen presentes, y de hecho son indispensables en el
proceso de enfriamiento. Para la observacion experimental, la trampa de confinamiento es
retirada y se mide la distribucién de velocidades para diferentes temperaturas, observan-
dose que al alcanzar la temperatura critica de CBE la distribucion [28] tiene un pico muy
marcado en velocidades alrededor del cero, lo que indica la ocupacién macroscépica del

estado base. Esto se puede observar en la (figura 1.1).

Figura 1.1: Im4genes de absorcion del condensado de Bose-Einstein. Esta imagen muestra
la absorcion vs dos dimensiones espaciales, las imagenes muestran una transicion a un
condensado, con un ntimero de dtomos en la transicién aproximadamente de 7 x 10° y la
temperatura de transicién de 2uK[28].

El perfeccionamiento de las técnicas de confinamiento y enfriamiento empleando po-
tenciales de redes Opticas, en donde se utiliza el efecto Stark y la resonancia de Feshbach
permiti6 generar sistemas donde es posible tener con control sobre la fuerza de interaccion
entre las particulas, a partir de variaciones de los parametros de la red éptica. [2, 16, 23, 33,
este control da la posibilidad de estudiar los efectos de la interaccion en las fases de los

sistemas.



Usando estas técnicas de confinamiento, en 2002 Greiner y colaboradores [20], lograron
observar una transicién de fase en un condensado de particulas de 7 Rb, confinadas por un
potencial periddico. Este potencial fue generado por tres fuentes laser contrapropagantes,
teniendose asi control sobre la profundidad de los pozos de potencial, la cual se encuetra
relacionada con la intensidad los laseres empleados. La transicion fue observada al variar la
profundidad de los pozos, pasando de una fase superfluida en donde existe una coherencia
de fase de las funciones de onda de las particulas, que se ve reflejada en el experimento
como un patron de interferencia; a una fase donde no existe coherencia y por tanto las

particulas se encuentran localizadas (ver figura 1.2).

a b [ |e cll

@® .Qoio-a; oao ’

Figura 1.2: Imagenes de absorciéon de multiples patrones de interferencia de las ondas de
materia, despues de ser liberados de potenciales de profundidad a) 0F,, b) 3E,, ¢) TE,,

d) 10E,, ¢) 13E,, f) 14E,, g) 16E,, y h) 20E,, donde E, = % Tomado de [20]

La transicion observada por Greiner fue predicha teéricamente en 1989 por Fisher y
colaboradores [15], donde proponen el estudio de un sistema de bosones con interacciéon
repulsiva, en analogia con los sistemas de fermiones que exhiben transiciones de fase metal-
aislante[30].

El sistema estudiado por Mathew Fisher consistié en un gas de bosones con interaccion
de corto alcance inmerso en un potencial periédico y/o aleatorio. Para su descripcién, mo-
del6 el sistema con la version bosénica del Hamiltoniano de Hubbard [25] (originalmente
introducido para estudiar sistemas de fermiones fuertemente correlacionados) y que poste-
riormente se le llamaria Hamiltoniano de Bose-Hubbard. Este sistema queda definido por

dos parametros: el coeficiente de tunelamiento o de salto que describe la transicion de los
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bosones entre sitios de la red, relacionado con la energia cinética y el potencial externo pe-
riodicos; y un término de interaccion entre pares de particulas. La competencia entre estos
dos términos lleva al sistema a una transicién de fase a temperatura cero, es por tanto una
transicién debida solo a efectos cuanticos. Fisher deduce que el sistema presentara una
transicién de fase entre una fase superfluida, cuando el término de salto domina sobre la
interaccion, a una fase aislante caracterizada por una brecha en el espectro de excitaciones
y compresibilidad nula, cuando la interaccion domina sobre el término de tunelamiento o

salto.

A partir del estudio de Fisher se desperté un gran interés por estudiar a fondo este
hamiltoniano asi como sus generalizaciones, con aproximaciones tedricas [9, 10, 26, 42],
numéricas [31][7] [27] y experimentales [40] [12] [38].

Aunque el hamiltoniano de Bose Hubbard es uno de los mas sencillos que consideran las
interacciones resulta no ser soluble exactamente de manera analitica. Existe entonces en
la literatura una gran cantidad de trabajos que estudian este sistema bajo aproximaciones
analiticas y cédlculos numéricos Monte Carlo, aunque la mayoria de estos se reducen a el
limite de temperatura cero. En esta tesis se pretende extender el estudio a temperatura
finita y analizar los efectos que esta presenta en la transicién de fase, empleando un enfo-
que de integrales funcionales, bajo una aproximacion de tipo campo medio y las ideas de

transiciones de fase de la teoria de Gintzburg-Landau.

Aunque estrictamente hablando la transicién de fase Superfluido-Aislante Mott ocurre
solo a temperatura cero. En temperaturas diferentes de cero, existe una transicion de fase
clasica es decir una transicion inducida por fluctuaciones térmicas, entre una fase super-
fluida y una fase normal y hay s6lo un cruce entre la fase normal y un aislante Mott. Es
importante mencionar que un aislante Mott es por definicién incompresible, por lo tanto
en principio sélo existe a temperatura cero, sin embargo, existe una region en la que para
todo propédsito practico la compresibilidad es muy cercana a cero y se justifica entonces

llamar a esta region aislante Mott.

Esta tesis esta organizada de tal modo que resulte lo mas autocontenida posible, asi en



el capitulo dos se hace una presentacion de los métodos y formalismos empleados para el
estudio del sistema de interés. A continuacién realiza un resumen del desarrollo del forma-
lismo de segunda cuantizacion, para posteriormente describir la construccion de la funcién
de particién en el ensamble gran canénico en un formalismo de integrales funcionales. Por

ultimo, se realiza una breve descripcion de la teoria de Landau de transiciones de fases.

En el capitulo tres se realiza la presentacion del modelo del sistema a estudiar, el cual
corresponde al descrito por el hamiltoniano de Bose-Hubbard, que se construye a partir
del desarrollo en funciones de Wannier del hamiltoniano en segunda cuantizacién. Se rea-
liza un estudio preliminar en temperatura cero, estudiando en primera instancia los casos
limite del Hamiltoniano, es decir, en ausencia del término de salto (J =0) y en ausencia
de interaccién (U = 0), y por ultimo se presenta el calculo del diagrama de transicion de
fase del sistema bajo una aproximacion de campo medio usando la teoria de Landau para

definir la transicién.

En el capitulo cuatro, siguiendo la linea del capitulo anterior, se estudian los casos
limite ahora en temperatura finita, se calcula la gran funcién de particion del sistema para
J = 0 empleando estados de Fock. Posteriormente, empleando ahora el formalismo de in-
tegral funcional, se calcula la funcién de particion del sistema cuando U = 0 encontrando

la temperatura de transicion al estado condensado como funcién de J.

Por dltimo, en el capitulo cinco se realiza el estudio de la transicion del sistema a
temperatura finita, obteniéndose una grafica de la frontera de la transicion entre la fase
superfluida y una fase térmica, asi como el paso a una regiéon que puede considerarse
Aislante Mott. Se emplea la teoria de Landau para definir la frontera, construyendo una
accion efectiva como serie de potencias en el parametro de orden, identificando esta con la

funcional de Landau, cuyos minimos determinan el estado de equilibrio de las dos fases.



Capitulo 2
Marco teorico

En este capitulo se introduce de manera breve el marco tedrico y los métodos utilizados
en el desarrollo de esta tesis. En primer lugar se presenta el formalismo de sequnda cuanti-
zacton el cual resulta ser la descripcion mas natural para el estudio de sistemas cuanticos
de muchos cuerpos. Para una revisén mas profunda del tema se sugiere ver [13], [1], [21]. A
continuacion se hace énfasis en el formalismo de segunda cuantizaciéon cuando se considera
la interaccion entre particulas. Después se presenta la base de estados coherentes en el
espacio de Hilbert de segunda cuantizacién, la cual nos permite escribir la gran funciéon de
particion del sistema en términos de funcionales integrales [24]. Escrita de esta manera la
funcién de particion es el punto de partida para estudiar los efectos de temperatura finita
en el sistema. Por tltimo se hace un resumen de la teoria fenomenoldgica de transiciones
de fase de Landau con la cual se establecen las fronteras de fases en la transiciéon que

presenta el sistema que se estudia en este trabajo.

2.1. Segunda cuantizacion

Para la descripcién "completa” de un sistema cuantico de N particulas se requiere la

funcion de onda del sistema, la cual es soluciéon de la ecuacién de Schrodinger

i) N [ —n*VE 1Y X
Zﬁa\I’(ZL‘l,fQ...SBN,t) = Z( 5 ¢ +‘/ezzt<xi)> +§ Z V(l‘i,l'j) \I/(fl,fg...l‘]v,t),
i=1 i=1j#i=1

(2.1)
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donde V,y¢(Z) denota un potencial externo y V(&;, ;) la interaccién entre pares de parti-
culas.

Resolver esta ecuacién cuando el nimero de particulas es muy grande resulta ser una
tarea extremadamente compleja y muy poco practica, por tanto, es conveniente pasar a
una formulacién de la mecanica cuantica de muchos cuerpos en la que se cambia la des-
cripcién estandar, en términos de operadores y funciones de onda con grados de libertad
finitos, a una en términos de campos cudntizados con grados de libertad infinitos. Esta

corresponde a la llamada sequnda cuantizacion.

Esta formulacion tiene como ventaja que los efectos estadisticos debidos a la indis-
tinguibilidad de las particulas (Bose o Fermi), se encuentra contenida de manera natural
dentro de la propia definicién de las reglas de conmutacion de los operadores de campo,
contrario a la formulacién estandar de la mecanica cudntica, donde, al resolver la ecuacién
de Schrodinger se tiene que imponer la simetria apropiada de la funciéon de onda ante el
intercambio de pares de particulas, simétrica (Bosones) o antisimetria (Fermiones). Otra
de las ventajas es la simplificacién en la descripcion del estado del sistema, ya que en se-
gunda cuantizacion se requiere simplemente de la especificacion del nimero de particulas
que ocupan el mismo estado de una sola particula, en lugar de precisar todos los niimeros

cuanticos de cada una de las particulas en un estado de NV de ellas con la simetria adecuada.

Para facilitar la introduccion de los conceptos y el desarrollo de este formalismo de la
mecanica cuantica de muchos cuerpos, por el momento omitiremos el término de interac-
cién entre particulas, en posteriores secciones de este capitulo se realizard una generaliza-
cion de la teoria para incluirlo explicitamente.

El marco tedrico de sequnda cuantizacion se basa en proponer a la funcién de onda

W (Z,t), solucién de la ecuacion de Schrodinger de una particula

—h2V2

2m

- - L0
+V(Z) ¢(m,t):2ha1/z($,t), (2.2)

como un campo clasico de particulas para cuantizarlo de manera canodnica posteriormente,
de ahi que se le llame sequnda cuantizacion, nombrandose en ocasiones a la formulacién

de Schrodinger de la mecanica cuantica de muchos cuerpos como primera cuantizacion.



8 Capitulo 2. Marco teorico

Podemos considerar entonces, que la ecuacién de Schrodinger (2.2) corresponde a las
ecuaciones de Euler-Lagrange para el campo 1(Z,t). De esto podemos construir la densidad

Lagrangiana £ = L[(Z,t),4(Z,t), Vib(Z,1)] tal que las ecuaciones de Euler-Lagrange:

0 (_ oL or oc

ot (W) +V8V¢(f,t) T ou(Et) 0 (2.3)
0 (_ oL oL oc
ot <8¢*<f,t>> Voo o (2.4)

corresponden a la ecuacién 2.2 que bajo este enfoque es la ecuacién de movimiento del

campo.

Por sustitucion directa se puede demostrar que la densidad Lagrangiana que cumple

esto es, explicitamente:

ﬁ[iﬁ(fi%vw(f’ t),&(f, t)] = ihw*(fat)¢<f7t)

2
_ ;nw*(f, DVG(E.1) + V(@)W (7 )0(F,1). (2.5)

Para ”cuantizar el campo”, primero pasamos a la descripcion de Hamilton, es decir,
se encuentran las funciones de ¥ y ¢t que corresponden al campo de momento conjugado
7(#,t), dado por

7(Z,t) = % = ihy™ (Z,t) (2.6)
o

Con este se calcula la densidad Hamiltonia simplemente con una transformacion de Le-

gendre, a decir

L@ L OB
H=n(Z,t) 5 L =ih)*(Z,t) e L (2.7)
y se llega a que la densidad Hamiltoniana esta dada por
52

Cuando se integra esta densidad sobre todo el espacio usando integracion por partes

y la condicién a la forntera de que el campo en el infinito debe anularse, el hamiltoniano
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del sistema queda como

—h?Vv?2
2m

H= / Az (Z,1) [ + V(a?,t)] W(T,1) (2.9)

Una vez que se pasa a la descripcién hamiltoniana, el campo ¢ (Z,t) se cuantiza de
manera canonica, es decir, como se hace al cuantizar ¥ y p'en primera cuantizacién [22], asi
los campos se promueven a operadores 1(Z,t) — (Z,t), *(Z,t) — T (Z,t) y se establecen

las siguientes relaciones de conmutacion entre ellos

[0 (,1), 05 )] = 6%(.7) (2.10)
[p(&1), 0, 1)] = [$5(@ 1), 5@, 1)] =0 (2.11)
para bosones (de aqui el subindice B) y
[Gr(@0), 5@ 1), =6%@7) (2.12)
Sr(@0),dp(@1)] = [pE0). R, 1)] =0 (2.13)

para fermiones, donde {]5, Q} = ]5@ — Qﬁ denota el conmutador entre los operadores P y
Q:; y [p,QL — PQ + QP anticonmutador.

Los operadores de los observables de la teoria son ahora escritos en términos de estos
operadores de campo zZAJ(:E, t)y &T(f, t). El més directo de ellos es el operador Hamiltoniano,
que corresponde al de la ecuacion 2.9 cambiando las funciones de onda por los operadores

de campo

_h2v2
2m

i = / AP (2 1) [ + V(f,t)] D(T,1). (2.14)

De igual forma se deduce que el operador de energia cinética es

A A —_ 2 2 A
T:/df%*(f,t)( zmv )w(f,t). (2.15)

Asi mismo de manera general un operador en sequnda cuantizacion que representa un
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observable fisico se relaciona con los operadores en primera cuantizacién como:
0 = [ dz (@00 (@)d(.0), (2.16)

donde Oy hace referencia al operador de un cuerpo en primera cuantizacion, posterior-
mente se mostrara la generalizacion de operadores de dos cuerpos.

Se define también el operador de nimero total de particulas

N= / A3t (7, 6)0(,1) (2.17)

Este operador se puede interpretar de la siguiente manera; si p(Z,t) = ¢*(Z,t)1(Z,t) repre-
senta una densidad del campo clasico en la posicion 7 al tiempo ¢ al integrar esta densidad
sobre todo el espacio se obtiene el numero total de particulas, por lo tanto al extender

esta idea al campo cuantizado podemos asociar a /N con al nimero total de particulas.

2.1.1. Estados en la representaciéon de niimero de ocupaciéon

Asi como las funciones de onda, los operadores de campo se pueden escribir como
un desarrollo en términos de una base ortonormal {p;(x)}, donde los coeficientes de la

expansion tienen el caracter de operador

90 = Yl @)at) (2.13)

(@, 1) = ei (@al(0). (2.19)

.'.

Los operadores a,,a; se conocen como operadores de creaciéon y aniquilacion de una

particula en el estado ¢;(¥) y satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién

[(AIZ,CALH = 52']'7 (2.20&)

[al,al) = [as,a5] =0 (2.20D)

como puede demostrarse directamente de (2.10) y (2.11).

De manera general se puede usar cualquier base de funciones ortonormales, la eleccién
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dependera del problema y de las ventajas que presente una base u otra. En el siguiente
desarrollo se empleara como base a las funciones propias del hamiltoniano de una particula,
Spi(f)7 S
N Y
Hi =
(1] m

esto debido a la simplificaciéon que esta base presenta en el caso sin interaccién.

+V(2), (2.21)

Las funciones ¢;(Z) satisfacen

}sz(f) = €ipi(T), (2.22a)
/soz P)pi(2)d°T = 6y5. (2.22D)

Usando esta base el Hamiltoniano del sistema en sequnda cuantizacion 2.14 se escribe

CcOo1mo

_h2v2
Za a]/df?)gp;k < o +V(Z ) Zsla a; = ey, (2.23)
i

donde ¢; = [ di®p}(T)H, i (T) y iy = dg&i. Anélogamente el operador que da el nimero

total de particulas queda como

N:/df3 (@) pi(Z,t) Za aj = Za ai =Y M. (2.24)
1 1

Hasta este punto se ha hablado solo de los operadores de la teoria, introduciremos
ahora los estados sobre los que actiian estos operadores. Para ello construiremos primero

los estados propios de los operadores de nimero de particulas n;.

A partir de las reglas de conmutacion (2.22) se puede demostrar que los operadores
n; conmutan entre si para todo 4, es decir [f;,7;] = 0, y sus valores propios son nimeros
enteros y positivos, por tanto existe un conjunto de estados propios comunes a todos los

operadores de ntimero 7;, el cual definimos de manera formal como:

i |n1,n2..n0) = N4 [N1,N2...Nx0) (2.25)
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en la que interpretamos los valores propios n; como el nimero de particulas en el estado

il (1)).

or otra parte, se tiene también que si [nq,n9...ns ) €s un estado propio de 7; con valor
Por ot te, se tiene tamb , - tad de A 1
propio n;, entonces @;|ny,ng...Noo) ¥y &I |n1,m2...n00) también es un estado propio de 7, a

decir

nZ&I |n1,m2..n4.. Neo) = &jdid;r |n1,m2... 100 ) (2.26a)
=al (1+aa:) |ny,na...noo) (2.26D)
= d}(1+ﬁl) |n1,m2...nso) (2.26¢)
= dj(l—kni) |n1,m2...nso) (2.26d)
= (1+ni)d;-r |n1,m2... Moo ) (2.26e)

de manera analoga para el operador de aniquilaciéon se tiene
TAlZCALZ|?”LZ> = (ni—l)d¢|n1,n2,...noo> (2.27)

se llega entonces a que d;r |n1,n2...n;...n50) €s un estado propio de f; con valor propio n; + 1
y &I |n1,m2...m4..nx), €s un estado propio con valor propio n; — 1, es por esto que &;[ y a;
se les llama operadores de creacion y aniquilacion, ya que al aplicarlos sobre los estados

|n1,n2...n5) incrementan o disminuyen el niimero de particulas en el estado ¢;(x).

El resultado anterior permite entonces construir los estados de niimero de ocupacién
a partir de los operadores de creacion, postulando la existencia de un estado vacio ‘6> =
|01,02,...,000) [36], con la propiedad @;|01,02,...,000) = 0, es decir, un estado que representa

la ausencia de particulas en cualquier estado.

Al ser n; operadores Hermitianos sus estados propios forman una base ortonormal

101,12, 00 100) = Ciny gy (81)™1(@1)™2..(@1)™¥ 01,02, ..., Ox) (2.28)

con la constante de normalizacion Cy; ny, .ny = NG \/7% NGTE
1! 2!, N:

Es asi que todo estado en segunda cuantizacion puede ser expresado como combinacion

lineal de elementos de la base de niimero de ocupacion. El espacio generado por esta base



2.2. Interaccion en sequnda cuantizacion 13

cuando los n; pueden tomar cualquier valor positivo, es decir, cuando no hay restriccién en
el nimero de particulas, es llamado espacio de Fock, que resulta ser un espacio generado
por el producto infinito de espacios de Hilbert (;) donde i indica el ntimero de particulas

del espacio.

F=HoQHI@HoQH3® ... (2.29)

2.2. Interacciéon en segunda cuantizacion

En las secciones anteriores se omitio el término de interaccién en el desarrollo del for-
malismo, ahora se corrige el camino para tomar en cuenta una interacciéon de dos cuerpos,
la cual es la de mayor importancia en sistemas suficientemente diluidos, por lo que es
necesario hacer una generalizacion de la teoria a partir de la densidad Lagrangiana 2.32 y

de la ecuacion de campo clasica 2.2.

Ya que en sequnda cuantizacion las particulas se consideran cuantos de un campo
de materia, una interaccion entre dos particulas es por tanto una interaccion del campo
consigo mismo y para considerar entonces todos los pares de particulas que interactiian
es necesario agregar a la ecuacion 2.2 un potencial producido por la cantidad total de

madteria.

De esta forma si dos unidades del campo en las posiciones ¥ y 7/ interactian por medio
de un potencial V(x,z") el potencial de interaccién total en el punto # producido por todos

los elementos del campo sera:

Vi (#) = [T (@ W@, 7 () (2.30)
La ecuacién de campo generalizada es

V(@) +th(f)> W(F 1) = z’haatz/;(f,t) (2.31)

R ve:
( 2m
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Es facil ver que la densidad Lagrangiana que reproduce esta ecuacién de campo es

) ) B2
‘C[w<f7t>7vw(fv t)vw(fa t)] = Zhw*(fvt)w<f7t) - %Vw*(fvt)vw(fa t)+

/ /

V(@) (7, 6)0(T, 1) + / AT (F 00 (Z,0V(E,Z )0, O)0(F 1) (2.32)

Ya que el término que se agregd no depende de %w(f,t) el momento conjugado es

nuevamente 7 (Z,t) = ihy*(Z,t), por lo que la densidad Hamiltonia es entonces

FLQ

" 2m

1" Vot (3, )V (F, ) + V(T )™ (2, )01, 1)

[ 00 @OVE D@0 ) (233)
Integrando y cuantizando los campos como se hizo en el caso sin interaccion se llega

a la expresion general del Hamiltoniano en segunda cuantizacion con interaccion de dos

cuerpos, a decir

2v72
1= [at i (75 +vien) i

+ [a@® [da et (@ et @ v epe@ e . (@234
Algunos ejemplos de interaccion de dos cuerpos son: la interaccién de Coulomb

& .

V(#,72) = ;/d?’fldgfﬂ/ﬁ(flw(@) D@ (72) (2.35)

|71 — 2]
y el potencial de interaccion espin-espin, frecuentemente encontrada en problemas de

magnetismo cuantico

N S AP A A AL At oA A
V(@) = ; / PardTy Y J(#1,82)S0s - Sy BLE)D] (@) (F2)ds(E1)  (236)
aa’ B’

donde J(Z1,Z2) denota la interaccién de intercambio y §a5 el operador de spin en segunda

cuantizacion.
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2.3. Estados coherentes

El concepto de estados coherentes fue introducido por primera vez por E. Schrodinger
en 1926 en el estudio del oscilador armoénico simple pero fue Glauber quien en 1963 les
dio el nombre al introducirlos en estudios de 6ptica cuantica para describir la coherencia

de los campos de radiacién[18].

Los estados coherentes introducidos por Schrodinger se definen de manera formal como
los estados propios del operador de aniquilacion del oscilador armoénico. Dado que los ope-
radores de creacién y aniquilacion de particulas en el formalismo de segunda cuantizacién
satisfacen la misma &algebra que los correspondientes operadores de oscilador armonico,
resulta natural nombrar también a sus estados propios como estados coherentes, siendo
ahora en el estados en el espacio de Fock de segunda cuantizaciéon, definiéndose entonces

CO1mo:

a;|p) = ¢i|) , (2.37)

ya que el conjunto de operadores a; conmutan entre si para todo i, los estados coherentes
son simultaneamente estados propios de todos los operadores de aniquilacion, ademas al
no ser estos operados Hermitianos, sus valores en general son nimeros complejos en el

continuo.

A partir la definicién se puede mostrar que los estados coherentes son explicitamente de

la forma
) = eXi% |0y (2.38a)

donde la suma va sobre todos los estados etiquetados por i. Los estados coherentes corres-

ponden a una superposicion de estados de Fock con diferente nimero de particulas.

Una de las principales propiedades de los estados coherentes es que cumplen la siguiente

relacion de completez [24]
doido; x
1= [T 20 Stion o) g, (2.39)
1

donde la integral se realiza sobre todo el plano complejo. Estos estados no son ortonormales
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y satisfacen la relacién

(B16) = X912 (2.40)

De esta tltima propiedad y de la definiciéon es posible mostrar que un observable en

la representacion de sequnda cuantizacion puede escribirse en términos de operadores de

creacién y aniquilacién ordenados normalmente como sigue’

(6] Alal,a) |9 ) = eZe0ei A(o1, 67). (2.41)

Por lo tanto, el valor esperado del observable fl(dT,&) entre estados coherentes, transfor-
man el operador A(af,a) en una funcién de los valores propios de los estados coherentes
multiplicada por un factor que considera todos los valores propios del operador de aniqui-

lacién. Por ejemplo para el operador de nimero N = a'a se tiene que

(0| N10) = (¢|atalg) = ¢*pedoi¥i® (2.42)

2.4. Gran funcion de Particion

En el capitulo 4 se analizara los efectos de fluctuaciones térmicas en un sistema cuéntico
de muchas particulas, por lo que necesitaremos calcular la gran funciéon de particion del
sistema de la cual es posible obtener toda la termodindmica. En esta seccion mostramos
como la funciéon de particion en el ensamble gran candnico se puede escribir en términos

de integrales funcionales usando los estados coherentes.

La funcién de particion correspondiente al ensamble gran canoénico esta dada por
Z(T,p) = Tr{e PH-1N) (2.43)

donde Tr{} denota el operador que da la traza del argumento. Si usamos los estados de

1Se dice que los operadores estdn ordenados normalmente, cuando se tiene el mismo niimero de ope-
radores de creacién que de aniquilacién y todos los operadores de creacion se encuentran a la derecha de
los operadores de aniquilacién
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nimero de ocupacién en el espacio de Fock |nj...n) para calcular la traza tenemos que

Z(Tp) =5 (n1oneole PH ) ny no), (2.44)

n1...Noco

Se introduce ahora la propiedad de completitud 2.39

Z(T,p)= Y (nl...noo|e_ﬁ(ﬁ_“m/n %e_za%% |6) (pIn1..ns0)  (2.45)

n1...Noo 271

Usando que para bosones se cumple (n|¢) (¢|n) = (¢|n) (n|¢), se llega a que la funcién de

particion se puede escribir como

2@ p) = [T] 2000 = Tasion (g P11 gy (2.46)
- v}

De este modo se ha expresado la gran funcién de particién como una integral sobre los
planos complejos generado por los valores propios de los estados coherentes, como tltimo
paso es necesario expresar el elemento de matriz (gb|e_5(ﬁ —nN) |¢) como una funcién de
los valores propios. Se podria pensar en usar entonces la propiedad 2.41 pero no es posible
ya que el operador exponencial no tiene los operadores de creacion y aniquilacién orde-
nados normalmente. Por lo tanto se recurre a un procedimiento andlogo a la construccién
de integral de trayectoria de Feynman [14]. Para ello primero notamos que el operador
e—BH=1N) o5 idéntico al operador de evolucién temporal e —#(H=1N) haciendo t = —ihp.
Por lo cual siguiendo el desarrollo de Feynman, se divide el intervalo [0, 8], en L intervalos,
para ello se escribe el operador de evolucién temporal como e~# (H=pN) — e’ezlzo(ﬁ —uN ),
donde € = B , v se introducen L —1 identidades 2.39.

d d ’L — —€ A —€ 7~ N 1
Z = /H ¢1do: Zd)@( le (H# HN) e H=nN)IO), ;e (H—1N) |¢> (2.47)

271
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Escribiendo explicitamente las identidades se tiene

d dlf —e( V dzldll_
7 — /H ] ¢ Z¢¢z[ ole N/H i, do 2@1@1‘@)

211

o [T 2650,

211

271

N e do;,  doi,_\ S gr 4, —e(H—pk
gl e ) [T ot s oy gl T o).

(2.48)

Es posible agrupar términos en productos, definiendo (¢| = (¢o| v |¢) = |¢L), esto
implica ¢o = Qg = Pa

do; d 1] — D i £ V
P / H [ QS” ¢l Zzl d’zl‘ml <¢l| e_E(H_MN) |¢l+1>

211
(2.49)
Evaluamos ahora por separado los elementos de matriz del operador e—e(H—pN)
(r e H1N 1) = (o] (1= e(H = uN) + O (€2) +..) 611 (2.50a
= Q1| dr1) (1 —€(H (¢, 1) — N (9], d111))) (2.50b

)
)
‘(¢1\¢l+1>(1—€( (97, ¢l+1)—#NW*’@)JFO(EQ)J“) (2.50c)
= ity (e UH G0N 9)). (2.50d)

En este ultimo desarrollo, primero se han despreciado todos los términos de orden igual
o mayor a €2 ya que cuando L tiende a infinito como se hara posteriormente, estos términos
se van a cero. Por lo tanto en (2.50c) es posible usar la propiedad (2.41) y posteriormente

volver a tomar la exponencial.

Sustituyendo éste resultado en (2.52)



2.4. Gran funcion de Particion 19

L—1 * . * * % *
z= [TI [HWe—zil%%eziww ORI @)))]’
i

(2.51)

i —9;

srdo,] " Inary (—(b;; (”1[)) —e(H(6",0)-nN(6"0))
i

Z= /H [.l 27rz ] '

(2.52)

Hacemos tender L a infinito, lo cual implica que la particion se hace cada vez mas fina

hasta pasar al continuo por tanto la etiqueta [ se cambia por una variable continua 7= %,

las sumas pasan a integrales EZZL:_Ol — foﬁ y la diferencia en los campos se transforma en
Gipq —Pi ,
( l+16 l) - 0¢;(1)

or

derivadas con respecto la variable continua

Poniendo todo esto junto se llega a la expresién de la gran funcién de particion

8 " »
7 = /HD@(T)D@(T)e_fO dr 2, &F (— g =) di+H (8] i) (2.53)

donde la medida de integracion se define de manera formal como

lim

[—00

L— 1
¢2m¢” = D¢ (1) Dey(7). (2.54)

l

La expresion (2.53) representa una integral funcional, que se puede interpretar como
una integral sobre todos los posibles campos complejos ¢(7) v ¢*(7) que cumplen con la

condicién de periodicidad ¢(0) = ¢(3), esta condicién resulta de la misma construccion.



20 Capitulo 2. Marco teorico

2.5. Transiciones de Fase

De manera cotidiana estamos expuestos diariamente a los cambios de fase, la transiciéon
de liquido a solido o sélido a liquido del agua u otras sustancias son algunos ejemplos de
ello, pero ;{Qué es una transicion de fase? Una transicion de fase puede definirse como un
cambio radical de las propiedades macroscopicas ante la variacion de algin pardametro del
sistema. Una primer clasificacién de las transiciones fue dada por Ehrenfest en 1933, su
clasificacion estaba basada en el comportamiento de la energia libre de Gibbs. Ehrenfest
ordeno las transiciones de acuerdo a la discontinuidad que presentara esta energial43], asi
una transicion de primer orden corresponde a una discontinuidad de las primeras derivadas
de la energia libre, transiciones de liquido-solido-gas para sustancias simples pertenecen
a este tipo de transiciones. Siguiendo este criterio, las transiciones de segundo orden son
aquellas donde las primeras derivadas son continuas pero las segundas derivadas, como el

calor especifico y la compresibilidad, no lo son, y asi sucesivamente.

Esta clasificacién tiene un enfoque puramente macroscopico, pues solo hace referencia
a los potenciales y las variables termodinamicas, no incluye los aspectos microscopicos de
los sistemas. Es hasta 1937 que Landau presenta una formulaciéon que describe las transi-
ciones de fase, usando un enfoque microscépico, basada en observaciones fenomenolégicas
e introduce el concepto de parametro de orden 7. Su teoria se basa en la observacién de
que en la mayoria de las transiciones de fase existe el rompimiento de alguna simetria,
siendo el parametro de orden capaz de caracterizar las simetrias del sistema, tomando un

valor cero en la fase con mayor simetria y diferente de cero en la fase de menor simetria.

Usando la teoria de Landau es posible redefinir los criterios para la clasificacién de
Ehrenfest a partir del comportamiento del pardmetro de orden, siendo las transiciones de
fase de primer orden aquellas donde el cambio del parametro de orden es discontinuo y las

transiciones de segundo orden aquellas donde el cambio es continuo[37].

La transicion Aislante Mott-superfluido estudiada en esta tesis cae dentro de esta se-
gunda categoria, algunos otros ejemplos son las transiciones ferromagneto-paramagneto,

metal-superconductor y el paso del helio liquido a un estado superfluido[24]
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Landau propone que es es posible construir una densidad de energia F(X,Y,Z;n),
que depende de todas las variables termodindmicas que definen al sistema incluyendo al
parametro de orden, y realizar una expansion en serie de potencias alrededor n =0, que

para transiciones continuas de segundo orden serd de la forma

F(X,Y,Z;n) = A(X,Y, Z)+ B(X,Y, Z)n* + C(X,Y, Z)n*. (2.55)

El funcional de Landau debe cumplir con la simetria del sistema ademas de que el
estado de equilibrio debe quedar especificado por sus minimos respecto al parametro de
orden. A partir de el cambio en el comportamiento de los minimos de este funcional, es
posible determinar un cambio significativo en las propiedades del sistema y por tanto

definir la transicién una transicién de fase [19].



Capitulo 3

El Hamiltoniano Bose Hubbard

En este capitulo se introduce el hamiltoniano de Bose Hubbard, sistema de estudio de
esta tesis. Presentado como el analogo para bosones del Hamiltoniano de Hubbard, en 1989
Mattew P. A. Fisher [15] introduce el estudio del hamiltoniano de Bose Hubbard, el cual
describe un sistema de bosones, con interaccion repulsiva y de corto alcance, inmersos en un
potencial periédico. En el articulo de Fisher se va un poco mas alla y se estudian también
los efectos de introducir un potencial aleatorio. En este capitulo y en general a lo largo de
todo este trabajo nos restringiremos al caso homogéneo, es decir en ausencia de potencial
aleatorio, o cualquier otro potencial externo que rompa la simetria de traslacion sobre sitios
de la red. El sistema descrito por Fisher presenta una transicién de fase de segundo orden,
en el caso homogéneo, entre una fase deslocalizada sobre los sitios (superfluida) y una fase
localizada (Aislante Mott). Esta transicién se observa ain en el limite de temperatura
cero, es por tanto una transicién debido solo a efectos de fluctuaciones cuanticas, ya que
a temperatura cero las fluctuaciones térmicas son nulas. En este capitulo se presenta un
estudio preliminar del hamiltoniano de Bose Hubbard a temperatura cero, es decir s6lo nos
limitamos al calculo de los estados y energia base del sistema. Para comenzar se estudiaron
los casos limite del sistema dados por los dos tinicos parametros libres, a decir la interaccién
y la energia cinética debida a saltos en la red, para posteriormente realizar el calculo del
diagrama de transicién de fase que experimenta el sistema debido a la competencia entre

estos dos parametros.

22
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3.1. El modelo

Consideramos el hamiltoniano

A A —h?Vv? ~
H:/dfi”wf(f)( o +Vp(f)>w(f>+
[ ad 30 @V - i@da), ()

el cual describe un sistemas de bosones con interaccién sélo por pares de particulas, con
V(Z— ") el potencial de interaccién, e inmersos en un potencial externo periédico V,(Z);
() es el operador de campo de Bose que satisface las reglas de conmutacién (2.10) y
(2.11).

Se considera un potencial de interaccion entre particulas de corto alcance y se aproxima,

en el caso de un gas diluido y bajas temperaturas, como un potencial efectivo de contacto

V(E-1) = - asd(7— 1), (3.2)

donde ag es la longitud de dispersion de onda s, ver apéndice A. De esta forma el Hamil-

toniano se escribe:

—h?V?

2mh?
as

= [ dezz?*(f)[ +V;9<f>]@2<f>+ "o, [aw® @ @0@0@.  (33)

3.2. Expansion del campo (%) usando la base de fun-

ciones de Wannier

Una manera de tratar el término de interaccion es considerar que es pequeno y to-
marlo como una perturbacién al hamiltoniano sin interaccién (como en el caso del gas de
bose homogeneo en interaccién debil [13]). Bajo esta aproximacién, es posible describir un
sistema que presenta superfluidez, pero no es posible describir una fase aislante, ya que

como se mostrarad mas adelante la localizacion es debida a los efectos de interaccién fuerte.
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Este resultado es mostrado de manera clara en [10]. Por tanto es necesario pasar a una
expansion que permite simplificar el término de interaccion sin recurrir a la aproximaciéon

de interacciéon débil. Para ello resulta 1til la expansion en funciones de Wannier.

Las funciones de Wannier se definen como:

w(Z—17;) = \/_Z e~ ikE Tipa(T), (3.4)

donde ¢z(¥) corresponde a la funcién de Bloch, solucién al hamiltoniano

R ve
2m *

cumpliendo con la relaciéon de ortogonalidad
/ drdw* (7 — &) w(@ — 75) = 8. (3.5)

Es asi que los operadores de campo se escriben en esta base como

donde b y IA)ZT corresponden al operador de creaciéon y aniquilacién en el sitio ¢ y M el

nimero de sitios. Sustituyendo en el Hamiltoniano (3.1) se llega a

M
H=—=>Jiblb;+ = Zkalb blbrby (3.6)
iJ zgkl

siendo

h2Vv?
Jij = —/d?’a_;"w*(f—fi) (— - —i—%(f)) w(f—fj), (3.7)
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Amh? ko oy s o o o o o
Uijkl = T/al?’xw (7 — Z3)w™ (7 — Z5)w(Z — Tp)w(Z — 7). (3.8)

Es aqui donde la eleccién de las funciones de Wannier permite simplificar la interaccion,
ya que si la profundidad de los pozos del potencial periédico es mucho mayor que el término
de energia cinética, resulta que las funciones de Wannier son localizadas en los sitios
dados por los pozos de la red. Es asi que, dado el potencial de confinamiento periédico, se
encuentra que el elemento de matriz de interaccién Uy, para dos sitios diferentes de la red,
es despreciable, comparado con el término de interaccion entre particulas en el mismo sitio
[4]. Por tanto se puede tomar la siguiente aproximacién: Ujjp = % [dz?lw(x)|* = U si
i=j=k=1yUju=0sii#j#k#l Deigual forma para el elemento de matriz J;; se tiene
que los términos que mas pesan son aquellos en donde 7 y j son sitios contiguos en la red de
manera que este término se aproxima como: J;; = [ da3w*(x — :L‘j)(# +WVo)w(x—x;) =
J si iy j son primeros vecinos

Aplicando estas aproximaciones al hamiltoniano del sistema, este queda de la siguiente

forma:
R M A 1 M
H= —Jijbj+§Uzm(m—1) (3.9)
(i) i

Este es el hamiltoniano de Bose-Hubbard 2, donde (ij) es la suma sobre los primeros
vecinos y n; = ZAJIIA)Z es el operador de niimero de bosones en el sitio ¢ de la red; los operadores
de creacién y aniquilacién cumplen con las reglas de conmutacién [lA)Z,lA)I] = 0;j, [IA)Z,IA)J] =

b1, 611 =0

3.3. Solucién de los casos limite y diagrama de fase
de la transicién superfluida-aislante Mott a tem-

peratura cero

Las caracteristicas del sistema descrito por el hamiltoniano de Bose Hubbard quedan

determinadas por los parametros U y J, y a partir de estos se establece el comportamiento

2El primer término —J Y (i) IA)IZA)] cumple son la propiedad de ser hermitiano pues la suma se realiza

sobre todos los sitios de la red apareciendo siempre el conjugado de BIBJ para todo i y j
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del mismo. Este sistema presenta una transicién de fase cudntica, es decir una transicién
del estado base como funcién de los parametros del sistema. En esta seccion se obtienen
las propiedades del estado base del sistema, para los casos en que el factor U < Jy J < U.
Por tdltimo se calcula el diagrama de transicién de fase Superfluido Aislante Mott en la

aproximacion de campo medio.

3.3.1. J =0 Sistema Aislante Mott

En el limite cuando J < U, es posible despreciar el término de salto J simplificandose

el hamiltoniano a

N 1 M M
H= U iy —1) = py i (3.10)
% 7

Este hamiltoniano ya se encuentra en su forma diagonal siendo sus funciones propias

las funciones del operador de ntimero

fii[n1,ng,...,nn) = ni|ni,n,...,ny) (3.11)

W =n1,ma, o) = ()" (6)"2...(B],)" |0), (3.12)

para un potencial quimico fijo, es decir se permite intercambio de particulas del sistema

con un reservorio. Ahora la energia del sistema sera:

1 M M
E:§U2ni(n¢—1)—zlmi (3.13)
i i

Se busca ahora el minimo de energia como funciéon del niimero de particulas por sitio

o (1. M
;U(an—l)—,u:() (3.15)
e o

donde |z | indica la parte entera de z, esto tltimo es debido a que n; debe ser entero pues
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corresponde al niimero de ocupacion en los estados de Fock.

Es asi que el nimero de particulas en el estado base g como funcién de p queda dado
por:
0 si p/U<0
1 si O0<p/U<1
gu/U) =1 (3.17)
n si n—1<p/U<n

La funcién del estado base es
M N
w=TI(b])"10) (3.18)
7

con la condicion g—1 < /U < g. Que corresponde a un estado con un nimero de particulas
bien definido localizadas en los sitios de la red. Esto ultimo implica que las fluctuaciones en
el nimero de particulas para un potencial quimico fijo son cero. Por tanto, dada la relacién
entre las fluctuaciones y la compresibilidad de un sistema: xk = —%g—% = #g—z o dn por
tanto este sistema tendra una compresibilidad cero, la cual es una caracteristica de los
aislantes. Es por esto que se le denomina a esta fase Aislante Mott en analogia con los

sistemas fermionicos descritos por el hamiltoniano de Hubbard.

3.3.2. Gasideal U =0

Cuando el término de salto y de la energia cinética, dado por J, es mucho mayor que

la interaccion, es decir J > U el Hamiltonniano (3.9) es simplemente
A M AL A
H=—J%"blb;, (3.19)
(i5)

donde < ij > representa la suma a primeros vecinos.
Realizamos una transformacion discreta de Fourier para diagonalizar este hamiltoniano

ik-Ri (3.20)

A 1
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b= —— Y e fic] (3.21)

donde los sitios quedan especificados por el vector 1?21 = Zf n%d’l, siendo a; los vectores de
la base unitaria de la red periddica y d la dimension del sistema. Los operadores CA’E y CA%
los podemos interpretar como los operadores de creacién y aniquilacion de particulas con
momento k = Zfl k; ﬁ en el espacio reciproco, siendo k; = %, con M; el nimero de sitios
en la direccién [ y Ky un niimero entero. Se cumple que @; - f; = 2m0;;. Estos operadores

satisfacen las mismas reglas de conmutacion que los b; y b;r.

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (3.19) se obtiene

A

H=- A‘QZZZ pilef e~ Ri gk ;. (3.22)
<>

kK
A partir de la definicién de El y k tenemos que - ﬁz = Zfl 27Tkmf, por lo que

f ]\b;[ T Yy A% A];,e—ZEi?”kl”?eZ?W’””{. (3.23)
<>

koK

!
Cambiando el orden de las sumas y definiendo }°; como la suma sobre los primeros

vecinos del sitio ¢

A J At A do .1 g / de_ . j
H = 7 E 5 CiCgem Ztmii y D edusmihnt, (3:24)
P J

Hasta este momento se ha considerado un red periodica de manera general, se resolvera
ahora un caso particular, tomando una red cubica simple. En esta red los j vecinos del
sitio ¢ serdn de la forman: R; = S Ky (nf £1). Realizando explicitamente la suma sobre

los sitios vecinos se tiene
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J 3 i . i .3 . ) )
=—— Z Z C-' - Z?:l 2mkyny Z <€2m Zl:l,lin kinj+2miky, (np,+1) + 62m lel#n kfnf—&—ka;L(nﬁ—l))

kk’ i n
(3.25a)
ZZCTCW*ZL%M%Z (emzf_lkgnﬁzmk; +62mzf_1k;n§2mk;> (3.25D)
kk' ) n
_ _7ZZCTC 621 127rml kj— kl Z( 27mkn+€2mk ) (3.25C)
) n

— _MZZCI:CW <Zei(k ) )ZQCOS (27k]). (3.25d)
k ‘ "

—

(K -k -R;
Por dltimo usando la propiedad de ortogonalidad >~; el( )

= Mo
A=Y e.Clcy, (3.26)
k
siendo e, = —2J Y3 _, cos(27ky,)
Este hamiltoniano resulta ser diagonal en la base de estados:
1 f\ro(Afyn (AT \nar
) = (C3)™ (C)™ . (CRp)™ 101,02, ..o, Or) (3.27)
no'ni!..ny!

El estado de minima energia del sistema corresponde a tener a todas las particulas en

el estado de menor energia, es decir k=0

) = () 01.00.0n) (3.28)

Aplicando la transformacién inversa

~ 1 _imp.~T
Co=——N e *Rip.' 3.29
i= e (3.29)
A 1 ER T
%:M%:ez ib; | (3.30)
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el estado base sera:

N
~
> b; ) 101,02, ...,0n) . (3.31)
j

i
5

y la energia minima

Eo=—6JN. (3.32)

Al suprimir la interaccion el estado del sistema pasa a ser entonces un estado completa-
mente deslocalizado pues resulta ser una superposicion de estados de fock con un nimero
arbitrario de particulas por sitio, contrastando completamente con el estado Mott donde

hay una completa localizacién en los sitios de la red.

3.4. Esquema de transicion: BEC, Superfluido, Mott

Es conveniente, antes de calcular cuantitativamente el diagrama de transicién, dar un
esquema general de las propiedades del sistema en funciéon de los parametros U y J, para
asi definir las regiones donde se esta trabajando en términos de estos parametros.

En el limite extremo donde U = 0, el sistema corresponde a un gas ideal de Bose que a
temperatura cero se encuentra en una fase condensada (BEC), donde todos los bosones se
encuentran en el estado de minima energia de una sola particula y el nimero de particulas
en los sitios de la red fluctua. Es importante hacer notar que dado que se ha suprimido
completamente la interaccion entre particulas, el sistema no presenta superfluidez. Esto se
puede hacer ver usando el criterio de Landau, quien encuentra una velocidad critica por
debajo de la cual el sistema puede fluir sin disipacién de energia (superfluido), la existencia
de dicha velocidad requiere un espectro de excitaciones colectivas el cual debe ser lineal
con el momento k [13], esto no ocurre en un sistema sin interaccion.

Ahora bien, si se considera una interaccion muy pequena pero finita, la teoria de Bogo-
liubov para gases débilmente interactuantes muestra que el espectro de excitaciones es
lineal en el momento k [10] y por tanto el sistema presenta superfluidez. Si la interaccién
se incrementa se espera que la fase superfluida se mantenga hasta cierto limite donde los

efectos de la interaccion domiman sobre los efectos del término de salto entre sitios, en
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este régimen J < U .

En el limite J =0, como ya se vio en las secciones anteriores el sistema se encuentra en
una fase aislante de Mott donde las particulas quedan localizadas. En esta fase se pueden
encontrar tres tipos de excitacion del sistema: la primera es anadir una particula al sistema

donde se requiere una energia
AE,=E 1 —E,=Un—p; (3.33)
la segunda es remover una particula del sistema, dicho proceso requiere una energia de
AE,=FE,—FE,_1=-U(n-1)+u, (3.34)

y la dltima consiste en retirar una particula de un sitio de la red para dejarla en otro
sitio de la misma, es decir la energia necesaria para mover una particula dentro de la red.
Esta ultima esta caracterizada por la brecha A = AE,+AE, =U , la cual es la energia
necesaria para crear una excitacion y es diferente de cero en la fase aislante de Mott e

igual a cero en la fase superfluida.

Al aumentar el valor de J, pero pequeno comparado con el costo en energia para mover
una particula U, habra una disminucién en esta brecha pues el sistema ganara energia, pero
seguira existiendo una brecha de energia entre los estados excitados, por lo que podemos
concluir que existird una region para valores de J > 0 donde el sistema seguird en una fase
localizada. Al aumentar el término de salto se llegara a un punto en que el sistema, para
minimizar su energia, tendera a deslocalizarse, pasando asi a una fase donde las particulas
pueden moverse por todo el sistema, alcanzando a la fase superfluida. La reduccién en la
brecha de energia con el aumento de J hace suponer que el diagrama de transicién tendra

una forma de tipo 16bulos.

3.5. Diagrama de transiciéon a T'=0

Como podemos notar el término de salto (J) es el que no permite diagonalizar el
hamiltoniano de Bose-Hubbard, por tanto para resolver este problema se desacoplan los

términos de sitios vecinos haciendo una aproximacion de campo medio, la cual consiste en
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suponer que las fluctuaciones de los operadores de creacién y aniquilacién son pequenas,

es decir los operadores se pueden escribir como

b= (b)+6b (3.35)

bt = (b') 4 6bT (3.36)

despreciando los términos cuadraticos en las fluctuaciones. El término de salto queda como:

blb; = ((bs) +6bi) (Bl + 6Bt (3.37a)
= (bi) (b%) + 6b; (b%) + 6D, (by) (3.37h)
= (by) <6}>+<Bz— (bi)) (1) + (BT — (1)) (bs) (3.37¢)
= ¢jb;+bld;— 61 ; (3.37d)

siendo ¢f = (b; > y ¢ = (b;). Suponiendo que ¢; es real y dado que el sistema es uniforme
también sera independiente de i, lo cual implica que no hay ninguna preferencia de salto
de un sitio a otro se tiene entonces lA)le)j ~ gb(lsj + lA)j) — ¢2. Sustituyendo este resultado en

el hamiltoniano de Bose Hubbard se obtiene que

R M UM
Hyp = —JZZ (b +b>+Jz¢2)—uZﬁi+2272,-(7@-—1). (3.38)
1=1

1=175=1 =1

Realizando la suma sobre los j vecinos de ¢
A Mo M UM
Hyp = —Jz> ¢ (bi +bi> + JzM¢* —py N+ ) > rii(n; —1). (3.39)
i=1 i=1 i=1

siendo z el numero de vecinos por sitio, que dependera de la dimmension del sistema, para
una red cubica sera por ejemplo seis y para una red cuadrada en dos dimensiones, sera
cuatro.

Dado que el hamiltoniano ya no incluye sumas de operadores en diferentes sitios, queda

entonces de la forma Hyp = 32, harp,. Bastard por tanto con minimizar la energia por
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sito. Es decir obtener la energia del estado base del hamiltoniano h MF=—Jz¢ (bjr + ZA)Z> +

Jz¢? + %ﬁ(ﬁ —1). (Omitimos el indice 7 ya que el hamiltoniano tiene la misma forma por
sitio). Para ello empleamos teorfa de perturbaciones hasta cuarto orden, considerando
har = ho —|—¢;L1, con:

ht = —Jz(p(bf +b;)) (3.40)

iLO = JZ¢2—uﬁi+gﬁi(ﬁi—1). (3.41)

Es importante hacer notar que contrario al tratamiento comun de sistemas con inter-
accion donde estad es tratada como perturbacion, en este desarrollo se emplea el término
relacionado a la energia cinética como perturbacion y la interacciéon como el hamiltoniano
sin perturbar. Lo cual permite considerar interaccién fuerte.

Como se mostrd en la seccion anterior los estados propios del hamiltoniano hgy son:

9) = HMjaw}*)g 0) = 19.9,.-9) (3.42)

=1

y la energia del estado base es

U
Eg=Z9(9=1) — pg+ Jz¢? (3.43)

con ¢ el nimero de particula por sitio en el estado base que cumple la condicion g —1 <

£ < g. La correccién a primer orden es

EY = (glhnlg) = (gl = Jo (6 +)lg) (3.44a)
=70 (9] Vg T Tlg+1) + {9l /alg— 1)) (3.44b)
=—J¢ ( Vg+10g941+ \/55979—1> =0 (3.44c)



34 Capitulo 3. El Hamiltoniano Bose Hubbard

La correccion a segundo orden es

2) [(m| ! ]g)[?
BN =S B WL (3.45a)
O 2 Ey—
|(m] (b +) |g)|?
=—Jé (3.45b)
mz;&:g Eg - Em
EEDS (Vg +Tomg+ V/GOmg)I* (3.45¢)
m#g EQ — L
+1 g
—J22 (1 n ) 2 3.45d
(Eg_EgH Eg_Eg—l ¢ ( )
+1 g
- J2z2< gTo ) 3 45¢
p=Ug U(g—1)—pn (345)

donde se ha sustituido Eg— Eg11 =p—Ugy Eg—Ey 1 =—pu+U(g—1)

De manera similar se encuentra el término de tercer orden y cuarto orden la expresiones
para el calculo se muestran en el apéndice C, siendo cero para el tercer orden y para el de

cuarto orden es:

EW — J4Z4¢4l glg—1) N (9+2)(g+1) ]

(Eg - Eg—l)z(Eg - Eg—Z) (Eg - Eg+1)(Eg - Eg+2)(Eg - Eg+1)

+1 g g g+1
— g 4( J + ) ( + 3.46
i Eg—FEgp1  Eg—Eg (Eg - Eg—1)2 Eg—Eg11 ( )

el cual se ha confirmado es mayor a cero, para todo % >0y % La energia por sitio del

sistema queda entonces como:

E:AO(M7J)+A2(M7J)¢2+A4(/L> J)¢47 (347)

donde Ag =Y (g—1)g—pg, Ao = Jz+ J?2? (ﬁLUlg + U(gfgl)f/) y Aa= %'

Dado que A4 > 0, al minimizar la energia como funcién del parametro de orden ¢ se
observa un cambio de comportamiento en los minimos de la energia al pasar de As >0 a
Ay < 0. Teniendo en un caso un minimo en ¢ = 0 (fase aislante Mott) y en otro ¢ = —2’4724

(superfluido). Por tanto se deduce que la transicion se da cuando Ay = 0, esto da la
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condicién de la transicién de fase de acuerdo con la teoria de Landau

g+1 g 2
o:Jw9+ﬂ£< + >¢ 3.48
p=Ug U(g—1)—pn (3.48)

despejando %, obtenemos la expresion de la curva que delimita la frontera de la transicion.

-1
Jz g+1 g )
— = + 3.49
U (u—g g—1—p (349)

Graficando cada una de las ramas de la expresién anterior para g = 1,2 y 3 se obtiene el

diagrama de transicién de fase que se presenta en la figura 3.1.

E
0.15j AM F
010l g:]-
AM
ocs|. g=2 AM
L g:3
e e NN R
05 10 15 20 25 0 Y

Figura 3.1: Diagrama de transiciéon de fase, los 16bulos internos corresponden a la fase
aislante Mott, y la regién externa a la fase superfluido.

La grafica obtenida concuerda con lo esperado del analisis cualitativo. Si fijamos el

potencial quimico p dentro de un lobulo por ejemplo % =1, al aumentar J existe toda

una region donde el sistema contintia en la fase Mott hasta alcanzar la frontera donde
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los efectos del término de salto provocan la transicién a la fase superfluida. Como se
puede observar, el diagrama presenta una forma de l6bulos, mostrando que se hacen més
angostos conforme J aumenta, lo que indica que el gap de energia en la fase Mott se reduce
al incrementar J. También se nota una disminuciéon de la regién Mott al incrementar p.
El incrementar p implica un aumento en el nimero de particula por sitio, esto nos dice
que la fase Mott se vuelve inestable al incrementar la densidad de particulas por sitios,

pues a menores valores de J se promueve la superfluidez.



Capitulo 4
Casos limite a temperatura finita

De igual manera a como se presenté en el capitulo 2, en este capitulo se estudia el
comportamiento del sistema a temperatura finita en los casos limite J =0y U = 0. Debido
a la naturaleza distinta de los estados propios de los respectivos hamiltonianos, se empled
un esquema diferente para cada caso. En el caso J = 0, el Hamiltoniano conmuta con
el operador de ntimero, y por tanto se elige el formalismo de segunda cuantizacién en
el espacio de Fock, es decir, la funciéon de particiéon se calcula como la traza sobre los
estados propios del Hamiltoniano de Mott. Inmediatamente después se realiza el estudio
del extremo opuesto cuando U = 0, que corresponde a un gas ideal de bosones sujeto a un
potencial periddico, en este caso se utiliza el formalismo de intégrales funcionales para el
calculo de la funciéon de particién, adicionalmente se calcula el nimero de particulas y la

temperatura critica al estado condensado.

4.1. Aislante Mott a temperatura finita

En el limite cuando el término de interacciéon U es mucho mas grande que el tér-
mino de salto J, podemos despreciar el término de tunelamiento y el Hamiltoniano queda

simplemente

R M
H:Z fi(h; —1), (4.1)

=1

bo|

37
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donde M es le nimero de sitios de la red. Este Hamiltoniano conmuta con los operadores
de ntimero un cada uno de los sitios, por tanto tiene los mismos estados propios, resulta
entonces conveniente calcular la gran funciéon de particion en la base del espacio de Fock

((3.12) (3.12)), en el ensamble gran candnico es

2(TU) = Y (n1,n2,..nar|exp[—B(H — )] |n1,n2, ..nar) (4.2)

n1,N2,...N M

donde 8 = T con kp la constante de Boltzmann, y las sumas corren sobre todos los en-
teros posmvos n; para toda ¢, considerando asi todos los estados con un niimero arbitrario

de particulas, explicitamene se tiene que

00 00 M U
Z > (ni,ng,..nplexp —52{2%(@—1)—#%} In1,n2,..n0)
np=1

e i (4.3)

Z(T,pn,U

||P18

y usando que 7; = n;j|n;) se tiene

Z(T,u,U Z Z Zexp{ BZ[ /mz]}(nl,ng,...nM|n1,n2,...nM>,

ni=lng=1 num
(4.4)

y por la condiciéon de ortonormalidad de los estados de niimero de ocupacién finalmente

obtenemos que

Z(T,pn,U) = ﬁ i exp{—ﬁ {gni(ni—l)—uni}}. (4.5)

A partir de esta funcién de particion calculamos el gran potencial termodindmico como

dicta la fisica estadistica

QT i) = =5 W(Z(T, i), (4.6)

QT U :—ln(HZeXp( 5 (Gmitni - 1>—uni))), (4.7)

i Ny
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QT 1, U) = —;ij:ln (%:exp(—ﬂ <[2]m(nZ —1)— /ml)> , (4.8)

Una de las variables termodinamicas que caracterizan a los sistemas Aislante Mott es
la dependencia del niimero de particulas por sitio como funcién de p. El nimero total de

particulas estda dado por
IUT, 1;U)

(V) =—=5"

(4.9)

De aqui que

(N) = ;;iln%exp (—6 (gnz(nZ -1)— /mz)) : (4.10)

U N, niexp (—5 (%nz<nz —1) —,lmz‘>)
) _Zz: S exp(—B (§ni(ni —1) = pni))

Si se divide entre el nimero total de sitios obtenemos el niimero promedio de particulas

(4.11)

por sitio M

<N> _ <n> Zn nleXp< 6([(] nz n; — /”%)) (4.12)
2

M >, €Xp(— (nj—1)— ,unl))

En la figura 4.1 se muestra el nimero la dependencia del nimero promedio de particulas
como funcién de p y T'. En esta grafica se observa niimero de particulas como funciéon de
1 es de tipo escalon cuando la temperatura tiende a cero, lo cual recupera los resultados
obtenidos en el capitulo anterior dados por la funcién (3.14). En esta regin de temperaturas
muy cercanas a cero, se tiene un cambio abrupto en el nimero de particulas al pasar por
los puntos donde % es un nimero entero. Al incrementar la temperatura el cambio se
hace cada vez mas suave. Para tener una mejor idea de que tan abrupto es este cambio

calculamos las fluctuaciones en el nimero de particulas.

0*UT, )

5(”) = a,LL2

(4.13)
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0.10

kB T o 0.00
U

Figura 4.1: Nimero de particulas como funciéon de py T

g n? exp (—B (%nz(n, —-1)— ,unz)) >, i €Xp (—6 (%nz(nz —-1)— ;mz)) ?
d(n) = U - U
S, exp(—B (Yni(ni—1) — uny)) S, exp(—B(Gnilni—1) = pny))
(4.14)
§(n) = (n*) — (n)? (4.15)

La grafica de estas fluctuaciones como funcion de p para diversos valores de 1" se mues-
tra en la figura 4.2. En ella se observa que para valores de T' pequenos, las fluctuaciones
son practicamente cero en toda la region de % no entero, pero al aumentar la temperatura
aparecen zonas donde las fluctuaciones ya no son despreciables, incrementando principal-
mente en las regiones cercanas a los valores de % entero. Para valores aun mayores de la
temperatura se tiene valores diferentes de cero para todo valor del potencial quimico, esto
sucede alrededor de kT ~ 0.1U.
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o<n>
0.30

0.25:
0.20 |
015}
0.10

0.05

A -
3.0 U
Figura 4.2: Fluctuacion del nimero de particulas como funcién de pu, para temperaturas
de: kpT =0.001U (azul), kT = 0.005U (cafe), kT = 0.05U (verde) y kgT = 0.1U (rojo).

Cuando las fluctuaciones son muy cercanas a cero, para todo propésito practico, puede
considerarse al sistema aislante Mott, el aumento de la temperatura favorece entonces la
deslocalizacion, permitiendo que el sistema sea compresible. Este cambio de comporta-
miento resulta ser continuo y suave, por lo tanto no puede considerarse una transicion de

fase.

4.2. Gas ideal de bosones en potencial periédico: tem-

peratura finita

Si el término de interacciéon se hace cero, U = 0 el sistema corresponde a un gas ideal

de bosones sujetos a un potencial periédico. El Hamiltoniano sera simplemente:

Hppo=—J> blb;. (4.16)
(i)
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Si empleamos la transformacién 3.20 usada en el caso a T'= 0, se tiene que el Hamil-
toniano anterior es diagonal

Hppe =Y ¢; g; (4.17)
i

d

donde e = —QJZ cos(27ky), d es la dimensién espacial del sistema y k = >, k;b. Notese
=1

que la aproximacién a primeros vecinos usada para deducir el Hamiltoniano de Bose-

Hubbard conduce al espectro de energia anterior cuando U = 0, el cual solo considera la

primera banda del espectro de energia completo.

Si empleamos los resultados obtenidos en la seccién 2.4 la funcién de particion se puede

escribir en términos de integrales funcionales como:

2= [ T[Doi(rDoglr)e” B (o essdiOn) )
k

con ¢z el campo escalar de bosones y k en la primera zona de Brillouin, es decir, —% <k < %

Esta integral es posible evaluarla aplicando una trasformada discreta fourier, escri-
biendo los campos ahora como funciones que toman valores discretos en un espacio de

frecuencias wy, = 2mn/j, se le llama a estas frecuencias de Matsubara.

La transformacion explicitamente es:

e Z T (wn), (4.19)
(/5 Z ”‘“"gbk W) (4.20)
La integral queda como
7 / 1L, Hk d¢k dgbk(wn) B>, Zk —iw—p+er )¢k(w") (4 21)
27 )

Esta ya es una integral Gaussiana sobre los complejos que podemos resolver

(4.22)

z=11117

7 (zw ,u—l—e)
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El Gran potencial termodinamico sera

QGWWD:—BMZTM, ZE:M(<—M—u+%», (4.23)

y el niimero de particulas

oNT, ;U 1
T 3) pEn | (1.21)
H nor 6(—@@0—;;—1—5;;)
1
N(T 4.25
o ZZ —iwn — p—2J Y cos(2mky)) (4.25)
La suma sobre frecuencias de Matsubara es conocida [24] y da como resultado
1 1
= . 4.26
;6(—iwn+x) efr —1 (4.26)
Por tanto el nimero de particulas es
1
N(T ) =Y~ (4.27)

L e (—n—2J 37, cos(2mky)) —1.

Que coincide con la expresion del niimero promedio de bosones presentada en libros de
texto (ver por ejemplo [34]).

Buscamos ahora la temperatura de transicion al estado condensado 7., esta tempe-
ratura se define como la temperatura en la cual, en el limite termodinamico, el nimero
de particulas en el estado base es cero y para cualquier temperatura por debajo de T, se

provoca una ocupacion macroscopica del estado base.

Separamos la suma que aparece en (4.27) en el nimero de particulas en el estado base

Ny y el nimero de particulas en estados excitados Ne, es decir,

1 1

- eB(—p—2Jd) _1 +I§665<—u—2JZlcos(2ﬂkl)) _ 1.

N(T,p1,J) = No+ N,

(4.28)

En el limite termodindmico, N — oo y M — 00, pero % = p = cte, el vector k pasa a

tomar un valores en el continuo dentro de la primera zona de Brillouin, por tanto la suma
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se puede sustituir por una integral. En tres dimensiones queda como

1
eﬁ(_ﬂ_Q‘]d)

1
—pu—2J Y, cos( 27rkl)) 1

N(T,p,.J) = -+ M / dk3 (4.29)

Dado que el nimero promedio de particulas en el estado k es una cantidad no negativa,

necesariamente se debe cumplir que

d
—p—2J> cos(2mk;) >0 (4.30)
=1

para todo E, lo cual implica que u < —2Jd. El potencial quimico como funcién de T' es

entonces una funcién decreciente. En la temperatura critica T, el nimero de particulas en

el estado base es Ny =0 y el potencial quimico alcanza el minimo de energia u = —2.Jd
~d 1
/ dK (4.31)
2Jd ZJZZ cos 27rkl))
0
(2Jd QJZZ cos 27rkl))
dik? , 4.32
P / <2Jd QJZZ cos 27Tkl)> ( )
y dado que se satisface la condicion (4.30) podemos escribir
) /dkd - (Jd I3 % cos 27rk:l)) > e—ﬁ(m—(}zfcos(znkl))n (433)

n=0
_ /dlzd 00 kBT (2Jd QJZZ cos 27Tkl)) (434)
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Si ahora se intercambian la suma y la integral
~d <2Jd QJZl cos 27rkl)>
p= Z / dkde (4.35)
_ 00 . kBTc (2Jd) n/d];dekBch(QJZlcos(%rkl))n (436)
n=1
> (2Jd)n (2J cos(27k;))n
— Y T H / e e (27 cos2rhi (4.37)
n=1
X 1 ; 2]
1 (2Jd)n n
_ Y T HIO[ } (4.38)
n=1 1 kBTc
donde Ij(z) denota la funcion modificada de Bessel de orden cero
L™ cos(0)
To(z) = = /0 e==c0s(6) gy, (4.39)

7

La suma no puede ser obtenida de manera analitica, pero usando métodos numéricos

se puede obtener una solucién para kgT./J como funcién de p como se muestra en la

figura 4.3.

Para un llenado unitario, es decir, una particula por sitio p =1, se tiene que kg1, =

5.5951J y para p =2, kT, = 9.591J Se concluye por tanto que la temperatura critica es

proporcional al término de salto, y esta constante de proporcionalidad aumenta conforme

aumenta la densidad de particulas por sitio [29].
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ke T

T T S S O S B S
05 1.0 15 20 25 J

Figura 4.3: Densidad de particulas como funcién de la temperatura critica de condensacién,
para un sistema con d = 3



Capitulo 5

Diagrama de transicion entre las
fases superfluida y aislante a

temperatura finita

En este capitulo se consideran los efectos de fluctuaciones térmicas en la obtencion de
la frontera correspondiente a la linea de transicién que separa las fases que experimenta
un gas de Bose en redes 6pticas descrito por el hamiltoniano de Bose Hubbard (3.9). Para
tal efecto se parte de la expresion de la funcién de particion escrita como una integral
funcional, como ha sido descrito en el capitulo 2, ver ecuacién (2.53). La complejidad del
calculo de la funcién de particién radica, no en el término de interaccion como ocurre en la
situacién estdndar en la teoria del gas de Bose en interaccién débil [13], sino en el término
de tunelamiento [15]. Esta dificultad se ve superada al usar la transformacién de Hubbard
Stratonovich en la funcién de particién, transformacién que es implementada después de
calcular una funcion de particion efectiva del tipo de campo medio. La teoria de Landau
puede aplicarse cuando se hace una expansion en el campo de Hubbard Stratonovich, el

cual se identifica con el parametro de orden.

47
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5.1. La funcién de particién asociada al Hamiltoniano
Bose Hubbard

En el capitulo anterior se estudiaron los efectos de las fluctuaciones térmicas en los
casos limite J =0 y U =0 del Hamiltoniano de Bose-Hubbard. Se considera ahora el
Hamiltoniano completo (3.9) y se escribe la funciéon de particién en el formalismo de

integrales funcionales

_ (P M e N2 N () — % . UNM 520y 2
7 — /HD@(T)D@(T)@ fo dr [Zl ®; ()( o7 )i (T) J2<ij>(¢1 (T)¢j (1)+ D) Zl o; (1) i (7')} :
i
(5.1)
donde M es el numero total de sitios, y el simbolo (ij) indica que la suma se realiza
sobre los indices ¢ y j correspondientes a sitios vecinos. Esta condicion se puede reescribir
empleando los elementos de matriz .J;;, siendo estos .J si ¢ y j son sitios vecinos y cero en

caso contrario,

B M« 9 (N _NM e UM 52 2
7 — /HD¢?(T>D¢Z(T)€_IO {dTEi ®; (7')(_%_“)(?51(7') Zij (¢z (T)sz¢j (T)+ D) ZZ oM (7)¢z (7')} ‘
(5.2)
Para facilitar el estudio hacemos adimensional la acciéon usando como escala de energia
a U, asi haciendo el cambio de variable en la integral sobre 7 y redefiniendo las variables

T=71U, J= %, B=pU, u= %, la funcién de particion queda como:

P ST o (— 2 b () =S b () i (T L ST ¥ 2 (1) 2 (
Z:/HD¢:(T)D¢Z(T)€ fO d |:Zz¢z( or 'U‘)le( ) Zl]¢z( )szd)]( )+2Zz¢z ()sz ( )] (53)

Si nos valemos del hecho de que el sistema es homogéneo en los sitios, es decir, es
traslacionalmente invariante bajo traslaciones por vectores de la celda unitaria, podemos
recurrir nuevamente a una aproximacion tipo campo medio sobre el término de tunela-
miento. Asi consideramos que los efectos sobre el sitio 7, debidos a los campos en los sitios
vecinos j, no se alejan mucho del valor promedio, entonces, podria considerarse que se

recurre a una aproximacion de orden cero en las fluctuaciones del campo alrededor del
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promedio sobre sitios vecinos, es decir,

bi(r) ~ Y igpj (7). (5.4)

donde z nuevamente corresponde al nimero de vecinos del sitios i. Con esta aproximacion

el término de salto queda como:
=25 (7) Jijj (7 Zdh 7)>_ Jijbi(7) Z% )2J gi(T (5.5)
ij j
por tanto la funcién de particion es
7~ [TIDéi (Dot 3 dr [0 ()= =007 =52, 67 (7208150, ()+ 7 ()62 (0)]

(5.6)

Aplicamos ahora la transformacién de Hubbard Stratonovich, la cual permite desaco-
plar los campos ¢; en el término de tunelamiento, a expensas de acoplarlo con un nuevo

campo ¥ (7), la transformacién consiste en usar la identidad (ver apéndice B):

efoﬁ d’TZ” ¢;k Zj¢j /HD¢ foﬁ dTZi,j 1;[):((7- wj(T +f0 7; )¢Z(T)+¢ ( )1/]1(7-))
(5.7)

En nuestro caso A;j = 2Jd;; y por lo tanto Ai_j1 = %5@7. Sustituyendo en la expresion

de la funcién de particion se obtiene

— [P ar (S, 6t (1) (= Z - i (1) +1 3, 672 (1) (7

‘ ) 85005 (1) =S (W (1) i (7)) +7 (7)) (7
/HD% T L ML ELS ST P eI R .

En este punto definimos So; [0} (7), ¢i(T)] = Oﬂd7—¢;.k (T)(—% — ) oi(T)+ %(b;k (7)2@(7)2 que

solo considera al campo de Bose correspondiente al mismo sitio.
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Cambiando el orden de integracién y reescribiendo algunos términos se tiene que

2= [TIDui(r)Dusrye™ o (Zui o)

/ HD@ | Do (r)e= S Soit i D (o (1) (5 9)
que explicitamente puede simplificarse a

— [ T (LS (T
Z:/HD¢;(T)Dwi(T)e fo d (wal( )zJéljw]( )) %
H/Dﬁbj(T)DGbi( Je SOﬂLfo dr (5 (1) s (T) 45 (T)4(7))

(5.10)

La expresién anterior puede escribirse de forma méas compacta como
z=| [1D; (r)Dy(rye 77 (5.11)
donde la accion S[*,1), ¢*, @] se define como

S 1,67 6] = /d¢<z¢ >>—

Zln/D(bf(T)D(bi(T)e_SoﬁfOBdT(w;(T)@(TH‘ZS:(T)%(T)) (5.12)

Puesto que el sistema es homogéneo, existe un simetria traslacional en los sitios, se

espera entonces que ; = v ¢; = ¢ sean independientes del sitio

S0 6,06 = M [ [ar (v ) L) -

5 * *
I / D&* (1) D(r)e= S0+ dr@ (Mm+6" (v | (513)

B * *
Este valor esperado, (efo dr(Y*(r)¢(7)+6 (T)¢(T))>0 , en principio puede ser expandi-
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do como una serie de Taylor alrededor de ¢ = 0. Desarrollamos entonces el funcional
F[*(7),4(7)] = In [ D¢*(7) D (7)e S0+ (M) +¢ (N7 en potencias de ¥ () y o*(7).

Recordando que el desarrollo en serie de Taylor de una funcional [1] estd dado por:

] OF[¢* (1), (7)) SF[¢p*(7), (7)) ]
F\*(r),¢(r)=F|0,0 dr T T
[0 (), (7)) = F0,0+ [ ( o PR v e A >)
L, PR ()60 iy CE ), 90 v
+3 (/d 1d 7o S |, w_ow( 1)(72) + S (r)0v () |, :w:0¢ (7)1 (72)
G*F[y* (1), (7)) " G*F[y*(7), (7)) "
S (1) 00" (72) w*:w:0¢ (T1)Y(72) + S0 (1) 00" (72) . :¢:O¢(Tl)¢ (m2)+
(5.14)
y calculamos explicitamente cada término:
OF[Y*(r),¢(r)] _ [ D¢*(7)De(r)e %09*(m1) . ) =
ov(m) [ D¢*(1)Dg(r)e 0 (@"(1))o =0 (5.15)
* * —Sp T

ovr(m) [ D¢*(r)De(r)e

FF[Y*(r), (7)) _ [ Do* (1) De(r)e 06" (11)¢* (2)
31 (71) 0% (2) J D¢*(1)De(1)e%
J D&* (1) Do (r)e50¢* (1) | D§* (1) D(1)e™ 09" (1)
(J D* () Dp(r)e=50:)?
= (" (11)¢" (12))o + (& (1)) (8" (12))g (5.17)

+
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O2F [0 (r),4()] _ [ D&*(r)Dg(r)e=50¢(m)(r2)
5 (11)00* (12) [ D&*(r) D(r)e=50
J Dg* (1) Do (r)e50(r1) [ D§* (1) D(r)e ()
(J Do*(r) D(r)e=50)?
= (6(11)$(12))o + (&(71)) (9(2))y (5.18)

_|_

P (1) 0(n)] _ D" (1) Dé(n)eP(n)"(m2)
00 (1100 (12) [ D¢*(7) D (r)e=0
J D&* (1) D(r)e= 506 (1) | D§* (1) D(7)e 506" ()
(J D§*(r) D(r)e=50)?
= ($(11)¢" (12))g + (B(11)) (6" (12))g (5.19)

PPF[*(7), (7)) _ [ Dg*(r)Do(r)e= 506" (r1)o(m)
6tp(71)00p* (12) J D¢*(1)D(7)e=%
J D&* (1) D(r)e= 506" (11) | D§* (1) D(7)e 5 6(r)
(J Do*(r) D(r)e=50)?
= (6" (11)6(72))g + (0" (11)) (8(72))g - (5.20)

+

Llegamos entonces a
FI™ 0] =InZo+ [ dridra (T9"(m)(m)) 0 () () + . (521)

Con Zy = [ D¢*(7)D(7)e™0 que corresponde a la funcién de particiéon sobre un sitio
con J = 0. Sustituyendo (5.21) en (5.11) se llega a

- A T *7_L i\7)—1n — A T14T: *T T *T T .
Z:/HDTﬁ(T)Dwi(T)@ M[fod%( )27 %5(T)=InZo— [ dridra(¢* (11)¢(72)) ¢ (11)3( 2)+}

(5.22)
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Si suponemos también que el campo de Hubbard Stratonovich ¢ no depende de 7 la

integral queda como

—M|—In L [P drydray (6™ (1) b (7 2 4
7~ [TIDv i M~ n Zo+- &y~ [} drdra(* (r)o(ra) [012+01 (5.23)

Definimos la accion efectiva

B
S=—-InZy+ [’f] —/0 dridmy <¢*(7‘1)¢(Tg)>] |@/)|2—|-19|77/J|4 (5.24)

= ao(T, 1)+ ax (T, pr, N[>+ aa(T, p, )] . (5.25)

Con M el nimero de sitios de la red periddica.

Z= / T D™ (7) Dy (r)eMSEeE () 2], (5.26)

Si suponemos que el nimero de sitios es muy grande, podemos aplicar la aproxi-
macion de punto silla, de tal forma que la trayectoria del campo 1 que mas contribu-
ye corresponde al minimo de la accién. Bajo esta aproximacion, el Gran potencial sera

QT p,J] = %S [ in> ¥min] con la condicion para los campos

05[¢*, Y]

L - 0, (5.27)
‘W L= 0. (5.28)

De (5.27) y (5.28) se tiene
0= " (2a9(T, 1, J) +das(T, p, J)|[?) (5.29)
0 =1 (2a2(T, 1, J) + daa(T, p, J)| ) . (5.30)

Si ayq(T,p,J) >0 se tendran dos tipos de soluciones dependiendo del signo de ag(T, u, J). Si

as(T, p,J) < 0 el minimo sera ¢ = * =0, si as (T, i1,.J) > 0 el minimo sera || = %.
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Este cambio de signo en el coeficiente de orden cuadratico representara un cambio

significativo en la forma de la accién, pasando de tener un minimo estable en 1) =0 a tener
—az(T\p,J)
a4 (T,M,J)

Resumiendo los resultados anteriores se tiene que: los minimos de la accién determinan

un maximo local en ese punto y minimos en un anillo de radio (ver figura 5.1).

a) b)

Figura 5.1: Accién efectiva como funcién del pardmetro de orden a) as(T,u,J) > 0, b)
a2 (T7PJ7 J) <0

el estado de equilibrio del sistema; el funcional se encuentra expresado como una serie de
potencias del parametro ¢ cuyo valor es cero y diferente de cero en dos fases diferentes,
por lo que puede ser tomado como parametro de orden; y por tiltimo la expansién conserva
la simetria del sistema. Por todo esto la acciéon puede ser tratada como el funcional en
la teoria de Landau. Por lo tanto la frontera de la transicion de fase estara dada por
az(T,p,J) =0, es decir,

ﬁl_/oﬂdﬁdm (9" (1)p(72)) = 0. (5.31)

Al valor esperado del campo y su conjugado suele llamarse funcién de correlacién de
dos tiempos o funcién de Green [39]. Dado que este valor esperado es un promedio sobre
la accién Spl¢*, 1], resulta mas conveniente regresar a una descripcién de operadores, pero
ahora en el esquema de interaccién [13] para tomar en cuenta la dependencia del campo

en 7. Tomando los promedios con el Hamiltoniano Hy = %ﬁ(fz — 1) sobre estados de Fock,
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donde los operadores son
bl (1) = eflompTe=HoT (5.32)

b(r) = efoTheHoT, (5.33)

Por tanto la funcién de Green en esta representacion es

S, (n] e PHOT (B (70)b(7) } )

(0% (11)o(m2)) = S [t [n)

: (5.34)

donde T’; es el operador de ordenamiento temporal. Podemos reescribir la accion de este
operador usando funciones escalén

0(r) = (5.35)

0 si 7<0
1 si 7>0

Para simplificar el calculo escribiremos también Zy = ¥°,, (n|e~H0 |n), usamos la misma
notacion que en la representacion de integrales funcionales ya que la funcion de particién

no depende de la base que se use para calcularla. Asi

(6" (n)o(m2)) = 7" i (nle=PH0 (6(r1 = mo) (b (71)b(r2)} + 0(72 — 71 ) {B(m2)B (71)}) In)

(5.36)

(6" (1)6(r2)) = Zg+ 3 {n| =P (9(71 — 1y){eMompte=Hom Homape—Homay 4

n=1

0(ry — ) {e/om2be o eHompte=Homy ) 1y - (5.37)

Usando ahora que los estados de ntimero de ocupacion |n) son también estados propios

de Hy y estdn normalizados (n|n) =1 llegamos a
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<¢ (7—1) -1 Z e —BEn ( T — T2)n{€EnTlenflTleEn717—2*En7'2}+

O(mo —71)(n+1){eFrm2=Ent172 pEnpimi—EnTi }) (5.38)

Sustituyendo las diferencias de energias F, — FEp,_1=n—1—puy Epp1—Epn=n—p

obtenemos.

(% (1) ( —1 Z eﬁz n—1)—pn (9(71 _TQ)H{G(H—l—M)ne(u—(n—l))rz}+

0(72 — 1) (n+ 1){elMmelmn) - (5.39)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (5.31) y realizando las integrales con respecto

a 71 y T2 se tiene

B SR (et (9 e (0T - 0) g (5 (1= 0) - )

2J S eﬂ%n(nfl)fun
(5.40)
de donde podemos despejar J
I ﬁ Z’?Lo_l eﬁén(nfl)f;m
- -
S P (e (1 g (00— 1) 5 (i () )
(5.41)

Obtenemos asi el diagrama de transicién teniendo J como funcién de p (figura 5.2).

Como se esperaba cuando T es muy pequena se recupera el diagrama encontrado en
el capitulo 3 a T'= 0. Notamos que al aumentar la temperatura la zona de superfluidez
disminuye lo que implica que las fluctuaciones térmicas provocan una decoherencia en la
fase de las particulas. Analicemos ahora lo que ocurre abajo de los l6bulos. En esta regién
el parametro de orden es ) = 0, por lo tanto bajo nuestra aproximacion de punto silla el

gran potencial esta dado por
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cCl=

2 3 4 5

Figura 5.2: Diagrama de transicién de fase para temperaturas kg7 = 0.001U (azul) kpT =
0.01U (café) kT = 0.05U (verde) kT =0.1U (rojo) y z=4

T, i, J) = ;S[w* — 0, =0] = ;mzo (5.42)

Que corresponde al gran potencial obtenido en el capitulo cuatro, los resultados obte-
nidos en el capitulos anterior. Al aumentar la temperatura existird entonces regiones en
el eje % donde las fluctuaciones son grandes y regiones donde las fluctuaciones se apro-
ximan mucho a cero, esto para temperaturas por debajo de T~ 0.1. Las regiones donde
las fluctuaciones son casi nulas pueden considerarse como aislante Mott pues presenta-
ran compresibilidad muy cercana a cero y las regiones donde no es posible despreciar las
fluctuaciones representaran una fase que llamaremos normal o térmica.

Al aumentar aun mas la temperatura hay fluctuaciones para todo valor de % por lo
tanto ya no es posible considerar la region por debajo de los lobulos como aislante Mott,
esto quiere decir que las fluctuaciones térmicas promueven la deslocalizacién de las parti-

culas, por lo cual se tiene una transicion entre un estado superfluido y una fase normal.



Capitulo 6
Conclusiéon

Se obtuvo el diagrama de transicion de fase a temperatura cero y a finita que experi-
menta un gas de bosones en interaccién y confinados por un potencial de red periédico.
Para sistemas suficientemente diluidos solo se considera interaccién entre pares de particu-
las, la cual en esta tesis, es repulsiva y de corto alcance. Este sistema es descrito entonces
por el Hamiltoniano de Bose Hubbard, el cual queda determinado por dos parametros; uno
relacionado con la energia de salto entre sitios de la red (J), y un término de interaccién
(U). Se estudiaron los casos limite del hamiltoniano de Bose Hubbard, es decir J < U y
U < J, tanto a temperatura cero como a temperatura finita. Este estudio permitié obtener
informacion de las caracteristicas de las dos fases que experimenta el sistema. En el caso
J =0 se obtuvo que el sistema se encuentra completamente localizado sin fluctuaciones en
el niimero de particulas por sitio, esto cuando se considera temperatura cero, pero al tomar
en cuenta los efectos térmicos, aparecen regiones donde las fluctuaciones en el nimero de
particulas ya no son cero, es decir, ya no puede considerarse estrictamente un aislante. En
el caso U =0 se obtuvo que el sistema se encuentra en un estado condensado, y en la que
la temperatura de condensacion depende linealmente del pardmetro J.

Para el estudio de los efectos de la temperatura en la transicion Superfluido-Aislante
Mott se construy6 la gran funcion de particion en un formalismo de integrales funcionales,
donde los operadores de creacién y aniquilacion son reemplazados por campos escalares
complejos que corresponden a los valores propios de estados coherentes. Este formalismo
permitié hacer una conexién directa con la teoria de Landau, asociando el funcional de

Landau con la acciéon construida a partir de la transformacién de Hubbard Stratonovich
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aplicada a la funcién de particion. El diagrama obtenido para temperaturas muy cercanas
a cero concuerda con el calculado a temperatura cero, en el que empled la aproximacion de
campo medio en el formalismo de operadores en segunda cuantizacién. De lo que se puede
concluir que el argumento de invarianza traslacional aplicado sobre los campos complejos
en el término de salto, y el desarrollo en serie de Taylor de la acciéon, a temperatura
finita resultan equivalentes a la aproximacion de campo medio empleada a temperatura
cero donde los operadores de aniquilacion y creacion son sustituidos directamente por sus
valores esperados.

La principal diferencia encontrada en el diagrama de fases al introducir los efectos
térmicos es la disminucion de la regién superfluida. Esta disminucion se observa en las
regiones cercanas a los valores enteros de . El estudio a temperatura finita de los casos
limite mostrd que en estas regiones el incremento de la temperatura produce un aumento en
las fluctuaciones en el niimero de particulas por sitio, por lo que se concluye que en dichas
regiones la disminucion de la region superfluida no implica que el sistema se encuentre
en una fase Mott, sino en una fase que podria considerse simplemente térmica, donde el
parametro de orden superfluido es cero y ademas el sistema presenta fluctuaciones en el
nimero de particulas por sitio diferente de cero.

Al comparar el diagrama obtenido a temperatura finita con los presentados en la li-
teratura se encuentra un perfecto acuerdo, como por ejemplo, el trabajo de Gerbier [17],
en donde obtienen el diagrama de fases empleando una aproximacion de fase aleatoria,
adicionalmente usan las excitaciones particula-hueco para analizar los estados excitados
de la fase Mott. Otro trabajo con el que se cotejaron los resultados fue el de Bradlyn y
colaboradores [6], en el cual, como en nuestro caso, se encontré una accién efectiva y a
partir de un desarrollo en serie de esta accion como funciéon de un parametro de orden se
obtienen la frontera entre las fases empleando también la teoria de Landau. La diferencia
con este trabajo es que para encontrar esta accién, se hace uso de técnicas diagrama-
ticas asi como de la introduccién de campos que rompen explicitamente la simetria del
sistema. Por tanto se puede concluir que a pesar de haber empleado diferente enfoques
para el estudio del sistema, de alguna forma las aproximaciones fisicas empleadas resultan

equivalentes.
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Apéndice A

Interaccion entre pares de particulas

en sistemas a bajas energias

Consideremos el problema de la colisién entre dos particulas de igual masa (mg) y cuyo
potencial de interaccion depende solo de la distancia entre ellas, es decir V = V(7 —77)
donde 71 y 79 son la posiciones de la particulas medidas en el sistema del laboratorio. Bajo

una transformacion de coordenadas al sistema del centro de masa

el problema se traduce a un problema de un cuerpo con masa m = 5% que es dispersado

por un potencial radial V' (r), donde r = |7].

Buscamos entonces la solucién a la ecuacién de Schrodinger

(_ RAVE:

2m

+v<r>) () = B (). (A3)

Esta es una ecuacién diferencial de segundo orden. Es posible si se considera que el

potencial es de corto alcance, es decir V(r) = 0 para r > d una distancia finita, escribirla
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en una forma integral

L e
V() = 0(7) = 5 [ &' ——=-V () (), (A4)
27Th |F_ 7'/ ‘
donde g (7) corresponde a la funcién de onda de particula libre V(r) =0, que se puede
escribir como una onda plana ¥y (7) = ¢ Para puntos en el espacio tales que r>a 'y

r> 7"/ el kernel se reduce a

Gkl gitkr—K )
’f‘_ﬁ‘ ~ . (A.5)

Se obtiene asi la forma asintotica de la funcién de onda total

ezkr

V() = T4 (0,0)

(A.6)

La funcién f(0,¢) es llamada amplitud de dispersién, y contiene toda la informacién
de la interaccién. Si la colisién se da a energias bajas, el procesos sera isétropico asimu-

talmente, por tanto la amplitud de dispersiéon dependera simplemente de 6.

Una manera de encontrar una expresioén para la amplitud de dispersion es empleando
la descomposicion de la funcién de onda en ondas parciales y realizando las aproximaciones

asintoticas y de bajas energias.

La solucién a la ecuacién de Schrodinger en coordenadas esféricas, considerando que

no depende de ¢ es
V() = D 21+ 1)e* Ry, 4 (r) Py(cos(0)), (A7)
l

donde Ry, ;(r) satisface la ecuacién

?}2;0 (T’ZCZP?;;(T)> + (/{2 — l(l:; 1> - ?V(T)) Rkl (7”) = Eklel (7”) (A.S)
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Para distancias largas V() = 0 por tanto las soluciones Ry, ;(r) son

sen(kr — %T +0;)

Ry (1) = cos(d;)ji(kr) —sen(d;)m (kr) ~ o

(A.9a)

g (=it — e sa] - (aop)
1 , , . :

:#6_@ {(_1)lezkre2l5l_@—l(k7")} (A.9¢c)
IRT

donde j;(kr) y m(kr) son las funciones esféricas de Bessel y d; corresponde a un desfaza-

miento relativo de la funcion de onda, esto se vera mas claramente més a delante.

De esta forma la expresion asintotica en términos de ondas parciales de la funcién de

onda sera

1 . .
Z ﬁ l+1 —ikr + GZkTGQlél))IDZ<COS(9))- (A.lO)
l

De igual forma una onda plana puede ser expandida en ondas parciales

(=D Le= L ey P(cos(h)),  (A.11)

(2 1 k P 0) ~
Ez: +1)7;(kr)Py(cos 22“{#

l

Notamos que la onda incidente y la onda dispersada difieren simplemente por una fase
2% comparando las expresiones A.6 y A.10, A.11 se deduce la forma de la amplitud de

dispersion

= iflPl(cos(H)), (A.12)
=0

donde f; = 5 (20 +1)(e*® — 1)

Estos coeficientes f; dependeran del potencial de interaccion. Se obtendra en lo siguien-
te los coeficientes para el caso de un potencial de esfera dura. Sin perdida de generalidad
los siguientes resultados se pueden extender a cualquier potencial, nuevamente bajo la
aproximacion de bajas energias de colision.

Con esto en mente, se calculan los coeficientes §; para el potencial de esfera dura, es

decir:
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oo sl r<a

V(r)= { _ (A.13)

0 si r>a

con a el radio de la esfera dura. La solucién de la ecuacién A.8 serd

Ry;=0 | si r<a (A14)
Ry, 1 = cos(0;) g1 (kr) —sen(d;)m(kr) si r>a
Imponiendo condiciones de continuidad en r = a
01(k) = arctan [j;(ka)] (A.15)

Usando que ka < 1, se aproximan las funciones de Besel por sus expansiones asintéticas

!
Ji(ka) = % y mi(ka) =~ % Por lo tanto

(204 1)11)2

Para la tltima igualdad se uso arctan[z] =z — 23 +--- para z < 1.

61(k) = arctan l@l + 1)(@)2”1] (20 +1)(ka)*™!

(+nm2 |~ o (A.16)

De A.16 se puede ver que para energias bajas los desfazamientos de orden [ > 1 son

despreciables frente al de orden [ =0, se dice por tanto que predomina la onda S. Esto hace

que la ecuacion A.12 se reduzca a un solo término, donde 0y = —kas. Para un potencial
cualquiera se tiene que a corresponde a la llamada longitud de dispersién definida como
ag = —limy_,q % Sustityuendo estos resultados en 77 se tiene
fi= i(zu 1)(e? —1) i(21+ 1)(142i6+...—1) = 1(21+ 1)6, (A.17)
2ik 21k k '

Usando A.16 en el limite cuando £ — 0
fi=(2141)lim L= —ad (A.18)
! k—0 k sL0 )

donde 5m7n corresponde a la delta de Kronecker.

Por lo tanto se concluye que toda la informacién de los efectos del potencial queda

contenida en un solo niimero a que dependera del sistema a estudiar.
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Como ya se menciono, una aproximacion razonable es tratar la interaccion de las
particulas como choques de esferas duras, para facilitar el uso de este potencial y su
condiciéon de frontera (R, = 0), resulta conveniente remplazar el potencial por un pseudo-
potencial de contacto

47 tan(ka 0
V(r)= ()5(7“)87“, (A.19)
r

este desarrollo se muestra detalladamente en [41]. En el cual si se toma nuevamente la

m k

aproximacién de energias bajas ka < 1, se tiene que tan(ka) ~ ka por lo que el potencial

es simplemente

B 4rha

Vi) ="

o(r). (A.20)

Este es el potencial que se empleard en la construccion del modelo de Bose Hubbard



Apéndice B

Integrales Gaussianas y

Transformacion de
Hubbard-Stratonovich

La transformaciéon de Hubbard Stratonovich no es mas que la introducciéon de una
integral Gaussiana, elegida de manera adecuada. Presentamos por tanto algunos resultados
sobre integrales Gaussianas reales y complejas y su generalizacion a integrales funcionales.

Integral Gaussiana de variable real en N dimensiones

doy _%§:%¢7Aﬂ¢%-_ 1
/H i j ~ AT (B.1)

Introduciendo un termino lineal se generaliza a

e? ij JkA]k) L

Aot 45N 6 a0+ 6,05 _
/H 1 e J J W <B2)
Para variables complejas se tiene
IS AL
/ [T 22001355 oy ponr ) (65 wy07) _ €220 53
(27) det A :

=1

Esta ultima expresion se generaliza de manera directa a integrales funcionales, intro-
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duciendo L integrales sobre campos ¢; tales que ¢g = ¢.

/H H d¢121d¢]l Zl L( Z;'\]Qqs;,lAjk(f’k,l‘FZ;V( & 1Tt bi0 T )) B Zl T ng I lAjk Il
1 j=1 i) (detA)L
(B.4)
Tomando el limite cuando L tiende a infinito, definiendo la medida de integracién como
Doi() D (r) =m0 TTF 50 det A se tiene

N
/ T D65 (r) Dosge= o Sk O1Anentr 141 5 (6500010140555 0) _ o) RO )
=1

(B.5)



Apéndice C

Correcciones a la energia en teoria

de perturbaciones

De la teoria de perturbaciones se tiene que las correcciones hasta cuarto orden a la

energia de un estado, para un hamiltoniano de la forma H=Hy+ gbﬁ 1, son

EW = (n|Hy|n) (C.1)
m 1TL 2
EQ = n;n w (C2)
_ (n|H*|m) (m|Hy|k) (k| Hi|n)
E® = ;;l m%:n B —E,)(E,~E.) (C.3)

(n|Hq|1) (1| Hy|m) (m| Hq|K) (k| Hi|n)
%%; (En— E1)(En— B)(Ba— E)
(B oyl Bt 0B fm) Gl L )
VY EEr 2 TR, S BB, - B

n 2
( )Z|E|Hlf|él)| (C4)

donde {|n)} es el conjunto de estados propios del hamiltoniano sin perturbar, es decir

cumplen Hy|n) = E, |n).
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