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0.1. Resumen

Motivados por el trabajo reciente [1], en el cual se estudian las propiedades termodiné-
micas en el superconductor de alta 7., YBayCu3z0,, y donde se propone que los pares
de Cooper poseen una relacion de dispersion lineal a lo largo de los planos donde ocurre
la superconductividad y de bandas en la direccién perpendicular a éstos, es que en este
trabajo se propone estudiar los efectos de la anisotropia inducida por la estructura de
capas que caracteriza a los superconductores de alta T, en la formacién de pares de
Cooper.

La estructura de capas es modelada por un potencial periédico de Kronig-Penney en
la direccién perpendicular a los planos que llamaremos z y consiste en una sucesion
equidistante de barreras tipo delta de Dirac caracterizadas por una impermeabilidad
P. Como consecuencia, el espectro de energias en la direccién z, €., presenta una
estructura de bandas.

Se estudian las caracteristicas de la superficie de Fermi en la presencia de dicho potencial
peridédico observandose modificaciones en la forma y estructura respecto a la superficie
que presenta un gas de fermiones libres (esférica en el espacio de momentos). Para
un valor fijo de la impermeabilidad P distinto de cero, se encuentra que la superficie
de Fermi puede ser discontinua, abierta o cerrada en la direcciéon z y el nimero de
discontinuidades y la forma dependera del valor de la energia de Fermi. Puntualmente,
si la energia de Fermi se toma con un valor que se encuentra dentro de las regiones
permitidas del espectro energético de Kronig-Penney, la superficie de Fermi es cerrada
y el nimero de discontinuidades depende del nimero de bandas que hay hasta esa
energia de Fermi. La superficie serd abierta si la energia de Fermi se toma en la regién
prohibida del espectro energético de Kronig-Penney. Cuando el valor del parametro P
es cero se recupera la forma esférica que presenta la superficie para un gas de electrones
libres.

Como preambulo a la solucién del problema de la energia de ligadura del par de Cooper,
se estudia la dependencia de la densidad de particulas con la energia de Fermi para
P # 0. Se observa que la dependencia de la densidad de particulas con la energia de
Fermi es lineal cuando la energia de Fermi toma valores en la regiéon prohibida del
espectro de energias de Kronig-Penney y se curva en la region en donde la energia de
Fermi se encuentra en la regién permitida. Aqui nuevamente se corrobora que cuando el

valor P es cero, se recupera la dependencia de la densidad de particulas con la energia
3

de Fermi para un gas libre en donde n = # (%—ZLE F) % También se encuentra que para
un valor arbitrario de la energia de Fermi, la densidad de particulas disminuye a medida
que el parametro de impermeabilidad aumenta.



La contribucién de este trabajo es encontrar la relaciéon que existe entre el pardametro
de acoplamiento y la energia de ligadura de un par de Cooper!, con momento de centro
de masa igual a cero (para pares de Cooper generalizados con momento de centro de
masa distinto de cero ver [2]), en el caso en que la superficie de Fermi se ve deformada
debido a la presencia del potencial periddico. Se encuentra una relacion entre parame-
tro de acoplamiento y la energia de ligadura del par, dicha expresién puede escribirse
como el término que calcula Cooper (suponiendo que la densidad de estados, N(e), es
una constante igual a su valor sobre el nivel de Fermi) més un término adicional que
incorpora los efectos del potencial de Kronig-Penney y que se anula cuando el valor
de P = 0, recuperando asi el resultado de Cooper. Se observa en dicha relacién que
para un valor fijo del pardametro de acoplamiento, al aumentar P aumenta la energia de
ligadura. Cuando el valor de P se mantiene constante y distinto de cero la energia de
ligadura disminuye, tendiendo a los valores predichos por Cooper conforme aumenta el
valor de la energia de Fermi.

De manera preliminar, se inicia un analisis cuando el momento del centro de masa del
par es distinto de cero. En este caso, como es bien sabido en la literatura [2, 3], cuando
el valor del momento de centro de masa aumenta, la energia de ligadura disminuye y
dicho resultado es reproducido aqui cuando P = 0. Para un valor fijo de P distinto
de cero, se encuentra que la energia de ligadura del par es mayor que dicha energia
predicha por el modelo de Cooper, sin embargo a medida que el valor del momento del
centro de masa aumenta la energia de ligadura disminuye hasta incluso ser menor que
la de Cooper. Ademas se observa que, para un valor fijo del momento del centro de
masa, la energia de ligadura es menor que la de Cooper pero se vuelve mayor conforme
incrementa el valor del parametro de impermeabilidad P. Estas ideas nos motivan a
estudiar, en algin trabajo posterior, los efectos del potencial en la relacién de dispersiéon
del par de Cooper.

1Un par de Cooper consiste en un par ligado de fermiones resultado de una interaccién
atractiva efectiva alrededor de la superficie o mar de Fermi. Ver Seccién 2.3
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Capitulo 1

Introduccion

En 1911, tres anos después de lograr licuar el Helio alrededor de 4K, Heike Kamerlingh
Onnes [4] descubrié por primera vez la desaparicion de la resistencia eléctrica en el
Mercurio a una temperatura aproximada de 4.2 K. Posteriormente, en 1933 Meissner
y Ochsenfeld [5] mostraron que los materiales que al ser enfriados presentan resisten-
cia cero, también tienen la propiedad de expulsar campos magnéticos externos cuya
intensidad es menor a la de un campo critico H., por arriba del cual el material vuelve
al estado “normal”. A este fenémeno se le conoce como “efecto Meissner”. A los ma-
teriales que presentan resistencia eléctrica nula y efecto Meissner se les conoce como
superconductores.

Desde su descubrimiento hasta la actualidad, la superconductividad se ha convertido
en un fenémeno de amplio interés tanto practico como tedrico en el mundo de la cien-
cia. A raiz de su deteccién se vislumbraron muiltiples aplicaciones [6] pero, al tratarse
de un efecto cuantico, no hubo grandes avances en el desarrollo teérico puesto que las
herramientas con las que se disponia eran insuficientes hasta ese momento sin embargo,
dos anos después al hallazgo del efecto Meissner, este fue explicado por los hermanos
London [7] mediante un modelo fenomenoldgico clésico, en el que se explica la forma
que ha de tener el campo magnético a partir de las ecuaciones de Maxwell de la electro-
dindmica e imponiendo la definiciéon de superconductividad, encontrando una longitud
caracteristica de penetracién del campo magnético llamada “longitud de penetracion”,
que es funcién de la temperatura del material en el estado superconductor (ver detalles
en Capitulo 8 de [8]). Posteriormente, en 1950 Ginzburg y Landau [9] generalizan la
teoria fenomenolégica de London considerando efectos cuanticos y relacionan la lon-
gitud de penetracion con la densidad de particulas superconductoras definiendo una
pseudo-funcion de onda e introducen por primera vez una relacién entre una longitud
de coherencia (que estima el alcance de los efectos cudnticos en la fase superconductora)
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y la temperatura, para explicar de manera macroscépica la superconductividad. Pero
fue hasta 1956 que Cooper [10] mostré que dos electrones, interactuando encima del
mar de Fermi, en la presencia de un potencial atractivo, aunque fuera arbitrariamente
débil, presentan un estado ligado que disminuye la energia del par y para 1957, John
Bardeen, Leén Cooper y Robert Schrieffer [11] propusieron la primer teoria microscépi-
ca que dilucida la fisica de dicho fenémeno y fueron reconocidos con el premio Nobel de
Fisica en el afio 1972 por tal aportacion. Esta teoria es conocida como la “teoria BCS
de la superconductividad”.

La teoria BCS tuvo un gran éxito al lograr predecir los resultados experimentales ob-
servados en los superconductores llamados convencionales, como la existencia de una
temperatura critica, por debajo de la cual el material se encuentra en el estado super-
conductor, la existencia de una discontinuidad en el calor especifico al pasar al estado
superconductor, el efecto Meissner, el efecto isotopico, la existencia de una brecha en
el espectro de energias de la fase superconductora. Particularmente predice que la ra-
z6n entre el valor de la brecha superconductora y la energia asociada a la temperatura
critica es 2A/kgT, = 3.53 1. No obstante, en 1986, J. G. Bednorz y K. A Muller [12]
descubrieron un nuevo tipo de materiales superconductores hechos a base de oxido de
cobre y con estructura de perovsquita, con temperatura critica de 36 K y los cuales no
podian describirse satisfactoriamente con la teoria BCS. A raiz de este acontecimiento
la comunidad cientifica ha hecho un gran esfuerzo tanto por encontrar nuevos mate-
riales cuya temperatura critica sea cada vez mayor, como de entender el mecanismo
que da origen a la superconductividad en este tipo de materiales. En relacion al primer
topico, una ano después del descubrimiento hecho por Bednorz y Muller, Paul Chu
logré conseguir una temperatura critica de 93 K en YBaCuO y posteriormente se han
encontrado muchos compuestos con 6xido de cobre como elemento comin con tempe-
ratura critica récord de 133 K en HgBayCasCus0y. En 2008 se encontr6 otra familia de
superconductores basados en planos que contienen hierro, con una temperatura critica
méaxima conseguida de 56K en Srgs5SmgsFeAsF [13, 14]. Recientemente, en 2015 M. 1.
Eremets y sus colaboradores [15] publicaron la existencia de superconductividad en sul-
furo de hidrégeno a 190 K, la mayor temperatura critica jamas observada, al someterlo
a presiones mayores a los 200 GPa, no obstante, un trabajo tedérico posterior sugiere
que el origen de la superconductividad en este material no se debe a un mecanismo de
acoplamiento desconocido (como en los cupratos o en los pnictidos) si no al efecto de
la interaccion de los electrones y los efectos anarmonicos de la red [16].

Muchos de los superconductores de alta temperatura critica (SAT) que se han descu-
bierto son materiales laminares que presentan planos superconductores, por ejemplo de
CuO, separados entre si por capas intermedias de distintos 6xidos (ver figura 1.1). Esta
estructura laminar podria ser el origen de la anisotropia que se observa en los SAT

1Un desarrollo de estos resultados se encuentra en los Apéndices A y B
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y la cual juega un rol muy importante en las propiedades superconductoras de estos
materiales. Otro tipo de experimentos mas recientes [18] han demostrado, por ejemplo,
que materiales superconductores mejoran su temperara critica en su superficie al ser
dopados con algiin material metélico; que se presenta superconductividad en la interfaz
de ciertos materiales ain cuando uno es metal y el otro aislante y no son supercon-
ductores individualmente; o hasta en la interfaz de dos materiales que en principio son
aislantes. Estas observaciones ponen de manifiesto el rol que juega la bidimensionalidad
en la superconductividad. Las temperaturas criticas logradas mediante todo este tipo
de experimentos son bastante prometedoras (ver Fig. 1.2) y vislumbran nuevas formas
de entender y modelar el fenémeno de la superconductividad.

" -;'c-l

G n*o.)_xo)xg

333

Figura 1.1: Estructura para el superconductor de alta T,., YBayCu3zO7. Este es el primero que se
descubrié con temperatura critica por encima del punto de ebullicién del Nitrégeno liquido (77 K). Se
trata de un cuprato y en muchos trabajos se considera que Unicamente la capa de 6xido de cobre es
superconductora. (Imagen tomada de [17]).

En el ambito tedrico, el mecanismo microscopico que describe a los superconductores
de alta T, atin no es claro y existe un amplio debate al respecto [19, 20| sin embargo

) 9
parece haber un “consenso” en la comunidad cientifica al pensar que la formacién de
pares de Cooper sigue siendo la clave para esclarecer las cosas [21].

Motivados en lo anterior es que decidimos estudiar el efecto de confinamiento de un
potencial periédico de tipo Kronig-Penney en la formaciéon de pares de Cooper.
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Figura 1.2: Temperaturas criticas de materiales. a) Compuestos de una sola fase en bulto. b) Materiales
con heteroestrcutura bicapa. (Imagen tomada de [18]).

En el Capitulo 2 del presente trabajo se exponen los resultados preliminares. Se estudia
el gas de Fermi de electrones libres. Partiendo de la ecuacién de Schrodinger en tres
dimensiones se muestra la forma de calcular la energia de Fermi y la superficie de
Fermi como ya es bien conocido en la literatura [22, 23, 24]. Se discute el concepto
de densidad de particulas, lo cual nos servird para corroborar la validez de nuestros
resultados. También se trata el problema Kronig-Penney, en el que se considera la
existencia de un potencial periédico en una de las direcciones espaciales y se obtiene la
ecuacion de dispersion en el caso en que la barrera de potencial es infinitesimalmente
angosta e infinitamente alta, es decir, deltas de Dirac. Se examina el concepto de “pares
de Cooper”. Se estudia el problema de dos electrones acoplados mediante un potencial
atractivo, se muestra que dicha interacciéon produce un estado ligado que disminuye
la energia del sistema y se calculara la energia de ligadura del par considerando a la
densidad de estados N(e) como una constante que depende de la energia de Fermi,
N(EF), lo cual permite que esta cantidad sea sacada de las integrales y la energia
pueda encontrarse analiticamente tal y como lo hizo Cooper en su articulo de 1956; asi
mismo se hara un analisis de los limites de dicha consideracién.

En el Capitulo 3 se muestran los resultados obtenidos cuando se considera la existencia
de un potencial periddico en la direccion z en el espacio de momentos. Se muestra la
forma que adquieren las superficies de Fermi en funcién de la energia y de la intensidad
de las deltas de Dirac. De igual forma se hace un estudio de la modificaciéon en la
densidad de particulas y finalmente, se describe el cambio que se presenta en la energia
de ligadura en los casos en que el momento de centro de masa es igual a cero y distinto
de cero.



En el Capitulo 4 se concluye que los efectos que tiene la presencia del potencial periddico
en la superficie de Fermi, en la densidad de particulas y en la energia de ligadura del
par de Cooper son cruciales y que el valor del parametro de impenetrabilidad y de la
energia de Fermi juegan papeles importantes.

Finalmente en los Apéndices A y B se presentan otros resultados obtenidos por la teoria
BCS de forma similar a como se hace en las referencias [25, 8, 26] y se realizan algunos
calculos que muchas veces se omiten en los libros. En el Apéndice A se encuentra la
ecuacién del gap superconductor a temperatura igual a cero a partir de la funcién de
onda y utilizando el formalismo de la segunda cuantizacion mediante los operadores
de creacion y aniquilacién de Fermi, se define y calcula la energia de condensacion y
posteriormente se muestra una forma alternativa de llegar a la misma ecuacién para el
gap a partir de una transformacién candénica. En el Apéndice B se muestra la forma
de calcular la ecuacién para la brecha a temperatura distinta de cero y se encuentran
algunas de la relaciones universales de la teoria BCS.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Gas de Fermi de electrones libres

El modelo de electrones libres [24, 27] considera que los electrones mas débilmente
ligados a los atomos se pueden mover libremente por todo el volumen de un metal sin
interaccionar entre si ni con los nicleos idnicos por lo que la energia total es puramente
cinética. Debido a que los electrones no interactiian con otros, podemos encontrar las
propiedades del estado base de un sistema de N electrones encontrando primero los
niveles de energia de un solo electrén en el volumen L? y después llenando estos niveles
de forma consistente con el principio de exclusién de Pauli.

Un electrén se describe por una funcién de onda ¢ (r) y una orientacién de espin. Si el
electron es libre de influencia externa, la funciéon de onda asociada a un nivel de energia
e satisface la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo:

h? (0* 0% 02
—5 <8x2 + o + 822> P(r) = e(r). (2.1)

Consideremos los electrones restringidos a moverse en un cubo de arista L y representa-
mos este confinamiento mediante condiciones peridédicas a la frontera en las direcciones
x, Yy, z con periodo L, es decir

Ul y,z) =v @+ Ly 2) =¢(@y+L2) =¢(2,y,2+ L) (2.2)



La elecciéon de la condicién de frontera, siempre que se trate de problemas en los que
no esta explicita la relacion con la superficie metalica, estd a nuestra disposicién y
puede determinarse por conveniencia matemaéatica. Se puede verificar mediante diferen-
ciacién que las funciones de onda que satisfacen la ecuacion de Schrodinger (2.1) y las
condiciones (2.2) son de la forma

U (r) = ek, (2.3)

en la que las componentes del vector de onda k toma los valores

2 21 21
kx = fnx, ky = f’n,y, kz = fTL;” (24)
donde
Ng, Ny, Ny = 0, £1,£2, .. (2.5)

Al sustituir (2.3) en (2.1) obtenemos la expresién

_ h? _ h? 2 2 2
=g k=g (K2 + k2 + K2) (2.6)

para la energia €, del nivel con vector de onda k.

En el estado fundamental de un sistema de N electrones libres, los niveles ocupados
pueden representarse por puntos situados dentro de una esfera en el espacio k (ver Fig.
2.1). El valor de la energia en la superficie de esta esfera es la energia de Fermi, Er,
que se define como la energia del maximo nivel ocupado y los vectores de onda en la
superficie de Fermi tienen un modulo kg tal que

R,



Superficie de Fermi

Figura 2.1: En el estado fundamental de un sistema de N electrones libres, los niveles ocupados llenan
completamente una esfera de radio k. (Imagen modificada de [28]).

De las condiciones (2.4) vemos que hay vectores de onda permitidos caracterizados por

tres nimeros cuanticos distintos k,, k,, k., por cada elemento de volumen (27/ L)3 del

espacio k. Por lo tanto, en la esfera de volumen 47k? /3, el niimero total de orbitales es
Ak /3 LP 4

2 njLy et =N (28)

donde el factor 2 de la izquierda proviene de los dos valores permitidos de espin para
cada valor permitido de k.

El vector de onda de Fermi

372N\ 3
e () .

depende solo de la concentracién de particulas y no de sus masas.

Sustituyendo en (2.7), obtenemos

10



B2 (302N 3
Bp— = 2.1
F 2m< L3 > ’ (2.10)

ecuacién que relaciona la energfa de Fermi con la densidad de electrones N/L? y su
masa m.

2.2. El modelo de Kronig-Penney

El modelo formulado por los fisicos Ralph Kronig y William George Penney en 1931
[29] da cuenta de los estados energéticos de un electréon de conduccién en un sélido
cristalino. Para esto proponen un potencial periédico como el de la figura 2.2 que
describe el arreglo peridédico de los iones de la red cristalina. El potencial consiste en
una serie de barreras de altura Uy y ancho b, separadas entre si por una distancia a.

PRV

Up

0 a a+b

Figura 2.2: Potencial unidimensional de Kronig-Penney.

La ecuacion de Schrodinger correspondiente a la region en la que 0 < z < a es de la
forma

11



Py e (2.11)

2m d?z

y en la region —b < z < 0 la ecuacion que se satisface es

LN W (2.12)

2m d?z
donde € es el valor propio de la energia.

De acuerdo al teorema de Bloch [30], las soluciones de la ecuacion del Schrodinger para
un potencial periddico deben ser de la forma

Yr(z) = uk(z)eikz, (2.13)

donde wuy, tiene el periodo de la red cristalina (a + b).

Al sustituir (2.13) en (2.11) se obtiene, para la region 0 < z < a, la ecuacion

' + 2k + (o = k) u =0 (2.14)
y al sustituir (2.13) en (2.12) se obtiene, para la regién —b < z < 0, la ecuacién

v’ + 2iku’ — ([)’2 + kQ) u =0, (2.15)

donde u' y u” representan la primera y segunda derivada de u respecto a z respectiva-
mente y se ha eliminado la dependencia de u en k para simplificar la notacion.

Las solucién para (2.14) es

u = Ae'@"F=  Be~ilath)z 0<z<a (2.16)

y para (2.15)

u = CeP=h2  DeilBtik)z a<z<a-+b, (2.17)

12



donde se han definido
o 2me

B =75 (Uo—e). (2.19)

Las constantes A, B, C'y D se determinan de tal forma que u y du/dz sean continuas
en z =0y z = ay por la periodicidad requerida para u(z), es decir u(a) = u(—b) y
uw'(a) = u'(—b) entonces

A+B=C+D;
i(a —k)A—i(a+k)B = (8 — ik)C — (8 + ik)D; (2:20)
Aeila—ka 4 pe—ilatkla _ cro—(B=ik)b | De(ﬂ+ik)b;

il = k) AR —i(o 4 k) Be M = (5 — ik)Ce™ P~ — (B8 4 ik) Del PR

El sistema (2.20) tiene solucién distinta a la trivial si el determinante asociado se anula,
esto pasa si

ﬁQ—OéQ

2x

senh (b) sen (aa) + cosh (8b) cos (aa) = cos [k (a + b)]. (2.21)

La ecuacién (2.21) se simplifica en el limite de barreras tipo delta de Dirac, es decir
cuando Uy — oo y b — 0 tal que Upb = cte. En este limite, 5> ~ 2mU,/h* ya que
Uy > ¢, por lo cual 8 ~ /Uy entonces, Bb — 0 y asi cosh (8b) — 1 de tal forma que
el segundo miembro de (2.21) se simplifica a cos («a). Por otro lado, se tiene también
que [(8% — a?) /2aB] senh (Bb) ~ (/3% /2a3) senh (3b) nuevamente debido a que Uy >>> e,
por lo que (3%b/2a8b) senh (8b) — 32b/2a ya que [senh (8b) /Bb] — 1 cuando Sb — 0.
Por lo tanto la ecuacion (2.21) se reduce a

;sen(aa) + cos(aa) = cos(ka), (2.22)
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donde P = f3%ba/2 es conocido como el pardmetro de impermeabilidad de las capas y
estd asociado con la intensidad del potencial de las barreras.

De acuerdo a (2.18), a es una funcién de la energia, esto quiere decir que la energia del
electron en la direcciéon z esta restringida a ciertos valores, los cuales dependen del valor
de P. El cos(ka) siempre toma valores entre -1 y 1, entonces los tinicos valores aceptados
para « son aquellos en la regién comprendida donde la grafica de (P/aa)sen (aa) +
cos (aa) se intersecta con las lineas horizontales. Esto se observa en la figura 2.3 para
P = 37m/2. Los valores de la energia que quedan fuera de la regién entre +1 forman
bandas prohibidas en el espectro de energia.

P
bl - k
l[msen(r:u:a) + cos(aa) = cos(ka)

Fosin ¥

AT R AT 2
X/ X[ 1A\ T \Y

Figura 2.3: Grafica de (P/aa)sen (aa) + cos (aa) para P = 3w /2. Los valores permitidos de la energia
€ estdan dados por aquellos intervalos de « para los cuales la funcién se encuentra entre 1 y -1.

El modelo de Kronig-Penney predice que las discontinuidades en el espectro de energias
ocurren cuando k = nw/a con n = 1,23, ...
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Figura 2.4: Energia en funcién del nimero de onda para el potencial de Kronig-Penney en la regién
extendida con P = 37/2. La linea roja punteada representa el caso del gas libre.

i .t o,‘.
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0. .0
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Figura 2.5: Se presentan las primeras cuatro bandas del espectro de energia en funciéon del nimero de
onda para el potencial de Kronig-Penney en la regién entre —7 y 7 con P = 3m/2.
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2.3. El problema de Cooper

Cooper demostro que cuando se tienen dos electrones que interactian atractivamente,
aunque fuera mediante un potencial arbitrariamente débil, sobre el mar de Fermi, se
produce un estado ligado llamado par de Cooper que disminuye la energia del sistema, es
decir, los dos electrones apareados tienen menor energia que si estuvieran no apareados.

La interaccion entre los electrones en un sélido no es sencilla y describir un modelo
completo puede ser un problema muy complicado por lo que, en el planteamiento de
Cooper, unicamente se considera la interaccién coulombiana y la interaccién mediada
por fonones. Se supone que el electron, al desplazarse a través de la red, atrae a los
iones produciendo un aumento en la densidad de carga positiva que a su vez atrae a
otro electrén, hablamos entonces de una atraccién mediada por fonones (ver figura 2.6).
Por debajo de una temperatura critica 7, este mecanismo produce los pares de Cooper
y por tanto, la superconductividad.

Deformacion de la red

oL g " o

. Sl bl .

Par deCooper

Regidn de
carga positiva

Figura 2.6: Formaciéon de pares de Cooper mediante la interaccién de los electrones con los iones de la
red.

A continuacion se discute el célculo de Cooper de manera similar a [31].

En la representacion del sistema de coordenadas, la ecuaciéon de Schrodinger para dos
cuerpos es de la forma:

Hip(ry,r2) = EY(r1,12), (2.23)

donde H corresponde al hamiltoniano de dos particulas que interactian y poseen igual
masa m

h? h? .
H=—-—V}— —V5+V(ry —ra). (2.24)

2m 2m
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Haciendo el cambio de variables R = (r1 + r2)/2, r = r; — ro la ecuacion (2.23) se
vuelve

ot - 9 V) v ) = EUeR), (2.25)

donde r = |r|. Haciendo la expansién

P(ry,ra) = D Wy e eHE (2.26)
ot ks

y usando las coordenadas de centro de masa K = k; + ky y momento relativo k =
(k1 — k3)/2 la funcién de onda tiene la siguiente expansion

Zw ZKR lkr (227)

Sustituyendo (2.27) en (2.25) se obtiene

RPK?  h%k?
Zka [ 4 5‘| ik-r zKR — _Zwk KV zkr ZKR (228)
m
Multiplicando la ecuacién (2.28) por e~ K re—K'R v degpués integrando sobre las va-

riables r, R, de tal forma que se pueda usar la identidad

1 ax ia!
ﬁ/ddxezq'xe’q * — g (2.29)

Li—oo

donde L? es el volumen del sistema d-dimensional, se tiene

27172 21.2
[ng s —6] b = =S Vi) (2.30)
En (2.30)
Vi (K) = (1/L9) / el T (r)e kT (2.31)
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cuya dependencia en K es consecuencia de la conservacion del momento total K =

Para el caso de la interaccién del modelo Cooper

Vs Er < €k1y Eka» €k, €K < Er + hwp

(2.32)
0 otro caso

Vk7k/(K) = {

con V > 0, hwp la energia de Debye correspondiente a la energia maxima de los fonones
asociados con las vibraciones maximas de la red donde se encuentra el gas de electrones
y Er la energia de Fermi; la ecuacion (2.30) se puede escribir como

|4
Ui = R2K2 | h2k? Z/wk’,f(’v (2-33)
|BE2 4 2R _e]

la suma primada significa que para cada valor de K, la suma sobre k debe realizarse
tnicamente sobre la regién que satisface (2.32), (ver figura 2.7), entonces

v

/ / /
Z ¢ka = Z h2 K2 h2k2 Z ¢k’,K’7 (234)
k k [W + m €i| K’
por lo que
S ! _ (2.35)
= h2k2/m + W2K?/Am — 2Ep — Ex V' ‘

donde se ha puesto explicitamente que el eigenvalor £(K) = 2Ep + £ depende s6lo del
momento del centro de masa, pues el modelo de interaccién (2.32) conserva el momento
total, es decir K = ki + ko =k} +kj. De la ecuacién (2.35) se puede calcular el
eigenvalor £x para cada valor de K.

Para el caso K = 0 la ecuacién (2.35) se reduce a

/ 1 1
= —. 2'
g h2k2/m—2EF—50 |4 ( 36)

Otra forma de abordar el problema es probando si en el sistema de coordenadas de
centro de masa R y de masa relativa r la ecuacion de Schrodinger es separable, lo cual
resulta cierto en este caso ya que V(ry,ra) es solo funcién de r = ry — ra.

18



Figura 2.7: Seccién transversal de volumen traslapado en el espacio k donde se senalan el momento
del centro de masas (K) y la zona sombreada de los pares de Cooper (donde se conserva K).

Escribiendo ¢ (r,R) = ®(R)¢(r) resultan el siguiente par de ecuaciones

—ivg@(R) = Er®(R), (2.37)
[—Z’jvi + f/(r)] ¢(r) = E,4(r), (2.38)

donde la energia total es £ = Er + E,.

En la representacion de momentos la ecuacion de Schrodinger para la funcion de onda
relativa ¢(r) puede escribirse como

h2 /{52

m

prx + D Vi (K)o x = Bk, (2.39)
k/
donde se ha hecho la expansién ¢(r) = Sk ke® ™ v se ha usado la identidad (2.29).
K

La dependencia en K de Vi (K) v vk se debe nuevamente a la conservacion del
momento total K.

La solucién de (2.37) es inmediata ya que corresponde a la funcién de onda de particula
libre .
®(R) = cte. eER, (2.40)
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por lo que la funcién de onda total tiene la forma

Vi (r,R) = cte.e™ R o ge ™" (2.41)
K

La ecuacion de Schrodinger en el espacio de momentos para la funcién de onda relativa
de dos cuerpos en el mar de Fermi estd dada por (2.39) con la condicién adicional
¢k = 0 para toda k tal que |k| < kr (principio de exclusion de Pauli).

Usando nuevamente (2.32) para el caso K = 0 tenemos que (2.39) se escribe como

Vv /
= / 2.42
$kK hgkg/m _E Z Yk’ K> ( )

Tk/

el eigenvalor E), corresponde a la eigenfuncion de onda relativa en la ecuacién de Schro-
dinger (2.42) y la suma primada significa sumar sobre toda k tal que se satisfaga (2.32).

Haciendo esto en ambos lados de la ecuacion (2.42) se tiene la ecuacién de eigenvalores

B,
1

!/

Usando
> = (L/2m)* [ &k = [ deNe), (2.44)

k

donde N(e) es la densidad de estados, tenemos

1 Ept+hop N (e)
== de. 2.4
Vv /EF 2%—E, (2.45)
Cooper utiliza la aproximaciéon
N(e) =~ N(EF), (2.46)

N(EFR) es la densidad de estados electrénicos evaluada en el nivel de Fermi, con lo cual
(2.45) se escribe como

1 1 Er+hw d
S /F R (2.47)

Ep 2 — E,’
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donde se ha definido A = V N(EF). La integral es inmediata por lo que (2.47) se escribe

como 1 1. 2Ep+2hwp— E
B Pt DT 2.48
N 2 2E,_E. (2.48)

El eigenvalor E, puede ser calculado de (2.48), dando por resultado

2hw _
62”7_1?1 — 2Ep — 2hwpe . (2.49)

E,.=2Fp —
Como la energia total £ (K =0) = 2Er + & = FE,, se tiene que la energia de ligadura

es
2hwp

A1

Eo = (2.50)

El resultado anterior nos dice que existe un estado ligado con menos energia que co-
rresponde al par de Cooper con momento de centro de masa igual a cero.

2.3.1. Analisis de la aproximacién N(e¢) ~ N(EF)

Si en lugar de tomar la aproximacién de Cooper dada por (2.46) se considera la densidad
de estados para los caso en 3D, 2D y 1D respectivamente, partiendo de la ecuacién (2.45)
se tiene que

1 1 Ep+hwp N (e)
— = de. 2.51
N(Er) /EF 2% — B, (251)
En 3D la densidad de estados es
V203 s
N(E) = WmQEQ, (252)
sustituyendo (2.52) en (2.51)
1 1 Er+hwp 6%
— = — d 2.53
B /EF 2—E, (2.53)
En 2D -
wL*m
N(e) = I (2.54)



sustituyendo en (2.51)

Er

Finalmente en 1D se tiene

1 /EF+th 1

1
— )
A

1
= de= =
2% —E,°

1 2EF + 2th — Er
n .
2 2Er — B,

Er+hwp 1
/ 17d6-
Erp €2(2¢ — E,)

My vl

(2.55)

(2.56)

Se observa que la ecuacion (2.55) es igual a la ecuacién (2.48) obtenida usando (2.46),
es decir, la aproximacién usada por Cooper es exacta en 2D.

Graficando E, vs 1/ de las ecuaciones (2.53), (2.55) y (2.56) con una energia de Fermi
Er =1 eV y para valores de hwp = 0.001eV, 0.01eV, 0.1V, 0.3 eV (ver Fig. 2.8, 2.9,
2.10 y 2.11) se encuentra que las diferencias comienzan a ser importantes para valores de
la energia de Debye, hwp, del orden de 0.1 €V sin embargo la aproximaciéon de Cooper
es buena en 1D y 2D siempre que hwp es menor que este valor.

E,
2.0
»
»
»
1.5+ .
L ]
L ]
. « 1D
1.0 . .+ 20
F .
[ « 3D
L ]
F L ]
0.5+ )
r »
[ ]
. 1
" 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 A

Figura 2.8: E, vs 1/\, Energia de Fermi = 1 eV, iwp = 0.001 eV.
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Figura 2.9: E,. vs 1/)\, Energia de Fermi = 1 €V, hwp = 0.01 €V.
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Figura 2.10: E, vs 1/\, Energia de Fermi = 1 €V, hwp = 0.1 €V.
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Figura 2.11: E, vs 1/A, Energia de Fermi=1 eV, fwp = 0.3 €V.



Capitulo 3

Efectos del potencial de
Kronig-Penney

3.1. La superficie de Fermi para un gas de Fermi en presencia
de un potencial de Kronig-Penney en una direccion

Consideremos un gas de N fermiones, que no interactian entre si, en un potencial
periédico modelado por placas separadas una distancia "a” las cuales se describen como
un arreglo peridédico de potenciales delta en la direccion z. Dichos fermiones son libres
de moverse en las otras dos direcciones (ver figura 3.1).

X
o/o o o o)
0% o[ o og 0
0 ol 0o o)
Q[ o | o’ 06l 50| ©
“oqoooo © % % © ©
P 0 | °lp o0~ o
1% |oo .°l °| op =
o Z
«—(]—

SN

Figura 3.1: Fermiones en un potencial periédico. (Imagen tomada de [34]).
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Este modelo z-direccional es una version del potencial de Kronig-Penney en la aproxi-
macion de barreras tipo deltas de Dirac.

La ecuacion de Schrodinger para cualquier fermién de masa m es separable en las
direcciones =, y y z donde la energia de una particula como funcién del momento
k =(ky, kyk.) es ex = e, + €, + €, donde

h2k?
sz’ky = # (31)
con kg, = 2mng /Ly n,, =0,£1,42, ..., es decir, en las direcciones x, y son libres y

satisfacen condiciones periddicas a la frontera en una caja de largo L.

De la ecuacién (2.22), asignando valores para ak, entre —m y 7 en la primera zona de
Brillouin o entre —4m y 47 para la region extendida, mediante un algoritmo computacio-
nal programado en “Mathematica”, se pueden obtener valores para aa que satisfacen
dicha ecuacion. Si definimos

h2
= — 3.2
= oma? (3:2)
y redefinimos
e, = ke (aa)? (3.3)
€o
podemos encontrar las energias en la direccién z, en este caso
€k 2.2 2
o a*(ky +k,) + ey, . (3.4)
Dada la simetria circular en el plano zy, definimos
k= (kl+E) (3.5)
entonces, para una energia de Fermi dada se tiene que
er = a’k: + e, (3.6)
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_ Ep

donde ep = 2, por lo que a’k? = ep — e, y por lo tanto

&kj_ = VEfp — €k, (37)

Si ahora escribimos ak, = ak, cosf y ak, = ak,senf para 0 < 6 < 2 es posible generar
valores para ak,, ak, a partir de ek, tales que satisfagan la condicién (3.7) con lo cual
graficamos la superficie de Fermi para alguna er dada.

En la figura 3.2 se muestra la superficie de Fermi para el caso del gas libre (P = 0),
que corresponde a una esfera.

10

ak,

10 _10

=10 '
a0 10

Figura 3.2: Superficie de Fermi para P = 0.

En las figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6; se muestran las superficies de Fermi para un valor
de P = 37/2 y energia de Fermi igual al valor maximo de la energfa en la primera,
segunda, tercera y cuarta banda respectivamente. Como puede observarse, aparecen
discontinuidades y el nimero de éstas depende del niimero de brechas que hay hasta la
energia de Fermi dada.
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Figura 3.3: P = 37/2, er = 9.8696. a) Comparacién de la energia de Fermi con las energias en el
espectro de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.
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Figura 3.4: P = 371/2, ep = 39.4784. a) Comparacién de la energia de Fermi con las energias en el
espectro de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.
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Figura 3.5: P = 37/2, ep = 88.8264. a) Comparacién de la energia de Fermi con las energias en el
espectro de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.
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Figura 3.6: P = 37/2, ep = 157.914. a) Comparacién de la energfa de Fermi con las energias en el
espectro de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.

Cuando el valor de la energia de Fermi se encuentra en la banda prohibida se obtienen
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superficies como las de las figuras 3.7, 3.8 y 3.9

ekz
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1|
-2
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Figura 3.7: P = 37/2, ep=15. a) Comparacién de la energia de Fermi con las energias en el espectro
de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.

32



ekz

N, 150} £

100

N\ /T

ak,

[0
D

sensssaness TSP
Seeesesessseeesetecstttetassnnns
PRSI

—10-

-5 ‘
b) ak, 0

Figura 3.8: P = 37/2, ep_50. a) Comparacién de la energia de Fermi con las energfas en el espectro
de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.
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Figura 3.9: P = 37/2, ep-100. a) Comparacién de la energia de Fermi con las energias en el espectro
de bandas. b) Superficie de Fermi correspondiente al valor de la energia de Fermi dada.
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3.2. Densidad de particulas para un gas de Fermi en presencia
de un potencial de Kronig-Penney en una direccion

La densidad de particulas por unidad de volumen en el espacio k se calculard como

2
B = / kydley dic,d.. .
3~ (2n) / (@) @ (38)
Q(er) (er)

donde el factor de 2 corresponde a las dos orientaciones posibles de espin y se ha usado
d®k en coordenadas cilindricas como d*k = k,dk,dkdk..

La integral de la ecuacién (3.8) se realiza sobre el volumen {2(er) en el espacio k
determinado por las superficies correspondientes dada la energia de Fermi. Gracias a
la simetria del problema, la integral sobre k, nos da como resultado un factor 27 y la

kL (Br,))?
2

integral para k, sera por lo que la ecuacién (3.8) se reduce a

n = (2;) [ ks (B k. (3.9)

Adimensionalizando nuevamente con (3.2), de la ecuacién (3.6) se tiene que (ak,)* =
er — ex,, multiplicando ambos lados de (3.9) por a® se tiene

n' =na® =

: i/(@F — ¢}, )dak, (3.10)

(27T)2 j

donde j denota el indice de banda y ¢ indica el maximo indice de la banda que contiene
el valor de la energia de Fermi y los limites de integracion se determinan a partir de la
condicion ep — ef_ = 0. Esta integral se resuelve numéricamente utilizando el método
de las cuadraturas de Gauss-Legendre [32, 33] como

/f(x)dx = 7_25 > wif (7;51* + B;”) (3.11)
8 =1

donde x; con i = 1, ...,n son justamente los n ceros del polinomio de Legendre de grado

n y w; son los pesos asociados al método de integracion y se calculan a partir de la
. _ 2

formula W; = W .
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Entonces la ecuacién (3.10) queda de la forma

_B o n )
n — 7237r2 zjlz;wl (eF — eim) , (3.12)
j=li=

donde los valores de e, , se encuentran resolviendo numéricamente la ecuacion

(3.13)

—sen(aa) + cos(aa) = cos x; +

P y=B B+~
aa 2 2

en la zona reducida de Brillouin.

El programa computacional que resuelve la ecuacién (3.10) en resumen realiza los si-
guientes pasos:

Calcula las pm’mems 20 raices del polinomio de Lagrange — resuelve la ecuacion £ - sin(aa)+
cos(aa) = cos(52x; + ZE2) para aa en las primeras 4 bandas en la zona reduczda, de
Brillouin —>encuentm los valores de ey, a partir de (151) y evalia ep — ey, pam dife-
rentes valores de ep — calcula los pesos w; a partir de la formula w; = W

—realiza las operaciones de la ecuacion (3.12) lo cual nos da un resultado muy bien
aprozimado de la ecuacion (3.10) — finalmente grdafica n' vs ep.

Njw

Para un gas de electrones libres es facil ver de la ecuacién (2.10) que n = =5 (2ep )’y
3 h
que al adimensionalizar con ¢, esta ecuacién se escribe como

1
n' = 33 3 (3.14)

La figura (3.10) muestra la grafica del espectro de bandas en la direccién z y la gréfica
de la densidad de particulas como funcién de la energia de Fermi para P = 0 (gas libre).
En este caso se observa que no existen regiones prohibidas en la grafica de energias y
la grafica dada por la expresion analitica para el gas libre se traslapa con la obtenida
numéricamente, como debe suceder (ver figura 3.11).
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Figura 3.10: Grafica del espectro de energia en la direcciéon z, P = 0. No se presentan regiones prohi-
bidas.
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Figura 3.11: Densidad de particulas como funciéon de la energia de Fermi para P = 0. La gréfica

. .. . - L 3/2
obtenida numéricamente se traslapa con la que se obtiene por la expresién analitica n’ = ﬁe F/ .
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De la ecuacién (3.10) se deduce que las curvas de n’ vs er que se obtendran para P # 0
son lineales en la regién en donde la energia de Fermi esta en una banda prohibida ya que
aqui no hay valores para ej_ y por tanto la solucion de la integral es una funcion lineal
y se curvan cuando la energia de Fermi toma valores dentro de las regiones permitidas;
esto se muestra en la figura 3.12. También se observa que la densidad de particulas,
para un valor fijo de la energia de Fermi, disminuye a medida que P aumenta, esto
debido a que el volumen en el espacio k contenido en la superficie de Fermi también
disminuye con P.

n
70}

60!

50!

40}
30!

20|
10|

50 100 150

Figura 3.12: Gréficas de n’ vs e para P =0, P =10, P =50 y P = 100.

Para corroborar con mayor detalle visual la afirmaciéon del parrafo anterior, graficamos
n' vs ep para P = 10, con energias de Fermi entre la primer y la segunda banda del
espectro de energias. Ver figuras 3.13 y 3.14
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ak,

Figura 3.13: Espectro de energia en la direccién z. P = 10.

. P=10

er

10 15 20 25 30 35

Figura 3.14: Densidad de particulas como funcién de la energia de Fermi para P = 10 con energias de
Fermi entre la primer y la segunda banda. La gréafica se curva para er en la primera banda, se hace
lineal en la regién donde las energias de Fermi toman valores dentro del gap y vuelve a ser curva en la
region de energias en la segunda banda.
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Como es de esperarse, cuando el valor de P se hace cada vez mayor, el ancho de banda
permitida disminuye y el valor del gap aumenta, provocando que las regiones donde la
grafica de N vs er es lineal sean mayores y las regiones donde se curva apenas sean
perceptibles (ver figuras 3.15 y 3.16).

ekz

..oo.-"'.‘.'.........150'...’.......'.“'..-.o.-oo
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50¢
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ak,

Figura 3.15: Espectro de energias en la direccién z, P = 50.

i e - P=50

10 15 20 25 30 35  40°F
Figura 3.16: Densidad de particulas como funcién de la energia de Fermi para P = 50 con energias de

Fermi entre la primer y segunda banda. La regién lineal es mucho méas grande respecto a las regiones
curvas debido a que el gap aumenta para valores grandes de P.
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3.3. Enmergia de ligadura del par de Cooper en la presencia de
potencial externo tipo Kronig-Penney en una direccion

3.3.1. Caso: Momento de centro de masa igual a cero (K = 0)

Como se mostrd en el Capitulo 2, a partir de la expresién (2.43), usando la expresién
(2.44) y la aproximacién (2.46), Cooper llega a la expresién para la energia de ligadura
del par (2.48) a saber

1 1 2EF + 2hU.JD - ET,
| 1
X 2 9E.—E (3.15)

al hacer adimensional dicha ecuacion con €, = como se ha venido haciendo, se

obtiene

2ma?’

1 1. 2ep +2ep —e,
| 1
N 2 2ep —e, (3.16)

E
[

hw
Dyer:

donde ep = Z£ ¢ = "

€0

Y como se demostrd, si en lugar de utilizar la aproximacion (2.46) se utiliza la densidad
de estados (2.52) en 3D se llega a la expresion

1 1 [Ep+hw 3
/F T e (3.17)

T gpilee 22—

Por otro lado, a partir de (2.43), utilizando (2.44) en términos de k, se tiene que

1 Ly° 3k
S (2 _ar 1
1% (2w> / Pr2_—E, (3.18)
Q(ef) ™
.9 1 _ 32
multiplicando ambos lados de (3.18) por N = \/§L3m%E§ se llega a
1 I d3k
S Y (N (3.19)

o 1 B2
A 237r\/§m%E[%Q(€f) mk Er

41



que una vez adimensionalizada se convierte en

1 d? (ak)

202K e, (3.20)

1_
- =

1
27?6}27 Q(ey)

Dado que la simetria de la superficie de Fermi en el espacio k, para el caso en que P # 0,
es cilindrica, es apropiado resolver la ecuacién (3.20) en un sistema de coordenadas
cilindricas, sin embargo, con el fin de corroborar que en el caso en que P = 0 los
resultados en dicho sistema coordenado se reducen a los obtenidos con coordenadas
esféricas, escribimos primeramente la ecuacion (3.20) en esféricas para posteriormente
reescribirla usando la simetria axial.

En coordenadas esféricas d® (ak) = a®k’sen (kg) d (ak,) d (k,) d (kg) por lo que al integrar
de la esfera de radio akp a la esfera de radio akr + akp la ecuacién (3.20) se convierte
en

1 ]7“<k7kD)a2k§sin(k9) d (ak,) d (k) d (ko) 3.21)
A 27T€% 00 akp 2@2kg —6r
por lo que
a(kp+kp) 5.4

1 1 k2dak

LR / AT, 0aRy. (3.22)

A o2 2a%k2 — e,

F akp

con akp = \/er y alkr + kp) = +vef +ed

En coordenadas cilindricas d® (ak) = ak,d (ak,) d (k,) d (ak,) y la correspondencia entre
el sistema de coordenadas cilindricas y esféricas estda dado por las ecuaciones

ak, = \/(ak,)? + (ak.)?,
kp =k

[

ko = tan™! <r> , (3.23)

©

donde se han elegido los ejes coordenados como en la figura 3.17, por lo que la ecuacion
(3.20) en este sistema coordenado se escribe como
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2k ko l) Yo, ko)

X 1
k, ky

Figura 3.17: a) Coordenas esféricas en el espacio k y ejes cartesianos relacionados. b) Coordenadas
cilindricas en el espacio k y ejes cartesianos relacionados.

akp ho akp+akp 0

1 / / ak, dak, dak, 4o ak, dak, dak.
_ 2 2 _
27T€F 2(ak,)? + 2(ak,)? — e, b 2 2(ak,)? + 2(ak,)? — e,
(3.24)
donde hy = \/(akp)? — (ak.)? y hy = \/(akp + akp)? — (ak.)2.
Entonces
a kr+k
1 1 rd 2 (akp + ak:D)2 — e, (br thp) (akp + akp)” — e,
L / In ; dak, — / In dak,
A 22 2(akp)? — e, a 2(ak,)? — e,
(3.25)
y finalmente la expresion a resolver en coordenadas cilindricas es
alkp+k
1 1 2 (akp 4 akp)® — e, (ke ko) 2 (akp 4 akp)® — e,
== = dakeln : - [ m ' dak.
A 22 2(akp)? — e, A 2(ak,)? — e,
(3.26)

Para el caso en que P # 0, la ecuacion (3.26) es de la forma
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= 7 akph’l
26% 2(akp)? — e,

11 2amF+m@f—@w_ / 1nFamF+M@f—

Es facil ver que el primer término del miembro derecho de (3.27) corresponde al resul-
tado que se obtiene con la aproximacion de Cooper y el segundo se reduce al segundo
término de (3.26) en el caso en que P = 0 pues e;, = (ak,)? entonces, cuando P #£0,
es este el término que contribuye a un un cambio respecto al resultado de Cooper en la
dependencia de 1/\ con la energia del par e, o viceversa.

En la figura 3.18 se observa como cambia la grafica de e, vs 1/A al mantener fija la
energia de Fermi y variar el valor de P.

er
20}
15| it — Cooper
- P=0, er=10
P=10, er=10
5 - P=100, er=10
1
0.1 0.2 0.3 0.4 A

Figura 3.18: Gréficas de e, vs 1/A con energia de Fermi en el limite de la primer banda para distintos
valores de P.

En las figuras 3.19, 3.20, 3.21 y 3.22 se muestran las superficies de Fermi y la compa-
racion de la energia de Fermi, correspondiente a la superficie dada, con la energia en el
espectro de bandas para cada una de las curvas de la figura 3.18.
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Figura 3.19: P = 0, correspondiente a la curva de color rojo en la figura 3.18 a) Comparacién de la
energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €;_. b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada = 10.
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Figura 3.20: P = 1, correspondiente a la curva de color amarillo en la figura 3.18 a) Comparacion de la
energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €. b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada = 10.
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Figura 3.21: P = 10, correspondiente a la curva de color verde en la figura 3.18 a) Comparacién de la
energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €, . b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada ~ 10.
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Figura 3.22: P = 100, correspondiente a la curva de color verde en la figura 3.18 a) Comparacién de la
energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €j_. b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada = 10.

De la figura 3.18 podemos ver que, si tomamos un valor fijo del pardametro de aco-
plamiento A, el valor de e, disminuye a medida que P aumenta. Para corroborar esta
afirmacién en las figuras 3.23 a 3.26 se muestra la gréafica de 2er — e, vs P para valores
fisicamente aceptables de la energia de Fermi. Suponiendo que el valor de la distan-

cia entre las barreras de potencial es de a = 10 A=1x107" m, entonces el valor del
pardmetro de adimensionalizacién ey = h?/2ma® = 6x1072! J = 0.037 eV = 434.6 K,
en este caso la energia de Fermi tendra un valor de Fr = epey y la energia de Debye
hwp = Ep = epey. Considerando que la energia de Fermi tipica en metales es del orden
de 5x10* K y la energia de Debye es del orden de 10> K (ver referencia [35] p. 478) ,
en la figura 3.23 se grafica e, vs P con ep = 10 por lo que Er = 4346 K, ep = 1 por lo
cual Ep =434.6 Ky A = 0.5, en 3.24 e = 30 entonces Fr = 13038 K, Ep = 434.6 K
y A = 0.5. Es evidente que al aumentar el valor del acoplamiento la energia de ligadura
aumenta, esto se muestra en las graficas 3.25 y 3.26, donde nuevamente se toman los
valores e = 10, 30 con ep = 1 pero para un valor de A = 2.
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(2Ep—E)[(7 |2ma’)
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0.040]
0.039}

20 40 60 80 100"

Figura 3.23: 2ep — e, vs P para ep = 10, ep =1 y A = 0.5. En el caso en que a = 10 A la energia de
Fermi correspondiente es Fp = 4346 Ky Ep = 434.6 eV.

(2Ep=E)/(7 |2ma’)

00386 , .
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0.0380]
0.0378}°
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Figura 3.24: 2ep — e, vs P para ep = 30, ep = 1 y A = 0.5. En el caso en que a = 10 A la energia de
Fermi correspondiente es Fr = 13038 Ky Ep = 434.6 €V.
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Figura 3.25: 2ep — e, vs P para ep = 10, ep = 1 y A = 2. En el caso en que a = 10 A la energia de
Fermi correspondiente es Fp = 4346 Ky Ep = 434.6 eV.
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Figura 3.26: 2ep — e, vs P para ep = 10, ep = 1 y A = 2. En el caso en que a = 10 A la energia de
Fermi correspondiente es Er = 13038 Ky Ep = 434.6 eV.

En la figura 3.27 se observa como cambia la grafica de e, vs 1/ al mantener fijo P y
variar el valor de ep.
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Figura 3.27: Gréficas de e, vs 1/ variando el valor de la energia de Fermi con P = 10. La linea sélida
junto a cada curva punteada corresponde a la curva obtenida mediante la expresiéon de Cooper.

En las figuras 3.28, 3.29, 3.30 y 3.31 se observa la gréfica de ej_ vs ay, senalando el valor
de er y la grafica de la superficie de Fermi correspondiente a cada una de las curvas de
la figura 3.27.
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Figura 3.28: P = 10, ep = 10 correspondiente a la curva amarilla en la figura 3.27 a) Comparacién de la

energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €, . b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada.
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Figura 3.29: P = 10, ep = 15 correspondiente a la curva amarilla en la figura 3.27 a) Comparacién de la

energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €. b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada.
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Figura 3.30: P = 10, ep = 25, correspondiente a la curva verde en la figura 3.27 a) Comparacién de la
energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €. b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada.
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Figura 3.31: P = 10, er = 35, correspondiente a la curva verde en la figura 3.27 a) Comparacién de la
energia de Fermi con las energias en el espectro de bandas, €. b) Superficie de Fermi correspondiente
a la energia de Fermi dada.
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3.3.2. Caso: Momento de centro de masa distinto de cero (K # 0)

En el caso en el que el momento del centro de masa del par es distinto de cero, partiendo
de la ecuacion (2.35) y procediendo de manera andloga a como se hizo para llegar a la
ecuacién (3.27) se encuentra que en coordenadas cilindricas

1 1 2 (akp + akp)® + (aK)?/2 — 2ep — ex
— =2——akpln
A 46% Q(GkF)Q—K2/2—26F—€K
ckrekn rg (akp + akp)® + (aK)?/2 — 2ep — e
N / In F T akD PR qak,  (3.28)
2 26k —|—K2/2—26F—€K
46F akp z

Ey,
€0

endondeeKE%{,eFE%yekZ:

Ya que e, = 2ep + ex—g, para comparar el caso en el que K = 0 con la expresion de
Cooper graficamos 2ep + ex vs 1/A

2er+ek
20' e © © .

15¢
- P=0, er=10, ep=1, aK=0
10! P=0, er=10, ep=1, aK=0.5
P=0, er=10, ep=1, aK=1
5 - P=0, er=10, ep=1, aK=1.5

1
0.1 0.2 0.3 0.4 I\

Figura 3.32: 2ep + ex vs 1/Apara diferentes valores de K y P =0, ep = 10, ep = 1.
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26F+eK
20¢

15}

10}

o0per
- P=10, e=10, ep=1, aK=0
P=10, er=10, ep=1, aK=0.5
P=10, er=10, ep=1, aK=1

- P=10, ee=10, ep=1, aK=1.5

0.1

> | =

0.2 0.3 0.4

Figura 3.33: 2ep + ex vs 1/A para diferentes valores de K , P =10, ep = 10, ep = 1.

2€eF+eg
20¢

15}

10}

oo i
ooper
- P=0, er=10, ep=1, aK=1
P=1, er=10, ep=1, aK=1
P=10, er=10, ep=1, aK=1
- P=100, e=10, ep=1, aK=1

0.1

1
0.2 0.3 0.4 2

Figura 3.34: 2ep + ex vs 1/A para diferentes valores de P, K =1, ep = 10, ep = 1.
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Capitulo 4

Conclusiones

De nuestro anélisis podemos concluir que la presencia de un potencial periédico en la
direccién z en un gas ideal de fermiones modifica notablemente la estructura y forma
de la superficie de Fermi, la simetria de la superficie cambia de esférica, cuando no hay
potencial, a una con simetria axial alrededor del eje z. Dos pardmetros muy impor-
tantes que afectan la estructura geométrica de la superficie de Fermi son el parametro
impermeabilidad P, el cual controla el flujo de particulas a través de los planos, y como
era de esperarse, la energia de Fermi ex que determina la densidad de particulas en el
sistema. Cuando el valor de P es distinto de cero, la superficie se deforma en la direccion
del potencial, z, y aparecen discontinuidades en ésta cuyo nimero depende del valor de
la energia de Fermi. Si la energia de Fermi se encuentra en algiin valor permitido del
espectro de bandas de Kronig-Penney, la superficie de Fermi correspondiente es “cerra-
da” (ver figuras 3.2, 3.3, 3.4, 3.5y 3.6) y pueden existir discontinuidades en la direccién
z dependiendo del nimero de zonas prohibidas que estan contenidas hasta esta energia.
Si la energia de Fermi corresponde con una energia en la regién prohibida del espec-
tro de Kronig-Penney la superficie de Fermi serd “abierta” (ver figuras 3.7, 3.8 y 3.9)
y nuevamente el nimero de discontinuidades depende del nimero de zonas prohibidas
presentes. Cuando el valor de P = 0 se recupera el caso de la superficie de Fermi esférica
y conforme P aumenta, las brechas de energia prohibidas tienen una magnitud cada
vez mayor, por lo que la deformacion de la superficie de Fermi es analoga a la descrita,
con la excepcion de que las discontinuidades son méas grandes haciendo la deformacion
mas conspicua.

La relacion entre la densidad de particulas y la energia de Fermi también se vio mo-
dificada por el potencial periédico que se ha introducido. Primeramente se encuentra
que, a medida que el parametro de impenetrabilidad crece, la densidad de particulas
disminuye para un valor de la energia de Fermi dado (ver figura 3.12), lo cual es de
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esperarse si se observa que el volumen contenido por la superficie de Fermi en el espacio
k disminuye en este caso. Cuando P = 0 se recupera nuevamente el resultado del gas

3
de particulas libres, a saber, n = ﬁ (%6 F) ?. Ademds se encontré que la dependencia
de la energia de Fermi con la densidad de particulas, cuando P # 0, es lineal en las
regiones donde la energia de Fermi corresponde con una energia en la regiéon prohibida
del espectro de Kronig-Penney y la dependencia es no lineal cuando la energia de Fermi

se encuentra en una region permitida.

En relaciéon a las energias de ligadura del par de Cooper se puede concluir que, cuando
se eligié una energia de Fermi constante y se vario el valor de P, el valor de la energia
de ligadura del par aumenta y el acoplamiento disminuyen conforme P incrementa (ver
figura 3.18). De manera inversa, al mantener fijo el pardmetro P y aumentar la energia
de Fermi la energia de ligadura disminuye y el acoplamiento aumenta tendiendo a los
valores predichos por Cooper (ver figura 3.27). En el caso en que P = 0 se recuperaron
los resultados de Cooper exactamente. Estos resultados sugieren que el confinamiento
a estructuras de tipo laminar incrementa la estabilidad del par de Cooper por lo que
se puede esperar temperaturas criticas mas altas como se puede inferir de la ecuacion
(B.18).

Al final de esta tesis se introdujo someramente el caso en que el momento del centro
de masa del par es distinto de cero (K # 0). Para P = 0 se observa que un incremento
en el valor de K implica una disminucién en la energia de ligadura del par, mientras
que, para un valor fijo de P distinto de cero la energia de ligadura es mayor que en
el caso del modelo de Cooper, sin embargo se vuelve menor a medida que el valor del
momento del centro de masa aumenta. Ademas se encontré6 que para un valor fijo de
K mayor a cero la energia de ligadura del par es menor que en el caso de Cooper pero
incrementa a medida que el valor del pardmetro de impermeabilidad, P, aumenta. Como
continuacion a este proyecto es interesante calcular los efectos del potencial periddico
en otras cantidades importantes de la teoria BCS como la relaciéon de dispersion del par,
la ecuacion del gap superconductor, la energia de condensacién y ver la forma en que
se modifican las llamadas “Relaciones Universales de la Teoria BCS” (ver Apéndices A

y B).
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Apéndice A

Ecuacién del gap superconductor a
T =0

Debido al éxito del modelo de Cooper en la producciéon de un estado ligado, BCS sugiere
que la funciéon de onda del estado base superconductor debe ser construida a partir de
pares de electrones y proponen una funcién de la forma

‘wBCS >= H(Uk + UkCLTCL¢)|O > (Al)
k

donde |0 > es el estado vacio y ¢l son los operadores de Fermi de creacién para un
electron con momento k y espin o(=1 6 |) los cuales cumplen con las siguientes
relaciones de anticonmutacion

Tor oo
ChkoCkt o’ + Chro'Chie = 07
ChoCklo’ + Chio! Clho = 07

Vs + ChigrChs = O

CkoClr Crro'Cho = Okk/Ooo s
T
Nkoe = CpyClo-

Las cantidades u; y v no son independientes ya que estan fijas de acuerdo a la condicién
de normalizacién < Ypes|tpes >= 1 1o cual da

]uk]2 + ‘Uk‘Q =1. (AG)
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El hamiltoniano reducido que utiliza BCS es el siguiente

HR = kaCLUCkJ — Z%k’CL’TCik/icch—ki (A?)

ko kK

con & la energia de los fermiones medida a partir de la energia de Fermi Ep.

El primer término de (A.7) censa el nimero de estados ocupados por electrones que
entran en el problema y anota la energia que tiene cada uno, el segundo término describe
como interactian los electrones para formar pares (se destruyen los dos electrones que
forman un par de Cooper y se crea un nuevo par). El potencial que propicia esto es
Vierr -

La energia del estado base se obtiene como

E' =< pcs|Hg|Ypos >
=< Ypes|Hr|Ypes > + < ¥pes|Hv|vpes > . (A.8)

Introduciendo los operadores

ka = C—k|Ckr (AlO)

los cuales obedecen las reglas de conmutacién dadas por

bibl, — bLbl =0, (A.11)
bkb}; — b};bk =1- Nir — Ny, (A12)

podemos escribir el operador total de nimero como

En términos de estos operadores el hamiltoniano (A.7) se escribe como
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Hp =2 6050, — S Vipblby
k

k.k'

= Hr + Hy (A.15)

y la ecuacién (A.1) como

[Wpes >= [ (ur + vkb})[0 > . (A.16)
k

Resolviendo para el valor esperado de Hr

< Ypes|Hr|vpes >=< 0|

[T(u; +viby) (2 ngb,tbk> [T (uq + vydl
k q

q

)10 >

:22&3 <O|
k

(uj + vib) (bhbi) (ux + vb}) > TT (ug + viby) (ug + vqbg)] 0> (A.17)
a#k

Haciendo explicita la multiplicacion de los factores en el producto sobre q # k se tiene

ug + u;vqbg + vyugby + vaqbz (A.18)

Cuando se toma el valor esperado < 0| |0 > de la expresién anterior los dos términos de
en medio dan cero. Usando las reglas de conmutacion (A.11), (A.12) y (A.13), el ultimo
término se puede escribir como v2b bT =0 (bTb + 1 —ngp — ngy) que al operar sobre el
vacio nos da v . Por lo tanto este factor en el que q # k se reduce a u + v =1.

Entonces

< Ypos|HrlYpos >=2) & < 0| [(U}Z + vib) (blbk) (uk + Ukbm 0>
K

=26 < O] [(ufblby + ujvpbLbrb) + viucbiblbi + vibibLbrb} | [0 > (A.19)
k
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Los tres primeros términos de (A.19) dan cero y el tltimo se escribe como

V2bbLbrbL = VbRl (bhbk 4+ 1 — ngr — ngy) (A.20)

que al operar sobre el vacio da vi. Por lo tanto

< Ypos|HrlYsos >= 2 &y (A.21)
k

Calculando ahora el valor esperado de Hy se tiene que

< ¢Ypes|Hy|[¢Ypes >=< 0 [H(u; +vyby) (Zka/bLbk/) IT(uq + vqb;)] 0> (A.22)

q k,k! q

= > Viwr < O|[(uj + vibi) (ufy + vjsbre) (bLbar ) (i + vkb}) (upe + vpsb))
kK’

x T (ug 4+ vibg) (ug + vgb!)][0 >, (A.23)
qFk,k’

de forma andloga al caso anterior, el factor donde ¢ # k, k' se reduce a ug + vg = 1.
Entonces se tiene que

< wBCS|HV’¢BCS >= _kak’ < OH(UZ + UZkaUZ/ + Uz/bk/) (b};bk/)
k,k'

(ur + Vb)) (up + vbl)]|0 > (A.24)
= —kak/ < O|(UZUZ/ + UZUZ/ka + U;;/UZZ?]C + UZUZ/bkbkz’) (bib}y)
kK’

(ukuk/ + ukvk/bz, + Ukuk/b}; + Ukvk/b;gb;g/)m > (A25)
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Al hacer el producto de los términos dentro del bra-ket en la ecuacion (A.25) se sabe que
aquellos que tienen un nimero distinto de operadores de creacion que de aniquilacion
dan un valor de cero al operar sobre el vacio. Los términos que no son de esta forma se
escriben a continuacion

_kak’ < 0|(u,tuz,ukuk/b,tbk/ + uZUZ,ukvk/bk/b,Lbk/bL + ’U/Z’UZ/’U].CUIC/b]g/b;rcbk/b;rC
ki

Ui O bbb bl 4 iUk bbb bl 4+ VEUE gk b DLDRbEDE )0 > . (A.26)

El primer término de (A.26) desaparece ya que by|0 >= 0. Usando nuevamente las
reglas de conmutacién (A.11), (A.12) y (A.13) los operadores en el segundo término se
escriben como

b bLbr bl |0 >= b bl (bl b + 1 — ngrr — nge )0 >= brrbl|0 >= blbe|0 >=0

lo anterior debido a que el operador de niimero al operar sobre el vacio da cero. De
igual forma los operadores del tercer término se escriben como

bk/blbk/bﬂ() >= bk/b,t(bzbk/)]O >=0.

Para el cuarto término se tiene

brblbr bl |0 >= bl (blbe + 1 — nger — nge))|0 >= bybl|0 >

= bLbk +1-— Nt — nm\() >=1,

el quinto término
beblbrbl|0 >= bbbl by |0 >= 0

y para el ultimo término se tiene que

bibrbLbrbLbL |0 >= brbyblblbebl, |0 >= bpbpbLbl (bl by + 1 — ngry — e, )]0 >
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= bebbLbl [0 >= bbby bL|0 >= brblbl |0 >= 0.

El tnico término que sobrevive de (A.26) es el cuarto, por lo que

< 'QDBCS‘HVWJBCS >= —Zka/uz,v}:ukvku (A27)
kK

Por lo tanto de (A.8), (A.21) y (A.27) se tiene que

E = 2Z£kvk2 — Zuivkuk/v};/vkk/. (A28)
k kK

Haciendo el cambio de variable u = cosfy, vy = senfy, la ecuacién (A.28) se puede
escribir como

1
E = QZéksen20k — Ezvkk,sen%ksen%k/ (A.29)
k kK

. / .. . .
derivando gTEk y minimizando se tiene

2&,sen20;, — cosQQkZV}ck/sen%k/ =0 (A.30)
k/
y entonces
1
fktan%k = izvkk/SGHQGk/. (A?)l)
k/
Definiendo ahora 1
Ak’ = Z‘/kk/uk/vk/ = §Zka/Sen29k/ (A32)
K k!
y
E. = (A2 + €)Y, (A.33)

donde Ej es la energia de excitacién de una cuasiparticula con momento Ak mientras
que Ay es la energia de excitacién minima, brecha de energia o gap superconductor.

Con estas dos definiciones de (A.31) se tiene que

tan20;, = ?k, (A.34)
k
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entonces

A
2ukvk = sen29k = J (A35)
E,
y
Vi — uf = cos20, = g (A.36)
k
sustituyendo (A.35) en (A.32) para evaluar Ay
1Ay 1 Ay
Ap==> —Vip ==> ——5—75Viw- A.
a2 T g (A4

La ecuacion anterior la podemos escribir en forma integral utilizando la sustitucion
(2.44) obteniéndose

17 A
A :f/NE/
S (k)E

A
sViwdEy.  (A38)

k!
(A% + &)

1 o
ViwdBi = [ N(Bw)
k —00

Usando el modelo propuesto por Cooper y posteriormente por BCS de la ecuaciéon
(A.15) en la ecuacion (A.38) asi como la aproximacion de que N(Ej/) es una constante
que tomaremos igual a la densidad de estados al nivel de Fermi para una direcciéon de
espin N(Er) entonces la brecha ya no depende de k, sino tnicamente de la energia F
por lo que se satisface que

A si
_ S‘l €| < hwp (A.39)
0 si |fk| > hwp
ya que A es independiente de k la ecuacién (A.38) queda de la siguiente forma
| rep de hu
— = [ = —senh (=2 A.40
N(Ep)V / 2(A2 + £2)1/2 senh ™ ( A ) ( )
—hwp
entonces
hwp —1/N(Ep)V
A= —— ~ 2hwpe F (A.41)
senh (N(EF)V>



El ultimo paso se justifica en el acoplamiento débil cuando N(FEr)V <« 1

Usando la ecuacién (A.41) y la condicién de normalizacién se obtiene trivialmente que

1 1
vz:2<1+g;> yui:2<1—g;> (A.42)

A.1. Energia de condensacion

Con el fin de mostrar que la energia del estado superconductor es menor que la energia
del estado normal calculamos la energia de condensaciéon e, definida como la diferencia
entre dichas energias. Si en determinadas condiciones, ésta es negativa, entonces, en el
estado superconductor, el sistema tendra menor energia y éste sera el estado base.

De la ecuacion (A.27) se tiene que

< E>,=2Y &u® = > uerun i Vi, (A.43)
K

kK

usando las ecuaciones (A.32) y (A.42)

<E>5:Z<k—§’i>—§. (A.44)

k

La energia del estado normal < E >, a T' = 0 al estado BCS con A = 0, en este caso
Ey = |&|. Entonces

< E>,= ) 2, (A.45)

k<kp

los términos para |k| > kr desaparecen ya que Ej = &. Por lo tanto

52 2 AZ
ecre g (oo f) g (oo f) v

k>kp k<kp
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zgz@_gfi)—f, (A.16)

k>kp

lo anterior debido a la simetria alrededor de la energia de Fermi. En esta férmula la

. / e s . , . 2 .
suma expresa el cambio en la energfa cinética mientras que el término —2- es el cambio

-
en la energia potencial.

Cambiando la ecuacion anterior a una integral sobre & desde 0 hasta hwp

hwp hwp 9

<E>,— < E>,=2N(Ep) / £déy — / (A2f’“§2)1/gd§k . (A.47)
0 0 k k

Usando que [ de =1 [x (1+ :1:2)1/2 — sinh_lx} y la expresion (A.41) para A se

obtiene que

A% 1 A?
<E>;—<E>,= — N(EF)N] - —. (A.48)

vV o2 1%

Introduciendo el simbolo termodinamico U(T") para la energia interna del sistema se
tiene que

co = UL(0) — U, (0) = —;N(EF)A2 (A.49)

ésta es la energia de condensacion a T = 0, claramente es negativa, lo cual implica que
el estado superconductor tiene una energia mas pequena que la del estado normal, es
decir, el estado superconductor es el estado base.

A.2. Solucién del gap de BCS mediante una transformacion
candnica

Otra forma de encontrar la energia del estado base superconductor es mediante un
proceso de diagonalizacion del Hamiltoniano BCS usando una transformacion canénica
(que no cambia los valores propios de la energia de los estados del sistema),yéndonos
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a un espacio donde los operadores son de creacién y aniquilaciéon de cuasiparticulas y
no de electrones. Esta transformacion se conoce con el nombre de Balatin-Bogoliubov
[36, 37]. El punto de partida es asumir un condensado de particulas que tienen momento
cero, es decir, tomaremos los pares de particulas con momentos y espines opuestos. Por
simplicidad trabajaremos con las definiciones k =k Ty -k = —k | .

Los operadores de la transformacion canénica con la que se diagonaliza el hamiltoniano
BCS son:

Tk = UrCr — UkCT_k, (A.50)

Vg = UpC_p + vkcL, (A.51)
y sus conjugados:

Y = ukc), — vke g, (A.52)

'YT_k = ukCT_k + vick, (A53)

donde u; y vi son funciones reales simétricas respecto a la transformaciéon & — —k.
Asimismo, como la transformacién canénica tiene que ser unitaria u2 + v = 1.

Estos operadores satisfacen las relaciones ordinarias para los operadores de Fermi

(o w} = D vw) = (v w} =0, (A.54)
bt = e vewt = G, (A.55)
me=vn oy mor =70 (A.56)

Para obtener ¢, en términos de gamas, multiplicamos la ecuaciéon (A.50) por wuy y
la ecuacién (A.53) por v, de donde obtenemos upy, = uicy — ukvch_k Y UrV—k =
URVEC_k + v,%c,t. Sumando estas dos ecuaciones

Cr = Rk + kayT_k. (A.57)

Analogamente para los otros operadores

cf = vkvok + url, (A.58)

C_p = UpY—) — vk%i, (A.59)
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Cik = Uk’Yik — VgVk-

(A.60)

Utilizando estas definiciones reescribiremos el Hamiltoniano del sistema en términos de

los operadores de cuasiparticulas de Valatin-Bogoliubov.

El término de energia cinética de la ecuacién (A.7)

Hy = el cro = S6u(chor + e )
k,o k

se obtiene transformando el producto ¢l como

chk = (uw,i + Uk’Y—k)(“k’Yk + UkVLc)

= Ui%i% + ukvk'Yli'VT—k + VpUR Y-k Yk va_wT_k,

y el producto ch_kc_;.C como

cT_kc_k = (ukVT_k — k) (UkY—k — U/WID

= wpy -k — won Lol — ovwena—i + ool

Asi pues, la energia cinética sera

Hy = Y6 ludvin + o2y + weon(vir e + voime)
k

iyt + udy e — weor (Y 4+ vev—e)]-

Usando las reglas de conmutacion para las v's se tiene que

Y—kVe = —VEYV—k Y ’YL{Y;Z = —’Y;Z’Vika

por lo tanto
weor (Y + o) — won(v el + k) = 2w (it + i)
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y el término de energia cinética con coeficientes cuadraticos
2 1 2 T 2 T 2 1
WeVE Ve + VY=,V =g + VeV + WYYk
= upmy + (1 = L) + oi (1= yiw) + uimy
2 2 2 2
= ugmy + uim—_p + vi(1 —m_g) + v (1 —my)

= 205 + (ug — vp) (M + M), (A.67)

Con las expresiones anteriores obtenemos finalmente que

Hy =38 (207 + (uf — o) (ma + m) + 2weon (v + v-0) | (A.68)
k
Por otro lado, para el término de la energia potencial

HV = —kak/CLTCT_klickTC_]Q (A69)
k,k'

transformaremos primeramente

crre—ry = (upye + vy’ ) (e - — vk)
2 _ f o2t At
= URVEY—k — WeVRVE YK T VkWkY Y~k — VY=V
= [urvr(1 — m_g — my) + up ey — vey (A.70)
y después

CITMCT—M = (uk/”y;i, + Uk’”Yfk/)(uk”Yik/ — Upr Vi)
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= uz./'y’i/'}/ik/ — Uk;/vk;/’}/]i/’}/k/ + 'U]{;/Uk/'}/_k/’yik/ — U,z/’y_k,/’yk/

= ukrvk/(l — M_pr — mk/) + Uz/’}/,i/’}/ik/ - Uz/’y_k/’yk/ (A?l)

con lo que obtenemos

Hy = —kak/ [Uk/’l}k/uk’l)k(l — My — mik/)(l —my — m,k)]
kK’

Fupvp (1 —m_p — mk/)(u2 - Uk)(’Y KVt ’YW k)

+ (términos que son el producto de 4 operadores ) (A.72)

Utilizando las expresiones (A.68) y (A.72) el hamiltoniano se puede escribir como

Hr = Ey+ Hy + Hy, (A.73)
donde
Ey = 620 — Y Vi vpwyvy, (A.74)
k kK

donde Ej es un término constante independiente de los operadores de Fermi y corres-

ponde a la energia del estado fundamental que en la ecuacién (A.28) se denota como
E'.

Imponiendo la condicién gEIS = 0 se llega a la relaciéon
2£kukvk — (ui — v%)Zka/uk/vk/ = 0, (A75)

k./

que es equivalente a la relacién (A.30) una vez que se ha hecho el cambio de variable
u, = cosly, v, = senby,.

El término
ka —v2)(my +m_y)
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—i—Zka/uk/vk/ukvk(l — My — m_k/)(mk + m_k)
k,k!

—i—Zka/uk/vk/ukvk(mk/ +m_g) (A.76)
e,k

es la parte diagonal del hamiltoniano ya que sélo depende de operadores m.

H1 = Z 2§kukvk — Zv;ck’uk”vk”(l — My — m_k/)(ui - ’U]z)
k k!

X (Yo + Y ), (A.77)

es la parte no diagonal de hamiltoniano que contiene el producto de dos operadores de
Fermi. Obsérvese que la condicion (A.75) anula a H;.

Es importante sefialar que la funcién de onda del estado base superconductor |¢pcg >
es una eigenfuncién del hamiltoniano diagonalizado, con my = m_p = 0 para todo k,
es decir, esta definida como el estado vacio de los operadores v. Por lo tanto

YelYses >= v-k|¥pes >= 0. (A.78)

Lo cual se puede verificar de la siguiente forma

Ye|¥Bos >= (ugcr, — vch_k)(uk + vkc,tcT_k)H(uq + vqcf]cT_q)|0 >
q#k

= (uicy + wpvpeschel y — vpugel, —viel bl DT (ug + Uqc:;cT_q)|O > .

a7k

Utilizando las reglas de conmutacién para las v se encuentra que los dos términos de
en medio en el paréntesis de la segunda linea se anulan mutuamente y el primero y el
ultimo término dan cero al operar sobre el vacio. Por lo tanto

YelYpes >= 0.

La ecuacion v_x|tpes >= 0 se demuestra de la misma forma.
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Para el caso de los estados excitados tenemos que

VZWBCS >= (ukcL — vpc_p) (ug + vkchT_k)H(uq + Uqcch_q)|0 >
qFk

= (uic} + upvchehel , — vpupe_y — vie_gehel )T (ug + Uch]cT_q)|0 >

q7#k
= [T (g + vgefel )10 >= [ghny >, (A.79)
a7k
similarmente se puede obtener
VT—kWBcs >= cT_kH(uq + vchcT_qﬂO >=[Y_g > . (A.80)

a#k

Las excitaciones son, entonces, cuasiparticulas, es decir, particulas con su entorno mo-
dificado, capaces de formar pares de Cooper. ’y,i crea bogolones de momento k y espin

Ty VT_  crea bogolones de momento —k& y espin |. Sus operadores de niimero son my, y
m_

En la obtencién del gap a T' = 0 se considera que my = m_p = 0 (no hay excitaciones)
por lo que la contribuciéon de H, es idénticamente cero.
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Apéndice B
La brecha a temperatura finita

De acuerdo a la transformacion canénica usada en la seccion anterior para diagonalizar
Hp, se establecieron condiciones para uy y v;, de tal forma que los términos no diagonales
de Hr y Hy se anulen. La ecuacién que obtuvimos fue la (A.77), donde, para resolverla,
pusimos my y m_p = 0 lo cual quiere decir que no habia excitaciones ya que se trataba
del estado base. A temperatura finita, habra excitaciones y lo anterior ya no sera cierto.

En un sistema de fermiones independientes a temperatura finita, 7', el promedio de
ocupacion de cada estado estd determinado por la distribucion de Fermi-Dirac

Ademas, dado que las cuasiparticulas no interactiian (en la aproximacién de campo
medio) entonces

<my >=<m_y >= f(Ey), (B.1)

donde
1

f(Ey) = oBr/kaT § 1 (B.2)

De manera general la ecuacién (A.77) se satisface si ponemos la expresién dentro del
corchete grande igual a cero. Asi se obtiene

QSkukvk — (Ui — Uﬁ)Zka/uk/vk/[l — Qf(Ek/)] =0. (B?))

k/
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La tnica diferencia entre esta ecuacion y la ecuacién (A.75) es el factor [1 — 2f(Ey)].
Haciendo nuevamente uy = costy y vx = senfy tendremos que la expresiéon (B.3) toma

la forma

2&sen20y, — cos20; Y Viwsen20[1 — 2f (Ey)] = 0.

k/

Definiendo ahora

Ak(T) = Zka/uk/vk/[l — 2f<Ek/)] = ;Z‘/kk/sen%k/[l - 2f(Ek/)]

k' K’

Ey = (AU(T) + €)%,
obtenemos de manera andloga a (A.37) que
1

Ak/ 1 Ak/

Ay = §ZEk/ Viw[1 = 2f(Ew)] = §ZWVW[1 = 2f(Ew)].

K’ k'

Por otra parte
2 EK//]CBT _ 1
1—2f(Epw) =1 ‘

B eEKl/kBT+ 1 - eEK’/kBT _I_ 1

(AL + )"

= tanh(Fg /kpT) = tanh T

con lo cual obtenemos

1 Ay (A2, 4 &2)1/2
A = = , tanh
k 2%,:‘/’“k (A2, 4 £2))1/2 an 2%kpT

De acuerdo al modelo BCS

{ ~Vsi&, < hwp
Vik =
0 otro caso

A(T) si |&| < hwp
0 otro caso

Ag(T) = {
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por lo tanto la ecuacion para Ay seréd

1
24 A2 2
ﬁthanh{[&—;kB(T)]}
e = 1.

) e+ AT

VN(Ep) (B.12)

En esta ecuacién se realizo el cambio de sumatoria a integral y se tomo en cuenta la
simetria de ¢ alrededor del nivel de Fermi.

Para T = 0 estd ecuacion se reduce a la que obtuvimos previamente en la ecuacion
(A.41). Cuando aumentamos la temperatura por arriba de cero, el numerador del in-
tegrando se hace més pequeno, por lo tanto, para que la ecuacién anterior se cumpla,
el denominador también debera disminuir. Esto implica que A decrece monétonamente
como funcién de 7.

El decremento inicial es exponencialmente lento, hasta que kg7 es del orden de A(0)
y la excitacién de las cuasiparticulas es importante; en este momento A(7') comienza
a caer mas rapidamente hasta que en T' = T, desaparece.

B.1. La temperatura critica

El valor de la temperatura critica del modelo BCS se obtiene a partir de la ecuacién
para la brecha (B.12) al considerar el caso cuando A(7.) = 0. Realizando el cambio de
variables sin dimensiones obtenemos

hwp

%5 Te
VN(EF) / r 'tanhx dr = 1 (B.13)

0
o bien
hwp
hep 2k pTe 1

[Inz tanhz] ;"2 — O/ sech’z Inx dr = VNG (B.14)

Para el caso de superconductores con acoplamiento débil (hwp > kpT.) podemos re-

emplazar la tanh(QZ‘;E_’FC) por la integral y extender el limite superior de la integral hasta

el infinito, de esta forma se tiene
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th 7 1
1 _/ Relngdr — — B.1
n(?kgﬂ) J sech”z Inx dx VN (s (B.15)

El valor de la integral de la ecuacién anterior es In(0.44)~!, de donde se obtiene:

In (22“;?) +1In(0.44) ! = VN?EF) (B.16)
entonces
22‘:;6(0.44)—1 = exp {VN}EF)} : (B.17)
por lo que
kgT,. = 1.14hwpexp {_VN}EF)} ) (B.18)

Al comparar esta ecuacion con el resultado que obtuvimos para la brecha a T = 0
(A.41) se cumple que

A
kT, = 1.145 = 0.565A (B.19)
por lo tanto
2A
= 3.53. B.2
. 3.53 (B.20)

Esta es una de las llamadas Relaciones Universales de BCS.
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