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viResumenLa formaión y el entendimiento de sistemas vítreos es un tema muy disuti-do hoy en día por la omunidad ientí�a, ya que sólo algunas de sus propiedadesse han logrado omprender. Una de las propiedades que se entiende poo en estossistemas es la in�ueia de los modos vibraionales de baja freuenia (MVBF)en los proesos de relajaión y formaión de estos sistemas. Es por ello, que elpresente trabajo se tomará omo punto de partida el estudio de estos MVBFpara entender la relajaión de un vidrio usando aoplamiento de osiladoresomo modelo.En el desarrollo de este trabajo se presenta una introduión aera de laformaión de sistemas vítreos al igual que los oneptos de la teoría de rigidez yde la paradoja Fermi-Pasta-Ulam (FPU) que nos ayudarán a simular un modelode vidrio. En los siguientes apítulos estudiaremos sitemas on osilaiones no-lineales, termalizaión y relejaión de redes. Por último, nos entraremos en elestudio de los MVBF y la loalizaión de la energía para entender la relajaiónen los sistemas vítreos.
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Capítulo 1Introduión.Vidrios, vidrios y más vidrios pordoquier on propiedades inimaginables yon problemas oneptuales que se remontan a los prinipios de la físia estadís-tia [Elliot 1984℄, son los elementos de motivaión del presente trabajo al igualque la simpleza de modelar un vidrio usando un osilador. Deía un élebre fí-sio mexiano en lase, �el que entienda los osiladores puede omprender granparte de la físia de hoy�. Pareiera que esta frase no signi�a nada, pero desdeel desarrollo del estado sólido hae ya 100 años, el estudio de la naturaleza aesalas pequeñas y sobre todo su entendimiento se ha llevado mediante el usode osiladores.Como ya es ostumbre, los fenómenos marosópios de los materiales seven re�ejados en las interaiones mirosópias que se llevan aabo on losomponentes atómios del material. Sin embargo, omprender las interaionesmirosópias de ada material para entender su omportamiento marosópiono es tan trivial. Un laro ejemplo de esto son los vidrios, ya que por su granvariedad de apliaiones tenológias ��bras óptias, eldas fotovoltaias, plásti-os,almaenadores de energía,iruítos elétrios, disos ompatos regrabables,et. [Naumis 2003℄� y su poa omprensión en su formaión representan uno delos pilares de la investigaión de la físia del estado sólido.La araterítia más importante de los materiales vítreos, omúnmente lla-mados vidrios, es que son materiales que presentan una estrutura rígida amorfaque se obtiene mediante un proeso fuera de equilibrio, llamado transiión ví-trea. No obstante, la lasi�anión de estos materiales ha sido debatida porlargo tiempo, pues presentan propiedades tanto de materiales líquidos omo desólidos. Debido a esto y al proeso de formaión de los vidrios, se die, que lossistemas vítreos se enuentran en una transiión termodinámia [Huerta 2003℄.A ontinuaión, veremos el fenómeno de las transiiones vítreas, además dever los oneptos que nos ayudarán a modelar un vidrio on ayuda de la teoríade rigidez y la paradoja Fermi-Pasta-Ulam.
1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 21.1. Transiión Vítrea.Uno de los métodos más soorridos para produir un vidrio es mediante elenfriamento rápido de un líquido para impedir la ristalizaión y on ello llegara un estado donde la energía no queda minimizada, y por tanto porduir unafase metaestable, es deir, un material fuera de equilibrio termodinámio. Paraalanzar esta fase, el material tiene que pasar por otro estado denominado líqui-do sobre-enfriado, y que se obtiene por debajo de la temperatura de fusión delsólido ristalino (Tf). No obstante, si la temperatura del líquido sobre-enfriadoes lo su�ientemente baja, el líquido adopta una apareienia sólida ya que suvisoidad aumneta brusamente aunque el material no se ristalie. A este pro-eso se le denomina transiión vitrea ya que da omo resultado la formaión deun sistema vítreo [Huerta 2003℄. A manera de ilustrar el fenómeno, la �gura1.1 muestra la dependenia del volumen on forme la temperatura disminuye.Como se puede ver en diha �gura, la transiión vítrea no se da a una tempe-ratura dada, sino se representa en un intervalo a diferenia de la temperturade transiión de un ristal [Zallen 1998℄. A pesar de que la transiión vítrea seda en un intervalo de temperatura, existe un parámetro experimental muy útilque se le denomina temperatura de transiión vitrea (Tg) y que se obtiene en lainterseión de la prolongaión de las pendientes antes y después de la transi-ión. Sin embargo, este parámetro no es una propiedad intrínsea del material,ya que depende de la veloidad de enfriamento.

Figura 1.1: Diagrama de transiión. Tomado de [Zallen 1998℄.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 3Hoy en día hay muhas ténias que se utilizan para saber la omposiióny la estrutura mirosópia de los elementos que onforma un material y onello su araterizaión. Así pues, algunos vidrios son analizados on difraiónde rayos X o de netrones, efeto Raman, eos ultrasónios, et. [Thorpe 1999℄.Mediante estas ténias se ha observado que la estrutura de un material vítreopertenee a un sólido amorfo. Esto quiere deir, que a diferenia de un sólidoristalino los vidrios no se pueden representar por una elda unitaria repetitivapor el espaio, dando omo resultado que las propiedades de los vidrios seanmás difíiles de estudiar [Elliot 1984, Zallen 1998℄. No obstante, la idea de W.H. Zahariasen de modelar los vidrios on una red ontinua aleatoria ha hehoque se entiendan algunas propiedades de estos sistemas vítreos al igual que laspropiedades de algunos materiales amorfos [Huerta 2003℄.
Figura 1.2: Comparaión entre fases. Tomado de [Zallen 1998℄.El desorden estrutural que pueden tener los sistemas vítreos (orientaional,sustituional o topológio) puede ser de gran importania para el estudio dealguna propiedad partiular del material. Más adelante onstuiremos un modelode vidrio que siga alguna de las propiedades estruturales menionadas.Ahora bien, si observamos la �gura 1.1 on detenimiento notaremos que latransiión vítrea que hemos desrito anteriormente no se puede ver omo unatransiión de fase termodinámia omún, pues la variable extensiva, en esteaso el volumen ( al igual que otras variables omo la entropía y la entalpía), notienen una disontinuidad al pasar por la temperatura de la transiión vitrea. Sinembargo, el heho de que haya un ambio en la pendiente es su�iente para deirque se trata de una transiión de segundo orden en el esquema de Ehrenfest,además de que las antidades difereniales omo la ompresibilidad isotérmia(κT ), la expansión térmia (αT ) y el alor espeí�o a presión onstante (Cp)sugieren que la transiión sea de segundo orden debido a su disontinuidad en

Tg [Elliot 1984℄. Si nos �jamos en la transiión de líquido-ristal vemos que latransisión es de primer orden, ya que la derivada de la energía de Gibbs respetoa la presión (V = (∂G/∂p)T) es disontinua en Tf. Mientras que para el vidriode trisulfuro de arsénio tenemos que Cp = T (∂S/∂T )p = −T (∂2G/∂T 2)pesdisontinua en Tg.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 4

Figura 1.3: Capaidad alorí�a a presion onstante (Cp) para el trisulfuro dearsénio (As2S3) amorfo. Tomado de [Zallen 1998℄.Sin embargo, la temperatura de transiión vítrea depende de la veloidad deenfriamento omo hemos menionando, al igual que de algunos otros fatoresomo la omposiión químia del material y de la habilidad misma del materialpara tanformase en un vidrio. Esto hae que Tg se enuentre en un intervalode deenas de grados uando se hae variar la veloidad de enfriamento de unmaterial [Naumis 1998℄. Por ello, la interpretaión de la transiión termodiná-mia de segundo grado para los sistemas vítreos tenga aún di�ultades paraentenderse.



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 51.2. Teoría de la rigidez.Como se meniono en la seión anterior, la temperatura de transiión vítrea(Tg) es muy importante en la formaión de vidrios, pero no es la únia que in�uyeen su formaión, ya que existen otras anomalias omo la ontribuión de modosde freueia ero y de la densidad de modos vibraionales de baja freuenia(MVBF), que son entendibles on ayuda de la teoría de la rigidez [Phillips 1996,Thorpe 1999℄. Por ejemplo en los vidrios de triselenuro de arsénio (As2Se3),que es uno de los materiales que se oupan omo memorias de omputadora, seles puede induir ambios en su estrutura amorfa para transformarla en unaestrutura ristalina mediande un az de luz enfoado.

Figura 1.4: Foto-ristalizaión de As2Se3 usando el efeto Raman �no. Tomadode [Zallen 1998℄.Este fenómeno se estudió on un barrido �no del efeto Raman y se enontróque la antidad de luz dispersada para tiempos largos era notable a freueniasbajas (ver �gura 1.4), lo que indiaba problemas en el ambio de fase de laestrutura y por tanto una fuerte dependenia de las freuenias bajas en la for-



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 6maión de sistemas vítreos. Esto debido a que uando se almaena informaiónen las memorias de omputadora el sólido As2Se3 es ristalino, pero uandono hay informaión o se borra de las memorias el As2Se3 se onvierte en unsólido amorfo, un vidrio. No obstante, el vidrio As2Se3 se utiliza en un rangodonde la respuesta del ambio de fase sea reversible para una freuenia de luzdeterminanda.Dado que los MVBF dependen en ierta forma de la omposiión quími-a del material y esta a su vez hae la Tg ambie, entones podemos onsi-derar que hay una funión entre los MVBF y Tg a través de la onentra-ión químia[Naumis 2006a, Naumis 2006b℄. Por otra parte, la existenia de losMVBF se ve re�ejada en los modos �exibles de la red, en espeial on la �exibili-dad, esto es, entre más �exible sea una red más MVBF habrá en ella. Por tanto,si uno piensa en un sistema al ual le ponemos onstriiones, este se empieza atornar rígido y su antidad de MVBF deree. De aquí, que si uno hae que unred presente una transiión rígida, que onsiste en pasar de ser un arreglo �exiblea uno rígido, podría entender la formaión de un vidrio más fáil [Phillips 1996℄,debido a que los sitemas rígidos ontienen poos MVBF o modos extendidosque son ruiales en la relajaíon térmia [Ponno 2005, Reigada 2001a℄ ade-más de que su uasiresonania natural favoree la temperatura de transiión[Ford 1961℄.Usar la teoría de la rigidez para la desripión de sistemas vítreos es muyútil, pues es la únia que permite alterar el número de MVBF ambiando sólolas oneiones que tienen los integrantes de la red. Para enterder la forma enque la teoría de la rigidez (TR) explia los fenómenos antes menionados de-sarollaremos los oneptos de esta teoría en las siguientes líneas.Para empezar, basta deir que la TR se basa en un heho geométrio simple,ya que onsiste en el onteo de barras que unen N sitios o pivotes de una red.La forma en que estas barras unen los sitios de la red hae que el sistema sevuelva, desde el punto de vista meánio, rígido o �exible. Esta araterizaiónde los sistemas se ha vuelto muy importante en los últimos años, ya que usandola TR se ha podido diseñar algunos mediamentos, ristales y algunos vidrios,al igual que entender la físia de algunos líquidos y sólidos [Naumis 2005℄.Los oneptos de rigidez y �exibilidad son intuitivos, pues todos sabemos queuando algo es rígido nos uesta muho trabajo ambiarlo de forma; en ambiouando un sitema es �exible podemos ambiar su forma fáilmente sin que elsistema pierda energía. Para tener una visión más lara de uando un arregloes rígido o �exible, mostraremos un ejemplo en 2D, omo el que se presentaen la �gura 1.5. En esta �gura tenemos uatro pivotes que se unen on barrasque pueden girar y donde es fáil apreiar que uando la red ambia de forma,omo en el iniso a), el sistema es �exible, pues podemos moverlo sin separar lospivotes, mientras que en iniso ) mover el sistema es dí�il sin separar algunabarra de sus pivotes y por tanto deimos que el sistema es rígido. Sin embargo,omo la misma �gura muestra, un sistema puede tener más o menos rigidez,al igual que tener poa o muha �exibilidad. Es aquí donde la TR tiene muhaimportania, pues on sólo ontar el número mínimo de barras que una red puede



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 7tener para ser rígido podemos araterizar a un sistema. Cuando tenemos unsistema on el mínimo número de barras que hae que el sistema sea rígido, sedie que el sistema es isoestátio. En el aso de la �gura 1.5, notamos que uandose pone una barra más a un arreglo isoestátio el sistema se vuelve sobre-rígido(en la TR, a esta araterístia se le denomina solamente rígido) , es deir, yano tiene un mínimo de barras que hagan que el sistema sea rígido. En su formamás simple, la TR se enarga de araterizar a las redes en �exibles y rígidasapartir de la isoéstatiidad.
Figura 1.5: Rigidez y �exibilidad de una red en 2D. La red se presenta omo: a)�exible, b) isoestátia y ) rígida. Tomado de [Naumis 2005℄.Para evaluar la rigidez y �exibilidad de una red retomaremos el ejemplo en
2D, ya que sin perdida de generalidad podemos apliar los resultados obtenidospara redes en otras dimensiones además de ayudarnos a �jar ideas. Primero quenada onsideraremos que tenemos N puntos sin onexión entre ellos. Entonesdeimos, que ada punto tiene 2 grados de libertad, pues su movimiento sepuede desribir on 2 oordenadas en el plano. Por tanto, tenemos que nuestrosistema tiene 2N grados de libertad. Ahora bien, si onetamos dos puntos onuna barra rígida, tal ual lo hae la TR, notamos que los grados de libertad delsistema se reduen en uno, i.e., al �nal tenemos 2N − 1 grados de libertad. Portanto, si onetamos 2R puntos unidos on R barras tenemos 2N − R gradosde libertad en nuestra red. Como es de intuirse, R representa las restriiones oonstriiones de la red además de la pérdida de grados de libertad del sistema,es por ello, que es onveniente de�nir la fraión (f) de grados de libertad(onoido también omo el número de modos �exibles) que quedan del sistemarespeto a los grados originales mediante:

f =
2N − R

2N
, (1.1)De aquí es fáil notar que la naturaleza de la red se puede medir en términosde f , pues si f > 0 tenemos una red �exible ya que las restriiones no agotanlos grados de libertad, si f < 0 la red es rígida pues hay más restriiones quegrados de libertad y si f = 0 la red es isoestátia ya que tendremos el mismonúmero de restriniones que grados de libertad en la red, en otrar palabras elsistema tendra el mínimo de barras que lo hagan ser rígido.En 1864 James C. Maxwell [Huerta 2003℄ propuso una onexión entre elnúmero mínimo de barras que una red neesita on el número de modos �exibles



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 8del sistema mediante un nuevo número llamado la oordinaión promedio delsistema < r > que se alula sumando el número total de barras que llegan aun punto dividido entre el número de puntos. Cabe menionar que el parámetro
< r > es de suma importania ya que no sólo mide la oordinaión promediode la red, sino también la onetividad promedio que tiene la red on ada unode sus elementos [Thorpe 1999, Naumis 2005℄. Para el aso de 2D tenemos que
< r >= 2R/N y por tando el número de modo �exibles queda:

f = 1 − < r >

4
, (1.2)La relaión entre la oordinaión promedio y los modos �exibles es de granimportania, por ejemplo en 1979 J. C. Phillips propuso una onexión entre lahabilidad de formar un vidrio y la oordinaión promedio de un sistema oninteraiones ovalentes [Phillips 1996℄. Esta propuesta die, que la formaiónde un vidrio se ve favoreida uando la antidad de onstriiones meániasdebidas a los enlanes ovalentes es omparable on los grados de libertad queofree el sistema, es deir, una transiión entre el sistema �exible y el rígido.La propuesta se ha orroborado experimentalmete y es de gran ayuda en elentendimiento de la formaión de algunos vidrios [Thorpe 1999℄.1.3. Relajaión térmia y no-linealidad.Como menionamos, la relajaión térmia de un vidrio no se relaiona úni-amente on la veloidad de enfriamento, ya que las propiedades químias delmaterial afetan su relajaión. Las propiedades químias del material se puedenver omo onstriiones en el sistema y omo hemos diho estas onstriioneslas podemos modelar usando la teoría de la rigidez. Sin embargo, la TR no nosdie la forma en que las restriiones en el sistema atúan on los omponentesde éste. No obstante, podemos proponer diferentes forma en las que las partí-ulas del sistema interatuan. La forma intuitiva es proponer interaiones tipoosilador que ayuden al sistema a relajarse. Por ello, utilizaremos el problemade Fermi-Pasta-Ulam para modelar nuestro vidrio.Reien iniiada la existenia de las omputadoras muhas soluiones nume-rias de problemas físios fueron dándose a onoer, ya que para muhos proble-mas físios que no tenian soluiones analítias pudieron enontrarse soluionesnúmerias. Uno de esos problemas que tiene soluiones numérias es la paradojade Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Esta paradoja fue planteada en el año de 1953,después de pensar lo que le pasaría a una adena de osiladores aoplados enpresenia de un baño térmio.Como es sabido, uando un sistema se pone en ontato on un baño térmio,el sistema empieza a eder o a ganar alor de diho baño hasta alanzar unatemperatura de equilibrio. Este equilibrio desde el punto de vista de la meániaestadístia de Bolztmann se lleva aabo uando ada omponente del sistemaestá en equilibrio on su alrededor. Por otra parte, esta teoría también predie



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 9que ada grado de libertad del sistema ontribuye on kBT/2 en la energíadel sistema (donde kB es la onstante de Boltzmann y T es la temperatura) ypor tanto en el equilibrio ada grado de libertad de un sistema tiene la mismaantidad de energía.El punto importante en la paradoja FPU radia en la forma en la que elsistema alanza una temperatura de equilibrio uando se retira el baño térmiodel sistema y se oloa en otro baño a temperatura menor. Para este entones,FPU sabian que para una adena de puros osiladores siempre es posible des-aoplar el hamiltoniano armónio en términos de los modos normales y on ellover la evoluión del sistema. Sin embargo, esta forma de visualizar el problemamostraba que nuna se alanzaría la relajaión térmia, pues omo es sabidoada modo normal es independiente de otro y nuna hay tranferenia de energíaentre ellos, en otras palabras un hamiltoniano armónio que desribe la adenade osiladores nuna alanzaría el equilibrio, a menos de que hubiera terminosdisipativos en el hamiltoniano. El siguiente paso fue plantear interaiones no-armónias entre los osiladores para que on ello los modos normales del sistemapudieran interatuar y on ello tranferir energía sin ayuda de términos disipa-tivos y así alanzar un nuevo estado de equilibrio [Fermi 1965℄. Cuando FPUsimularon este sistema se dieron uenta que no sólo se podía alanzar un estadode equilibrio, sino que para alanzarlo el sistema sufre un fenómeno denominadoreurrenia, donde después de un tiempo dado un modo normal tiene la mismaenergía que al prinipio.
Figura 1.6: Paradoja FPU vista en modos normales on: a)interaión lineal yb)interaión no-lineal.Otra forma de visualizar esta paradoja es pensando que uando el siste-ma tiene un hamiltoniano lineal los modos normales tienen la energía loalizada(que se mani�esta omo una onda plana), es deir, osilan siempre on su mismafreuenia normal, pero apenas hay interaiones no-lineales y los modos norma-les dejan de tener energía loalizada y empiezan a tansferir energía entre ellosmediante efetos de interferenia a través de las ondas planas, que son soluiónde los modos normales.El efeto de la no-linealidad en el hamiltoniano no sólo trae onseueniaspara que un sistema alane un nuevo estado de equilibrio, ya que mientras elsistema tiende haia este nuevo estado ourren fenómenos omo la reurren-ia, on el problema de FPU, o fenómenos de loalizaión de energía que se



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN. 10mani�estan al dejar grandes antidades de energía en un lugar espeí�o delsistema, o mejor diho, antidades de energía distribuida en iertos modos nor-males. Este último fenómeno da lugar a la reaión de unos nuevos modos en elsistema y que se llaman de respiraión por su nombre en inglés (disrete breat-hers) [Campbell 2004, Piazza 2001, Reigada 2001a, Reigada 2001b℄. Los modosde respiraión se forman uando la energía se loaliza en iertos modos nor-males y posteriormente se desplaza a otros modos normales sin perder energía.En otras palabras, los modos de respiraión son movimientos del sistema dondeierta energía se loalizada y se mueve sin ninguna pérdida, algo así omo unsolitón. Como es de esperarse, este heho trae onseuenias importantes paraque un sistema llegue a un nuevo estado de equilibrio, pues si el sistema ontie-ne muhos de estos modos de respiraión el sistema tardará muho tiempo enalanzar su nuevo estado de equilibrio.En los apítulos siguientes, desarrollaremos un sistema vítreo usando la TRy la paradoja FPU para ver la importania de los MVBF en el proeso de la re-lajaión térmia. Para llevar aabo la onstruión de nuestro modelo de vidrio,en el apítulo 2 presentaremos la forma en la que interaionan varías masasinmersas en diferentes poteniales. Posteriomente, veremos la forma adeuadade termalizar y relajar una red en el apítulo 3. Al �nalizar, pondremos a pruebanuestro modelo vítreo para un sistema de 3 partíulas. En el apítulo 5 disu-tiremos la importania de los MVBF en: la densidad de modos, en el espetrode freuenias y por supuesto veremos su importania en la relajaión térmia.Por último presentaremos las onlusiones en el apítulo 6.



Capítulo 2Teoría de vibraiones.2.1. Sistema de una partíula.Cuando saamos un uerpo de su equilibrio, éste trata de regresar al puntodonde estaba para onservarse en su estado de mínima de energía. Pensandoque el uerpo tiene asoiada una energía potenial U(q) debido a la posiiónque oupa y ésta es mínima uando se enuentra en su posiión de equilibrio(q0) . Entones, uando se mueve el uerpo de su posiión de mínima energía segenera una fuerza dada por − dU(q)
dq

que hae que el uerpo regrese a su posiiónde equilibrio. Diha fuerza hae que el sistema osile al rededor de su mínimode energía qo.Si nos �jamos en pequeñas variaiones de U(q)−U (q0) en potenias de q−q0notamos que:
U(q) − U (q0) = dU

dq
|q=q0

(q − qo) + d2U
dq2 |q=q0

(q − qo)
2

+ . . . , (2.1)Tomando adeuadamente el nivel referente de energía podemos haerU(q0) =
0 y dado que en este punto tenemos energía mínima, el término lineal evaluadoen q0 se hae ero, y por tanto:

U(q) ∼= 1
2k (q − qo)

2 , (2.2)donde k es una onstante positiva que sale al evaluar la segunda derivadadel potenial en q0.Midiendo la energía a partir del punto de equlibrio, es deir, tomando x =
q − q0 tenemos [Landau 2002℄:

U(x) ∼= 1

2
kx2, (2.3)

11



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE VIBRACIONES. 12Usando este heho, notamos que ualquier partíula de masa m que sesaque de su posiión de equilibrio sigue la siguiente euaión de movimiento[Fowles 1970℄:
mẍ + kx = 0, (2.4)uya soluión es del tipo osilatoria de la forma x = Aeiωt, donde i2 = −1,la freuenia ω =

√
k
m
y A es una amplitud ompleja que hae que en los puntosde retorno el osilador tenga solo energía potenial debido a que la antidad demovimiento es ero. Dando omo resultado [Landau 2002℄ :

U(x) ∼= −1

2
kA2, (2.5)Este resultado puede apliarse a un onjunto de partíulas y así entenderalgunas propiedades omo la estabilidad meánia o elétria. En las siguientesseiones estudiaremos un sistema on interaiones para muhas partíulas.2.2. Sistema de muhas partíulas.Siguiendo un proedimiento análogo al heho para una partíula, tenemosque sí ontamos on N paríulas en una dimensión interatuando entre si me-diante osilaiones alrededor de su punto de equilibrio la energía es:

U(x) =

N∑

j=1

1

2
kj (xj+1 − xj)

2
, (2.6)donde kj es la onstate asoiada a la partíula j′ésima.De aquí que la euaión de movimiento para la partíula j es:

mj ẍj + kj (xj+1 − xj) + kj−1 (xj − xj−1) = 0, (2.7)Como la soluión para ada partíula debe de ser del tipo osilador, propo-nemos una soluión de la forma:
xj = Aje

−iωt, (2.8)Sustituyendo esta soluión en la euaión 2.7, vemos que el sistema se reduea un problema de álgebra lineal, pues la euaión de movimiento para la partíula
j queda:

−ω2Aj −
kj

mj

Aj+1 +

(
kj + kj−1

mj

)
Aj −

kj−1

mj

Aj−1 = 0, (2.9)



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE VIBRACIONES. 13y por tanto, si agrupamos las amplitudes Aj en una matriz A y a las ons-tantes en una matriz D on ondiiones libres en la frontera, i.e. x0 = x1y
xN+1 = xN tenemos una euaión matriial de eigenvalores [Goldstein 1972℄ :

(
D − ω2I

)
· A = 0donde I es la matriz identidad y:

D =




k1

m1
− k1

m1
0 · · · 0

− k1

m2

k1+k2

m2

− k1

m2

· · · 0

0
. . . ...... . . . kN−1

mN−1

0 · · · 0 kN−1

mN

kN−1+kN

mN




, (2.10)A la matriz D se le llama también matriz dinámia. Cabe menionar que lamatriz A ontiene en sus olumnas los eigenvetores del sistema.Proponiendo que todas las masas sean iguales y tengan el valor m = 1 aligual que las ontantes kj = k para toda j, podemos proponer una soluión paralas amplitudes del tipo [Kittel 1996℄:
Aj =

eiqja

√
N

, (2.11)donde q es el vetor de onda,a es el tamaño de la elda unitaria y que en esteaso tomaremos a = 1. Este tipo de soluión, hae que nuestro sistema tengaomportamiento ondulatorio y por tanto ada eigenvetor o modo normal estédado por:
Xq(j, t) =

ei(qj−ωt)

√
N

, (2.12)Coloando esta soluión en las euaiones de movimiento y resolviendo laeuaión matriial de eigenvalores nos da omo resultado una relaión muy im-portante entre la freuenia y el vetor de onda. Esta relaión se le onoe omorelaión de dispersión y está dada por:
ω2(q) = 4ksen2(

q

2
), (2.13)donde q = 2πα

N
on α = 1, . . . , N .



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE VIBRACIONES. 142.2.1. Sistemas no-lineales.En esta seión tomaremos en uenta sólo efetos de orden dos y uártioen la energía potenial, ya que el término úbio representa grandes problemá-tias al poner una posiión de equilibrio [Limas 2005, Campbell 2004℄, pues lasoluión de nuestro sistema de euaiones puede diverger debido a las fuerzasresultantes de este potenial podrían ser muy grandes omparadas on el mo-vimiento del sistema. Si visualizamos ahora a nuestro sistema a partir de suhamiltoniano [Fowles 1970, Goldstein 1972℄, vemos que éste es de la forma:
H =

N∑

j=1

P 2
j

2m
+

1

2
k (xj − xj−1)

2
+

1

4
k′ (xj − xj−1)

4
, (2.14)donde k y k′ son los oe�ientes lineal y no-lineal respetivamente.A este hamiltoniano también se le onoe omo el hamiltoniano FPU (Fermi-Pasta-Ulam). Cabe menionar que apartir de aquí onsideraremos que las oe-�ientes de interarión serán iguales para todas las partíulas al igual que sumasa. La euaión de movimiento que rige a la partíula j tiene entones laforma:

mẍj = k [(xj+1 − xj) − (xj − xj−1)]

+ k′
[
(xj+1 − xj)

3 − (xj − xj−1)
3
]
,

(2.15)La resoluión de este tipo de euaiones de forma analítia ya no es tan tri-vial, pues si proponemos una soluión del tipo 2.8 los términos úbios haendí�lil el manejo de las exponeniales y al �nal quedan euaiones traendenta-les. En muhos artíulos [Campbell 2004, Toda 1988℄ se ha disutido el estudiode estos sistemas y hasta ahora sólo se han presentado resultados númerios ysoluiones analítias usando iertas onsideraiones. Siguiendo este heho, noso-tros onsideraremos que la interaión no-lineal es pequeña y propondremos unasoluión del tipo armónia de la siguiente forma:
xj = Ajcos(ωt) + Bjcos(3ωt), (2.16)En seguida usaremos la aproximaión de rotaión de onda (RWA, por sussiglas en inglés), que onsiste en despreiar términos en freuenias mayores a

3ω [Limas 2005℄, en este aso, no ontar on los términos mayores a cos(3ωt).Para ver los efetos de los términos mayores a 3ω usaremos la identidad trigo-nométria:
cos3(θ) =

3

4
cos(θ) +

1

4
cos(3θ), (2.17)Por tanto, la euaión de movimiento para la partíula j se ve omo:



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE VIBRACIONES. 15
−mω2 [Ajcos(ωt) + 9Bjcos(3ωt)] = k [Aj+1cos(ωt) + Aj−1cos(ωt)−

2Ajcos(ωt)] + k [Bj+1cos(3ωt)+

Bj−1cos(3ωt) − 2Bjcos(3ωt)]+

3
4k′

[
A3

j+1cos(ωt) − A3
j−1cos(ωt)

]
+

k′ [Bj+1 + ...] , (2.18)de aquí que si agrupamos los términos on freuenia fundamental cos(ωt)tenemos que las amplitudes siguen:
(
2k − mω2

)
Aj − k (Aj+1 + Aj−1) −

3

4
k′

(
A3

j+1 − A3
j−1

)
= 0 (2.19)lo ual nos da una idea aera del orrimiento de la freuenia fundamentalen términos de las amplitudes A′

js, debido al término 3
4k′

(
A3

j+1 − A3
j−1

), yaque en el aso k′ = 0 obtenemos la relaión de dispersión 2.13. Para ver el efetode orrimiento más adelante en el apítulo 4 analizaremos el aso de 3 partíulassujetas a resortes.2.2.2. Sistemas on interaión a segundos veinos.Una forma senilla de relaionar la teoría de la rigidez un modelo vítreo esaumentando la antidad de interaiones que presenta una adena ya que onello la antidad de onstriiones en el sistema aumenta, los grados de libertaddel sistema disminuyen y por tanto hay modi�aión en los MVBF. La forma deañidir onstriiones a una adena que presenta interaiones a primeros veinos(PV), es haer que esta adena tenga también interaiones a segundos veinos(SV). A ontinuaión, desarrollaremos el hamiltoniano on interaiónes linealesy no-lineales a PV y SV.Como se puede ver en la seión anterior, el hamiltoniano de la euaión2.14 muestra que la interaión entre una partíula y las otras sea de maneratal que su posiión sólo depende de ella y sus primeros veinos, de aquí que siextendemos este hamiltoniano para que la partíula j tenga interaiones onsus SV, veremos que el hamiltoniano tiene la forma:
H =

N∑

j=1

P 2
j

2m
+

1

2
k (xj − xj−1)

2 +
1

2
k2 (xj − xj−2)

2 , (2.20)donde el oe�iente k2 representa la interaión SV y además es mayor queero.



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE VIBRACIONES. 16La euaión de movimento para la partíula j generada apartir del hamilto-niano es:
mẍj = k [(xj+1 − xj) − (xj − xj−1)]

+ k2 [(xj+2 − xj) − (xj − xj−2)] ,
(2.21)de aquí que si planteamos una soluión omo la euaion 2.8 y haemos undesarrollo similar al planteado al iniio de este apítulo, llegamos a la relaiónde dispersión:

ω2(q) = 2 (k + k2 − kcos(q) − k2cos(2q)) , (2.22)donde q = 2πα
N

on α = 1, . . . , N y m = 1.Como dato urioso, notamos que la euaión 2.22 reupera la relaión dedispersión de una adena on interaiones a PV si el oe�iente k2 = 0 .Como vimos en la introduión, tener un hamiltoniano que presente sólo in-teraiones lineales on sus omponentes no nos ayudaría para llevar el sistemaa varios puntos de equilibiro. Por tanto haremos que el hamiltoniano de la eua-ión 2.20 tenga interaiones no-lineales a PV y SV, que es lo mismo, que elhamiltoniano sea omo el del modelo de FPU extentendido para los segundoveinos (PV). Esto es: y la parte del potenial de PV del modelo FPU apliadaa la interaión de SV. Por tanto el Hamiltoniano es:
H =

N∑
j=1

P 2

j

2m
+ 1

2k (xj − xj−1)
2 +

1
4k′ (xj − xj−1)

4 + 1
2k2 (xj − xj−2)

2 +,
1
4k′

2 (xj − xj−2)
4 ,

(2.23)donde k′ y k′

2 representan la parte no-lineal para primeros y segundos veinosrespetivamente. Cabe menionar que ambas onstantes son positivas.La forma de este hamiltoniano será la base del modelo vítreo que planteare-mos en el apítulo 5. Como es de intuirse, la resoluión analítia de las euaionesde movimiento para un sistema de este tipo es ompliada. Sin embargo en elapítulo 4 , veremos un aso partíular de interaión on segundos veinos deun arreglo de 3 partíulas para la validaión de nuestra programa de simulaióny presentaremos las aproximaiones realizadas en el apéndie A.



Capítulo 3Termalizaión y relajaión deredes.En este apítulo se explia la forma en omo termalizar una red lineal, ade-más de los riterios que se usan para haer una buena termalizaión. El proesode relajaión de una red termalizada será también un tema a tratar, pues suforma de disipar la energía nos ayuda a entender sus propiedades físias.3.1. Termalizaión.3.1.1. Un osilador.Antes de desibir el omportamiento de una red termalizada, es útil desribirlo que ourre on la termalizaión de un osilador inmerso en un baño térmio,ya que on sólo ambiar algunas osas en las euaiones podremos omprender ladinámia de una red. Para empezar, onsideraremos la euaión de un osiladorde masa unitaria on término disipativo (γ) y sujeto a la fuerza provoada porel baño térmio (η(t)).
ẍ + γẋ + ω2

0x = η(t), (3.1)Como es sabido, la resoluion la euaión 3.1 requiere de una soluión ho-mógenea y de una soluión partiular para la fuerza térmia. La soluión de laeuaión homógenea es fáil de obtenerla si se propone una soluión exponenialdel tipo ert para x(t), ya que después de poner diha soluión en la euaióndiferenial se obtienen dos raies para r:
r1,2 = −γ

2
±

√(γ

2

)2

− ω2
0 , (3.2)Para obtener la soluión partiular hay que tomar en uenta, que la fuer-za debido al baño térmio no puede ser una fuerza onstante, sino una fuerza17



CAPÍTULO 3. TERMALIZACIÓN Y RELAJACIÓN DE REDES. 18�utuante o estoástia tal ual lo predie la meánia estadístia. Es por ello,que diha fuerza debe seguir ierta dinámia y tener iertas restriiones. Estafuerza fue estudiada por Langevin [Chaikin 1995℄ usando los riterios de la me-ánia estadístia de Boltzmann, que propone que ada grado de libertad de unsistema ontibuye on kBT/2 en la energía del sistema (donde kB es la onstantede Boltzmann), y la meánia Browniana. De esta forma, Langevin enontró,que la fuerza térmia (η) debe serguir una funión gaussiana no-orrelaionaday además, su promedio temporal debe estar relaionado mediante el teorema de�utuaión-disipaión. En euaiones, esto se tradue en:
〈η(t)〉 = 0, (3.3)

〈η(t)η(t′)〉 = 2γkBTδ(t − t′), (3.4)Contemplando los puntos anteriores, podemos proeder a enontrar la solu-ión para la posiión x(t) mediante el uso de transformaión de Fourier de lasiguiente forma:
x(t) =

1√
2π

∫
∞

−∞

x̃(ω)eiωtdω, (3.5)donde
x̃(ω) =

ω2
0 − ω2 − iγω

(ω2
0 − ω2)

2
+ (γω)

2
Λ(ω), (3.6)y

Λ(ω) =
1√
2π

∫
∞

−∞

η(t)e−iωtdt, (3.7)Cabe menionar que la euaión 3.6 puede reesibirse omo:
x̃(ω) = χ(ω)Λ(ω), (3.8)y donde la funión χ(ω) puede interpretarse omo la sueptibilidad anteambios en la fuerza térmia. De manera esquemátia es sueptibilidad puedegra�arse para se parte real y su parte imaginaria omo lo muestra la �gura3.1.Desde el punto de vista analítio, la soluión 3.5 no es trivial enontrarla parasistemas de muhas partíulas, pero siempre se puede seguir la misma idea quepara una sola partíula ya que el sistema de muhas partíulas se puede desom-poner términos de sus modos normales. Así que lo que omunmente se hae esenontrar la relaión espetral de la posiión, es deir , ver el espetro de freuen-ias en las que el movimiento osilatorio opera. Diho esto, el siguiente punto



CAPÍTULO 3. TERMALIZACIÓN Y RELAJACIÓN DE REDES. 19es enontrar el espetro de freuenias de un osilador. Para esto, osideramosque el espetro de freuenias se alula omo [Reihl 1998, Reigada 2001a℄:
S(ω) = 2

∫
∞

0

C(τ)cos(ωτ)dτ, (3.9)donde C(τ) = 〈x(t)x(t + τ)〉 es la orrelaión de la posiión para un iertotiempo τ , que además mide la memoria que tiene el sistema.

Figura 3.1: Sueptibilidad para un osilador armónio. χ′(ω) y χ′′(ω) represen-tan la parte real e imaginaria de la funión χ(ω) respetivamente. Tomado de[Chaikin 1995℄.Después de introduir los valores de la posiión en la orrelaión y usar lasondiiones de la fuerza térmia, se obtiene:
C(τ) = 2γkBTδ(τ) |χ(ω)|2 , (3.10)y por tanto, el espetro de freuenias es:

S(ω) = 2γkBT |χ(ω)| ,2 (3.11)



CAPÍTULO 3. TERMALIZACIÓN Y RELAJACIÓN DE REDES. 20Como dato extra, podemos ver que poniendo la funión χ(ω) en su partereal e imaginaria, la parte disipativa orresponde a la parte imaginaria de dihafunión, y por tanto podemos esribir,
χ′′(ω) =

1

2kBT
ωS(ω), (3.12)que nos da la versión lásia del teorema de �utuaión-disipaión [Chaikin 1995℄.Para entender que suederá más adelante on la adena termalizada, es útilreesribir el espetro de freuenias en términos de las soluiones de la euaiónhomógenea. Pues omo menionamos, las ideas planteadas para el espetro defreuenias de una sola partíula se pueden ampliar a un sistema de muhaspartíulas debido a que estos sistemas se pueden desaoplar en términos desus modos normales y on ello obtener soluiones pareidas a las de una solapartíula en el espetro de freuenias para ada modo normal. Es por ello queponer el espetro de una sola partíula en términos de su modo normal o soluiónhomógenea será de gran ayuda en la siguiente seión. Diho esto, el espetropuede esribirse omo:

S(ω) =
2γkBT

[r2
1 + ω2] [r2

2 + ω2]
, (3.13)3.1.2. Una red.La dinámia que sigue una red unidimensional de osiladores armónios ao-plados se basa en el heho de pegar o unir la soluión de un osilador on suveino próximo. En otras palabras, basta onoer omo es la soluión de un osi-lador on sus dos veinos próximos para poder entender lo que pasa on toda lared, pues lo que le pasa a ese osilador le ourrirá a uno que este muy lejos de él.Es por ello que haer uso de los resultados de la seión anterior nos ayudará aomprender lo que le suede a ada uno de los omponentes de nuestra adena.Si tomamos nuestra adena on N elementos, notaremos que la euaiónde movimiento que rigue a la partíula j′ésima es similar a la euaión 3.1 siidenti�amos a ω2

0 on ∂H
∂x

. El heho de que sea similar, es que para un soloosilador no se ontemplan los deplazamientos de un osilador respeto a otroy por tanto hablar de la posiión x(t) y de los desplazamientos relativos u(t) eslo mismo. En el aso de la adena, la partíula j se omporta así:
üj = − ∂H

∂uj

− γu̇j + ηj(t), (3.14)donde la funión ηj(t) sigue la dinámia de Langevin para ada partíula, esdeir, umple las euaiones 3.3 y 3.4.



CAPÍTULO 3. TERMALIZACIÓN Y RELAJACIÓN DE REDES. 21Si onsideramos un Hamiltoniano on interaión lineal, omo el de la seión2.2 podemos ver que al proponer una soluión del tipo ert para la euaióndiferenial homógenea de 3.14 obtenemos una soluión igual a la de la euaión3.2, sólo que esta vez, la freuenia ω0 se omporta omo la relaión de dispersiónobtenida en 2.2, es deir:
ω2

0(q) = 4ksen2(
q

2
), (3.15)donde q = 2πα

N
on α = 1, . . . , N y por tanto las raies son:

r1,2(q) = −γ

2
±

√(γ

2

)2

− ω2
0(q), (3.16)El que las soluiones de la euaión homógenea dependan del vetor de onda

q tiene gran importaia en el análisis espetral, pues ahora en lugar de tener unasola freuenia tendremos N freuenias normales y además una freuenias deorte. El espetro de freuenias para la adena tiene la forma:
S(ω) = 2γkBT

N−1∑

q=0

1

[r2
1(q) + ω2] [r2

2(q) + ω2]
, (3.17)Cabe menionar, que esta fórmula se paree muho a el espetro de freuen-ias de un osilador, pero ahora hay que sumar sobre ada freuenia normal.De heho, omo se ve en las formulas lo únio que ambia es la relaión dedispersión ω0, por tanto, si onsideramos interaión a segundos veinos nota-remos que la forma analítia del espetro de feuenias será el mismo que el dela euaión 3.17 pero on la ω0 de la euaión 2.22. No obstante, la antidad deMVBF altera S(ω), pues en la interaión a SV el fator k2 − k2cos(2qα) de larelaión de dispersión hae que los modos vibraionales se muevan a freueniasaltas omo lo muestra la siguiente �gura.
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Figura 3.2: Espetro de freuenias para una adena on N = 100 on intera-iones a primeros (PV) y segunos veinos (SV).3.2. Relajaión de redes.El proeso de relajaión esta intimimamente relaionado on la termalizaiónde redes y en espeial on el teorema de �utuaión-disipaión si pensamos queel sistema transita entre estados de equilibrio. Para el sistema pase de un estadode equilibrio a otro debe perder energía, y la forma en que lo haga dependeráde sus los términos disipativos. De aquí, que los términos desipativos tengan ungran papel en los proesos de relajaión, pues son los que se enargan de llevaral sistema a varios estados de equilibrio.Una forma senilla de haer que un sistema previamente termalizado alaneuna su equilibrio a una temperatura inferior a la de termalizaión, es oloandosus extremos a un baño térmio que tenga esa temperatura. En el aso deun sistema unidimensional es fáil notar que sólo basta poner los extremos deen un baño térmio a esa temperatura (más adelante onsideraremos que estatemperatura es igual a ero). De esta forma, el resto de la adena perderá energíapor la únia vía que tiene. Así que, si pensamos en el teorema de �utuaión-disipaión, veremos que los términos disipativos más importante serán los que seenuentran en los extremos del sistema. Por tanto, podemos onsiderar que todoslos términos disipativos del sistema están en los extremos y on ello failitarel tratamiento de las euaiones de movimiento. Usando las ideas anteriores



CAPÍTULO 3. TERMALIZACIÓN Y RELAJACIÓN DE REDES. 23podremos expresar la euaión de movimiento de la partíula j omo:
üj = − ∂H

∂uj

−
N∑

j=1

Γj u̇j, (3.18)donde
Γj = γ [δj,1 + δj,N ] , (3.19)Cabe menionar que además de este efeto, las ondiiones a la fronterason de muha importania, es por ello, que durante este trabajo siempre seonsideraremos que las ondiiones a la frontera serán erradas, es deir, que

u0 = uN+1 = 0.



Capítulo 4Validaión del programa.En el transurso de este apítulo pondremos a prueba el ódigo de nuestrasimulaión y daremos los datos importantes que se utilizaron durante la progra-maión. En prinipio, el ódigo fuente se enuentra en el apéndie B donde sepuede onsultar. Cabe menionar que la simulaión fue elaborada en lenguajede programaión C++.El método que se utilizó para la soluión de las euaiones difereniales 3.14 y3.18 fue el Runge-Kutta de 4oorden, además de utilizar un generador de númerosaleatorios propuesto por [N. Reipes 2002℄ y onsiderar que el término disipativode la euaiones umpliera on γ < 8π2k/N2 para exigir que las soluionesde las raies de 3.16 fueran imaginarias para la separaión más grande entrelas eigenfreuenias y on ello evitar el sobreamortiguamiento, es deir, que larelajaión fuera lo más libre posible. Un punto más en la programaión, fue ladistribuión de la energía iniial en el sistema, pues hiimos que ada modonormal tuviera una energía kBT/2 tal ual lo meniona la meánia estadístiade Boltzmann, además de onsiderar que la fuerza térmia tuviera una dispersióndada por √
2γkBT/∆t , on ∆t el intervalo de tiempo donde la fuerza no �utuay que hiimos igual al tamaño de paso de la simulaión.Otro punto importante en la programaión, fue onsiderar la orrelaiónomo [Reigada 2001a℄:

C(τ) =
1

N − 1

N∑

j=2

〈∆j(t + τ)∆j(t)〉 , (4.1)donde
∆j(t) = uj(t) − uj−1(t), (4.2)on la �nalidad de obtener el espetro de freuenias de nuestro sistema.En la siguiente seión pondremos a prueba la simulaión omparando losresultados analítios de un sitema de tres partíulas on interaiones a primerosveinos lineal y no-lineal, al igual que la interaión a segundos veinos.24



CAPÍTULO 4. VALIDACIÓN DEL PROGRAMA. 254.1. Sistema de 3 partíulas.Analizar el omportamiento de un sistema de 3 partíuas nos permitirá verla importania de los efetos no-lineales en un sistema de poas partíulas y onello entender el modelo de FPU y la relajaión. El modelo de 3 partíulas quetomaremos será omo lo muestra la �gura 4.1, es deir, un sistema de masasaopladas mediante resortes y unidas a dos paredes �jas.
Figura 4.1: Sistema de 3 partíulas.El primer aso que analizaremos será el más simple de todos; este aso on-siste en suponer que la interaión entre las masas es puramente líneal y seefetua sólo a primeros veinos. El Hamiltoniano que rige este sistema esta da-do omo en 2.2 y las euaiones de movimiento que tenemos son las siguientespara masas m = 1:

ẍ1 = − k(2x1 − x2)
ẍ2 = − k(2x2 − x1 − x3),
ẍ3 = − k(2x3 − x2)

(4.3)Para resolver estas euaiones proponemos omo posible soluión:
xj = Aje

iωt (4.4)y obtenemos la matriz dinámia omo en 2.2 que tiene la forma:
D =




ω2 − 2k k 0

k ω2 − 2k k

0 k ω2 − 2k


 , (4.5)



CAPÍTULO 4. VALIDACIÓN DEL PROGRAMA. 26Al onstruir el sistema matriial para el sistema de euaiones, se ve que
D·A=0, donde A es el vetor de amplitudes. Esta notaión nos permite vislum-brar que la soluión no-trivial tiene que estar dada agradezopor det D = 0 .Por tanto, obtenemos la relaión de dispersión siguiente:

ω2 =
(
2 ±

√
2
)

k, (4.6)Cabe menionar que las relaiones de dispersión que se obtienen son de granimportania en el análisis espetral, pues on ellas podemos ver donde estaránlos pios preponderantes en el espetro de freuenias uando tenemos al sistemainmerso en un baño térmio. En el aso de la euaión 4.6 los pios on mayoraltura en el espetro de freuenias estarán ±
√(

2 ±
√

2
)
k independientementesi se termaliza o no el sistema.El siguiente sistema a analizar es usando el hamiltoniano 2.20, donde hayinteraiones lineales a primeros y segundos veinos. Si se hae el desarrollo delas euaiones de movimiento y se plantean soluiones tipo exponeniales omo4.4 es fáil notar que la mátriz dinámia del sistema es:

D =




ω2 − 2(k + k2) k k2

k ω2 − 2(k + k2) k
k2 k ω2 − 2(k + k2)



 , (4.7)y por tanto al haer el determinante enontramos que hay dos relaiones dedispersión, que son:
ω2 =





1
2

(
4k + 3k2 ±

√
8k2 + k2

2

)

2k + 3k2

, (4.8)Los siguientes asos, que son tomar el hamiltoniano no-lineal a primerosveinos (modelo de FPU) 2.14 y el hamiltoniano no-lineal para SV 2.23 sonmás ompliados y no se puede obtener las relaiones de dispersión analítia-mente, Sin embargo, mediante aproximaiones omo la elaboradas en la seión2.2.1 se pueden obtener expresiones para freuenias normales (ver apéndie A).A ontinuaión presentaremos un uadro donde se exponen los valores quese obtienen al haer dihas aproximaiones al igual que los datos analítiosobtenidos para freuenias mayores a ero. Cabe menionar que para obtener eluadro 4.1 se uso el programa mathad 8.0.
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k k′ k2 k′

2 ω′s0.5 0 0 0 √

2

2

p

2 ±
√

20.5 0.5 0 0 √

14

4

p

2 ±
√

20.5 0 0.5 0 1,

√

10

20.5 0.5 0.5 0.5 √

7

2
,

√

70

4Cuadro 4.1: Freuenias para 3 partíulas.Los resultados de la simulaión para el espetro los obtuvimos variando latemperatura de termalizaión de la red. Para poder ver el efeto de la tempe-ratura en el espetro de freuenias, tomamos la partíula entral de la red y ledimos un impulso unitario omo ondiión iniial, este resultado lo mostramosen las grá�as omo el de temperatura ero y está representado mediante lalínea obsura en todas las grá�as. Cabe menionar que el espetro de freuen-ias se aluló omo 3.9 usando la orrelaión omo en 4.1 uando el sistema seenontraba en equilibrio térmio.
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Figura 4.2: Espetros para el Hamiltoniano lineal on interaión a PV.
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Figura 4.3: Espetros para el Hamiltoniano no-lineal on interaión a PV.
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Figura 4.4: Espetros para el Hamiltoniano lineal on interaión a PV y SV.
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Figura 4.5: Espetros para el Hamiltoniano no-lineal on interaión a PV y SV.Como se dijo anteriormente, el efeto de que la red esté termalizada no in�uyeen la oloaión de las freuenias dominantes del sistema, pues omo se ve enlas �guras el pio esta era de la freuenia alulada por el uadro 4.1. Deheho, se puede onluir que el efeto de la termalizaión de la red sólo hae queel anho del pio de una freuenia dada se ensanhe onforme se inrementa latemperatura.Como se puede observar, los asos no-lineales no le pegan muy bien a lafreuenia presentada en el uadro 4.1, debido a lo mejor a la aproximaión queusamos. No obstante, se ve que la eranía a esta freuenia es buena. Por ejem-plo en la �gura 4.5, la segunda freuenia dominante del sitema está alrededorde 2.0, que es donde observamos �utuaiones en el espetro de freuenias. Porotra parte, el ensanhamiento de los pios debido a la temperatura no nos dejavislumbrar bien los resultados en los asos no-lineales, pues en el aso de la �gura4.3 no podemos ver a que freuenia perteneen las �uuaiones. Sin embargo,si podemos deir que el sistema tiene dos freuenias araterístias, pues alaumentar la temperatura podemos ver que hay omo una interferenia de dosfuniones gaussianas entradas en las dos freuenias que se obtienen uandoel sistema no está en un baño térmio. A pesar de todo, el orrimiento de lasfreuenias respeto a los asos lineales, tal ual lo menionamos en el apítulo2, nos da una buena pauta para ontinuar on los proesos de relajaión.De manera omparativa on lo obtenido por Reigada et. al. [Reigada 2001a℄se gra�ó la relajaión de la energía después de onetar los extremos de adenaa un baño a temperatura T = 0. En la �gura 4.6 E(0) es la energía que tenía elsistema en el instante que se oneto al baño a temperatura ero. Como se ve enla �gura 4.6, los efetos de no-linealidad haen que la relajaión sea un poo másrápida, ya que la energía se disipa más rápido que en los asos lineales, lo ual



CAPÍTULO 4. VALIDACIÓN DEL PROGRAMA. 30nos ayuda en ierta forma a orroborar la idea de FPU. Intituivamente se sabeque si uno tiene dos sistemas iguales y a uno de ellos se le ponen más osiladores,la energía de éste será mayor respeto al primero, y por tanto uando se hablede relajaión veremos que ésta será muho más lenta para el sistema al ual leagregamos osiladores que para el otro al que no le hiimos nada. En términosestadístios, entre más modos normales tenga un sistema más lenta será surelajaión. Siguiendo las ideas anteriores, podemos ver que nuestros resultadosde la �gura 4.6 son on�ables aunque la diferenia no sea muy lara en la �guradebido a las poas partíulas usadas.
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Figura 4.6: Relajaión de la energía para el sistema de 3 partíulas on inter-aiones lineales y no-lineales a PV y SV. La temperatura de termalizaión fue
T=0.5, el tamaño de paso de la simulaión fue dt=0.01.Debido a la similitud que notamos on lo obtenido aquí y lo presentado porReigada et. al. [Reigada 2001a, Reigada 2001b℄ obtenemos la pauta neesariapara ontinuar on los efetos de relajaión en sistemas de muhas partíulas,además de garantizar que nuestros resultados son orretos debido a la desrip-ión para el espetro de freuenias de 3 partíulas.



Capítulo 5Resultados del modelo devidrios.En este apítulo presentaremos nuestro modelo de vidrios, la importaniade los modos vibraionales de baja freuenia en la densidad de modos y losresultados de la simulaión del espetro de freuenias de muhas partíulas aligual que la relajaión térmia para diferentes onentraiones de SV. Durante eldesarrollo del apítulo se introduirá una variable más para entender el proesode relajaión denomina energía loalizada [Piazza 2001℄ al igual que los modosde respiraión menionados en la parte �nal de la introduión.5.1. Modelo de Vidrios.Como menionamos en la introduión la �nalidad de este trabajo es om-binar el modelo FPU de la euaión 2.14 y el ambio de los MVBF para verlos efetos de relajaión de una red unidimensional de osiladores aoplados.Así pues, diho que la antidad de MVBF se modi�a on la interaión a SV,plantearemos entones que esta modi�aión sea gradual, es deir, que podamosambiar la onentraion (C) de segundos veinos que interatuan en el sistema.Con la �nalidad de umplir el próposito anterior, modi�aremos el hamiltoniano2.23 de la siguiente forma:
H =

N∑
j=1

P 2

j

2m
+ 1

2k (xj − xj−1)
2

+ 1
4k′ (xj − xj−1)

4

+
∑N

j=1 Θj+2,j

[
1
2k2 (xj − xj−2)

2 + 1
4k′

2 (xj − xj−2)
4
]
,

(5.1)donde la funión Θj+2,j es una variable aleatoria que toma valores 0 y 1 onuna probabilidad de C y 1 − C respetivamente.31



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 32Con �nes omparativos en el proeso de relajaión, también haremos que lafunión Θj+2,j sea de tal forma que deje un arreglo periódio en algunos asos,es deir, que la antidad de SV que se tome sea simétria en la adena, y onello omprobar uanto in�uye la periodiidad y la no-periodiidad de la red enla relajaión.
Figura 5.1: Modelo vítreo on: a) interaión no-periódia de SV y b)interaiónperiódia de SV.Así pues, nuestro modelo de vidrios se basará en un modelo de FPU modi-�ado para que on ayuda de la TR observemos el papel de los MVBF en elproeso de relajaión.5.2. Densidad de modos y MVBF.Como se menionó en la introduión, los MVBF son de importantes paradesribir la relajaión térmia de una red y el número de MVBF que puedehaber en un sistema depende de las onstriiones que éste tenga. El punto atratar, es identi�ar on que parte del hamiltoniano están relaionados estosMVBF.Si pensamos que ada resorte que une a una partíula en nuestra red esuna onstriión es fáil notar entones que la modi�aión de los MVBF sedeben a la parte lineal del hamiltoniano pues on esta es la enargada unirada partíula. Sin embargo, el efeto de la no-linealidad de nuestro modelodebería de in�uir de alguna manera. La forma en que la no-linealidad afeta losMVBF es trasladándolos a modos de freuenias altas uando el sistema tieneinteraiones pequeñas [Cerón 2005℄. Este efeto lo veremos más adelante en losresultados para el espetro de freuenias de muhas partíulas. No obstante,la �nalidad de este apartado es la identi�aión de la antidad de MVBF paradiferentes onentraiones de SV de nuestro modelo.Para ampezar nuestro análisis pensaremos en los dos asos limite de nuestromodelo uando este sólo presenta interaiones lineales a PV y SV, es deir, on-entraiones C =0.0 y C =1.0 respetivamente. Al observar estos asos notamosque ambos son periódios y que uando nos vamos a freuenias pequeñas, enel límite aústio (q → 0 ), obtenemos que las relaiones de dispersión alu-



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 33ladas mediante las euaiones 2.13 y 2.22 toman la forma ω(q → 0) = q
√

k y
ω(q → 0) = q

√
k + 4k2 para las onentraiones C =0.0 y C =1.0 respetiva-mente. Lo que nos die que en este limite las freuenias son proporionales alvetor de onda q. Ahora bien, la densidad de modos del sistema unidimensionalse puede alular omo [Kittel 1996℄:

ρ(ω) =
1

π

∣∣∣∣
dq

dω(q)

∣∣∣∣ , (5.2)y por tanto podemos notar que en los asos limite, ρ(ω) tiene la forma de:
ρC =

1

πvC

, (5.3)donde el subíndie representa la onentraión y vC=0 =
√

k y vC=1,0 =√
k + 4k2. Para haer notar la variaión de la densidad de modos onformeavanzamos de una a otra onentraión limite diagonalizamos la matriz dinámiapara N = 20000 osiladores y promediamos sobre 100 arreglos desordenadospara obtener la siguiente �gura:
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cFigura 5.2: Límite aústio para la densidad de modos on k = k2 = 1. Lalínea sólida representa un ajuste lineal y las símbolos representan los datos dela simulaión.Al haer variar la onentraión de segundos veinos pudimos haer un ajustelineal on pendiente negativa para la densidad de modos en el limite aústio.Usando este heho y la �gura 3.2 podemos onluir que la ontribuión armóniahae que los MVBF diminuyan omo funión de la onentraión.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 345.3. Espetro de freuenias.Para notar el papel de la no-linealidad y el desempeño de los MVBF ennuestro sistema, alulamos el espetro de freuenias (EF) para los asos li-neal y no-lineal para diferentes onentraiones. Cabe menionar que uandoaumentamos la onentraión de SV en el aso lineal las interaiones eran li-neales, y uando tratamos el aso on no-lineal para los PV , los SV tuvieronno-linealidad.Como se observa en las grá�as 5.3 y 5.4, la antidad de MVBF disminuyenonforme se aumenta la onentraión de SV y el papel de la no-linealidad de laadena hae que las freuenias bajas, omparadas on el aso C =0.0, dismi-nuyan de amplitud y a su vez se orran a freuenias mayores para onservar elárea bajo la urva y on ello mantener la densidad de estados. Por otra parte, sinos entramos en las grá�as internas de ada �gura, vemos que el reimientode los MVBF es asi onstante uando se ambia la onentraión de SV. Estoúltimo lo podemos aprovehar en la relajaión, ya que no tendremos que dis-tingir entre que fereuenias bajas estamos para una onentraión dada, puestodos los MVBF tienen la misma amplitud. Cabe menionar que los resultadossiguentes se hiieron para N = 100 partíulas, que el inremento de paso en lasimulaión fue de dt =0.01 y que los espetros de freuenia S(ω) se alularonuando la red estaba termalizada durante un tiempo de simulaión de 214.
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Figura 5.3: EF on interaiones lineales para distintos valores de C. Cada urvaes un promedio de 10 realizaiones.
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Figura 5.4: EF on interaiones no-nolineal para distintos valores de C. Cadaurva es un promedio de 10 realizaiones.5.4. Relajaión.Para poder visualizar mejor el proeso de relajaión onforme aumentamosla onentraión dividimos los resultados en dos grá�as. Una que va desde
C =0.0 a 0.5 y la otra que va desde C =0.5 a 1.0. Como era de esperarse, lagrá�a 5.5 muestra un inremento en la relajaión onforme la onentraiónree debido a que los MVBF disminuyen y a que ya no es tan fáil interam-biar energía on los extremos. Si pensamos en que ada MVBF tiene asoiadauna longitud de onda y que esta es la enargada de llevar la energía de un lugara otro omo una onda, entones uando dereen lo MVBF las amplitudes delas longitudes de onda asoiadas disminuyen y por tanto llevan menos energía alos extremos, dando omo resultado que la energía total del sistema se onservepor más tiempo haiendo que la relajaión se vea más lenta.No obstante, al observar la grá�a 5.6 notamos que lo diho antes no seumple para tiempos t < 104, pues se ve que mientras menos MVBF hay, másrápido se relaja la energía. Sin embargo, para tiempos t > 104 se ve que nuestraonepión de los MVBF en el proeso de relajaión funiona muy bien, puesonforme se aumenta la onentraión de SV la relajaión se torna ada vez máslenta.
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Figura 5.5: Relajaión para onentraiones C=0.0 a 0.5. Cada urva es elresultado de un promedio de 40 realizaiones.
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Figura 5.6: Relajaión para onentraiones C=0.5 a 1.0. Cada urva es elresultado de un promedio de 40 realizaiones.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 37Siguiendo la idea de que a menos MVBF más lenta es la relajaión, enontra-mos que las onentraiones de 0.0 a 0.5 siguen la idea, pero las onentraionesde 0.6 a 1.0 no la sigen para tiempos t < 104, lo que nos india que hay un pro-blema extra en el entendimiento de la relajaión y que no puede radiar en elambio de los MVBF, pues omo vimos en la seión 1 de este apítulo, hay underemento monótono onforme aumentan las onentraiones. Para tratar deentender este problema, deidimos ver la importania de la oloaión de los SVa iertas onentraiones, para esto tomamos en uenta que las onentraionestuvieran la misma antidad de modos normales (que se onsigue por debajo dellímite de Ishii[Ishii 1970℄) y por tanto los mismos MVBF.El primer paso fue ver la relajaión para C=0.5, pues pareiera que estepunto re�eja una simetría en la grá�a de la relajaión omo se ve en las �guras5.5 y 5.6, además de que es punto máxima entropía debido a que el número deposibilidades de poner los resortes es máxima. Para esta onentraión (C =0.5)deidimos omparar una adena que dispone a sus SV de forma azarosa (adenano-periódia) on una adena que dispone a sus SV de forma periódia. Lo queenontramos, es que la relajaión para tiempos t < 104 no es sólo un problema deperiodiidad de la red y de los MVFB, pues la relajaión es diferente (ver �gura5.7) ya que notamos que la adena periódia se relaja más rápido que la adenano-periódia. Sin embargo, podemos deir que la periodiidad es importante enla relajaión y para ello gra�amos la relajaión para otras dos onentraionesy que presentamos en la �gura 5.8.
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Figura 5.7: Relajaión para adenas periódias (P) y no-periódias (NP), C=0.5. Cada urva es el resultado de un promedio de 40 realizaiones.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 38El resultado obtenido fue urioso en la �gura 5.8, pues omo esperabamos laperiodiidad de la red in�uye en el papel de relajaión. Además obtuvimos quedos onentraiones de arreglos no-periódios (C =0.25 y C =0.75) tuvieronuna relajaión similar. Este heho, nos llevo a pensar que el entendimiento enla relajaión de la adena para tiempos t < 104 fuera un problema en el ualse onjuntaran la periodiidad y alguna araterístia de no-linealidad de la redque hae que la grá�a de relajaión pareiera simétria para estos tiempos yno lo fuera. Otro heho que vimos, es que para los arreglos periódios no haysimetría en la grá�a de relajaión para tiempos t < 104. No obstante paratiempos t > 104 la idea de interpretar la relajaión en términos de los MVBFfuniona bien aunque el sistema presente periodiidad en la red.Para tratar de omprender el efeto de no simetría en las grá�as de re-lajaión para tiempos t < 104, intentaremos utilizar alguna propiedad de lano-linealidad omo la formaión de modos de respiraión, apartir de la antidadde energía loalizada que tiene el sistema en ada instante y que disutiremos enla siguiente seión. Cabe menionar, que la interpretaión de los MVBF funio-na muy bien uando el tiempo de ralajaión es largo pero uando el tiempo espequeño, la antidad de MVBF no son su�ientes para omprender la relajaióndel sistema. Es por ello que el la seión siguiente utilizaremos la idea de energíaloalizada para entender la rejaión para tiempos ortos.
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Figura 5.8: Relajaión para adenas periódias (P) y no-periódias (NP), di-ferentes onentraiones . Cada urva es el resultado de un promedio de 40realizaiones.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 395.5. Loalizaión.Como menionamos, utilizaremos una nueva antidad para desribir el pro-eso de relajaión. Para ello introduiremos una nueva antidad llamada energíaloalizada mediante la forma [Piazza 2001℄:
L =

N∑

j=1

e2
j(t)




N∑

j=1

ej(t)




2 , (5.4)donde ej(t) es la energía por ada partíula j al instante t y de�nida por elHamiltoniano de la euaión 5.1 omo:

ej(t) =
P 2

j

2m
+ 1

2k (xj − xj−1)
2 + 1

4k′ (xj − xj−1)
4 +

Θj+2,j

[
1
2k2 (xj − xj−2)

2 + 1
4k′

2 (xj − xj−2)
4
] , (5.5)Cabe menionar, que esta forma de loalizaión energía en iertas zonas dela adena y por tanto la podemos relaionar on la reaión de modos de res-piraión [Campbell 2004, Piazza 2001, Reigada 2001a, Reigada 2001b℄ , omolos menionados en la introduión. Anteriormente habíamos menionado queuando los términos no-lineales k′ → 0 la energía podía verse distribuida enada modo normal y por tanto dijimos que la energía estaba loalizada. Estaúltima forma de loalizaión no se tomara en uenta en la siguiente disusión, yaque los modos de respiraión pueden enontrarse distribuidos en muhos modosnormales del sistema.Para interpretar el proeso de relajaión on el parámetro L analizamos losasos limite de nuestro arreglo, notando que uando la loalizaión de la ener-gía (LE) aumenta la relajaión del sistema es más lenta (ver la �gura 5.9 ).Este heho, onuerda on la interpretaion de Reigada et. al. [Reigada 2001a,Reigada 2001b℄, ya que la energía en el sistema se empieza a loalizar en iertossitios dando omo resultado la apariión de modos de respiraión que haenque la energía no se pierda además de que estos modos no alanzan a ver losextremos disipativos y por tanto haen que el sistema se relaje más lento.Lo siguiente que hiimos fue analizar los proesos de ralajaión para dife-rentes onentraiones no-periódias. Cabe menionar que el parámetro L lomultipliamos por el tamaño de la red, que fue de 100 sitios, para obtener unfator de esala, ya que L < 1. El resultado obtenido fue interesante, pues enla grá�a 5.10 se ve que la LE deree para la onentraión C=0.0 mientrasque para las onentraiones C=0.1, 0.3 y 0.5 permanee asi igual, salvo algu-



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 40nas �utuaiones notables que nos ayudan desribir el proeso a de relajaión atiempos t < 104. La grá�a 5.11 hae notar on mayor fuerza la loalizaión dela energía en el papel de la relajaión, pues uando hay inrementos en ésta larelajaión se ve afetada, tal ual lo muestran los asos C=0.9 y 1.0.
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Figura 5.9: Loalizaión y relajaión ontra tiempo: C=0.0 y C=1.0.
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Figura 5.10: Loalizaión y relajaión para diferentes onentraiones. Conen-traiones menores que C=0.5.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS DEL MODELO DE VIDRIOS. 41El inremento de la LE para tiempos eranos a t = 104 y mayores, hae unanueva forma de ver los efetos de los MVBF, ya que uno puede pensar que éstossiguen un efeto de ásada de energías omo en turbulenia [Ponno 2005℄. Loual nos die que la tranferenia de energía se da de los lugares más energétiosa los de poa energía y que estos últimos se enargan de disipar la energía. Comosabemos los MVBF son poo energétios, por tanto siguiendo la idea de Ponnoet. al., estos serían los enargados de disipar la energía en nuestro modelo y portanto los ausantes de relajar al sistema. De aquí, que la interpretaión de la LEpara tiempos largos sólo se mani�este en que nuestras ideas de que los MVBFson los más importantes en la relajaión. No obstante, vimos que la relajaiónpara los tiempos t < 104 es engorrosa aún, ya que la LE para esos tiempos esmuy similar para todas las onentraiones. Sin embargo, una forma de inter-pretar los problemas de simetría en las grá�as de relajaión sería mediante las�utuaiónes del parámetro L, pues podríamos pensar que estas �utuaionesgeneran modos de respiraión que afetan la simetría y por tanto las grá�asrelajaión no se ven simétrias alrededor de la onentraión C=0.5.Cabe menionar que utilizar estas interpretaiones para ualquier tiempo esonsistente a pesar de que el tiempo t = 104 pueda ser solamente una mani-festaión de tomar arreglos �nitos. No obstante, siempre podemos pensar enlos tiempos largos e interpretar los resultados de las grá�as 5.10 y 5.11 onlas ampliaiones de las grá�as 5.5 y 5.6 omo una asimetría al alrededor de laonentraión C=0.5 debido a la formaión de modos de respiraión.
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Figura 5.11: Loalizaión y relajaión para diferentes onentraiones. Conen-traiones mayores que C=0.5.



Capítulo 6Conlusiones.Entender la importania de los modos vibraionales de baja freuenia (MVBF)en la relajaión de un vidrio simple fue el tema prinipal de este trabajo. Duranteel desarrollo, usamos la teoría de la rigidez para ir modi�ando gradualmente losMVBF y enontramos que éstos no fueron los únios involurados en el proesode relajaión. La forma en que quitamos MVBF fue poniéndole onstriionesa nuestro modelo aumentando la onentraión de segundos veinos.El primer punto que tratamos fue ver la variaión de la densidad de modosal ambiar la onentraion (C) en el limite aústio para ver la forma en queambiaban los MVBF. El resultado que obtuvimos fue que estos modos seguianuna progresión lineal on pendiente negativa onforme C reia, lo que indiabaque el número de MVBF disminuye onforme aumenta la onentraión. El si-guiente punto fue ver la relajaión al aumentar la C, el resultado obtenido fue:para tiempos largos (t > 104) los MVBF haen que la relajaión sea más len-ta onforme van dereiendo, haiendo que el fenómeno de relajaión se puedainterpretar omo un efeto turbulento [Ponno 2005℄, donde la transferenia deenergías grandes a pequeñas es de suma importaia para la disipasión; sin em-bargo, para tiempos t < 104 la forma de interpretar los MVBF en la relajaiónno fue su�iente, pues tuvimos que introduir un nuevo onepto, denominadoloalizaión de la energía, para enfatizar que la relajaión se ve in�ueniada porla reaión de modos de respiraión y que se interpretan omo sitios loalizadosde energía dentro de la adena. La interpretaión de este onepto no altera elentendimiento de la relajaión para tiempos largos, pues enontramos que uan-do el parámetro de loalizaión es más fuerte (que suede para tiempos t > 104)hay un número mayor de modos de respiraión que no permiten que haya trans-ferenia de energía de modos de freuenia alta a los modos de freuenia baja ypor tanto la interpretaión de los MVBF es igual, pues si tenemos poos modosde baja freuenia la disipaión se hae lenta.
42



CAPÍTULO 6. CONCLUSIONES. 43El papel de la periodiidad de la red también fue de gran importaia paraentender la relajaión, pues notamos que para arreglos periódios la relajaiónes más rápida que para sistemas no-periódios. Este último punto al igual quela loalizaión de la energía, nos llevo a onluir que la simetría en la grá�ade relajaión que se puediera observarse en los sistemas no-periódios se rompedebido a la apariión de los modos de respiraion en el sistema.En forma general, la in�uenia de los MVBF en la relajaión de sistemasvitreos son de suma importania, pero no son los únios que la afetan, ya quetambién los modos de respiraión y la periodiidad de la red tienen impatopara tiempos t < 104. Sin embargo, las ideas desarrolladas para tiempos largos,que sólo se basan en la interpretaión de los MVBF en la relajaión, onuerdaon la ideas de Phillips et. al. [Phillips 1996℄ donde se plantea que la veloidadpara atrapar a un sistema en un estado metaestable basado en el paisaje deenergías es de gran importania debido a la habilidad que el sistema tiene paraalanzar el equilibrio térmio. En otras palabras, el paisaje de energías es unpunto de partida para determinar la transiión vítrea de un sistema.Los resultados de este trabajo fueron presentados en un artíulo bajo elnombre de Thermal relaxation and low frequeny vibrational anomalies in simplemodels of glasses: A study using nonlinear Hamiltonians en la revista PhysialReview E . El artíulo fue aeptado el 16 de abril de 2008. La versión reibidapor la revista se presenta en el apéndie C.



Apéndie AAproximaiones para 3partíulas.Al tomar el hamiltonianos de la euaión 2.23 para tres partíulas, vemosque tiene la forma:
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4
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, (A.1)de aquí que las euaiones de movimiento del sistema son:
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) , (A.2)y
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)44



APÉNDICE A. APROXIMACIONES PARA 3 PARTÍCULAS. 45Ahora bien, si proponemos una soluión tipo 2.16 y usamos la relaión tri-gonométria 2.17 podemos notar que habrá dependenias en las amplitudes ontérminos úbios. por tanto, pediremos que las amplitudes de la soluión 2.16sean tales que An
3 ≃ An al igual que Bn

3 ≃ Bn, para que al apliar la relaióntrigonométria del oseno úbio podamos agrupar los términos del cos(ωt) y
cos(3ωt) de la siguente forma matriial:

D · A · cos(ωt) + [D′ · B + C · A] · cos(3ωt) = 0, (A.3)donde
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Ay las matries de amplitudes son:
A =




A1

A2

A3


y

B =
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Ahora bien, para enontrar una soluión a la euaión A.3, tendríamos quepedir que el determinante de las matries D fueran ero. Pero enontramos unproblema, pues el determinante de la matriz C es siempre diferente de eropor se una matriz onstante. Así que para enontrar una soluión aproximadapedimos también que los terminos no-lineales, k′ y k′

2 fueran pequeños y asípoder enontrar la soluiones de las eigenfreuenias del sistema al alular sólolos determinantes det |D| = 0 y det |D′| = 0 que sería omo ver el determiantede la matriz dinámia del sistema.Para enontrar las eigenfreuenias oloamos las matries D y D′ en elprograma de matematias Mathad 8.0 usando los valores que se presentan enla tabla 4.1.



Apéndie BCódigo fuente: programa enC++.B.1. Sript de lanzamiento del programa.#!/bin/bash##Sript para orrer arhivo adena.pp#Se debe ompilar adena.pp,thermal.pp,promedio.ppantes de orrer este programa;poner el mismo nombre#del arhivo *.pp al ejeutable#rea el arhivo de entrada inputdata.txt##aqui ponemos las ondiiones iniiales de la Cadena.ppM=24Nhain=1000dt=0.01m=1.0K=0.5Kp=0.5K2=0.5K2p=0.5KbT=0.5a=3NNenergia=200NNespetro=3000ont_list=�0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0"for list in $ont_listdomkdir "$list"for numero in `seq 5` 46



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 47do##p "./thermal..${numero}.dat" "$list/"p "./adena" "$list/"d $list##mv "./thermal..${numero}.dat" "./thermal.dat"dateeho $numeroeho $M >inputdata.txteho $Nhain >>inputdata.txteho $dt >>inputdata.txteho $m >>inputdata.txteho $K >>inputdata.txteho $Kp >>inputdata.txteho $K2 >>inputdata.txteho $K2p >>inputdata.txteho $KbT >>inputdata.txteho $a >>inputdata.txteho $list >>inputdata.txteho $NNenergia >>inputdata.txt./adena##rm "./thermal.dat"rm "./adena"rm "./inputdata.txt"#mv "./spetrum.dat" "./spetrum..${numero}.dat"mv "./energyut.dat" "./energyut..${numero}.dat"mv "./loalitation.dat" "./loalitation..${numero}.dat"d ".."done#####promedio para la energiap "./promedio" "$list/"d $listfor q in `seq 5`domv "./energyut..${q}.dat" "./$q.dat"doneeho $NNenergia >NNhain.dat./promediomv "./promedio.dat" "./penergy..${list}.dat"for x in `seq 5`dorm "./$x.dat"#mv "./$x.dat" "./energyut..${x}.dat"donerm "./promedio"rm "./NNhain.dat"d ".."



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 48####################promedio espetro#p "./promedio" "$list/"#d $list#for ss in `seq 1`#do#mv "./spetrum..${ss}.dat" "./$ss.dat"#done#eho $NNespetro >NNhain.dat#./promedio#mv "./promedio.dat" "./pspetrum..${list}.dat"#for x in `seq 1`#do#rm "./$x.dat"#done#rm "./promedio"#rm "./NNhain.dat"#d ".."##############promedio para la loalizaionp "./promedio" "$list/"d $listfor q in `seq 5`domv "./loalitation..${q}.dat" "./$q.dat"doneeho $NNenergia >NNhain.dat./promediomv "./promedio.dat" "./ploalitation..${list}.dat"for x in `seq 5`dorm "./$x.dat"#mv "./$x.dat" "./loalitation..${x}.dat"donerm "./promedio"rm "./NNhain.dat"d ".."###########done



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 49B.2. Programa./*Autor: Romero Arias Jose RobertoLast Date Review: 2007, November 14thThis program alules the movement (with Runge Kutta metod) of a atomihain in a thermal equilibrium with interations (linear and nolinear) at �rstand seond neighbors. The thermal equlibrium is modelated with a gaussianwhite noie and the aleatory number generator programwas taken at "Numerial Reipes in C:The art of Sienti� Computing,1988-1992.Cambrige University Press" */#inlude<stdio.h>#inlude<math.h>#inlude<stdlib.h>#inlude<time.h>#inlude<string.h>#de�ne IA 16807#de�ne IM 2147483647#de�ne AM (1.0/IM)#de�ne IO 127773#de�ne IR 2836#de�ne MASK 123459876#de�ne pi 3.1416�oat linealfore(�oat ext_fore,�oat gama,�oat vjj,�oat K_l, �oat K_r,�oatuj_1,�oat uj1,�oat m);�oat nolinealfore(�oat Kp_l,�oat Kp_r,�oat m,�oat dt,�oat uj1,�oat uj_1,�oat vj1,�oat vj_1);�oat thermalfore(�oat mean, �oat sigma);�oat aleatorynumbersgenerator(int N);//�oat Correlation(�oat dt,int N, �oat **x, int Nhain);//void potenia(int N,double **x,int Nhain,int jzero);//void energy(int N, �oat **x,�oat **v,�oat K,�oat Kp, �oat *k2right,�oat *k2pright,int Nhain,�oat dt,int izero);main(){�oat *x,*v,**C,**F,*spring,**matriz,**xxx,**vvv;�oat uj1=0,uj_1=0,uj=0,vj1=0,vj_1=0,vj=0,vjj=0,uj2=0,uj_2=0,vj2=0,vj_2=0;�oat gama=0,gamax=0,K=0,Kp=0,K2=0,K2p=0,Vzero=0,K_l,K_r,Kp_l,Kp_r,K2_l,K2_r,K2p_l,K2p_r;�oat *k2left=0,*k2right=0,*k2pleft=0,*k2pright=0;�oat m=0,ext_fore=0,dt=0,KbT=0,t=0,sigma=0,mean=0,ons=0,w=0,w0=0,xx=0,ont=0,xjp,vjp;�oat k1_x,k2_x,k3_x,k4_x,k1_v,k2_v,k3_v,k4_v;�oat E,Ezero,Emean,Eplus,L;



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 50int i,l,k,j,jzero,izero,N=0,M=0,Nhain=0,NNhain,sq,p,qq,ount_ks=0;int a=0,uenta=0,paso=2,energystep=0,step=0,npt=0,nnpt=0,newstep=0,newnpt=0,newnnpt=0;FILE *input,*position,*veloity,*dispertion,*fore,*output,*thermal,*matrix,*loalitation,*energyut;//�le onditions//*****************************************************************************//position=fopen("position.dat","w");//veloity=fopen("veloity.dat","w");//dispertion=fopen("dispertion.dat","w");//fore=fopen("fore.dat","w");//matrix=fopen("matrizderesortes.dat","w");//output=fopen("outputdata.dat","w");//thermal=fopen("thermal.dat","r");energyut=fopen("energyut.dat","w");loalitation=fopen("loalitation.dat","w");//******************************************************************************input=fopen("inputdata.txt","r"); //Iniial data is read se iniie el arhivode ondiiones iniialesp*/fsanf(input,("%d\n%d\n%f\n%f\n%f\n%f\n%f\n%f\n%f\n%d\n%f\n%d\n"),\&M,&Nhain,&dt,&m,&K,&Kp,&K2,&K2p,&KbT,&a,&ont,&nnpt);printf("M=%d\tNhain=%d\tdt=%f\tm=%f\nK=%f\tKp=%f\tK2=%f\tK2p=%f\nkbt=%f\ta=%d\tont=%f\n",M,Nhain,dt,m,K,Kp,K2,K2p,KbT,a,ont);//M=14; //power of step's numerN=(int)(pow(2,M)); //numer of steps like power of two for helping the FFT//Nhain=5; //numer of partiules at the hainjzero=(int)(Nhain+1)/2; //exited partiuleizero=(4096); // maximum time of a thermalforenpt=int(N/nnpt); ///numer of points on the gra�snewnpt=int(npt/nnpt);//iniial onditions//***********************************************************************************/*dt=0.01;m=1.0;K=1.0;Kp=0.0;K2=0.0;K2p=0.0;KbT=0.0;gama=0.0;a=1; //for hoose the external fore: 0) delta 1)onstan 2)armoni 3)thermalons=0.0;w=3.0;*///**********************************************************************************gama=2.0*K*sin(pi/Nhain); //Damping onditions for the relaxation



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 51//gama=0.1;gamax=gama;w0=sqrt(K);sigma=sqrt(2.0*gama*KbT/(dt*m)); //initial ondition for �utation-disipationteoremVzero=sqrt(2.0*KbT/(m)); //energy per unit of partiule; initial onditionsrand(time(NULL));//***********************************************************************************// array onditions//***********************************************************************************//x = (�oat**) mallo ((N+3)*sizeof(�oat *));//if (x==NULL) exit (1);//v = (�oat**) mallo ((N+3)*sizeof(�oat *)); //ative memory for doublepointer//if (v==NULL) exit (1);x= (�oat*) allo ((Nhain),6);if (x==NULL) exit (1);v = (�oat*) allo ((Nhain),6);if (v==NULL) exit (1);xxx = (�oat**) mallo ((3)*sizeof(�oat *));if (xxx==NULL) exit (1);vvv = (�oat**) mallo ((3)*sizeof(�oat *));if (vvv==NULL) exit (1);F = (�oat**) mallo ((izero+3)*sizeof(�oat *));if (F==NULL) exit (1);matriz = (�oat**) mallo ((Nhain+1)*sizeof(�oat *));if (matriz==NULL) exit (1);//x[0℄ = (�oat *) mallo ((N+3) * (Nhain)*sizeof(�oat) );//v[0℄ = (�oat *) mallo ((N+3) * (Nhain) * sizeof(�oat)); //the returnpointer willrelationed with the �rst arrayF[0℄ = (�oat *) mallo ((izero+3) * (Nhain)*sizeof(�oat) );matriz[0℄ = (�oat *) mallo ((Nhain+1) * (Nhain+1)*sizeof(�oat) );for(i=1;i<=Nhain+1;i++) matriz[i℄=matriz[i-1℄+Nhain;for (i=1;i<izero+3;i++){//x[i℄ = x[i-1℄ + Nhain; //We need to alulate the rest of the pointers.The nextpoint will be at Nhain pointers of distane//v[i℄ = v[i-1℄ + Nhain;F[i℄ = F[i-1℄+ Nhain;}xxx[0℄ = (�oat *) mallo ((3) * (Nhain)*sizeof(�oat) );vvv[0℄ = (�oat *) mallo ((3) * (Nhain) * sizeof(�oat));for (i=1;i<3;i++){



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 52xxx[i℄ = xxx[i-1℄ + Nhain;vvv[i℄ = vvv[i-1℄ + Nhain;}for(i=0;i<=Nhain;i++) {for(j=0;j<=Nhain;j++) matriz[i℄[j℄=0.0;}for(i=0;i<=izero+1;i++) //for time{for(j=0;j<=Nhain+1;j++) //for partiules{x[j℄=0.0; //is a ondition for the pointersv[j℄=0.0;F[i℄[j℄=0.0;}}if(a==3){for(j=2;j<=Nhain-1;j++) v[j℄=pow(-1,j)*Vzero;for(i=1;i<=izero;i++){for(j=2;j<=Nhain-1;j++) F[i℄[j℄=thermalfore(mean,sigma)/*/fsanf(thermal,("%f\n"),&F[i℄[j℄)*/;}}//********************************************k2left= (�oat*) allo (Nhain,4);if (k2left==NULL) exit (1);k2right = (�oat*) allo (Nhain,4);if (k2right==NULL) exit (1);k2pleft = (�oat*) allo (Nhain,4); //seond neighbors springs arraysif (k2pleft==NULL) exit (1);k2pright = (�oat*) allo (Nhain,4);if (k2pright==NULL) exit (1);spring = (�oat*) allo (Nhain,4);if (spring==NULL) exit (1);//*************************************************//********************************************************************************///**************************************if(ont==1.0){for(j=2;j<=Nhain-3;j++) //this loop is for modify the spring's onstans.This anbe used as desnsity of states{k2right[j℄=K2; //note that the seond neighbors are only oneted at the inof thehain,i.e. the seond neighbors



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 53k2pright[j℄=K2p; // are not oneted at the ends of the hain. If you wantthatthe seond neighbors onet with the ends// of the hain rest one unit in the left side an sum one unit in the rightside.k2left[j+2℄=K2;k2pleft[j+2℄=K2p;}}//****************************************NNhain=Nhain-5;p=int((NNhain)*(ont)); //put the onsentration of 2nd neighbors springs//qq=-2; //onentraion de 0.25if (ont<1.0) //given the onsentration we take the p springs that will bein {for(i=0;i<=p;i++){if(i==0){for(j=0;j<=NNhain;j++) //this loop is for make a list of seond neighborssprings{spring[j℄=j+2;}}//*************************************************************if(i>0){for(j=0;j<=NNhain-i;j++) //this loop generated the new list of springs.{if(j<qq) spring[j℄=spring[j℄;if(j>=qq) spring[j℄=spring[j+1℄;}}qq=int(-0.5 +(NNhain-i)*(aleatorynumbersgenerator(1)+0.5)); //hose thesprings aleatority in the list//****************************************************************//////qq=int(2*(1+i));//onentraion de 0.5//qq=int(4+qq); //onentraion de 0.25/*//******************************************uenta+=1;qq=int(paso+i); //onentraion 7.5



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 54if (uenta==3){paso=paso+1;uenta=0;}//*******************************************/sq=int(spring[qq℄);k2right[sq℄=K2;k2pright[sq℄=K2p;k2left[sq+2℄=K2;k2pleft[sq+2℄=K2p;//printf("%d\t%d\t%d\t%f\n",i,qq,sq,k2right[sq℄);}}for(j=0;j<=Nhain;j++) if (k2right[j℄>0.0) ount_ks=ount_ks+1;printf("%f\n",1.0*(ount_ks)/(NNhain+1));for(i=1;i<=Nhain;i++){for(j=1;j<=Nhain;j++){if(k2right[j℄>0&i==j+2){matriz[i℄[j℄=1.0;matriz[j℄[i℄=1.0;}if(i==j+1) {matriz[i℄[j℄=1.0;matriz[j℄[i℄=1.0;}}}/*for(i=1;i<=Nhain;i++){for(j=1;j<=Nhain;j++)fprintf(matrix,"%f\t",matriz[i℄[j℄);fprintf(matrix,"\n");}*///***************************************//fprintf(output,"Initial data\n\nN=2^%d\tNhain=%d\tdt=%f\tKbT=%f\n\n",M,Nhain,dt,KbT);//fprintf(output,"onentration=%0.2f\tgama=%f\n\nspring's onstants\nK=%f\tKp=%f\tK2=%f\tK2p=%f\n",\// 1.0*(ount_ks)/(NNhain+1),gama,K,Kp,K2,K2p);//***************************************//Runge Kutta method for partiules solution/********************************************************************************/for(i=1;i<=N;i++) //for time{t=dt*i;/*/************************vjj=0.0;x[i℄[0℄=0.0;x[i℄[1℄=0.0;



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 55x[i℄[Nhain℄=0.0; //border onditionsx[i℄[Nhain+1℄=0.0;v[i℄[0℄=0.0;v[i℄[1℄=0.0;v[i℄[Nhain℄=0.0;v[i℄[Nhain+1℄=0.0;//*************************/if(i>=2){for(j=2;j<=Nhain-1;j++){x[j℄=xxx[2℄[j℄;v[j℄=vvv[2℄[j℄;}}//*****************************************************x[0℄=x[1℄;x[Nhain℄=x[Nhain+1℄; //free-end onditionsv[0℄=v[1℄;v[Nhain℄=v[Nhain+1℄;//****************************************************//fprintf(position,"%f\t",t);//fprintf(veloity,"%f\t",t);//*****************************************************************************if(step==npt) {energystep=0;step=0;}if(i==izero) energystep=0;if(i<npt&newstep==newnpt) {energystep=0;newstep=0;}if(i>=izero&energystep==0){Eplus=0.0;E=0.0;Emean=0.0;for(j=1;j<=Nhain;j++){uj1=(x[j℄-x[j+1℄);uj2=(x[j℄-x[j+2℄);vj=v[j℄;Eplus=(K/2.0)*(uj1*uj1)+(0.5)*(vj*vj)\+(Kp/4.0)*(uj1*uj1*uj1*uj1)+(k2right[j℄/2.0)*(uj2*uj2)\+(k2pright[j℄/4.0)*(uj2*uj2*uj2*uj2);E+=Eplus;Emean+=Eplus*Eplus;} //energy for unit of partiulesif(i==izero) Ezero=E;if (i>=izero) fprintf(energyut,"%f\t%f\n",(i-izero)*dt,E/Ezero);L=Nhain*Emean/(E*E);



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 56fprintf(loalitation,"%f\t%f\n",(i-izero)*dt,L);//printf("%f\t%f\n",(i-izero)*dt,E/Ezero);}//**************************************************************************for(j=2;j<=Nhain-1;j++) //for partiule{K_l=K;K_r=K;Kp_l=Kp;Kp_r=Kp;K2_l=k2left[j℄; //this is for the springs onstansK2_r=k2right[j℄;K2p_l=k2pleft[j℄;K2p_r=k2pright[j℄;if(a==0){if(i==1&j==jzero){x[j℄=0.0; //here is the deltav[j℄=1.0;}}if(a==1){ext_fore=ons; //hose the external fore in the system}if (a==2){ext_fore=os(w*i*dt/100.0);}if(a==3){if(i<=izero){//ext_fore=thermalfore(mean,sigma); //simulate a brownian movementext_fore=F[i℄[j℄;//printf("%f\n",ext_fore);}if(i>izero) ext_fore=0.0;if(i>izero&(3>=j<=Nhain-2)) gama=0.0;if(i>izero&j==2) gama=gamax;if(i>izero&j==Nhain-1) gama=gamax;}uj1=(x[j+1℄-x[j℄); //�rst neighborns oe�ientuj_1=(x[j℄-x[j-1℄);//uj=uj_1-uj1;



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 57uj2=(x[j+2℄-x[j℄); //seond neighborns oe�ientuj_2=(x[j℄-x[j-2℄);vj1=(v[j+1℄-v[j℄); //�rst neighborns oe�ientvj_1=(v[j℄-v[j-1℄);//vj=vj_1-vj1;vjj=v[j℄;vj2=(v[j+2℄-v[j℄); //seond neighborns oe�ientvj_2=(v[j℄-v[j-2℄);k1_x=vjj;k2_x=vjj+linealfore(ext_fore,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)*(dt/2.0)\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)*(dt/2.0)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)*(dt/2.0)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0)*(dt/2.0);k3_x=vjj+linealfore(ext_fore,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)*(dt/2.0)\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)*(dt/2.0)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)*(dt/2.0)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0)*(dt/2.0); // rungekutta oe�ientsk4_x=vjj+linealfore(ext_fore,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)*dt\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)*(dt)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)*(dt)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0)*(dt);k1_v=linealfore(ext_fore,gama,vjj,K_l,K_r,uj_1,uj1,m)\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,0.0,uj1,uj_1,0.0,0.0)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2,uj2,m)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,0.0,uj2,uj_2,0.0,0.0);k2_v=linealfore(ext_fore,gama,vjj+k1_v*(dt/2.0),K_l,K_r,uj_1+vj_1*(dt/2.0),uj1+vj1*(dt/2.0),m)\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,dt/2.0,uj1,uj_1,vj1,vj_1)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2+vj_2*(dt/2.0),uj2+vj2*(dt/2.0),m)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,dt/2.0,uj2,uj_2,vj2,vj_2);k3_v=linealfore(ext_fore,gama,vjj+k2_v*(dt/2.0),K_l,K_r,uj_1+vj_1*(dt/2.0),uj1+vj1*(dt/2.0),m)\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,dt/2.0,uj1,uj_1,vj1,vj_1)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2+vj_2*(dt/2.0),uj2+vj2*(dt/2.0),m)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,dt/2.0,uj2,uj_2,vj2,vj_2);k4_v=linealfore(ext_fore,gama,vjj+k3_v*dt,K_l,K_r,uj_1+vj_1*dt,uj1+vj1*dt,m)\+nolinealfore(Kp_l,Kp_r,m,dt,uj1,uj_1,vj1,vj_1)\+linealfore(0.0,0.0,0.0,K2_l,K2_r,uj_2+vj_2*(dt),uj2+vj2*(dt),m)\+nolinealfore(K2p_l,K2p_r,m,dt,uj2,uj_2,vj2,vj_2);xxx[2℄[j℄=x[j℄+((k1_x +2.0*k2_x +2.0*k3_x + k4_x)*(dt/6.0));vvv[2℄[j℄=v[j℄+((k1_v +2.0*k2_v +2.0*k3_v + k4_v)*(dt/6.0));//x[j℄=xjp;//v[j℄=vjp;//***********************************************************************************



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 58//xx=xx+((x[i℄[j℄*x[i℄[j℄)*(j-jzero)*(j-jzero)/(1.0*i)); //is for alule the dis-pertionof the waves//if(j==50) fprintf(position,"%f\n",x[j℄); //make a table for position andveloity//fprintf(veloity,"%f\t",v[i℄[j℄);}//fprintf(dispertion,"%f\t%f\n",t,xx);//fprintf(position,"\n");//fprintf(veloity,"\n");step+=1;energystep+=1;newstep+=1;}//energy(N,x,v,K,Kp,k2right,k2pright,Nhain,dt,izero);//Correlation(dt,izero,x,Nhain);//gethar();}�oat linealfore(�oat ext_fore, �oat gama, �oat vjj, �oat K_l,�oat K_r,�oat uj_1,�oat uj1, �oat m){�oat Pfore=0;Pfore=((ext_fore-gama*(vjj)-K_l*(uj_1)+K_r*(uj1))/m);return(Pfore);}�oat nolinealfore(�oat Kp_l,�oat Kp_r,�oat m,�oat dt,�oat uj1,�oat uj_1,�oat vj1,�oat vj_1){�oat nlf=0;nlf=0.0;nlf=-(1.0/m)*((Kp_l*(uj_1*uj_1*uj_1)-Kp_r*(uj1*uj1*uj1))+(3*dt)*(Kp_l*(uj_1*uj_1*vj_1)-Kp_r*(uj1*uj1*vj1)));return(nlf);}�oat thermalfore(�oat mean, �oat sigma){�oat FF; //aleatory numbers generetor with a gaussian distributionFF=mean + sigma*(aleatorynumbersgenerator(12)); //sigma is the wigthof the gaussianreturn(FF); //is used the entral limit teorem}�oat aleatorynumbersgenerator(int N){/*ranO(long *idum)"Minimal" random number generator of Park and Miller. Returns a uniform



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 59random deviate between 0.0 and 1.0. Set or reset idum to any integer value(exept the unlikely value MASK) to initialize the sequene; idum must notbe altered between alls for suessive deviates ina sequene.*/int i,j;long idum,k;�oat ans;FILE *salida;//idum=MASK;//salida=fopen("randomnumbers.dat","w");//srand(time(NULL));for(i=1;i<=1;i++){ans=0.0;for(j=1;j<=N;j++){idum=rand();k=(idum)/IO;idum=IA*(idum-k*IO)-IR*k;if (idum <0) idum += IM;ans+=AM*(idum)-0.5;//idum =(MASK);//return ans;}//fprintf(salida,"%f\n",ans);return(ans);}//gethar();}void energy(int N, �oat **x,�oat **v,�oat K,�oat Kp, �oat *k2right,�oat *k2pright,int Nhain,�oat dt,int izero){int i,j,uenta=0,M,ii;�oat E,Ezero,Emean,Eplus,sigmap=0,uj1,vj,uj2,L;FILE *Energy,*energyut,*Sigma,*loalitation;//Energy=fopen("energy.dat","w");energyut=fopen("energyut.dat","w");loalitation=fopen("loalitation.dat","w");//Sigma=fopen("standardesviation.dat","w");M=int(N/10);for(i=1;i<=N;i++){ii=10*i;Eplus=0.0;E=0.0;



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 60Emean=0.0;for(j=1;j<=Nhain;j++){uj1=(x[i℄[j℄-x[i℄[j+1℄);uj2=(x[i℄[j℄-x[i℄[j+2℄);vj=v[i℄[j℄;Eplus=(K/2.0)*(uj1*uj1)+(0.5)*(vj*vj)\+(Kp/4.0)*(uj1*uj1*uj1*uj1)+(k2right[j℄/2.0)*(uj2*uj2)\+(k2pright[j℄/4.0)*(uj2*uj2*uj2*uj2);E+=Eplus;Emean+=Eplus*Eplus;//*/ es de prueba*/if (i==1)fprintf(Sigma,"%0.2f\t%0.2f\t%0.2f\t%0.2f\n",kright[j℄,kpright[j℄,k2right[j℄,k2pright[j℄);}//fprintf(Energy,"%f\t%f\n",i*dt,E/(Nhain-2)); //energy for unit of par-tiulesif(i==izero) Ezero=E;if (i>=izero) fprintf(energyut,"%f\t%f\n",(i-izero)*dt,E/Ezero);L=Nhain*Emean/(E*E);fprintf(loalitation,"%f\t%f\n",i*dt,L);//Eplus+=E/(Nhain-2);//if(i==izero) Emean=Eplus/izero;}/* for(i=1;i<=izero;i++){E=0.0;for(j=1;j<=Nhain;j++){uj1=(x[i℄[j℄-x[i℄[j+1℄);uj2=(x[i℄[j℄-x[i℄[j+2℄);vj=v[i℄[j℄;E+=(K/2.0)*(uj1*uj1)+(0.5)*(vj*vj)\+(Kp/4.0)*(uj1*uj1*uj1*uj1)+(k2right[j℄/2.0)*(uj2*uj2)\+(k2pright[j℄/4.0)*(uj2*uj2*uj2*uj2);}sigmap+=sqrt(((E/(Nhain-2))-Emean)*((E/(Nhain-2))-Emean));fprintf(Sigma,"%f\t%f\n",i*dt,sigmap/(1.0*i));}*/}�oat Correlation(�oat dt,int N, �oat **x,int Nhain){int j,i,Tau,t,time;�oat *C=0,R,S,w;FILE *orrelation,*Spetrum;//*************************************C = (�oat*) allo (N+3,7);



APÉNDICE B. CÓDIGO FUENTE: PROGRAMA EN C++. 61if (C==NULL) exit (1);//**************************************//orrelation=fopen("orrelation.dat","w");Spetrum=fopen("spetrum.dat","w");for(Tau=0;Tau<=N;Tau++){R=0.0;for(j=2;j<=Nhain;j++){for(t=1;t<=N;t++){if (t+Tau>N) time=0;if (t+Tau<=N) time=t+Tau;R+= ((x[t/*+2089152*/℄[j℄-x[t/*+2089152*/℄[j-1℄)*(x[time/*+2089152*/℄[j℄-x[time/*+2089152*/℄[j-1℄)); //for obtein the autoorrelation}}C[Tau℄=R*dt/((Nhain-1)*(N));//fprintf(orrelation,"%f\t%f\n",Tau*dt,C[Tau℄); //make a table}for(i=0;i<=3001;i++){w=1.0*i/1000.0;R=0.0;for(j=0;j<=N;j++){R+=C[j℄*os(w*j*dt);}fprintf(Spetrum,"%f\t%f\n",w,2.0*R);}}



Apéndie CArtíuloEste artíulo fue aeptado por la Amerian Physial Soiety en la revistaPhysial Review E el 16 de abril de 2008. A ontinuaión se presenta la versiónenviada a esta revista. Cabe menionar que antes de la publiaión de esteartíulo, la revista hae algunos ambios su formato y por tanto el formato enel ual se presenta el artíulo no será igual al publiado por diha revista.
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