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RESUMEN

En esta tesis se estudia el cambio en las propiedades de transporte
electrénico en grafeno al desordenar la red, ya sea por dopaje o por co-
rrugamiento, lo cual es escencial para desarrollar una electronica basada
en dicho material. Dicho estudio se realizé con la aproximacion del Ha-
miltoniano de amarre fuerte hasta segundos vecinos.

En el caso de grafeno dopado, encontramos que las impurezas fuera
de la banda de orbitales hibridos = producen estados resonantes cerca
de la energia de Dirac (o equivalentemente, en la energia de Fermi para
grafeno puro), los cuales estan intimamente caracterizados por la interac-
cién a segundos vecinos. Asimismo, mostramos que estos estados son
los precursores de las funciones de onda localizadas que ocurren alrede-
dor de la energia de Dirac, las cuales fueron evidenciadas mediante un
analisis de escalamiento de los momentos de dichas funciones (grados
de participacion PR). Del mismo analisis, dilucidamos la coexistencia de
funciones localizadas y no-localizadas, estas ultimas ocurren lejos de la
energia de Dirac y los extremos de la banda, y pueden clasificarse como
estados criticos. La existencia de diferentes grados de localizacion se de-
be a la simetria triangular subyacente, la cual es evidenciada mediante
una renormalizacion de la red hexagonal al tomar el cuadrado del Hamil-
toniano. Finalmente, utilizamos la férmula de Kubo-Greenwood para eva-
luar la conductividad eléctrica que constata el comportamiento metalico
a bajas concentraciones de dopaje que se observa experimentalmente.

Al corrugar la red del grafeno la orientacién relativa de los orbitales hi-
bridos 7 (responsables de la movilidad electrdnica) entre atomos vecinos
cambia, al igual que la distancia entre atomos. Ambos efectos modifican
sitio a sitio el Hamiltoniano de amarre fuerte y tienen efectos no triviales
en la conductividad eléctrica.

XVii







ABSTRACT

We have studied the impact of disorder on the electronic transport in
graphene, by doping or corrugation, which is essential to develop graphene-
based electronics. This study was performed using the tight-binding Ha-
miltonian up to next-nearest neighbors.

In doped graphene, resonant states near the Dirac energy, or equiva-
lently the Fermi energy of pure graphene, emerge due to impurities outsi-
de the 7 carbon band, which are characterized by the next-nearest neigh-
bor interaction. Furthermore, these states are the precursors of the loca-
lized wave functions around the Dirac energy, which were evidenced by a
scaling analysis of the participation ratios. This analysis elucidate that the-
re is a coexistence between localized and non-localized wave functions,
these latter functions are far from the Dirac energy and band edges, and
are clasified as critical states. The various localization degrees are due
to the underlying triangular symmetry, which is evidenced using a honey-
comb lattice renormalization taking the square of the Hamiltonian. Fina-
lly, by evaluating the Kubo-Greenwood formula in order to calculate the
electrical conductivity it is found that at low concentrations of impurities a
metallic behavior is observed, in agreement with the experimental measu-
rements.

Finally, in corrugated graphene, the relative orientation of the 7 hybrid
orbitals changes, and also, the distance between atoms is modified. Both
site-to-site effects are included in the tight binding Hamiltonian and have
nontrivial effects on the electrical conductivity.
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PROLOGO

La literatura encontrada en la investigacion del material nombrado gra-
feno es extremadamente abundante; aunque, en su mayoria dicha litera-
tura estd escrita en lengua inglesa. Razon por la cual, la presente tesis
tendra un objetivo adicional a los resultados de investigacion doctoral, el
objetivo de introducir conceptos basicos de las herramientas usuales en
el estudio de la materia condensada aplicadas a grafeno.

El trabajo de investigacion tiene su nicho en contribuciones teoricas
que permitan el entendimiento del transporte de electrones en grafeno
con desorden, base para el desarrollo de dispositivos electronicos. A pe-
sar del gran numero de publicaciones de grafeno desordenado, los resul-
tados de la presente tesis tienen un profundo impacto en las ideas de lo-
calizacién en dos dimensiones, apoyando la existencia de una transicion
de metal-aislante en grafeno. La existencia de dicha transicidén es actual-
mente debatible, a causa de la teoria de escalamiento de Abrahams, An-
derson, Licciardello y Ramakrishnan la cual afirma que no existe un com-
portamiento verdaderamente metalico en dos dimensiones en presencia
de desorden débil. Aunque ahora hay algunos trabajos experimentales y
numéricos que evidencian su existencia no hay un consenso general. En
la actualidad se habla de transicion metal aislante Unicamente cuando las
variaciones en la conductividad, o su inverso la resistividad, sean drama-
ticas.

En general, el desorden de una red cristalina se puede clasificar en dos
categorias, topoldgico y por impurezas. La mayoria del desarrollo tedrico
a lo largo de este trabajo es debido a impurezas, aunque se presentan
algunos resultados preliminares de un desorden topoldgico por corruga-
miento.

La estructura de la tesis tiene tres partes. En la primera parte, se pre-
senta el grafeno y sus principales propiedades, asi como la motivacién
general de la tesis (Capitulo 1). También, se introduciran las herramien-
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tas basicas a utilizar, la funcién de Green para el Hamiltoniano de amarre
fuerte y la férmula de Kubo-Greenwood (Capitulo 2). En la segunda parte,
se utiliza dichas herramientas para modelar la estructura electronica del
grafeno puro (Capitulo 3); continuando con la del grafeno con desorden
debido a una concentracién baja de impurezas, capitulo donde se dis-
cute la localizacidén cuantica (Capitulo 4). La tercera parte corresponde
al calculo de transporte elctrénico usando la formula de Kubo-Greenwod
para grafeno con impurezas (Capitulo 5) y grafeno flexionado (Capitu-
lo 6). Posteriormente, se encuentra una seccion de conclusiones. Adicio-
nalmente, al final de la tesis, se anexan copias de los trabajos publicados
en revistas cientificas de nuestras contribuciones.

Instituto de Fisica, México, D.F., octubre 2012

José Eduardo Barrios Vargas
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GRAFENO, LA CORNUCOPIA DEL ESTADO SOLIDO

El carbono es uno de los elementos mas abundantes en el universo (el
cuarto después del hidrogeno, helio y oxigeno), y al mismo tiempo, uno
de los mas versatiles. No sélo es basico en las moléculas que forman a
los seres vivos, sino que ademas tiene muchas aplicaciones tecnoldgicas.
La razdn de su versatilidad es la gran cantidad de moléculas compuestas
de carbono encontradas en condiciones termodinamicas usuales en la
Tierra. El trasfondo se encuentra en la diversidad de enlaces quimicos
resultantes de la hibridacion de los orbitales s con p.

Entre las formas cristalograficas mas comunes del carbono puro se
encuentran el diamante y el grafito. Este es un arquetipo de como las
propiedades fisicas y quimicas de un material dependen de la estructura
atdbmica. Aunque si ambos materiales estan formados sélo por atomos de
carbono, el diamante es aislante eléctrico, transparente y con una gran
dureza; en cambio el grafito es metalico, opaco y blando. Uno es muy ca-
ro y el otro barato, justamente por su abundancia relativa. La manufactura
de lapices es el uso mas popular del grafito; y de hecho, de ahi toma su
nombre’.

En décadas recientes el estudio del carbono ha revelado numerosas
aplicaciones potenciales consecuencia de la sintesis de tres nuevos alé6-
tropos nanométricos de carbono. En 1985, los quimicos Robert Curl, Ri-
chard E. Smalley y Harry Kroto encontraron la molécula de carbono en
forma de balon de futbol (buckyball) [9]. Seis afos después, en 1991, Su-
mio ljima identifico la red de panal cilindricamente esamblada formada

En 1789 Abraham Gottlob Werner lo llamé grafito que viene del griego vpdéw (grapho) que significa
dibujar/escribir




2 GRAFENO, LA CORNUCOPIA DEL ESTADO SOLIDO

por carbonos, material denominado nanotubo de carbono [10]. Para el
2004, trece anos después, Geim y Novoselov (ver Figura 1.1) pudieron
obtener una red de panal bidimensional formada por atomos de carbono,
llamada grafeno [4]?. El nombre de este Ultimo se debe al hecho de que
el grafito, una estructura cristalina tridimensional, se forma por el el apila-
miento de estas redes bidimensionales.

Figura 1.1: Andre Geim (izquierda) y Konstantin Novoselov (derecha)
premiados con el Premio Nobel de Fisica de 2010, “por sus experimen-
tos innovadores en el material bidimensional llamado grafeno”.

El grafeno era una pieza que faltaba en el mapa de los al6tropos de
carbono (ver Figura 1.2). Su existencia estable, en el contexto termodina-
mico, estaba en duda ya que la teoria apuntaba a que las fluctuaciones
térmicas en redes cristalinas de baja dimensién provocan desplazamien-
tos atbmicos comparables a las distancias interatdmicas a temperaturas

2 La sintesis realizada por los premio Nobel es “faciimente” reproducible. Desarrollaron la técnica de exfo-
liacion mecanica usando cinta adhesiva. Repetidamente, adhirieron la cinta a un trozo de grafito sintético
altamente orientado y la despegaron. Asi se formaron fragmentos de un atomo (o algunos atomos) de
espesor en la cinta. La cinta la pegaron y despegaron sobre SiO-, y sobre esa superficie conectaron los
electrodos. Este método artesanal no permite una produccién en masa.
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1.1 PROPIEDADES 3

finitas, evitando la estabilidad de lared [11, 12] 3.

Figura 1.2: El grafeno es la materia prima de otros al6tropos del car-
bono. Puede plegarse para formar fullerenos (0D), enrollarse para for-

mar nanotubos (1D) o apilarse y formar grafito (3D). Fuente de la imagen:
Nature Mater., 6, 183 (2007) [1]

1.1 PROPIEDADES

Concretamente, el grafeno es el primer cristal bidimensional [13]. Esta
formado por &tomos de carbono situados en una red cristalina en forma
de panal y ligados por la hibridacién orbital sp?. Dicha hibridacion corres-
ponde a tres enlaces covalentes coplanares y un cuarto mas débil que
sale del plano. Tal estructura electrénica da como resultado el material

3 En el caso de grafeno este argumento se encuentra incompleto debido a que la red presenta un ligero
corrugamiento fuera del plano el cual estd permitido por estar inmerso en un espacio tridimensional.
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con mayor dureza medida hasta ahora [14] (ver Figura 1.3) e impermea-
ble ante cualquier molécula [15], debido al empaquetamiento de la red
cristalina. En cuestion de transporte, el grafeno tiene una alta conducti-
vidad eléctrica [16] y térmica [17]. Ademas, los portadores de carga se
comportan como fermiones sin masa descritos por la ecuacion de Dirac,
en lugar de la ecuacion de Schrddinger [3]; dicho comportamiento es el
responsable de:

= un efecto Hall cuantico anémalo a temperatura ambiente [18],

» |a imposibilidad de frenado de los portadores de carga por barreras
de potencial*, efecto conocido como paradoja de Klein [19, 20] ya
observado experimentalmente [21],

= un estado de electrén confinado, en su evolucién temporal puede
pasar momentaneamente a un estado de hueco; lo mismo sucede
con un estado de hueco (Zitterbewegung) [22],

= y un largo camino libre medio del orden de micras, ¢ ~ 1.2 ym en
grafeno suspendido [23].

Debido a tal comportamiento de los portadores de carga, el grafeno se
ha ganado el apodo de “CERN de escritorio” °.

Es necesario resaltar que todas las propiedades antes mencionadas

se presentan en el grafeno a temperatura ambiente, las cuales lo posicio-
nan como una fuente abundante de aplicaciones® (ver Figura 1.3).

1.2 HACIA UNA NUEVA ELECTRONICA BASADA EN EL CARBONO

La tecnologia actual predominante en los circuitos integrados se basa en
CMOSs’. A su vez, un CMOS est4 conformado por dos MOSFETs® com-

4 Barreras de potencial con ancho menor al camino libre medio.

5 Haciendo referencia a el Gran Colisionador de Hadrones (LHC por sus siglas en inglés) ubicado en Suiza.

6 Las aplicaciones actuales del grafeno incluyen: pantallas de cristal liquido (LCD) [24], mezcladores de
radio frecuencias en circiutos integrados [25], celdas solares [26], supercapacitores [27] e impresoras de
circuitos a base de grafeno [28].

7 Complementary metal-oxide-semiconductor

8 Metal-oxide-semiconductor Field Effect Transistor
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Figura 1.3: El grafeno y sus propiedades mecanicas, térmicas y eléctri-
cas comparadas con otros materiales. Inspirada en Nature, 483, S30 (2012) [2].

plementarios, en uno el semiconductor es de tipo-p° y en el otro es de
tipo-n'?; el semiconductor base utilizado es el silicio. El funcionamiento
de los MOSFETSs se basa en la manipulacion de los portadores de carga
mediante una brecha energética (bandgap) controlable por un potencial
externo. Sin embargo, dicha tecnologia se encuentra en el limite de lo po-
sible usando Si u otro tipo de semiconductor'! debido a las dimensiones
tan pequefas del transistor'? (~ 20nm). En esa escala, los problemas
que se presentan son:

m el comportamiento del transistor depende de las caracteristicas del
dopaje tales como el numero, localizacién y ordenamiento de las
impurezas, dificultando la produccién masiva [29, 30],

m |a disipacidén de calor producido debe ser mas rapida ya que el in-
cremento de temperatura puede ser tal que los enlaces en las co-
nexiones se rompan [31],

= ¢l ancho del 6xido en el MOSFET (SiO») tiene un limite de cuatro o
cinco atomos de ancho [32],

= y la limitante fisica de la litografia [33].

9 EIl semiconductor de tipo-p se obtiene dopando con atomos que incrementan estados de hueco al semi-
conductor.
10 El semiconductor de tipo-n se obtiene dopando con atomos que incrementan los estados de electrones
al semiconductor.
11 Otros semiconductores usuales son el Ge y el GaAs.
12 La ultima generacién (Ivy Bridge) de los procesadores Intel® se basan en transistores de tres puertas de
22 nm
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Se piensa que el grafeno puede resolver todas estas dificultades a un
costo relativamente bajo y con una tecnologia similar a la usada por otros
sistemas [34]; ello se debe a su estabilidad quimica, alta conductividad
térmica, alta movilidad electrénica y flexibilidad ante esfuerzos. Sin em-
bargo, el grafeno es un material semi-metalico, o equivalentemente, un
semiconductor de brecha cero [35], i.e, experimentalmente presenta un
comportamiento metélico inclusive en el limite de cero portadores de car-
ga [1], por lo que no se puede utilizar directamente en los dispositivos
l6gicos'3. En vista de esto, para poder manipular los portadores de carga
se pueden desarrollar nanoalambres de grafeno [36], bicapas de grafeno
[37], tres capas de grafeno [38], bicapas de grafeno intercaladas por boro-
nitrégeno [39]; introducir desorden mediante defectos topolégicos como
bordes de grano [40, 41] o huecos en la red de grafeno [42] y median-
te dopaje [43]; y usando agentes externos como laseres [44] o barreras
magnéticas [45, 46] . Desafortunadamente, al tratar de controlar los elec-
trones en el grafeno se pone en riesgo la movilidad de los mismos', en
este contexto “ Es muy complicado luchar en contra de la naturaleza ”
mencion6 Tomas Palacio® [47].

El medio menos intrusivo para desordenar el grafeno y asi poder ma-
nipular los portadores de carga es el dopaje. A pesar de su facilidad de
unirse a otros materiales, el grafeno es quimicamente estable, es decir,
tiene una dificultad de absorber y una gran facilidad de adsorber otros ato-
mos 0 moléculas. Es posible dopar el grafeno completamente, creando
asi a nuevos materiales como el grafano (grafeno con hidrégeno adsor-
bido en cada sitio de carbono [48]) y el fluorografeno (grafeno con flaor

La ausencia de brecha energética es un problema para la electrénica, pero es un acierto para la épti-
ca: la brecha energética cero significa que el material absorbe la luz a lo largo del espectro, desde el
ultravioleta hasta el infrarojo. Explotando las propiedades 6pticas y habilidades electrénicas junto con su
resistencia mecanica y flexibilidad se pueden desarrollar teléfonos inteligentes flexibles, celdas solares
baratas, sensores que pueden detectar moléculas gaseosas o identificar secuencias de ADN.
Adicionalmente, se encuentra la dificultad de producir hojas de grafeno sin defectos y de gran calidad
electrénica como materia prima. Actualmente, el proceso mas viable para la produccion de hojas de
grafeno es mediante la técnica de deposicién quimica de vapor (CVD, por sus siglas en inglés; Chemical
Vapor Deposition). No es una técnica nueva, desde 1970s monocapas de grafeno se han sintetizado.
Tipicamente, en un horno se introduce una mezcla de metano e hidrégeno que se hace pasar sobre una
superficie de cobre a 800 — 1000°C, y una capa de carbono se deposita en la superficie; por procesos
quimicos se puede remover la superficie de cobre y asi es posible depositarlo en algun otro sustrato més
Gtil, como diéxido de silicio.

Profesor Asociado del Departamento de Ingenieria Eléctrica y Ciencia Computacional en el Instituto Tec-
nolégico de Massachusetts (MIT) y el primer director del Centro de Dispositivos y Sistemas de Grafeno
en el MIT.
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1.2 HACIA UNA NUEVA ELECTRONICA BASADA EN EL CARBONO

adsorbido en cada sitio de la red [49]). Tedricamente, el problema de
grafeno con impurezas nos lleva al problema de percolacion cuantica en
dos dimensiones, el cual ha estado sujeto a debate desde hace varios
anos [50, 51]. En la literatura es usual encontrar la afirmacidén de que “no
existe un comportamiento metalico verdadero en dos dimensiones” como
consecuencia del hecho de que todos los eigenestados son localizados
aun cuando el desorden es débil [52]. En grafeno, hay un gran debate
alrededor de este punto [53, 54, 55]. Existe evidencia experimental de
una transicidn metal-aislante cuando el grafeno es con impurezas con
H [56, 57]. Recientemente, el desorden en grafeno ha sido clasificado
usando argumentos de simetria en los estados alrededor del punto de Di-
rac [58], esta clasificacion permite un comportamiento de conductividad
eléctrica minima. Experimentalmente, la conductividad minima ha sido
medida para grafeno con atomos de potasio depositados en la superfi-
cie [59, 60]. Ma&s aun, desde la aproximacién teorica a este problema,
usando modelos de electron libre enriquecidos con calculos de prime-
ros principios, se ha observado un fenémeno parecido a una transicion
metal-aislante [61, 62, 63]. Asi pues, existe un debate acerca de las pro-
piedades electrénicas en grafeno. La mayor parte de los grupos tedricos
han realizado calculos de transporte electrdénico en donde no explican la
fisica de porqué se observan estados localizados a la energia de Fermi
[64], ademas de no abordar la naturaleza de los estados restantes, que
también son fundamentales en el transporte.

En este contexto, la presente tesis doctoral plantea justamente la re-
solucion de estas interrogantes en grafeno con desorden. En particular,
mostraremos que gran parte de estos efectos se deben a que existe una
simetria triangular subyacente, la cual puede ser evidenciada mediante
una renormalizacion de la red hexagonal, que equivale a tomar el cuadra-
do del Hamiltoniano. Asi, los efectos de frustracion electronica, es decir,
la imposibilidad de tener estados que cambien de fase por un factor de
7 en una red triangular, son los responsables de dichos efectos. Para
ello, se modela el grafeno con impurezas por un Hamiltoniano de amarre
fuerte con impurezas sustitucionales a bajas concentraciones y no corre-
lacionadas. Con el fin de obtener un resultado mas realista, se incluyé la
aproximacion hasta segundos vecinos y se compararon resultados con la
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aproximacioén a primeros vecinos'®. Mostraremos que la inclusiéon de im-
purezas puede hacer aparecer estados resonantes cerca de la energia
de Dirac'’ en la aproximacion a primeros vecinos y segundos vecinos;
dichos estados cerca de la energia de Fermi son justamente los precur-
sores de la aparicion de estados localizados a mayor dopaje, y los res-
ponsables de la transicion metal-aislante.

Para caracterizar los estados cerca de la energia de Dirac, realizare-
mos un andlisis de escalamiento de esos estados y asi determinar si
éstos son localizados o extendidos, ya que los estados localizados se
asocian con un comportamiento de aislante y los extendidos con un com-
portamiento metalico. Este resultado esta directamente conectado con la
teoria de escalamiento presentado en el articulo de los G-IV y su afir-
macion de la ausencia de difusion cuantica en dos dimensiones [52]. Fi-
nalmente, se estudiaran los efectos de los estados resonantes debido a
impurezas en la conductividad electronica, utilizando para ello un modelo
de respuesta lineal ante perturbaciones eléctricas.

En el siguiente capitulo, introduciremos las herramientas basicas utili-
zadas para la evaluacién de las propiedades del espectro y la localizacion
de estados.

16 En el grafeno la diferencia principal entre la aproximaciéon de amarre fuerte a primeros y a segundos
vecinos es el rompimiento de simetria entre los estados de electron y de hueco.

17 La energia de Dirac corresponde al punto en que se tocan las banda de valencia y conduccion; en el caso
del grafeno puro es igual a la energia de Fermi.
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HERRAMIENTAS BASICAS

Una de las herramientas basicas a utilizar a lo largo del trabajo es
la funcion de Green para un Hamiltoniano de amarre fuerte. Este
Hamiltoniano es usual al abordar los problemas de materia con-
densada, ya que a pesar de no considerar la interaccion electron-
electron modela aspectos generales de la estructura electronica.
Aun mas, el Hamiltoniano de amarre fuerte en grafeno reprodu-
ce la estructura de bandas [65]. En cambio, la funcion de Green
es una herramienta no tan recurrente en la literatura. La eleccion
de su uso a lo largo de la tesis se debe a que las distribucio-
nes de energia se pueden obtener de manera directa y por tanto
las transiciones entre estados energéticos, informacion esencial
para calcular el transporte electronico. En el presente capitulo so-
lo se mostraran resultados generales de la funcion de Green y
el Hamiltoniano de amarre fuerte, asi como la formula de Kubo-
Greenwood utilizada para el calculo de conductividad eléctrica.

2.1 FUNCION DE GREEN

Formalmente, la funcién de Green () se define como la solucién de la
siguiente ecuacion diferencial inhomogénea,

(z—L)G(2) =1,

donde L es un operador hermitiano, lineal e independiente del tiempo, y =
es un numero complejo. La ecuacion se encuentra definida en un dominio
(2 y sujeta a condiciones en la frontera de .
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Si todos los eigenvalores de z — L son diferentes de cero, i.e., si z # A,
donde )\, son los eigenvalores de L, entonces la solucion formal para G
es

1
z—L

G(z) =

Utilizando la ortogonalidad de los eigenestados se tiene

)= 3 el 21

zZ— A

n

donde |¢,,) son los eigenestados asociados a \,. Como L es hermitiano,
todos los eigenvalores ), son reales. Por tanto, la funcion G(z) es anali-
tica en el plano complejo excepto en ciertas regiones del eje real, donde
la funcion exhibe polos simples.

Consideremos Re{z} = E e Im{z} = s. En la continuacion analitica
en los polos resulta util definir las funciones de Green,

G*(F) = lim G(E +is),

s—07+

G (F)= lim G(E —is).

s—07t

Mediante estas definiciones podemos expresar la discontinuidad, é(E),
en términos de la funcion delta

G(E) = GH(E) - G~ (E) = —2mis(E - L). (2.2)

Ahora elegimos la base de sitios de una red cristalina bidimensional.
Entonces nuestra funcion de Green se escribe como G(, j; z), donde 7 y
J denota sitios de la red. Siguiendo con la eleccion de la base podemos
evaluar los términos diagonales de G*(1, ¢; E), obteniedo,

G (4,4, F) =

- F OB =Ml (2.3)

los kets |2) corresponden a los eigenestados en la base de sitios, que
cumplen con ser ortogonales entre si, y P denota la parte principal.

i



2.1 FUNCION DE GREEN

Al evaluar la traza de la matriz tenemos,

Tr{G*(E)} = PZ 5 _1 " F iWZ(S(E — An) - (2.4)

Notamos que la cantidad > J(E — \,) es la densidad de estados (DOS)
por unidad de volumen en E. Esto nos permite definir la densidad de
estados local por unidad de volumen (LDOS), i.e., en un sitio

p(i; E) =) 6(E— ). (2.5)
Si sumamos sobre todos los sitios tenemos el numero total de estados

N(E)=>_plis E). (2.6)
Usando las expresion (2.2)-(2.6) tenemos,

p(i; F) = :F%Im [G*(i,4;F)} = —%é(i,i; E), (2.7)
y

N(E) = q:%Im {Tr{G*(E)}} . (2.8)

El tratamiento anterior considera una independencia del tiempo, en ca-
so contrario introducimos la funcion de Green causal. Esta funcién, g, se
define como la solucién de la siguiente ecuacion diferencial parcial de
primer orden en el tiempo siguiente,

[3'2 - L] gt —t) =1, (2.9)

sujeta a las condiciones de frontera del dominio €2, donde ¢ es una cons-
tante positiva. L es el operador hermitiano antes introducido. Ahora, ex-
presamos g en términos de su transformada de Fourier,

g9(1) = / ) dﬂeiw'Tg(w’) : (2.10)

Lo 2T

11
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donde 7 =t — t'. Sustituyendo en la definicion tenemos,

(%—L) glw)=1. (2.11)
Por tanto identificamos,
g(w) = G (%) . (2.12)

2.2 HAMILTONIANO DE AMARRE FUERTE

En este punto, es necesario introducir el operador L que utilizaremos. El
grafeno se forma de una red hexagonal de carbonos; cada carbono se
encuentra enlazado con otros tres carbonos, mediante enlaces covalen-
tes tipo o. Para tener una valencia cero, necesita compartir un electrén
mas, el cual forma un enlace tipo m con un carbono vecino. La energia
de enlace del tipo 7 es considerablemente menor a la energia del enlace
o. Por tanto, este ultimo electron es facilmente movible (ver detalles en
el Capitulo 3). Como hemos sefalado anteriormente, y como lo muestra
la literatura relacionada con el estudio de propiedades de transporte en
grafeno, resulta aceptable como primera aproximacion considerar cada
carbono como un atomo con un electrén libre [65], i.e., expresar la fun-
cion de onda de la red como una combinacién lineal de orbitales atomicos
de un solo electrén.

Una vez mas consideramos {|¢)}, como el conjunto de eigenestados
en la base de sitios, i.e., |¢) es el estado de un orbital atbmico en el sitio <.
Estos estados son ortonormales, i.e., (¢|j) = d;;. Ahora, podemos escribir
nuestro operador Hamiltoniano bajo las suposiciones anteriores,

H:Z|i>si<z'\ +Z\z‘>mj<j|, (2.13)

donde ¢; es la energia del electrén en ausencia de los sitios vecinos. La
cantidad V;; es el elemento de matriz para la transferencia de un electrén
de 7 a 5. Mas explicitamente,

V, 1,7 sitios vecinos cercanos,

, (2.14)
0, en caso contrario.

Vij =

5

@y



2.3 FORMULA DE KUBO-GREENWOOD

En la asignacion de valores de V;; anterior, hemos considerado invarian-
cia ante translaciones en la red. Ademas, la misma invariancia implica
que ¢; = ¢ para todo z.

El Hamiltoniano arriba introducido, se conoce como de amarre fuer-
te. EI movimiento electrénico asociado es matematicamente equivalente
al movimiento de un conjunto de péndulos unidimensionales acoplados
[66].

2.3 FORMULA DE KUBO-GREENWOOD

En esta seccidn se presenta una forma de deducir la férmula de Kubo-
Greenwood, usando la teoria cuantica de fluctuaciones desarrollada por
Callen y Welton [67]. La férmula de Kubo-Greenwood se basa en la teoria
de respuesta lineal. Tiene como ingrediente principal la funcién de Green,
para nuestro caso, de un Hamiltoniano de amarre fuerte. Asi pues, nues-
tro calculo de conductividad sera para la respuesta lineal de un electrén
ante un campo eléctrico’.

Consideraremos un sistema sometido a una diferencia de potencial. La
presencia del campo eléctrico £ induce una densidad de corriente, j. La
respuesta lineal de j en presencia de £ se define como la conductividad.
Traduciendo matematicamente esta respuesta se tiene

Ju(r, 1) =/ dT/dI‘lOIy(I‘,I'/;T)gy(I'/,t —7), (2.15)
0

donde = y y denotan las coordenadas cartesianas, la suma sobre y se
indica por la repeticion del subindice, y o,, es la componente del tensor
de conductividad. Consideraremos que £ y j se encuentran a lo largo del
eje x, tal que solo necesitamos considerar o, ; por simplicidad omitimos
el subindice. Al final resulta facil deducir de o¢,, la forma de las otras
componentes de o. Usualmente £ y j varian poco en una distancia del

orden de [y, donde [, se determina por la condicion o ~ 0 para |r —r'| > .

La siguiente deduccidn se puede consultar en la referencia [68] y el Capitulo 8 del libro de Economou
[66].

13
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En este caso uno puede realizar la integracién sobre r’ y el promedio
sobre r, lo cual resulta en

j(t) = / dro(T)E(t —T), (2.16)
0
donde se tiene que
o(t) = é/drdr'a(r, v’ 7). (2.17)

A partir de este punto consideraremos o(7), 0 mas precisamente, su
trasformada de Fouirier,

o(w) = / dro(T)e™T. (2.18)
0
Si £(t) esta dado por,
E(t) = Fe ™" 4 Fre't (2.19)
tenemos de las ecuaciones (2.16) y (2.17) que
j(t) = o(w)Fe ™ + o(—w)F*e™" (2.20)

Para que j seareal se requiere que o(—w) = o*(w), por lo cual se sigue
que la parte real (imaginaria) o, (03), de o sea par (impar) como funcién
de w. Ademas o, y 0, obedecen las relaciones de Kramers-Krdning:

:—P/ dw 22 _Z} (2.21)
NooA
_ __p/ duw T i“w =, (2.22)

donde iA es el residuo (si es distinto de cero) de o(w) en w = 0. Por
tanto, conociendo o, (w) para w # 0, uno puede calcular o,(w), y conse-
cuentemente, o(w); la constante A se puede obtener del comportamiento
de o(w) en infinito.

Para obtener el comportamiento de o(w) — oo consideremos un mode-
lo fenomenoldgico. Empleando la ecuacién de Newton para la velocidad

L



2.3 FORMULA DE KUBO-GREENWOOD 15

de desplazamiento electrénica, v, en presencia de un campo, Fe !,y
de una fuerza de friccion, —muv /7, (1, €s el tiempo de relajacion de trans-
porte):

muv

—wWmuv = —

+qF, (2.23)

Ttr

donde ¢ = —e es la carga electronica.

Como la corriente estd dada por j = nquv, donde n es la densidad
electrénica, tenemos que

ne Ty,

o (w) ~ (2.24)

m(1 — iwry)

Para w — oo el movimiento electronico es clasico, toda la dispersion es
despreciable y solo se tiene inercia electronica (medida por su masa m).
De (2.24) (sin término de friccidn),

(W) —— i—— | (2.25)

Procedemos a encontrar una ecuacion cuantica para o;(w) con w # 0.
Recordando que o(w) se puede calcular usando (2.21) y (2.25) y usando
(2.19) y (2.20) obtenemos, para la potencia consumida promediada en el
tiempo, P = Q&j5;

P =2Q|F|*oy(w), w #0. (2.26)

La potencia promedio, P, también puede ser calculada multiplicando, la
energia absorbida por el sistema durante la transicién inducida por el
campo |a) — |5)

Eaf = hwaﬁ = Eﬁ — Ea , (227)

por la tasa de transicion p,s y sumando sobre todas las posibles transi-
ciones (|a) # |5)). Obtenemos

1
P=) capPas =75 Eas(Pas — Dpa)- (2.28)
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La suma incluye la degeneracién por spin igual a 2; la probabilidad por
unidad de tiempo p,s esta dada por,

Pap = fa(l - fﬂ)Waﬂv (229)

donde f, = f(E,), (v = «, B), es la distribucion de Fermiy W, se obtiene
(como la regla de oro de Fermi) mediante

ol Hal BB — Ep). 2.30)

donde H; es la perturbacién, en este caso esta dada por

W =

Hi(t) = ex€(2), (2.31)
donde el campo esta dado por (2.19). El resultado es

Wy = 2%62|F]2|<04]x|6>]2[6(hw epa) + 5(hw + 40)]. (2.32)

Combinando (2.28), (2.29) y (2.30), y comparando con (2.26), obtene-
mos

2
e
o1(w) = = > [alalB)Pwas(fo = £5)5(hew — hwag) (2.33)
af
Podemos reescribir la expresion anterior en términos del operador de
momento p,,

™

oi(w) = 7€ 3 2Ja =S85
1(w) 5 |{a|pz|B)] o d(hw — hwqg) (2.34)
af @

- Om

teniendo en cuenta que,

d _
pe=mr = i T (2.35)

(a|ps|B) = imwas{alx|f) . (2.36)

0

vl
%’3 4
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2.3 FORMULA DE KUBO-GREENWOOD

Dada la funcion ¢ en (2.34) es trivial realizar la integracion (2.22); la
constante A se obtiene comparando con (2.24), y de este modo se tiene
ao(w). Combinando la expresidn para o1(w) y o2(w) tenemos finalmente

?

o(w+is) = (a|p:|B) \2

hwa w + 1S

e

€ 2fa — Jp ! 2.37
—ig Xﬁju alps| B 7E —. (237)

Wog — W — 1S

El término ie?n/mw = o4(w) se llama la contribucién diamagnética a o (w)
y el resto, o,(w) es la paramagnética, el cual se puede reescribir como

Wag — W — 1S

2 —
o) = =gy Sl Tl 2.:38)

Ahora reescribimos la expresion general para o;(w) 0 o(w) en forma
invariante, introduciendo la funcién de Green causal, g(F). Para la pre-
sente propuesta (donde los electrones se mueven independientemente
entre ellos), g(F) se define como G~ (F) para £ < Er y G*(E) para
E > Ex (donde Er es la energia de Fermi), i.e.,

g(E)=[E +ise(E — Ep) —H] !, (2.39)
de lo cual se sigue que

(alg(E)|B) = buslE + iss(E — Ep) — Ea] . (2.40)
dondec=1(=-1)si E > Er (F < Fr). EnT =0 se tiene

o ls o[ aBalg(E)a)Slg(E + ). (241)

Eap — hw — is 271

Sustituyendo (2.41) en (2.38), y realizando la suma sobre los estados
y empleando la ortogonalidad, se obtiene

ie’n e? dE
= —T E : 2.42
o) =2 o [ T Bipag( B b)) (242)

LX)
it =

RIS
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donde Tr incluye un factor de 2 debido a la suma sobre spin.

Es méas conveniente expresar o;(w) en términos de G = Gt — G~. Para
tal propdsito notamos primero que

fa_fﬂ

waﬁ

6(hw — 5aﬂ)
/°° f(E) — J(E + hw)

dES(E — E)6(E — Ejy + hw) - ,

o

(2.43)

sustituyendo (2.43) en (2.34) tenemos

% [ f(E)— f(E+h
() = = /_OodEf( RS lALL

x Tr {pxIm {G+(E + ﬁw)}pxlm {G+(E)}} . (2.44)

2.4 RESUMEN

El Hamilitoniano de amarre fuerte tiene la expresion,
H=coy [8){al+ Y [6)Vis(il. (2.45)
1 1]

donde ¢ es la energia del electrén en ausencia de los sitios vecinos y V;;
es el elemento de matriz para la transferencia de un electrén del sitio < al

E
Vi; = V., 1,7 sitios vecmo§ cercanos, (2.46)
0, en caso contrario.
La funcion de Green del Hamiltoniano de amarre fuerte es,
. k) (k|
*(E + = | 2.47
GHE Lis) ZEiz’s—E(k)’ (2.47)

k

i
o

S

R



2.4 RESUMEN

donde E(k) y |k) son el eigenvalor y eigenvector, respectivamente, de la
ecuacion de eigenvalores Schrédinger, H|k) = FE(k)|k). s es una cantidad
real positiva. Los elementos de matriz de G(E + is) son,

G(i. g1 B +is) =G|G(E £is)|j) = ) i_f‘z)(_k‘gik) (2.48)
k
Q eik'(i_j)
T N(27)d /HBZ s E(k) (2.49)

donde 1BZ denota el dominio de integracidn restringido a la primear zo-
na de Brillouin. El volumen de la primera zona de Brillouin es igual a
(2m)4/Q, donde Qy = Q/N es el volumen de la celda primitiva de la red y
d es la dimensién de la red.

De la funcién de Green obtenemos, la densidad de estados por sitio de
la red (LDOS) y la densidad de estados (DOS):

LDOS = :F%Im {G*(4,4;E)} , (2.50)
DOS = ;Niﬂlm {Tr{G*(E)}} . (2.51)

La parte real de la conductividad para corriente directa; i.e, el limite de
w — 0 de la ecuacién (2.44), toma la forma,

OO (2.52)

e2h

Olax =
Qm?2

donde Tr incluye un factor de 2 por la degeneracion de espin.

En el siguiente capitulo utilizaremos estas herramientas para modelar
el grafeno puro y calcular su espectro energético.

19






GRAFENO PURO

El primer paso para el analisis del transporte electronico es co-
nocer la estructura de bandas para los electrones, razon por la
cual a lo largo del capitulo analizaremos el Hamiltoniano de ama-
rre fuerte para el grafeno. La metodologia es estandar: describir
el Hamiltoniano de amarre fuerte en la celda unitaria asociada a
la red cristalina. En el caso de grafeno, la red cristalina asociada
es la red de panal bidimensional. Entonces, se aplica el teorema
de Bloch para cambiar el Hamiltoniano de amarre fuerte al espa-
cio reciproco, donde se encontraran las relaciones de dispersion
para los electrones y por tanto la estructura de bandas. Dada la
relacion de dispersion, aproximaremos en los llamados puntos de
Dirac y encontraremos la descripcion de fermiones de Dirac pa-
ra los portadores de carga, descripcion que sera complementada
con la Paradoja de Klein. Como se menciond en el Capitulo 2, uti-
lizaremos el Hamiltoniano para obtener la funcion de Green y la
densidad de estados.

3.1 ORBITALES DE HIBRIDACION

La configuracion electrénica del atomo de carbono es 1s? 2s? 2p?, por lo
cual necesita de cuatro enlaces para completar su ultima capa electré-
nica. En grafeno, los electrones en los orbitales 2s y 2p presentan una
hibridacién de tipo sp?, mientras el orbital 1s se mantiene cerrado; por lo
cual, esencialmente, las propiedades pueden describirse en términos de
los orbitales 2s, 2p,, 2p, y 2p.. Utilizando la parametrizacion del estado

21
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hibrido propuesta por Pauling [69], los cuatro estados de la hibridacion
sp? estan dados por:

‘ > ‘pz ) (3.1)

|01 \/7|pl’ ) (32)
1

|2) = ﬁ@ \/—|px> — ?m) , (3.3)

|o3) = \/—\ s) — %|px> + ﬁlpy% (3.4)

donde |s), |p.), |py) Y |p.) son estados propios del Hamiltoniano para el
atomo de hidrégeno. En el espacio de posiciones, los estados toman la

forma,
(r|m) = aioe_T/Qa0 cos (3.5)
[ 1 r 2r
— | _ =0 —r/2ag
(r|oy) : (2 ao) + S sin 6 cos gb] e : (3.6)
1 r 1 1
= | — 2 _ — R N N —T’/QCLO
(r|o9) 73 ( ao) (\/écosgb+ \/gsmgb> ~ Slnesmgb_
(3.7)
1 r 1 1 r ]
— (2= (= TG ~ ¢in#fsi —r/2aq
(r|os) 73 ( ao) (\/écosqb \/§Sln gb) o sin  sin gb_ e
(3.8)

donde (r,6, ¢) son coordenadas esféricas y ay (= 0.53A) es el radio de
Bohr. En la Figura 3.1 se ilustra la amplitud de la funcién de onda en el
espacio de posiciones; donde identificamos tres orbitales que se mantie-
nen en el plano (|o1), |o2) ¥ |o3)) Y un cuarto perpendicular al plano (|r)).

La energia asociada a los orbitales se puede calcular utilizando el es-
pectro de energia del atomo de hidrégeno:

en = (7[Hul|m) = By,

(02| Huloz) = (03| Hu|os) =

(3.9)

L (3.10)

_E,
3 +

2
-

€s = (01|Hulo1) = 23

(]

vl
%‘3 4

i
N
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)
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3.1 ORBITALES DE HIBRIDACION

donde Hy es el Hamiltoniano del &tomo de Hidrégeno por lo cual Ej
—19.38eV y E, =~ —11.07eV. Sustituyendo encontramos los valores, ¢,
~ —13.84¢eV.

—11.07eV y e,

Figura 3.1: Orbitales de
hibridacién sp?; tres orbita-
les en el plano (o1, o5 Y
o3) y uno perpendicular al

plano ().

QN

La presencia de otro atomo de carbono induce hibridacion entre los
diferentes orbitales dependiendo de la distancia, d, y de la orientacion
relativa entre orbitales. En términos de orientacion, tenemos cuatro dife-
rentes tipos de hibridacion basicas para los orbitales s y p (Figura 3.2)

[70]:
hQ
Vo = —1.32
Med?
h2
Vipo = 1 42me =
h2
Vipr = 2225
h2
Vopr = —0.63- =5

(3.11)
(3.12)
(3.13)

(3.14)

Utilizando el hecho de que la distancia interatémica en el grafeno es de
d = 1.42 A, obtenemos: Vi, ~ —4.9¢V, Vi, ~ 53¢V, V,p, ~ 82eV y

Vopr = —2.3eV.

23
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Figura 3.2: Hibridaciones
basicas para enlaces s-p.
Cada hibridacion basica + g - + g - Xx
tiene asociada una ener-

gia de enlace a) Vi, ,
b) Vipos ©) Vopo ¥ d) Vipr -

Cualquier energia de hibridacion se puede estimar a partir de la com-
binacién lineal de las hibridaciones basicas. Por ejemplo, la hibridacion
entre |o9) y |o3) en el mismo sitio,

1

V;ntra - <0—2‘HH|0—3> - 3

(Es— Ep) . (3.15)

También podemos estimar la energia de hibridacion entre dos atomos
vecinos, hibridacion interatomica, entre dos estados |o,) orientados en el
mismo plano. Recordamos que el orbital o, se compone de los orbitales
s, pz Y py; entonces, de acuerdo con las hibridaciones basicas, se toman
en cuenta las energias de hibridacion Vi, Vipe ¥ Vipo- EStas energias
pueden ser positivas 0 negativas de acuerdo con la distribucidn de carga
en los I6bulos que forman el enlace. Por tanto, tomando en consideracién
los aspectos anteriores (Figura 3.3), se tiene,

V, =(oo] '|3><vm><s|] 02)

0l 12Vl + I (Vi) 4 o
ol cos () I =V s 50 () 1) (Vi) 1]
o [os () 190V ol 5n () 9 Van )

3

2 1 22
:__VO' _‘/;sa_—
3pp+3 3

‘[S,pd ) (31 6)

i
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3.2 RED DE PANAL

02

"ﬁ © © Figura 3.3: Bosquejo de
09 gt — > V >€ enlace o, con o,. En la
< ’ ’ Figura se muestra una

z descomposiciéon en los

yx orbitales atémicos que
forman oo».

donde cos(47/3) y sin(47/3) son factores debidos a la orientacion en
1 2 47 . [(A4r
|o9) = 7 s) + 3 (cos (?> D) sin <?) |py>> : (3.17)

3.2 RED DE PANAL

En el grafeno, los atomos de carbono se encuentran enlazados por orbita-
les de hibridacién sp?. Estos atomos forman una red cristalina hexagonal
plana nombrada de panal de abeja, honeycomb en la literatura inglesa
(Figura 3.4). Dicha red tiene una celda unitaria formada por dos atomos,
los cuales se etiquetan con las letras Ay B. Los atomos de tipo A forman
una red triangular interpenetrada en otra red triangular formada por los
atomos de tipo B, Figura 3.4.

Figura 3.4: Esquema de la red de
panal la cual tiene asociada una
celda unitaria formada por dos ato-
mos, etiquetados por Ay B.
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Los vectores primitivos de la red de panal son:

V3 1
a; — \/§CL (7, 5) s (318)
A = \/ga (?, %) ) (319)

donde a (~ 1.42 A) es la distancia entre a&tomos de carbono. Los vectores
de los primeros vecinos para los &tomos tipo A son:

€ = CL(l, ) ) (320)
1 V3

€y = a <—§, 7) , (321)

es=a (-% —§> , (3.22)

mientras que los vectores de los primeros de tipo B son {—e;, —ey, —es},
dichos vectores se ilustran en la Figura 3.5.

Figura 3.5: Bosquejo de la red
real donde se ilustran los vecto-
res primitivos a; y as; y los vec-
tores de los primeros vecinos ey,
e Yy es.

La primera zona de Brillouin (1BZ) se muestra en la Figura 3.6 junto
con los vectores reciprocos asociados, los cuales son:

4 (1 /3
b, = 75 (57 5 ) , (3.23)
4 1 V3




3.3 ESTRUCTURA DE BANDAS

Figura 3.6: Primera zo-
na de Brillouin asociada
alared de panal. Se bos-
quejan los vectores de la
red reciproca y la loca-
lizacion de las direccio-
nes cristalograficas.

También en la Figura 3.6 se muestran las direcciones cristalograficas
en el espacio reciproco, estas estan dadas por:

T = (0,0), (3.25)
M:%@m, (3.26)
2 1

donde K se conoce como punto de Dirac, mas adelante se explicara el
porque de este nombre.

3.3 ESTRUCTURA DE BANDAS

Los estados de los carbonos en la red se pueden etiquetar por su locali-
zacién en la red, su estado de hibridacién y su espin, es decir, |n, a, i, s),
donde n = 1,..., N es el numero de celda unitaria, a = A, B es el tipo,
i = m,01,09,03 €S el orbital de hibridaciéon y s =1, es el espin. Para
escribir el Hamiltoniano de la red de panal usamos la aproximacion de
amarre fuerte, en dicha aproximacion los electrones pueden:

m pasar entre diferentes orbitales o del mismo atomo (intra-banda),
con energia asociada Vi,

m pasar a atomos vecinos desde un orbital en el plano a otro orbital
en el plano (inter-banda), con energia asociada V/,
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m y pasar a atomos vecinos desde un orbital perpendicular al plano
a otro orbital perpendicular al plano (inter-banda), con energia aso-
ciada Vps.

En este caso el Hamiltoniano de amarre fuerte se escribe como,

Ho =&, Z In,a,m,s)(n,a,mr,s|

0,5
+ &, Z In,a,i,s)(n,a,i,s|
nyayiAm,s
+ Vintra Z (In,a,i,s)(n,a,j,s| +|n,a,js)n, a,ri,s|)
nyayiAj AT
+Vipr ¥ (In, A, 7, s)(n, B, 7, 5|+ |n, B, 7, s)(n, A, s|)

+V, Y (In.Ai,s)(n, Bi,s| +|n, Bi,s)(n, Ai,s]) . (3.28)
(n,m),i£m

Utilizando operadores de aniquilacion (c) y creacion (c') tenemos,

Ho = éex Cn.a,m,sCna,m,s
n,a,s

1
T &0 Z Cn,a7i,scn,a,i,s

n,a,i7£m,8

. t f
+ Vintra Z (Cma,i,scn,&jﬁ T CnajsCnais
n,a,i#£jET

T
+VPP7T Z < nA7rs nB7rs+CnB7rs nAﬂs)

+Ve Z (nAZSnB,Z78+CLstnAzs)' (3.29)

(n,m)itm

Notamos que el sistema es invariante bajo traslaciones discretas en el
espacio de posiciones lo cual nos permite obtener informacién al cambiar
al espacio reciproco mediante,

1 kR
Cn.ais = E e’ "Ck.ais 3.30
)&y, \/N - k7 13 ( )

44@
|
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donde N es el numero de celdas unitarias. Entonces el Hamiltoniano
toma la forma,

— E : E : f f
HO o {EW Ck,a,w,sck,aﬂr,s +&n Ck,a,i,sck,a,i,s

k,s a aji#£m

—|_ Vintra Z (CL,a,i,SCk,a,j —|— h-C~) + Vppﬂ-f}/k(CL,A,ﬂ',SCk7B,ﬂ',$ + h.C.)

aiFjFEm
+ VU [eik.elCL,A,Ul,sck,B,al,s + eik.eQCI(,A,Jg,sck,B,ag,s + eik.ez))CTk,A,ag,sck,B,ag,s:| } )
(3.31)
donde,
= » e (3.32)
i=1,2,3
| = /3 +2cos(k - (e] —es)) +2cos(k - (e; —e3)) +2cos(k - (e3 — e3)) .
(3.33)
El Hamiltoniano se puede escribir de la forma,
Ho=> Wl - [H] Ty, (3.34)
k,s

T (T T T T T T T T
donde Wy = (04 ar.es Ck Burss ChAuor.s0 ChBuoy.s? Ch Aot Che.Boog.s? ChoAuoa.s? Che.Buoa.s)

y

[Ho] =
[ e Vi 0 0 0 0 0 0
Vopr Ve En 0 0 0 0 0 0
0 0 P Veeker  Via 0 Vintra 0
0 0 Vyemiker P 0 Vintra 0 Vintra
0 0 Vintra 0 P Veeker Vi 0
0 0 0 Vintra Ve~ 2 P Vintra 0
0 0 Vintra 0 Vintra 0 Eq Vyelkoes
| 0 0 0 Vintra 0 Vintra Ve e €s

(3.35)
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[

B0 |
3 k,

Figura 3.7: Relacion de dispersién para la red de panal. Se muestra un
acercamiento al cono de Dirac en una esquina de la primera zona de

Brillouin.

El Hamiltoniano para la banda = se desacopla de la banda o y por
tanto puede tratarse de forma separada. Ademas, la matriz se puede
diagonalizar analiticamente dando como resultado 8 bandas de energia:

Er1(k) = er £ [Viprl|nl s (3.36)

Ea,l,:l:(k) =& — Vintra + VO’ > (337)
Vgn ra 3V1n ra ’

Eso1(k) =¢,+ 2t + \/( 2t ) + V2 + Viira Vol x|, (3.38)

‘/in Tra 3‘/1H ra ?
D R \/ ( > ) + V2 & ViVl . (3.39)

La relacion de dispersion m se muestra en la Figura 3.7 con un acerca-
miento a una esquina de la primera zona de Brillouin.

En la Figura 3.8 se muestran las bandas graficadas utilizando las direc-
ciones cristalograficas, tanto para las expresiones anteriores resultado
de la aproximacion de amarre fuerte como usando la teoria del funcional
de la densidad dentro de la aproximacion LDA (para este célculo se usé
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Figura 3.8: Estructura de bandas a lo largo de las direcciones cristalo-
graficas. lzquierda, usando la aproximacién de amarre fuerte. Derecha,
utilizando calculos electronicos de primeros principios con SIESTA (Spa-
nish Initiative for Electronic Simulations with Thousands of Atoms).

el programa SIESTA [71]). Observamos que las Unicas bandas que es-
tan considerablemente bien reproducidas por la aproximacion de amarre
fuerte son 7+, las cuales seran las utilizadas a lo largo de la tesis.

Las 8 bandas permiten 16 estados por celda unitaria, a causa de la de-
generacion de espin. En cada celda unitaria hay 8 electrones para llenar
las bandas, por tanto se encuentran 4 bandas totalmente llenas locali-
zando la energia de Fermi del grafeno puro justo a la mitad, cruzando
exactamente los puntos K que corresponden a las esquinas de la prime-
ra zona de Brillouin. Estos puntos tienen las coordenadas:

47

Q1 = 350 <0, 1) , (3.40)
47 \/§ 1

Q- (F5), (3.41)

Q= T (ﬁ —1>, (3.42)
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y los otros tres estan dados por —Q; con i = 1,2, 3. Cerca de los puntos
puede encontrarse la expresidn para la relacion de dipersion expandien-
do v, como:

3a ,
TQi+a ¥ (kx + zky> : (3.43)
para ¢ < (. Utilizando la relacién de dipersién el espectro toma la forma:

E1 (¢, qy) = Thopq = £hopy /3 + q; (3.44)

donde vp = 3|V,,x|a/2 es la velocidad de Fermi. Por tanto el espectro
electrénico parece una relacion de dispersion relativista, para una parti-
cula sin masa de Dirac, de ahi el nombre de puntos de Dirac. Cerca de
Q; se puede reescribir el Hamiltoniano como:

\IIAq

: (3.45)
Upq

0 gz + iq
Ho~ Ty ) [V Vgl - [ | ’
a Qe — 14y

donde ¥V, , = aq,+q Y Similar para la subrred B. Regresando al espacio
de real obtenemos el Hamiltoniano bidimensional de Dirac:

Ho = /dQT\Ilil(r)(itha -V — 1) Wq(r), (3.46)

donde p es el potencial quimico medido desde el punto de Dirac, o =
(04, 0,) son las matrices de Pauli, y

Wi(r) = [Vl (r) Wh(r)]. (3.47)

La solucién analitica para este Hamiltoniano existe y esta dada por el
espinor,

1 e—ieq/2 1 eioq/z
\Il:t,K(q) = E :tewq/Q ) \Il:l;K’(q) = ﬁ j:e_wq/Q ) (348)

donde ¢, = arctan(q,/q,). Las funciones de onda en K y K’ estan rela-
cionadas por una simetria de tiempo reversible.
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3.4 PARADOJA DE KLEIN

"'.* B v '(') """'E
')ZC Figura 3.9: Tunelaje de Klein
Ay en grafeno. Arriba: esquema
D de dispersion de los electro-

nes de Dirac por una barre-
>>9 " ra potencial. Abajo: definicién
, / de los angulos ¢ y 6 usados

11 111 en el formalismo de disper-
sidén en las regiones I, 11 y III.

3.4 PARADOJA DE KLEIN

Utilizando las soluciones anteriores podemos calcular el coeficiente de
transmision cuando se tiene una barrera [72] (ver Figura 3.9), dicho pro-
blema es importante ya que no permite frenar electrones por barreras
potenciales. Mediante una transformaciéon de norma la funcién de onda
se puede escribir como,

U (k) = % < L ) . (3.49)

Suponemos que la dispersion no mezcla los momentos alrededor de
los puntos K y K'. En la Figura 3.9, se esquematiza el proceso de disper-
sion debido a una barrera cuadrada de ancho D.

La funcién de onda en las diferentes regiones puede escribirse en tér-
minos de las ondas incidentes y reflejadas. En la regién I, tenemos,

1 1 ; r 1 :
U, (r) = — . ez(kzx—l—kyy) 4+ ' ez(—kmx—f—kyy),
i(r) /2 ( seid ) V2 seilm=9)
(3.50)
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con

¢ = arctan (%) : (3.51)

X

ky = kpcos ¢, ky, = kpsin ¢, y kr €s el momento de Fermi. En la region 11
tenemos,

a 1 : b 1 ,
Un(r) = — _ eZ(Qxx+kyy) + — _ eZ(_Q:caH'kyy) ,
u(r) V2 ( s'et? ) V2 \ geilm=0)

(3.52)
con
ky
0 = arctan | — | , (3.53)
dx
y
(Vo — E)?
e =~ — k2 54
y finalmente en la region III tenemos Unicamente transmision,
() = —= [ L) et (3.55)
\/§ sel? ’

con s =sgn(E)y s =sgn(E — V). Los coeficientes r, a, by t se determi-
nan de la continuidad de la funcién de onda, la cual implica que la funcién
de onda respeta las siguientes condiciones

Uiz =0,y) =¥Y(zx=0,y), (3.56)
Un(z = D,y) = Ym(z = D,y). (3.97)

A diferencia de la ecuacion de Schrédinger, solo necesitamos empal-
mar la funcion de onda pero no sus derivadas. El coeficiente de transmi-
sidn a través de la barrera se obtiene de T'(¢) = tt* y tiene la forma,

B cos? f cos? ¢
 Jeos(Dq,) cos ¢ cos A]2 + sin?(Dq, ) (1 — ss'sin ¢sin §)2

T(9) (3.58)
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3.5 FUNCION DE GREEN Y LA DENSIDAD DE ESTADOS (DOS)

1
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angulo ¢

Figura 3.10: Comportamiento angular del coeficiente de transmision pa-
ra Vp = 200meV y 285 meV. En ambos casos D = 110nm, F = 80meV,
kp =27 /Ay A = 50 nm.

La expresidn anterior no toma en cuenta una contribucion por ondas
evanescentes en la region 11, lo cual usualmente es despreciable, a me-
nos que el potencial quimico en la regidn II esté en la energia de Dirac.
En la Figura 3.10 se grafica el coeficiente de transmisién, para diferentes
alturas, V;, de la barrera. El resultado principal es que cuando ¢ = 0 la
transmision es total; i.e., la barrera es transparente para las particulas de
Dirac sin masa cuando su incidencia es perpendicular a la barrera.

3.5 FUNCION DE GREEN Y LA DENSIDAD DE ESTADOS (DOS)

Regresando al Hamiltoniano de amarre fuerte, hemos visto como las ban-
das 7 y o se puede separar. Los enlaces ¢ son los responsables de la
geometria de la red y de la dureza de este material, mientras los enla-
ces m, mas débiles que los o, son los responsables de la alta movilidad
elecrénica. Dado que nuestro estudio se concentra principalmente en el
transporte electronico, nos concentramos solo en las bandas 7. Ahora,
extendemos nuestro Hamiltoniano de amarre fuerte hasta segundos ve-
cinos,

Ho=—tY (albj +hc)—t > (alaj+blb; +h.c), (3.59)
(i.4) ((i.d)
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donde h.c. es el conjugado del término precedente, la primera suma es
solo con los primeros vecinos ((z, 5)) y la segunda es sobre los segundos
vecinos (((z,7))). Ademas, eliminamos la suma sobre el espin ya que
al moverse entre atomos vecinos consideramos no cambia su espin. Los
valores de t y ¢’ han sido calculados y fijados usando calculos de ab-initio,
t=279eVyt =0.68eV[7, 73] (ver Apéndice A para mayor detalle de
los parametros). Para este Hamiltoniano la energia de bandas esta dada
por,

E.(k) = +tv/3+ f(k) —t'f(k), (3.60)
donde?,
f(k) = 2cos(V3kya) + 4 cos (?@a) oS (%kma) : (3.61)

Si tomamos una vez mas la aproximacion alrededor de los puntos de
Dirac tenemos,

t/ 2 t 2
Ei(q) ~ 3t' £ hvpq — <9 T4 Sta sin(SQq)> ¢ (3.62)

4 8

Notamos que la presencia de la interaccién a segundos vecinos, t’, mue-
ve la posicion del punto de Dirac y rompe la simetria de electrén hueco.

Usando (3.60) podemos calcular la funcién de Green,

G(E) = , (3.63)

1 Z 1

N 4= E+is— Ba(k)
donde s <« 1. La metodologia del célculo es tomar una malla uniforme
de puntos k en la primera zona de Brillouin y evaluar la suma. En la
Figura 3.11 se muestra graficada la parte real e imaginaria de la funcion
de Green. Ahi vemos claramente el rompimiento de simetria al incluir la
interaccién a segundos vecinos.

1 ¢ es el valor ajustado correspondiente a V;,,» de la parametrizacion antes presentada.
2 Reescribimos para una mejor concordancia con la literatura |vk| = /3 + f(k).
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3.6 FUNCION DE GREEN Y DOS (ANALITICA)

t = 0.2437t |

Go(E)

04 -02 0 02 0404 06 08 1
E/t E/t
(a) (b)

Figura 3.11: Parte real e imaginaria de la funcién de Green; sin, (a) y
con, (b), interaccion a segundos vecinos.

Adicionalmente, es posible calcular la funcién de Green en el espacio
real mediante,

eik'(i_j)

G(i,j: FE) = % > Fri LB | (3.64)

kelBZ

Conociendo la funcién de Green podemos calcular la densidad de es-
tados, (DOS), usando el hecho de que,

DOS — —%Tr {(Im {G(E)}} . (3.65)

La DOS se encuentra graficada en la Figura 3.12. Notamos que cuando
no hay interaccion a segundos vecinos el espectro de energia va de —3t
a 3t y la DOS cae a cero justo en el centro; a esta energia se le llama de
Dirac, Ep; que en el caso de la red sin impurezas coincide con la energia
de Fermi, Ex. Al incluir segundos vecinos, la energia de Dirac se recorre
a 3t’' y el espectro de energias pierde su simetria.

3.6 FUNCION DE GREEN Y DOS (ANALITICA)

En el caso de ¢ = 0, la funcién de Green tiene una expresion analitica,
calculada a partir del hecho que la red de panal de abeja se puede ver co-
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Figura 3.12: Grafica de la densidad de estados sin y cos interaccion a
segundos vecinos; arriba y abajo, respectivamente. Izquierda: grafica de
todo el espectro correspondiente a cada caso. Derecha: gréafica alrede-

dor de la energia de Dirac.




3.6 FUNCION DE GREEN Y DOS (ANALITICA)

Mo una superposicion de dos redes triangulares; y por tanto, igualmente
la funcion de Green para la red de panal se puede expresar en términos
de la funcion de Green para la red triangular [74]. En la referencia [74]
se encuentra la funcién de Green para la red triangular en términos de
integrales elipticas completas con su médulo complemento. Alli también
se muestran férmulas de recurrencia para calcular la funcion de Green
en cualquier sitio Unicamente conociéndola solo en tres sitios.

Nos interesa conocer la funcion de Greenen z = F+iscon 0 < s < 1,
para después tomar el limite s — 0. Ahora mediante el uso de las propie-
dades y resultados reportados [74], podemos escribir de forma cerrada
la funcion de Green para grafeno puro, G,(0,0; z), de la siguiente forma

(

29K (k) siRe{z} >3
Lzg /C(%)—ilC( k‘z—lﬂ/k sil<Re{z} <3

Go(0,0; 2) = =2 __IC 1ik2 + 2K 11+k2 /V1I+k? si0<Re{z} <1

ﬁzg __’C 1]<ch2 —2ik \/ﬁw /m si —1<Re{z} <0

Leg | (3) + i (1) ] n si —3<Re{z} < -1
[ 120K (8) siRe{z) < -3
(3.66)
donde
B 4(22)1/4
k= [(22)1/2 — 1]3/2[(22)1/2 + 3]1/2” (3.67)
8
9= [(22)1/2 — 1]3/2[(22)1/2 + 3]1/2° (3.68)
/2
K@) = y (3.69)

0 \/1—xQSin20.

Alrededorde FE ~ 0 (E ~ Ep) se tiene que la funcién de Green toma la
forma,

2 1
Go(0.0:E) = —EInE — ——E. 3.70
0( ) \/§7T n \/g ( )
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3.7 RESUMEN

La tesis se centra en el estudio electrénico de las bandas = ya que éstas
contienen informacion de la movilidad de los portadores de carga, por lo
que nuestro Hamiltoniano de amarre fuerte a usar sera,

Ho=—t» (alb; +hc)—t > (ala; +blb;+h.c), (3.71)
(i.d) ((0.4))

donde la primera suma es solo con los primeros vecinos ({(z, 7)) y la se-
gunda es sobre los segundos vecinos (((z, 5))), los valores de ¢ y ' han si-
do calculados y fijados usando calculos ab-initio, t = 2.79eVyt' = 0.68eV
[7, 73]. La relacidén de dispersion obtenida del Hamiltoniano anterior es,

Ei(k) = +t\/3+ f(k) —t'f(k), (3.72)
donde,
f(k) = 2cos(V3kya) + 4 cos (?kw) oS (;kma) : (8.73)
Usando (3.72) se puede calcular la funcién de Green,
GE) = |~ ! (3.74)
N E+is—E(k)| '
kel1BZ

Es importante remarcar el valor de la energia de Dirac, Ep = 3t'. Dicha
energia coincide con la energia de Fermi para el caso de grafeno puro.

En el siguiente capitulo introduciremos impurezas en la red de panal
y utilizaremos las herramientas ahora usadas para la red sin defectos, y
asi caracterizar el espectro del grafeno dopado.
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GRAFENO CON IMPUREZAS

El ingrediente principal para los calculos de transporte es el es-
pectro energético. Inicialmete, en este capitulo se analiza la modi-
ficacion de dicho espectro por una impureza; donde, si la impure-
za se encuentra fuera de la banda, aparecen estados resonantes
cerca del punto de Dirac. Este problema se puede resolver de ma-
nera analitica. El siguiente paso es agregar una concentracion de
impurezas; en este caso, se muestra el analisis de escalamiento
de los momentos de la funcion de onda. EI comportamiento de
dichas funciones de onda muestra que, a pesar de ser un siste-
ma electronico desordenado en dos dimensiones, los estados no
necesariamente se localizan de manera exponencial; en contradi-
cion con el articulo de G-1V [52]. El incremento de la localizacion
de dichas funciones como funcion de la concentracion de impu-
rezas es gradual y se explica, en este capitulo, de forma elegan-
te mediante una renormalizacion del Hamiltoniano. Se encuentra
que los traslapes de la funcion de onda que disminuyen la energia
(anti-enlaces, nombre tomado de una analogia con la interaccion
de espines) se ven frustrados por la simetria triangular subyacen-
te de la red de panal.

4.1 DISPERSION POR UNA IMPUREZA

Para modelar una impureza en una red cristalina, consideramos el Ha-
miltoniano de amarre fuerte con un rompimiento de periodicidad en un
solo sitio (en el sitio de la impureza ¢); donde, cambiamos el elemento
diagonal del Hamiltoniano en el sitio por ¢, = ¢y + ¢ (ver Apéndice A para
ver valores tipicos). Lo cual representa la sustitucion en el sitio £ por un
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atomo diferente, con una diferencia de energia e mayor/menor respecto
a la energia ¢, de los otros atomos. Entonces, nuestro Hamiltoniano se
puede escribir como,

H =Ho+ H,, (4.1)

donde H, se elige como en la ecuacidn (2.45),

Ho=) li)eolil +V Y [a)(d], (4.2)
i (i.5)
y H; es la perturbacién que surge de la impureza. Por simplicidad, supo-
nemos que no afecta los elementos fuera de la diagonal
Hi = |€)e(e]. (4.3)

Si conocemos la funcidén de Green, GG, correspondiente a ‘H,, entonces
podemos escribir la funcion de Green, G, correspondiente a H = Ho+H;
haciendo uso de una serie de Dyson [75], i.e.,

G=Gy+ GoH1Gy+ GoH1GoH1Gy + . . ., (4.4)
equivalentemente la matriz-t de dispersion se escribe como,
T =H1+H1GoH1 + H1GoH1GoH1 + ... . (4.5)

Sustituyendo (4.3) en (4.4) obtenemos una forma cerrada para G,

£

G = G0+GOTGO =G0+Go‘£>1 —EG()(&E) <£|G0, (46)
donde
g
T =10 (£|. (4.7)

1—2Go(L, €)

Los polos de G(F) corresponden a valores discretos de . En este caso
los polos de estan dados por

1
Go(£,4; Ep) = . (4.8)
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4.1 DISPERSION POR UNA IMPUREZA

esta ecuacidon se conoce como de Lifshitz [76].

Vemos que el polo Ep se mantiene fuera de la banda #,, ya que dentro
la parte imaginaria de G, (¢, ¢; Ep) es distinta de cero, entonces (4.8) no
se satisface.

Examinemos los efectos de la perturbacion en el espectro continuo de
H, (i.e. £ dentro de la banda). La densidad de estados local en el sitio
estd dada por p(i; F) = —Im {(i|G*(F)|¢)} /7 la cual, usando (4.6), esta
dada por,

1 {s<z'|Gg<E>\£><£|Go*(E)\i>} | (4.9)

o
PG E) = po(& E) = 2 1 — G (¢, ¢ E)

En particular, la densidad de estados electrénicos local en el sitio £ de
la impureza se puede escribir, después de una manipulacion algebraica,
como,

po(4; )

WOS = E) = Gs e m

(4.10)

Notamos que 1 — eG5 (¥, £; E) no puede ser cero para E dentro de la
banda dado que G contendria una parte imaginaria. Sin embargo, es
posible, bajo ciertas condiciones que la magnitud |1 — eG{ (£, ¢; E)|? sea
pequena para £ ~ E,. Entonces, en E ~ E, la amplitud del eigenestado
en el sitio £ sera grande, a este estado se le llama estado resonante con
energia asociada E,. Si Im {G,(¥,£; E)} varia poco como funcion de F
(para E alrededor de E,), entonces la energia de resonancia esta dada
por la condicién,

1 —cRe{G(L,£;E)} = 0. (4.11)

Ademas, si la derivada de Re{G (¥4, ¢; E')} no tiene una fuerte depen-
dencia de E cerca de E,, entonces,

1 I?
1 —eGi (6,6 E)?  (E—E)+T?%’

(4.12)
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donde I" corresponde al ancho de la resonancia dado por,

_ [Im {Go(£, £; Ey) } |

P = Re(@r .65 (4.13)

Por lo que el efecto del estado resonante esta bosquejado por la locali-
zacion, F,, (4.8) y el ancho de la resonancia, I" (4.13).

4.2 DISPERSION POR UNA IMPUREZA EN GRAFENO

En la seccidn previa, se desarrollé la teoria general para estudiar los
efectos de una impureza en el espectro. En la presente seccion aplicare-
mos dicha teoria para el caso particular del grafeno, para ello se necesita
calcular la funcidon de Green a primeros y segundos vecinos en grafeno
puro. Podemos evaluar numéricamente dicha funcién usando la relacion
de dispersion (3.72),

1 1
GolE) = [N 2 E—i—z’s—E(k)]' S

kelBZ

Para evaluar la sumatoria sobre el espacio reciproco que aparece en
la formula anterior, en esta tesis realizamos una malla cuadrada unifor-
me' de N puntos k en la primera zona de Brillouin, 1BZ, y evaluamos
sin olvidar normalizar al final®>. En la Figura 4.1 se ecuentra graficada
la parte imaginaria de la funcion de Green, donde podemos notar que
Im{Gy(E)} — 0 al acercarse a la energia de Dirac, Ep, lo cual es una
condicion necesaria para la aparicion de estados resonantes.

Una vez calculada G, se puede encontrar G para el grafeno con im-
purezas. En particular, sustituyendo Gy y py en (4.10) podemos ver los
efectos de la impureza en la densidad de estados local en el sitio de la
impureza. En la Figura 4.2 se ve la aparicién de un pico cerca de la ener-
gia de Dirac Ep = 3t/, para impurezas fuera de la banda. En nuestro caso
elegimos un caso simétrico en la energia de impureza, ¢ = +£10t. Vemos

También, se calcul6 la funcién de Green utilizando una malla de puntos aleatorios en la 1BZ. El inconve-
niente con este método era que tomaba mayor tiempo de computo; ademas, la resolucién en la curva no
era tan suave con el mismo ndmero de puntos.

2 En todas la figuras de esta seccién, 4.2, N = 75,000, 000.
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4.2 DISPERSION POR UNA IMPUREZA EN GRAFENO

0 s ) B

Y
2 F\ t'=0eV ——
4 t' =0.68eV
-6

3-2-1 01 2 3
(E— Ep)/t

Figura 4.1: Parte imaginaria de la funcién de Green del grafeno sin (¢’ =
0eV) y con (¢’ = 0.68eV) interaccidon a segundos vecinos.

que cuando ¢’ = 0 (i.e. no hay interaccidn a segundo vecinos), la LDOS es
simétrica, donde el eje de simetria esta en la energia de Dirac. Cuando la
interaccion a segundos vecinos esta presente se rompe la simetria; mas
aun el “pico”® queda del lado izquierdo de la Ep.

Fisicamente, nuestro modelo de impureza corresponde a la inclusién
de estados de hueco cuando ¢ > 0 y de estados electronicos cuando
e < 0. Podemos reinterpretar los resultados anteriores como:

m cuando ¢’ = 0, al incluir estados de hueco (electrén) se inducen
estados resonantes de electrén (hueco),

m y cuando t' # 0, los efectos por impurezas que incluyen estados de
hueco se ven disminuidos a comparacion de los efectos por impure-
zas que agregan estados de electron.

Para obtener E,, se necesita resolver la condicion que viene de la ecua-
cion de Lifshitz (4.8),

1 —eRe{Gy(£, L, E,)} =~ 0, (4.15)

3 En el caso de ¢ = 10t el “pico” no es pronunciado.
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0.12 —

0.00 |
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(E— Ep)/t (E — Ep)/t

Figura 4.2: Calculo de la densidad de estados local en el sitio de la impu-
reza, LDOS, para dos tipos de impurezas: ¢ = 10t y e = —10t con ' = 0
yt' = 0.68¢eV. Se observa el rompimiento de simetria por la inclusién de
segundos vecinos.

LDOS

Numéricamente es posible resolverla. La solucidén se muestra graficamen-
te en la Figura 4.3 como funcién de ¢, sin y con interaccién a segundos
vecinos. Claramente notamos el rompimiento de simetria en el efecto de
la impureza al incluir la interaccién a segundos vecinos. Utilizando el com-
portamiento asintético de la parte real de la funcion de Green, obtenemos
la expresidn asintotica de la condicidn de resonancia,

t (Er—3t’> |Er—3t’
— X In .
€ t

t (4.16)

Esta resulta ser una versién mejorada, en el sentido de que contiene
la interaccién de segundos vecinos a diferencia de lo obtenido por otros
grupos en las referencias [76, 77]. Debe decirse que la expresion (4.16)
reproduce exactamente lo obtenido en las referencias anteriores si se
considera solamente interaccién a primeros vecinos, i.e., t' — 0.

Otra cantidad que nos da informacidn del efecto de la impureza es el
ancho de la resonancia, I'. En la Figura 4.4 se presenta la influencia de
la interaccion ¢’ en el ancho de la resonancia I' como funcién de t/c. Al
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j Ep o ) rompe y las impurezas con ¢ >
-0.8 | | 0 pueden dejar de producir es-
-0.8  -04 0 0.4 tados resonantes alrededor de
t/e la energia de Dirac.

considerar ¢ se rompe la simetria de las curvas. Asi observamos que
el ancho de la resonancia es menor para ¢ < 0 cuando ¢’ # 0, esto
significa que el pico es mas pronunciado y por tanto el tiempo de vida
de la resonancia se incrementa. El efecto contrario se observa cuando
e > 0;i.e., el tiempo de vida del electron cerca de la impureza decrece
por la interaccion a segundos vecinos. Finalmente, observamos que el
tipo de impureza con mayor efecto se da cuando I' — 0, por lo tanto:

m parat’ = 0, las impurezas que mayor efecto en la LDOS tienen son
parat/e — 0, i.e., e — foo 4

m yparat’ = 0.68eV las impurezas que mayor efecto tienen son cuan-
do t/e ~ —0.3, i.e., ¢ ~ —3.3t. Dicha impureza equivale a dopar con
estados de electrén (un dopaje tipo n), como el que haria el nitré-
geno en el grafeno.

4.3 DISPERSION POR VARIAS IMPUREZAS EN GRAFENO
En la seccidon anterior caracterizamos el efecto de una impureza en gra-
feno; desde luego es un caso util ya que encontramos:

m al introducir estados fuera de la banda por impurezas se observan
estados resonantes cerca de la energia de Dirac,

4 El caso ¢ — —oo se puede interpretar como un sitio vacante, mientras ¢ — oo como una barrera.
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= 04 t’—OeV—\ /

Figura 4.4: Ancho de la reso- : ]

nancia como funcién de ¢/e sin 0
y con interaccion a segundos -1.2 -08 04 0 04
vecinos. t/e

= al incluir la interaccion de segundos vecinos las impurezas con ma-
yor efecto son las que agregan estados electronicos fuera de la
banda,

= y encontramos una expresion asintética entre la energia de reso-
nancia, E,, y el tipo de impureza, ¢, ver (4.16).

En la practica es claro que siempre hay mas de una impureza. Asi que
debemos introducir en nuestro modelo una concentracion de impurezas,
C', definida como el cociente del nUmero de impurezas por el numero total
de sitios de la red. Si la concentracion de impurezas es baja y estan distri-
buidas aleatoriamente en la red con una distribucion uniforme, entonces
la probabilidad de que se encuentren cerca es muy baja (esta decrece
como e~1"®) donde L es la distancia entre dos impurezas), y por tanto
podemos considerar que no interaccionan mucho entre ellas. Esperamos
de este modo que el unico efecto de incluir varias impurezas respecto
al caso estudiado en la seccidén anterior, sea cambiar el nUmero de es-
tados en el pico de resonancia, de modo que ahora éste tenga un peso
proporcional a C. Esto puede confirmarse del siguiente modo. A nuestro
Hamiltoniano de amarre fuerte (3.71) de grafeno puro le agregamos el
Hamiltoniano de impurezas,

Hi=e) [&)L], (4.17)
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' =0eV —— § | ;
08 Lt =0.68eV -

= 0.0
= 10¢

2 1
(E — Ep)/t

Figura 4.5: Calculo de la DOS para una concentracion C' = 0.05, en
una red de N = 20,000 sitios, parat' =0yt = 0.68eV. A la izquierda,
e = 10t vemos que para t' = 0 se observan los estados resonantes,
mientras para ' # 0 el efecto es casi nulo. A la derecha, ¢ = —10¢;
en ambos casos se observan estados resonantes, la diferencia es que
para t' = 0 los estados son de hueco y para t' # 0 los estados son de
electron.

(E — Ep)/t

donde C' = Ni,,/N. Por tanto, el Hamiltoniano a resolver es,

H="Ho+H. (4.18)

En este punto, para describir el espectro energético nos interesa en-
contrar los eigenvalores de la ecuacion de Schrédinger estacionaria,
H|Wk) = Ex|Px) - (4.19)
Conociendo los Fy de una diagonalizacién numérica directa de Hamil-
toniano, podemos evaluar la funcion de Green y determinar la densidad
de estados, DOS, mostrada graficamente en la Figura 4.5. En dicha figu-
ra, se observan los picos cercanos a la energia de Dirac para primeros
vecinos; mientras, para segundos vecinos el efecto se ve disminuido para
e = 10t, en concordancia con los picos observados en la seccion anterior
para una sola impureza.
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4.4 DETERMINACION DE LAS PROPIEDADES DE LOCALIZACION

Nos interesa aqui dilucidar la cuestion de las propiedades de localizacion
de las funciones de onda, dado que este estudio es la base para en-
tender la naturaleza metdlica o aislante de los estados electrénicos. La
forma usual de determinar si un estado electrénico es localizado o exten-
dido es mediante un analisis de escalamiento, para lo cual se introduce
una cantidad conocida como ,PR por sus siglas en inglés (Participation
Ratio):

19][op (B Z(z"l’k il ) , (4.20)

donde la suma se realiza sobre todos los sitios (z) de la red, y sobre la
degeneracion (g). N, es la degeneracion del estado Ex en cuestion (ver
Apéndice B para mas detalles de la férmula). Esta cantidad, PR, estima
el “volumen” que ocupa el estado electronico [78, 79]. Cuando p = 1,
|®]|?(E) = 1 como resultado de la condicién de normalizacion. Si la fun-
cion de un eigenestado sigue una ley de potencias, ¥(r) ~ |r|~, los ,PRs
se escalan como [80],

=" 1
N (O§a<p

[W]2p(E) = § NP7 (D <a<1) , (4.21)

N? (1<a)
cuando p > 1. El escalamiento que va como N ! corresponde a un com-
portamiento metalico, mientras N° corresponde a un comportamiento de

aislante. En nuestro caso bidimensional, N « L? donde L es la escala de
longitud de la muestra.

| /\

En la Figura 4.6 se muestran ejemplos del ;PR para una concentracion
de impurezas de C = 0.05 como funcién de las eigenenergias para dife-
rentes tamafnos de las muestras.

Para realizar un analisis correcto de escalamiento es necesario prome-
diar sobre varias configuraciones de impurezas. El procedimento utilizado
es el siguiente:

4
|
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t = 0eV] # = 0.68[eV]
N =16928 - N =6272 ~ N =16928 - N =06272 ~
N =8192 = N = 4608 o N =8192 = N =4608 -
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Figura 4.6: Graficas de ,PR para distintos tamafos de la red, con
C' = 0.05 para una muestra; i.e., sin promediar. Notamos las grandes
fluctuaciones que hicieron necesario realizar varias muestras con los
mismos parametros para promediar.
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Para una combinacién fija de parametros, N, ¢, C, se encuentran
los eigenvalores, Ex , y eigenvectores, Vi (r), y se calculan los ,PR;
usaremos p = 2y p = 4. Este procedimiento se realiza varias veces,
en nuestro caso, con 95 configuraciones.

Se seleccionan energias caracteristicas. La energia de Dirac Ep =
3t', E. = Ep — 0.4ty Eny ~ E., ver Figura 4.6.

Alrededor de las energias Ep y E, se define una ventana de energia
de 0.02¢, y todos los ,PR dentro de la ventana se promedian®.

Alrededor de la energia Ey, también se define una ventana de ener-

gia de 0.02t, y dentro de esa ventana se obtiene el valor maximo del
PR.

p

Al final, los ,PRs para las diferentes energias se promedian sobre
las 95 configuraciones para un tamario fijo®.

En la Figura 4.7, utilizando el procedimiento anterior, se muestra el
comportamiento del escalamiento del ;PR. Notamos que para el grafeno

puro, E, |¥||4(E) o« N1 como es de esperarse para un sistema cris-

talino descrito por ondas de Bloch. Para la energia B del grafeno con
impurezas, el ;PR puede ser ajustado linealmente, lo cual sugiere un com-
portamiento de ley de potencias no localizado; los estados con funciones
de onda que siguen este escalamiento se llaman criticas. Este hecho en-
contrado durante el desarrollo de esta tesis doctoral por primera vez, es
de suma importancia debido a que comunmente se cree que todos los
estados en 2D deben ser localizados [52]. En cambio, a la energia Epy
tenemos que ||¥||4(E) o< N° sugiriendo esto un estado localizado’.

Una vez elucidados los estados criticos, es necesario pasar a caracteri-
zarlos de manera mas detallada. En particular, es de gran interés estudiar

5 Observamos que para el numero de configuraciones, 95, no habia distincién entre un promedio aritmético
y uno geométrico.

6 Una vez mas observamos que no habia diferencia entre el promedio aritmético y geométrico.

7 Notemos que para ¢ = —2t, la solucion de la ecuacidén de Lifshitz no necesariamente es un estado
resonante

5
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Figura 4.7: El ;PR como funcion de N para distintas energias seleccio-
nadas, usando diferentes tipos de impurezas (de arriba hacia abajo) y
sin y con interaccion a segundos vecinos (columna izquierda y derecha,
respectivamente). Las energias seleccionadas son energia de Dirac (Ep,
circulos azul oscuro), el estado de maxima localizacion (Ery, triangulos
rojos) y EY = Ep —0.4t (cuadrados azules) para grafeno con impurezas.
La concentracion de impurezas es fija, C = 5%. Para fines de compara-

cién, se presenta E” para grafeno puro.
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la poblacion de exponentes de la ley de potencias. Introduciremos para
ello la integral de la distribucion de exponentes [80],

N
16) = -0 (7~ logx 101s(E) ). (4.22)
k=1

donde © es la funcidn escalén y N es el numero de eigenvalores FEy dife-
rentes. Es adecuado mencionar que /(v) puede definirse para cualquier
valor de p. Sin embargo, entre mas grande sea p se obtiene una mejor
aproximacion de « (4.21). Por razones de estabilidad numérica usamos
p = 4. Es importante tener en mente que el valor v = 3 corresponde a
un estado extendido, mientras el valor v = 0 corresponde a un estado
localizado.

Para las redes mas grandes, con N = 16,928, realizamos promedios
sobre 35 configuraciones desordenadas. La distribucidn de exponentes
correspondiente se ilustra en la Figura 4.8. Notamos que para grafeno
puro, I(vy) es una funcién escalén en v = 3, lo cual es de esperarse pa-
ra funciones extendidas por el Teorema de Bloch. Al introducir desorden,
I(~) deja de ser un escalon y aumenta el minimo valor de ~ respecto al
grafeno puro. La mayor poblacién se encuentra alrededor de v ~ 5/2, lo
cual corresponde a un ley de potencia /¢ . Al incluir la interaccion a se-
gundos vecinos, el comportamiento se mantiene lo cual es muy relevante
si se pretende que este efecto pueda ser observado experimentalmente.

Para verificar que el comportamiento se mantiene mientras el sistema
crece, en la Figura 4.9 se presenta /() a diferentes tamanos de redes.
Observamos, que el comportamiento es similar para todos los tamanos;
y que existe un corrimiento hacia la izquierda, correspondiente a un ale-
jamiento de los estados localizados conforme el tamafo de la muestra
crece. De este analisis podemos concluir que hay muchos estados no
localizados, y el comportamiento de ley de potencias no es un efecto de
una red de tamano finito.

En conclusién, nuestro analisis de escalamiento del PR muestra que
la presencia de desorden en grafeno no localiza exponencialmente todos
los estados; en vez de eso los estados tienen una distribucion de expo-
nentes. Creemos que esto se debe a que la red de panal tiene simetrias
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Figura 4.8: Grafica de la integral de la distribucion de exponentes para
diferentes configuraciones de impurezas usando redes de N = 16928
sitios. Los estados extendidos estan en v = —3 y los localizados en
~v = 0. Vemos que para el grafeno puro (diamantes verdes) la distribucion
es una funcion escalén en v = —3, para el grafeno con impurezas la
distribucion esta recorrida y deja de ser una funcidén escalén. Cada punto
se obtiene de un promedio de 35 muestras desordenadas.
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1 TTTT TTTTY TTTTTT
0.8 |
§ t'=0eV JE 1=068eV |
?0-6 Ve e=0 <] [ 8 e=0 <[]
N 1 T v O ]
= o4 v olN=16928 o || | = HY o[N=16928
v V.o
v 0| N=6272 v Vool N=6272 v |
0.2 | v 4L Yoo B
| v O N=1568 o || | Vo N=1568 o ||
\4
Oﬂ Lo b J ““““ Lo Lo
3 2 1 0 3 2 1 0
Y Y

Figura 4.9: Graficas de la integral de la distribucién de exponentes para
diferentes tamafnos de muestras a una concentracién fija de impurezas,
C = 5%, con ¢ = —6t. El panel izquierdo corresponde a un modelo
sin interaccion a segundos vecinos y el panel derecho incluye esta inter-
accion. Para fines de comparacion, se presenta /(y) para grafeno puro

(e =0).

especificas las cuales hacen el problema esencialmente diferente con
respecto a un gas de electrones bidimensional, aunque esta cuestion de-

bera dilucidarse en trabajos futuros.

4.5 RENORMALIZACION

En la seccidn anterior observamos que al dopar el grafeno, las funciones
de onda correspondientes a los estados cercanos a la energia de Dirac
presentan localizacion mientras que los estados lejanos a ellos son criti-
cos. Aqui, presentamos una explicacion de este fendmeno haciendo uso
de la simetria subyacente de la red de panal, la cual resulta ser de natu-
raleza triangular. Esto se pone de relieve mediante una renormalizacion
de una de las subrredes, tal y como se vera a continuacién. Dividiremos
este analisis en dos subsecciones, una para el grafeno sin impurezas y

otra con impurezas.
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Figura 4.10: Bosquejo de la
red de panal donde se mues-
tra una de las subrredes
triangulares.

4.5.1 Mapeo a una red triangular para grafeno sin impurezas

Empezamos por notar que la red de panal de abeja es bipartita; es decir,
la podemos ver como dos redes triangulares entrelazadas, donde los pri-
meros vecinos de una red triangular pertenecen a la otra red triangular
(ver Figura 4.10). Podemos mapear la red de panal en estas dos redes
cuyo Hamiltoniano asociado es el cuadrado del Hamiltoniano de la red
original, tal y como se demostré en la referencia [81] usando operadores
de proyeccion. Estos operadores,

Pa=)_|i)il, (4.23)
€A

Pz => |3)(il, (4.24)
jeB

son ortogonales y proyectan cada estado en alguna subrred A o B. Cual-
quier eigenestado |Vy) de

Ho =~ 18) (4] (4.25)
(4,3)

puede escribirse en términos de los operadores de proyeccion®. Dado
que H, produce un salto de la funcion de onda entre las subrredes Ay B,

es claro que

HoPa| Vi) = B Pr|U) (4.26)
HoPp|Uy) = EiPa|Uy) (4.27)

8 Los argumentos siguientes son solo para el Hamiltoniano a primeros vecinos, ya que es necesaria la
simetria en el espectro energético.

57



58

GRAFENO CON IMPUREZAS

Combinando obtenemos,

Ho(Ps + Pp)|VYx) = Ex(P4 + Pp)| V), (4.28)
Ho(Py — Pp)|Vy) = —Ex(Pa — Pp)|Vy), (4.29)

es decir, el espectro es simétrico ya que si existe el estado con energia
Ey, entonces también el espectro contiene —FEy. Ahora, se pueden des-
acoplar las subrredes al aplicar H,,

Ho [7—[0 (PA]\I/k>>] — H2 (PA|\I!k>> = [} <PA|\Ifk>) : (4.30)
Ho [%0 (PB\\IIk>>] = H2 (PB\\I!k)> = E} (PB|fok>> . (4.31)

Por tanto, la proyeccidén de un eigenestado en cada subrred es una so-
lucion del Hamiltoniano cuadrado. Los eigenvalores de #32 son positivos
definidos y los eigenestados son doblemente degenerados. Notamos que
ambos Hamiltonianos, H, y H3, comparten los eigenestados, sin embar-
go, el espectro contiene los elementos del espectro original pero al cua-
drado. Graficamente, el efecto se puede visualizar como un doblamiento
del espectro (ver Figura 4.11), donde,

m |os estados de minima y maxima energia de la red de panal pasan
a los estados de maxima energia en la red triangular,

m |os estados cercanos a la energia de Dirac en la red de panal pasan
a los estados de minima energia de la red triangular.

= del punto anterior, se deduce que los estados cercanos al punto de
Dirac en grafeno corresponden en realidad a estados de maxima di-
ferencia de fase en una red triangular. Sin embargo, es bien sabido
que estos estados pueden presentar frustracion, en el sentido de
que la geometria no permite la maxima diferencia de fase posible,
a saber ¢ = 7. En el caso de grafeno puro, veremos a continua-
cién que la simetria solo permite un cambio maximo de fase dado
por 6¢ = 27 /3. Posteriormente, en la siguiente subseccion mostra-
remos que las impurezas rompen esa simetria induciendo regiones
de baja y alta frustracion, que localizan la funcién de onda.
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Antibonding Bonding FE ’

Figura 4.11: Esquema del doblamiento del espectro correspondiente a
la red de panal al espectro de la red triangular como consecuencia de la
renormalizacién con el Hamiltoniano cuadrado. Vemos que los estados
en los bordes de la banda se mapean a los niveles de maxima energia
de la red triangular y los estados en Ep se mapean a los estados de
minima energia. Los simbolos +, —, 0 indican el signo de la diferencia
de fase de la funcién de onda entre vecinos.

m de hecho, el punto anterior es fundamental para entender en retros-
pectiva la estructura del DOS de la red de grafeno. En general, la
frustracion tiende a producir una DOS que tiende a cero hacia la
region de frustracion mientras que los estados tienden a agruparse
en un pico, ya que la frustracion generalmente implica degenera-
cidn. Asi, el pico de Van Hove y la reduccion de la DOS cerca de Ep
en grafeno puro puede entenderse como resultado de esa simetria
subyacente. Creemos que este punto no ha sido suficientemente
discutido por la comunidad dedicada al estudio del grafeno.
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Para poner de manifiesto la existencia de estados frustrados, haremos
un andlisis en HZ de las contribuciones de cada tipo de enlace. Empeza-
remos observando que el Hamiltoniano cuadrado toma la forma,

H3=3t2(2|i><i\+2\j><j\)+t2< > ol Y lil)

€A JeB (i,J)eA (3,7)€B
(4.32)

donde (¢,j) € A indica los primeros vecinos en la misma subrred A, y
equivalentemente (¢,5) € B en la subrred B. Ahora, podemos calcular
el valor esperado de la energia EZ usando la ecuaciéon de Schrodinger
estacionaria y la condicion de normalizacion de la funcién de onda,

(Uil MG Wi =37 (Wnefa) (@[ W) + £2 D (Waefa) (5] W)

i€cA (i,5)€A
+36% ) (Wil (6 W) + 82 > (Wiela) (5[ W) = i
i€B (i,5)€B

(4.33)

De esta manera la eigenenergia EZ en términos de la amplitud de la
funcion, es decir, ¢;(Ex) = (¢|¥x) es la amplitud de la funcion de onda
en el sitio ¢ para la eigenenergia Ey. Por tanto, las contribuciones a la
energia las podemos dividir en,

Ep =3t |ai(B)* +° ) (B (Ex
i ((3.9))
=C\(Ey) — Co(EY) + Cs(Ey) (4.34)

donde ({7, 7)) indica la suma sobre segundos vecinos de la red de panal
0 equivalentemente suma sobre primeros vecinos en la subrred A 0 B,

Cr(Bg) =362 " |ei(B)l, (4.35)

es la contribucién a la auto-energia de los sitios. Notamos que > |ci(Ex)|?
1 dada la condicién de normalizacién de la funcion de onda. La contribu-
cién anterior es simplemente una autoenergia que aparece en H? y cuyo

i
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valor es exactamente la coordinacién de la red multiplicada por 2. Las
otras dos contribuciones dependen de dos sitios. Asi,

/
Co(Ep) =17 | (Ew)e; (B, (4.36)
((2.9))

donde la prima significa que solo se consideran las contribuciones por
enlaces cuyo producto c;(Ex)c;(Ex) es negativo (contribuciones de anti-

enlaces ® ),y

Cs(Ep) =1 ci(Bw)ei(Ex) (4.37)
((i.4))

donde la doble prima significa que solo se consideran las contribucio-
nes por enlaces cuyo producto c;(Ex)c;(Ex) > 0 (contribuciones de enla-

ces'?).

Un punto muy importante es que para estados cerca de £ = 0 se re-
quiere que Cs(E2) — Co( EZ) sea minima, ya que la contribucién C; (Ey) es
siempre positiva. Por tanto, podemos considerar que el estado de mini-
ma energia de H; sera el que minimize la frustraciéon. En este punto es
importante notar que la renormalizacion no es valida en £ = 0 ya que
ocurre hay una ambigledad en las ecuaciones (4.28) y (4.29) .

Numéricamente se pueden calcular las contribuciones a la eigenener-
gia (4, Cy y (3, mediante una diagonalizacidon directa del Hamiltoniano
Ho; estas se muestran en la Figura 4.12. Notamos que C,(Fy) = 3t? para
todo el espectro como consecuencia de la condicién de normalizacién de
la funcion de onda. Vemos que hay grandes variaciones en Cs y C5 co-
mo funcidn de la energia, estas se deben a la degeneracidn del espectro.
Especialmente, en la Figura 4.12, se presenta la mayor variacion en la
singularidad de Van Hove de la red de panal, E? = t*. También, se obser-
va que para la mayor eigenenergia, E2 = 9¢?, todas las contribuciones a
la energia son debidas por los enlaces.

La inspiracion del nombre anti-enlace es en la razén de la analogia con espines, ya que los enlaces entre
espines antiparalelos disminuyen la energia.
Ver nota al pie ° .
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Figura 4.12: Contribu-
ciones a la energia pa- 6 -
ra el grafeno puro de C}

la auto-energia del si-
tio, C', amarres de tipo
anti-enlace y C3 ama-

rres de tipo enlace. No- 2
tamos que la degenera-

cion hace que las cur- 0 -
vas graficadas tengan

un ancho.

La regidn de interés para el transporte eléctrico es cerca de la energia
de Dirac, Fx/t ~ 0, en dicha regién podemos visualizar el comportamien-
to de la funcién de onda como un trenzado en la red (ver Figura 4.13).
Para demostrar que la diferencia de fase en la funcion de onda es de
27 /3 correspondiente a la minima posible en la red triangular, analizare-
mos la funcién de onda en el estado base, i.e. £ ~ 0. En la Figura 4.13(a)
se muestran tres caminos (azul, verde y rojo) que recorren todos los si-
tios de la subrred triangular por columnas y dada los ejes de simetria
por columna marcados en la misma por lineas punteadas recorren to-
da la subrred. Al ir recorriendo los caminos y al mismo tiempo graficar
los traslapes de la funcién de onda entre los sitios vecinos se obtiene la
grafica mostrada en la Figura 4.13(b). Especificamente, tomemos el sitio
marcado con 0; en nuestro ejemplo los amarres 0-3 y 0-5 son simétricos,
al igual que 0-2 y 0-6. Siguiendo el camino 0-1 es mayor que 0-5 y am-
bos son positivos; y el amarre 0-6 es menor que 0-4 y ambos negativos.
Haciendo la correspondencia, la diferencia entre 0-1 (camino azul) y 0-6
(camino verde) es de 27 /3 como se ve en Figura 4.13(b).

Haciendo la integral del trenzado, i.e, la integral bajo la curva negativa
se suma a la contribucién de anti-enlace C, y la integral bajo la curva

i
£

i
m#

TRTA
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Eje dia simetria
(a)

Figura 4.13: Bosquejo del trenzado de la funcion de onda en una de las
subrredes triangulares para el estado de minima energia. En el panel iz-
quierdo se muestran tres caminos (azul,rojo y verde) los cuales recorren
toda la subrred por columnas. En el panel derecho se muestra la gréafica
de la diferencia de fase entre sitios de la subrred vecinos recorriendo los
caminos bosquejados en la izquierda.

positiva se suma a Cj; se obtienen los valores exactos de la contribucién
de enlace y anti-enlace a la energia en £ = 0,

Cy = (%) (2\/5 + %ﬂ) ~ 3.65, (4.38)
Cy = (%) <2f - 4%) ~ 0.65. (4.39)

Estos valores concuerdan con los resultados numéricos mostrados en
la Figura 4.12. El hecho de que C3 no es cero en £/t = 0 se debe a la
frustracion de la red triangular.
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4.5.2 Mapeo a una red triangular para grafeno con impurezas

Hasta ahora hemos visto que la frustracién de los enlaces debido a la red
triangular subyacente no permite que la funcién de onda se acomode de
tal forma que todos sus enlaces sea del tipo anti-enlace (C»), i.e., hay una

“conspiracion” entre C3 y Cs para disminuir la energia y asi la funcion de

onda se mantenga extendida. En esta subseccidon mostraremos como la
inclusién de impurezas incrementa la frustracion, y por tanto, al tratar de
evitar las regiones de mayor frustracion, la funcién de onda se localizara
en las regiones de menor frustracién.

Consideramos el Hamiltoniano de amarre fuerte (4.18) a primeros veci-
nos con una concentracion de impurezas C' del tipo ¢/t > 1. En el limite
de ¢/t > 1 podemos suponer que la banda de carbono e impurezas es-
tan suficientemente separadas de tal forma que la amplitud de la funcién
de onda de una eigenenergia en la banda de impureza en los sitios de
carbono es cero, y reciprocamente la amplitud funcion de onda de una
eigenenergia en la banda de carbono es cero en los sitios de impureza.
Es decir, las impurezas son consideradas huecos que rompen los enla-
ces que preservan la red como bipartita. Esto nos permite renormalizar
el Hamiltoniano con su cuadrado como en la subseccion anterior. Este
toma la forma para los eigenestados dentro de la banda de carbono,

t2<;Zii><i|> +t2<<i%;c|i>(j>, (4.40)

donde C representa los sitios de carbonos, i.e., las sumas y por tanto
las contribuciones a la energia seran Unicamente por sitios con atomos
de carbono. Z; es la coordinacion del sitio, es decir, cuantos vecinos de
no-impurezas tiene el sitio <. Ahora, las contribuciones a la energia son

E2 —t2ZZ (B + Y (B (Ex)
((i.4))€C
:Cl(Ek> — Co(ER) + C5(ER) (4.41)

donde,

01 (Eﬁ) = t2 Z ZZ‘CZ<Ek)‘2 s (442)

s

%

e o
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es la contribucion a la auto-energia de los sitios,

/
ColEp) =1 ) |ci(B)e;(Ex)l, (4.43)
((2,9))eC

es la contribucion por los anti-enlaces, y

124
Cs(Ep) =t Y cj(Ei)e;(Bx) (4.44)
((2,9))€eC

es la contribucion por los enlaces; tal y como se hizo en la subseccién
anterior. Es importante recalcar que la etiqueta x no corresponde a un
vector de onda cuando hay impurezas, solo se esta utilizando como eti-
queta del nivel de energia.

Ahora, calculamos numéricamente las contribuciones a la eigenener-
gia (4, Cy y (5, mediante una diagonalizacién directa del Hamiltoniano
H (4.18); estas se muestran en la Figura 4.14. Notamos como la degene-
racion de los sitios desaparece, esto por la presencia de las impurezas.
En la Figura 4.14(b), se muestra como las contribuciones tanto de anti-
enlace, (), y enlace, (3, disminuyen, ya que los enlaces se van rompien-
do para evitar regiones de alta frustracién. También, hay puntos que caen
a cero, los cuales corresponden a estados resonantes.

El comportamiento de C;(E?) cerca de Ep sugiere una reduccion de
la amplitud de la funcién de onda en los sitios, para estimar dicho efecto
escribimos la coordinacion y la amplitud de la funcién de onda en el sitio ¢
como una parte promedio mas una fluctuacion, Z; = (Z2)+67; y |c;(E)|? =
(|c(E)|?) + d|c;(E)|?. Cada configuracion de impurezas y carbonos tiene
un numero de coordinacion, Z, asociado. Dicha configuracion tiene una
probabilidad dada por una distribucion binomial P(2) = (3)C%(1—-C)3%,
donde () son las combinaciones de 3 en Z y C es la concentracion de
impurezas. Entonces podemos calcular (Z) como,

Z=3
(Z)=>_2ZP(Z)=3(1-C). (4.45)

Z=0
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O,

0.0 03 0.6 0.0 0.3
(E/t)? (E/t)?

(a) (b)

‘ /Estados resonantes w

Figura 4.14: Contribuciones a la energia de (, la auto-energia del sitio,
Cy amarres de tipo anti-enlace y C's amarres de tipo enlace para el gra-
feno con impurezas. Notamos como la degeneracion desaparece y las
contribuciones disminuyen con respecto al grafeno puro.

Por tanto,

Ci(Ey) =3(1—C)+ Y _6Zid|ci(E)*. (4.46)
j#i

En el limite £ — 9t se muestra en la Figura 4.14(a) que C\(Eyx) ~
3(1 — C), valor que corresponde a un estado amarre puro. Mientras en el
limite £ — 0, la cantidad 6Z;d|c;(E)|?> < 0 aumenta en magnitud. Esto lo
podemos interpretar notando que §Z; < 0 para los sitios con impurezas
vecinas (dado que en nuestra aporximacion la concentracion de impure-
zas es pequena) y que en estos sitios la variacion de la amplitud de la
funcién de onda es mayor, por lo que la funcién de onda tiende a evitar
los sitios que tienen como vecinos impurezas.

Hemos visto que las contribuciones a la energia cerca de Ep de Cy y Cs
disminuyen debido al rompimiento de los amarres por impurezas, ya que
las impurezas producen regiones de alta frustracion. Pero, ain queda la
duda si la disminucién de C; y C5 es solo consecuencia del rompimiento
de los amarres o en verdad la amplitud esta cambiando en los amarres.
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Para comparar las caidas de las contribuciones de enlace y anti-enlace
introducimos la contribucion promedio por enlace,

CQ(EQ)
Nanti—enlace/NT 7
donde N, .ti—enlace €S €l NUMero de amarres con anti-enlaces Nyyace €S €l

namero de amarres de enlace y Ny es el numero total de amarres sin
considerar las ligas con sitios de impureza.

Cs(E?)

Ay = _—
’ Nenlace/NT 7

Az =

(4.47)

En la Figura 4.15 se muestran las cantidades A, y As. En esta nue-
va escala resulta evidente que la contribucion de anti-enlace tiene una
variacion mayor comparada con la contribucién de enlace conforme la
concentracion aumenta. Este hecho indica el incremento de frustracion
de la red cuando las impurezas se agregan, resultando en una disminu-
cion de los anti-enlaces, los cuales son los responsables del transporte
eléctrico.

Para concluir,

= hemos demostrado que las impurezas inducen regiones de alta frus-
tracion y por tanto las funciones de onda de energias cercanas a Fp
tienden a localizarse para evitar esas regiones,

= junto con el punto anterior y recordando que en el analisis de es-
calamiento mostramos que no todas las funciones de onda eran
exponencialmente localizadas, podemos hablar de una conviven-
cia de una regidn de estados localizados con otra de estados no-
localizados; lo cual nos lleva a la aparicién de una pseudo-brecha
en el centro de la banda, i.e., £ ~ 0.
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A2a A3

Nanti—enlace /NT

0.65 -+ ! |

Figura 4.15: Arriba: promedio de amarres anti-enlace (A,) y enlaces
(A3) como funcion de E? cerca de cero para diferentes concentraciones.
Notamos que las contribuciones de anti-enlace estan disminuidas en
mayor proporcion que las de enlace, y por tanto la frustracion por enlace
se incrementa. Abajo: Numero total de anti-enlaces (Nauti_enlace) COMO
funcion de E? para diferentes concentraciones. Dado que N,uti—enlace S€
incrementa y A, decrece para E? — 0, la frustracion se incrementa de-
bido a los efectos de localizacion.
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4.6 MOMENTOS DE LA DOS

De hecho, la aparicién de un pseudo-brecha alrededor de £ = 0 pue-
de ser dilucidada mediante un analisis de los momentos del espectro de
energias, la cual pone en relieve que ello se debe a la topologia local de
la red. Veremos como la densidad de estados que de entrada es bimo-
dal (singularidades de Van Hove) tendera a ser mas bimodal, ya que los
picos seran mas pronunciados y menos anchos. Este resultado se inter-
preta con la aparicion de una pseudo-brecha de energia que los separa.

Los momentos de la densidad de estados se pueden calcular median-

te un conteo de caminos tal y como lo muestra el teorema de Cryot-
Lackman.

Teorema 1. Cyrot-Lackmann El n-momento de la LDOS, dado por

W= [ (B Ha) m(E)E, (4.48)
es igual a:
" = (|(H — Hii)"J3) (4.49)

y corresponde al numero de caminos de n pasos que regresan al sitio i.

Los primeros valores de los momentos son:

=1, (4.50)
ugl) =0 silared es bipartita, (4.51)
/LEQ) . describe el ancho de la DOS (como la desviacion estandar) ,
(4.52)
%)+ describe la falta de simetria alrededor de (!, (4.53)
1Y+ es la curtosis de la DOS. (4.54)

Combinando los momentos se encuentra un parametro adimensional
para medir la tendencia a abrir una pseudobrecha en el centro del espec-
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tro [82]

gzu?@m—(pf—0$w
z (1)

(4.55)

Si s; > 1 la LDOS es unimodal (i.e. tiene un pico que domina la distribu-
cion), mientras si s < 1 es bimodal (i.e. tiene dos picos separados que
domina la distribucion).

Para el caso de la red de panal los sitios son indistintos (i.e. DOS es
igual a la LDOS) y por tanto podemos obviar el indice que denota el sitio,

ey
(1)

Por un lado el numero de caminos que en dos saltos van y regresan al
mismo punto son 3, u? = 3 (ver Figura 4.16)'". Por otro lado los caminos
de cuatro pasos que van y regresan al mismo sitio los podemos dividir
en dos categorias: los que revisitan el sitio origen y los que no. Los que
revisitan son de dos tipos:

B=0 = s= —1. (4.56)

1. los que van del origen a un sitio vecino y regresan y visitan otro sitio
vecino distinto,

2. y los que van del origen a un sitio vecinos y regresan y visitan el
mismo sitio vecino.

Los primeros son 3 x 2 = 6 y los segundos son 3 (ver Figura 4.16). Los
gue no revisitan el origen son el numero de segundos vecinos que son 6.
Por tanto,

1Y = Revisitan + No Revisitan =3 x 2+ 3 + 6 = 15, (4.57)

y finalmente se tiene s = 2/3, valor que indica la bimodalidad de la DOS.

Consideramos ahora una concentracion de impurezas C. En el limite
de “dispersion fuerte” (|¢| > 1) los estados en la banda de carbonos se

Dada la definicion en realidad (2 = 3t, i.e., falta el factor de t; pero este lo tomaremos unidad por
simplicidad del conteo. Ademas nétese que ¢ no aparece explicitamente en el factor s

£
]
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'
0
]
(] “S\

,-\ "

NCE N
(]
: Revisitan No Revisitan
/“6(2) =3 u(4) = +3 +

Figura 4.16: Bosquejo del calculo de 1 y u® para la red de panal. Los
caminos naranjas corresponden al tipo de camino 1 y los rojos al tipo 2.

encuentran confinados a los sitios de carbono. Entonces, los sitios de
impurezas pueden separarse del Hamiltoniano como se muestra en la
referencia [83]. Por tanto, podemos definir el promedio configuracional de
los momentos del espectro solo para los sitios de no impureza,

</u(n)> = Z P(ihjl? "'7jn—1) X Hi7j1Hj1aj2"’Hjn71»i’

J1se-sd n—1€(Nolmpurezas)

(4.58)

donde P(i,3,,..-,3,—1) €S la probabilidad de un camino dado. En el caso
de la red de panal todos los momentos impares son cero ya que no es
posible regresar al mismo punto de inicio con pasos impares.

El segundo momento, (;(?)), puede contarse notando que se tienen
cuatro configuraciones posibles de impurezas y no impurezas a primeros
vecinos (ver Figura 4.17). Siguiendo el diagrama de la figura se tiene,

3
(@)=Y @) 321 -C)YZ=31-0). (4.59)

Z=0
Denotamos por Z ya que esta es la coordinacidn del sitio.
Ahora pasemos al cuarto momento, una vez mas dividamos nuestro

conteo en los caminos que revisitan el sitio de partida y los que no. Los
gue revisitan a su vez, otra vez, se pueden dividir en las dos categorias
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DS

LN DS
P (O (-0 Goa-cp (-0
Caminos * 0 1 2 3

Figura 4.17: Bosquejo del célculo de 1 cuando la red de panal tie-
ne impurezas, denotadas en la figura con un tache. En el contexto del
conteo de caminos, las impurezas cortan los caminos.

,LL(4) ' Revisitan
T X X
' ¢ X x/l\\;j\o O/l\o
P G (Hera-o) (ea-0)? (5 -0)°
Caminos! 0 1 2 + 3+

Figura 4.18: Bosquejo de los caminos que revisitan el origen para las
diferentes configuraciones. Se muestra la probabilidad de la configura-
cion, P, y el numero de caminos. Los caminos naranjas corresponden
al tipo 1. y los rojos al tipo 2..

enumeradas anteriormente (1. y 2.). En la Figura 4.18 se muestra esque-
maticamente el conteo de caminos, y de acuerdo con la figura se tiene,

3
Revisitan = Z (;) C3 71 -0)72*=31-C)(3-2C). (4.60)
Z=0

i
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X : L X X

ILL(4) x/l\x No Revisitan X/ITX x )\fa x )\f@

P o pGea-of (¢ Qeoasa pa-op |

Caminos 0 : Caminos 0

P (o - C){ 404 (e3a-0) (era-cp (Hhea-op 4(1—04

Caminos

%%%%%%%

P (3)( Sera -0 (Hea-o)2 (Hea-o)!

Camlnos 0

Figura 4.19: Bosquejo de los caminos que no revisitan el origen para
las diferentes configuraciones.

Los caminos que no revisitan se ilustran en la Figura 4.19, en la cual

ya se tienen varias posibles configuraciones de impurezas y carbonos.

Siguiendo el bosquejo presentado se tiene,

No Reivisitan =3C*(1 — C) [i (é) C* (1 — C)ZZ]
7=0
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Asi, (1) toma la forma,

(u®) = Revisitan + No Revisitan
=3(1-0)(3-2C)+6(1—0)*
=3(1-C)(5—40). (4.62)

Por lo tanto, ahora es posible calcular el parametro s promedio,

= 30-06-10)
(3(1-0C))

_ % (%) | (4.63)

En la Figura 4.20 se muestra (s) como funcién de la concentracién de
impurezas. Vemos como (s) tiende a aumentar conforme se aumenta la
concentracion de impurezas, esto es debido a que los estados resona-
tes generan un pico que domina en la DOS en el centro de la banda de
carbonos. También, en la grafica se muestra (s),., obtenida al evaluar
numéricamente los momentos de la DOS para diferentes concentracio-
nes de impurezas C (con autenergia ¢ = —100 y redes de N = 14792).
Numéricamente, los momentos de la DOS se calculan de la forma,

N
1
(n) — n
= Em E", (4.64)

donde el indice m es tal que E,, esta en la banda de energias del car-
bono (en el intervalo (—3t, 3t)). Hemos encontrado que la DOS se vuelve
unimodal, resultado paraddjico dada nuestra prediccién de la aparicion
de una pseudo-brecha en la seccidén anterior por los efectos de frustra-
cion. Para resolver este conflicto consideramos una densidad de estados
modificada, DOS*, la cual no tome en cuenta los estados de energia cero,
los cuales corresponden a estados confinados como veremos a continua-
cion. Sus momentos se pueden calcular mediante,

N*
1
(n)x _ ~ n
p = gm E", (4.65)

£
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> Figura 4.20: Grafica
> de (s) como funcién

|= (s
o (s i
| num de la concentracion

de impurezas C. Si

(sy > 1 la distribu-

; ‘ e ] cion de energias es

0 02 04 06 08 1 unimodal, mientras si
- (s) < 1 es bimodal.

S > num

{
1 {
W*e‘e‘e‘e‘@” 4 (1 - f0><5>num - fO

donde N* es el niumero total de sitios de energia distinta de cero. Este
momento se puede relacionar con el anterior mediante,

N 1
(mpe — 2 m) () 4.66
a ELE (4.66)

donde f; = (N — N*)/N es la densidad de estados con energia cero.
Notamos que fj es funcidn de la concentracidén de impurezas. A su vez,
podemos evaluar el parametro (s*), el cual se encuentra relacionado con
(s) de la siguiente forma,

(s%) = (1= fo)(s) — fo- (4.67)

(s*) se muestra graficada también en la Figura 4.20 como funcién de la
concentracion. Notamos como (s*) — 0 conforme C' — 1, lo cual indica
que la DOS* tiende a tener dos picos dominantes que estan localizados
en las sigularidades de Van Hove. Estos picos se mantienen separados
y tienden a agudizarse disminuyendo el nUmero de estados a sus alrede-
dores y por tanto aparece una brecha en DOS* que finalmente conduce
a una pseudo-brecha en la DOS.
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TRANSPORTE ELECTRICO EN GRAFENO CON
IMPUREZAS

En este capitulo presentamos nuestros resultados concernientes
al calculo de la conductividad eléctrica del grafeno con impure-
zas a bajas concentraciones usando para ello la formula de Kubo-
Greenwood. El presente capitulo esta complementado con una
discusion del problema de la conductividad minima. Una discu-
sion del comportamiento metalico del grafeno con impurezas es
presentada asi como los efectos de los estados resonantes en la
conductividad.

Los electrones en grafeno presentan una gran movilidad, la cual se deri-
va del largo camino medio y tiene asociada una velocidad a la energia de
Fermi vr ~ 10%cm/s, siendo del orden de la observada en los mejores me-
tales conductores, como la plata. Actualmente, las diferentes formas de
sintetizar grafeno tienen un gran impacto en la variacién de concentracion
de portadores de carga, tipicamente los valores oscilan entre n ~ 1 x 10°
a 5 x 102 cm~2[64]; estas concentraciones son superiores a las observa-
das en los semiconductores comunes y son tan altas como las de un me-
tal. Dichas variaciones de concentracién para cada muestra de grafeno
resulta en una limitante para una comparacion directa de los resultados
tedricos; y a su vez limita la aplicacion tecnologica para transistores'. A
pesar de esta problematica, el transporte electronico en grafeno sigue
siendo un tema bastante activo, a tal grado que es el topico principal en
las publicaciones de grafeno desde 2004 [85, 86].

Los logros actuales por CVD han confirmado reproducibilidad en muestras de grafeno a escalas de cen-
timetros que pueden transferirse a otros sustratos como Si, vidrios y PMDS. Sin embargo, el control
eficiente del crecimiento de nimero de capas y tamanos del grafeno aun tiene que demostrarse [84].
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El proceso de transporte depende del tipo de dispersores de los electro-
nes en el material. En primera instancia, los electrones son dispersados
por los puntos de la red de panal, lo cual lleva a funciones de onda de
tipo Bloch. Este caso se conoce como transporte balistico en el cual las
condiciones de frontera son relevantes. También puede haber otro tipo
de dispersores (impurezas, defectos de la red y deformaciones) que pro-
ducen una red no periédica. Esto lleva a una difusién de los electrones, y
bajo ciertas condiciones a localizacion.

La base para calcular las propiedades de transporte cuantico es la teo-
ria de respuesta lineal que invoca el formalismo de Kubo o la evaluacién
de los coeficientes de transmision (Landauer-Buttiker[87, 88]). Ambos en-
foques han sido usados para grafeno obteniendo resultados similares
[89, 90, 91]. Otra forma de calcular el transporte es mediante el uso de
un enfoque semiclasico (Boltzmann), pero éste no reproduce el transpor-
te en la energia de Dirac [92].

En las siguientes secciones, abordaremos de manera detallada la con-
ductividad en grafeno puro y con impurezas. El caso de grafeno puro ha
sido recurrentemente abordado por varios autores [35, 93, 94, 64]. Mien-
tras en grafeno con impurezas ha sido menos estudiado [95, 96, 61],y en
particular no ha sido estudiado el efecto de los estados resonantes y la
interaccion a segundos vecinos en la aproximacion de amarre fuerte. Por
esta razon, presentaremos aqui los resultados obtenidos en esta tesis,
los cuales muestran que una delicada interaccion entre estados resonan-
tes, interaccion a segundos vecinos, temperatura y potencial quimico.

5.1 GRAFENO PURO: CONDUCTIVIDAD

La conductividad en grafeno puro ha sido medida por diversos grupos
[4, 3, 97] usando el dispositivo mostrado en la Fig 5.1. Los resultados
tipicos aparecen en la Fig 5.2, donde se muestra la conductividad o y
resistividad p en funcion del voltaje al que se somete al grafeno. Como
puede observarse, éstas presentan un comportamiento lineal, donde la
pendiente depende de la temperatura. Una cuestion muy relevante, es
el hecho de que cuando el voltaje es cero, se observa que ¢ no es ce-
ro a bajas temperaturas, y por lo tanto p no es infinita. A este fenémeno
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5.1 GRAFENO PURO: CONDUCTIVIDAD

10K

o (kQ™)

-100 -50 0 50 100

Figura 5.1: (a) Imagen de escaneo microscépico del dispositivo experi-
mental (el ancho del alambre central es de 0.2 mm) para medir la con-
ductividad eléctrica. (b) Cambios en la conductividad del grafeno como

funcion del voltaje externo (V,) a temperatura de 10 K Fuente de la imagen:
Nature 438, 197 (2005) [3].

se le conoce como conductividad minima metalica, la cual ha sido obje-
to de numerosas discusiones ya que los desarrollos tedricos producen
varios resultados diferentes que no coinciden exactamente con el experi-
mental. En la misma Fig 5.2, podemos apreciar el comportamiento de la
concentracion de portadores de carga como funcién de la temperatura;
aqui también se aprecia un comportamiento lineal, la cual se debe a la
naturaleza lineal de la relacion de dispersion alrededor del punto de Dirac.
Finalmente, en la Fig 5.2 se presenta el comportamiento de la magneto-
rresistencia (Ry) en funcion del voltaje Hall. Ry muestra un cambio de
signo preservando la simetria, lo cual indica la existencia de simetria en
el cono de Dirac, y muestra que la conduccion por huecos y electrones
es muy similar.

Ahora pasaremos a estudiar desde punto de vista tedrico el problema
de la conductividad en grafeno. Usualmente, en la literatura se encuen-
tran dos vias para calcular la conductividad: una aproximacion semiclasi-
ca haciendo uso de la ecuacion de Boltzmann y una aproximacion cuan-
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Figura 5.2: Campo eléctri-
CO en pocas capas de gra-
feno. (A) Dependencia de la
resistividad p para un vol-
taje y diferentes temperatu-
ras (T = 5,70,y 300K cur-
vas de arriba a abajo, res-
pectivamente) (B) Ejemplo
del cambio en la conducti-
vidad 1/p(V;) obtenido al in-
vertir la curva de 70K (pun-
tos). (C) Coeficiente de Hall
Ry contra V;, para la mis-
ma hoja de grafeno a T =
5K. (D) Dependencia de la
temperatura de los portado-
res de carga ny en estado
mezclado por la capa en (A)
(circulos abiertos), algunas
capas de grafeno (cuadra-
dos), y muchas capas de
grafeno (d =~ b5nm; circu-
los sdlidos). Curvas rojas
de (B) a (D) son la depen-
dencia calculada de un mo-

delo de semimetal en 2D
ilustrado por la grafica in-

mersa en (C) Fuente de la ima-
gen: Science 306, 666 (2004) [4].

R, (kQ/T)
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5.1 GRAFENO PURO: CONDUCTIVIDAD

tica usando la férmula de Kubo. En general, la metodologia utilizada con
Boltzmann se basa en el ajuste de parametros para recuperar el com-
portamiento de resistencia. En nuestro caso emplearemos un enfoque
cuantico usando la formula de Kubo-Greenwood (desarrollo en el Capitu-
lo 2), el cual tiene interiormente la convolucién de la movilidad cuantica
en la geometria de la red con un selector térmico producto de la estadisti-
ca. Como veremos, dicha férmula presenta una problemética al tratar de
reproducir la conductividad minima que presenta el grafeno en el limite
de temperatura a cero. Veremos mas a detalle este punto en la siguiente
seccion, donde encontraremos la conductividad en grafeno puro usando
la férmula de Kubo-Greenwood, siguiendo de cerca el desarrollo propues-
to por Ziegler [98].

5.1.1 Grafeno puro: conductividad minima

Consideremos el Hamiltoniano para un fermiéon de Dirac en dos dimen-
siones con vector de onda k = (&, k),

Heo k= 0 ik} (5.1)
ky 4 ik, 0

donde o son las matrices de Pauli. Realizamos el cambio de variable
a la base de eigenvectores, con sus eigenvalores correspondientes. El
Hamiltoniano transformado es

=% 9. (5.2)
0 —k

donde k* = k2 + k.. Resulta ilustrativo definir:

, (5.3)

(5.4)
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Dadas las definiciones anteriores, la matriz de cambio de base se pue-
de escribir como?,

1 1 1
(s ). o5

Recalcamos que U~! es la matriz transpuesta conjugada de U.

Por otra parte el operador de corriente

OH
gy = —ie[H,r,] = e—, (5.6)
Y Y aky
se transforma de la siguiente forma
. € ky ik, sinff  icos0
= _ = . 5.7
Ty k(zkm /@) 6<7jcos€ sin@) (5.7)

Introducimos la funcidn delta suave para escribir de forma mas compac-
ta la parte imaginaria de la funcion de Green en la base de eigenvectores,
donde ésta resulta diagonal,

Su(z) = 5 1[ L 1], (5.8)

T x2 + 52 % |x+1s x—1is

s toma el papel de la parte imaginaria de la eigenenergia.

Ahora, nuestra parte imaginaria de la funcién de Green se escribe co-
mo

Im{G(E + hw)} = 6s(E 4+ hw — H) . (5.10)
Recordando que el operador de momento p, = im[H, =], (2.35), y utili-

zando la notacion antes mencionada la formula de Kubo-Greenwood se
ve de la siguiente forma

Ol (W) = —% _OO Tr{[H, z]6s(E + hw — H)[H, z]6s(E — H)}
SET) = JE) )y (5.11)

w

2 Notamos que las eigenfuciones son las mismas que en (3.49).
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5.1 GRAFENO PURO: CONDUCTIVIDAD

El planteamiento, como se menciond anteriormente, busca calcular la
conductividad minima, i.e., en el limite Aw/kpT — 0. En nuestro plantea-
miento se encuentra de forma implicita otro limite, s/kgT — 0. Ambos
deben de ser tomados en cuenta.

Realizando el algebra se llega a la siguiente expresion de la conducti-
vidad en el limite de temperaturas bajas,

me? pw e? Bs 1 + tanh*(Bw/4)
0140 ~ —— tanh ( ) + - (Bu)? In [1 an®(Fuw/d) | (5.12)

8h
donde g = 1/kpT. Notamos la dependencia explicita en pw y 5s. Depen-
diendo de la forma de tomar el limite de la expresidon anterior, se pueden
obtener resultados distintos, como ejemplo si s < w la conductividad
minima es

4

7T62

O_min ~ gﬁ, (513)
y Si s = w se tiene
oM ZGQ}Z. (5.14)

4

La dependencia en la forma de tomar el limite en la conductividad mini-
ma denota el transfondo inmerso en la aparicién de dicha conductividad,
veamos los detalles. Experimentalmente, la mayoria de las mediciones
indican que el valor de la conductividad en la energia de Dirac tiene el
valor finito [1],

2
Omin — Z;_ih (515)

Hay dos formas de llegar a este valor. Uno se basa en la hipotesis de
qgue hay una concentracion finita de dispersores unitarios en la red [99].
La otra es suponiendo que el transporte se debe a ondas evanescentes
en el grafeno puro [100], la cual esta apoyada experimentalmente [101].
Tales funciones de onda pasan de la banda de valencia a la banda de
conduccion y visceversa alrededor de la energia de Dirac.

En resumen, la razén de que la formula de Kubo-Greenwood no re-
produzca el resultado de la conductividad minima se debe a que como
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hipotesis se considera desorden en la red de grafeno debido a un agen-
te externo (el campo eléctrico), lo cual impide la existencia de las ondas
evanescentes de la conductividad minima. Pero, al momento de introducir
impurezas también hay desorden y entonces dichas ondas no aparecen,
justificando asi el uso de la formula de Kubo-Greenwood en grafeno con
impurezas.

5.2 GRAFENO CON IMPUREZAS: CONDUCTIVIDAD

Como se vid en la seccion anterior, varios grupos han abordado el caso
de grafeno puro. Sin embargo, en los diversos trabajos existen varios pro-
blemas, uno de ellos es que no se considera el efecto del desorden, el
cual siempre esta presente, y por otro lado, no se incluyen segundos ve-
cinos. Asi, en el desarrollo de esta tesis, nos propusimos resolver estos
problemas para entender su efecto en la conductividad. Pasemos enton-
ces a estudiar el efecto de las impurezas sustitucionales. En el capitulo
anterior, observamos el efecto de este tipo de impurezas en la densidad
de estados. Vimos como éstas deforman y producen un pico en la DOS
centrado en la energia de resonancia, FE.. La localizacién se determina
por el tipo de impureza, ¢, y la interaccion a segundos vecinos, t'. Al mo-
mento de introducir impurezas, también, se observa un corrimiento en la
energia de Fermi, dicha energia se puede recorrer por un campo externo,
l.e., un potencial quimico, u. La férmula de Kubo-Greenwood es (2.52),

W N [ of
Opy = p—cE o N dE T(F) <8_E> E+u, (5.16)
donde,
T(E) =Tr {p,Im {G(E)} p,Im {G(E)}} , (5.17)

y Qo = 3a® es el area de la celda primitiva , f es la distribucién de Fermi-
Dirac y i es el potencial quimico, el cual puede manipularse externamen-
te con un campo eléctrico (por ejemplo con un voltaje aplicado). p, es el
operador de momento.

En vista del objetivo de evaluar la formula de Kubo-Greenwood (5.16),
necesitamos calcular la funcion de Green y el operador de momento en
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5.2 GRAFENO CON IMPUREZAS: CONDUCTIVIDAD

direccién x en la base de sitios. Recordamos que el operador de momen-
to se escribe como,

p = im " ; il (5.18)

donde el H es el Hamiltoniano de amarre fuerte. Sustituyendo la expre-
sion de H (4.18), el operador de momento se escribe como

. N
pe =TS O [oli) — o] 01 + ¢ 3 (i)~ 2]l |
=1~ (i,g) ((2.9))
(5.19)

donde z(z) es la coordenada cartesiana x del sitio .

Para realizar los calculos numéricos es adecuado transformar tanto el
operador Hamilitoniano, y por tanto la funcion Green, y el operador de
momento a la base de eigenvectores. La férmula de Kubo es invariante
ante esta transformacion, dado que la traza es una cantidad invariante.
La principal ventaja se ve en la determinacion de la funcién de Green, la
cual toma la forma

G(E)=U"'GU = Z EHS = Ek (5.20)

donde FEx y |k) son los elgenvalores y eigenvectores del Hamiltoniano,
respectivamente. U es la matriz ortogonal de transformacion, cuyas en-
tradas se forman por los eigenvectores. En especial la parte imaginaria
de la funcién de Green se escribe como

s|k) (k]|
Im {G(E)} = Z F RS (5.21)
De la misma forma transformamos el operador de momento
B zam .
Po=U""p,U = tZ (k) U (G, k)[k) (K
1=1
3 [ot) -]t 10l .

(5.22)
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86 TRANSPORTE ELECTRICO EN GRAFENO CON IMPUREZAS

Resumiendo, tenemos que

Tr {pxlm {G+(E + hw)} p.lm {G+(E)}}
= Tr {P,Im {GH(E + hw)} PoIm {GH(E)}} (5.23)

lo cual resulta numéricamente mas facil de calcular.

Ademas se tiene la siguiente afirmacion, en la base de eigenvectores
la funcidn de Green es diagonal entonces

Tr {P,Im {G"(E + hw)} P,Im {G"(E)}} =
Tr {P, P, Im {G*(E + hw)} Im {G"(E)} } (5.24)

donde el supraindice T denota la transpuesta. Dicha formula conduce a
los calculos numéricos mas eficientes.

Durante el desarrollo de los calculos del operador de momento se en-
contré una férmula recursiva para calcular dicho operador a segundos
vecinos en términos del operador a primeros vecinos, veamos a detalle
la deduccion.

Denotamos la interaccién a primeros vecinos con NN y a segundos
vecinos con NNN por sus siglas en inglés3. El operador de momento a
primeros vecinos se puede escribir como,

imt
[

Py = —[z, W],

h
imdt N N
= Z Z Wi, 5), (5.25)
=1 j=
donde introducimos la matriz de conectividad definida como,

1 sizyjsonNN

(5.26)
0 en otro caso

W(i,j) = {

Usando esta matriz de conectividad, el Hamiltoniano sin impurezas inclu-
yendo la interaccion a segundos vecinos se puede escribir como,

Ho = —tW —t/(W?* - 31), (5.27)

3 Nearest-neighbors (NN) y next-nearest-neighbors (NNN)
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5.2 GRAFENO CON IMPUREZAS: CONDUCTIVIDAD

donde 7 es la matriz identidad. Tomando la expresién previa y usando
(5.25), obtenemos el operador correspondiente para el caso NNN,

pINN %[—tw —{(W? - 37), 7]

imt imt

_ T[a;,w] +T[x,w2 — 37]

=P + mht/ [z, W]

=N 4 % (FWW = WWa + WaW — WaW)

=N 4 %g(t[x,w}w+tw[x,w])
(i) o2

Ahora tenemos todos los ingredientes para evaluar la formula de Kubo-
Greenwood. Los pasos seguidos en la evaluacion de la formula de Kubo-
Greenwood numéricamente son:

m generar el arreglo que contiene la matriz de conexiones, W, con
el cual se puede evaluar dicha matriz al cuadrado, W2, y por tanto
el Hamiltoniano de amarre fuerte a primeros y segundos vecinos
(5.27);

m agregar términos de impurezas en el Hamiltoniano, en nuestro caso
solo se modifica la diagonal de la matriz;

m diagonalizar la matriz Hamiltoniana para encontrar los eigenvalores
y las eigenenergias, el método utilizado es el de ‘divide y vence-
z 4.
ras’;

m calcular la parte imaginaria de la funcion de Green y con ésta la
DOS;

m generar la matriz del operador de momento y transformarlo multipli-
cando por la matriz de eigenvectores y su transpuesta;

4 La subrutina utilizada se encuentra disponible en el la libreria matematica de Intel ® (Intel ® Math Kernel
Library)
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m evaluar la traza mostrada en (5.24);

= por ultimo, elegir una temperatura y potencial quimico para evaluar
la derivada de la distribucion de Fermi e integrar (5.16).

La energia de Fermi, Ey, se calcula tomando el centro de los eigenva-
lores encontrados.

Ahora, realizando la evaluacion numérica de la formula obtenemos las
graficas mostradas en la Figura 5.3, cuando variamos el potencial quimi-
co. Notamos que la curva correspondiente al Hamiltoniano sin interaccién
a segundos vecinos es casi simétrica cuando ¢ = +10¢, y hay un ligero
corrimiento del minimo de la conductividad debido al corrimiento de la
diferencia Er — Ep dependiendo del tipo de impureza.

\V/4 \'/

0 e=10t e=—10t e = —3.3t
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
(1 — Er)[eV] (1 — Er)[eV] (1 — Ef) [eV]

¥ =0cV —
6 ¢ =0.68eV -

0z [€* /1]

Figura 5.3: Resultados de la evaluacion de la férmula de Kubo-
Greenwood (5.16) sin y con segundos vecinos. En el panel izquierdo,
el tipo de impureza es ¢ = 10t, en el panel de enmedio ¢ = —10t y en el
panel derecho ¢ = —3.3t.

El caso de interaccidn a segundos vecinos es un poco mas sutil. Para
entenderlo podemos esquematizar la formula de Kubo-Greenwood. En
la Figura 5.4 se muestra la esquematizacion gréafica de los constituyentes
de (5.16); los cuales son el efecto cuantico, 7 (F), y un selector térmico (o
estadistico), 0f/0FE. Estos dos constituyentes, se multiplican e integran
para dar lugar a una conductividad dada. El selector térmico selecciona
basicamente estados alrededor de la energia de Fermi, con un ancho
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5.2 GRAFENO CON IMPUREZAS: CONDUCTIVIDAD

que depende de la temperatura. En cambio, el selector cuantico no de-
pende de la temperatura. Consideremos ahora el efecto del desorden en
ambos constituyentes. En el selector cuantico, aparece un pico por esta-
dos resonantes en una energia dada por la ecuacion de Lifshitz que no
involucra ningun factor estadistico. Al mismo tiempo, el selector térmico
puede moverse mediante dopaje por un campo eléctrico externo. De es-
te modo, el pico del selector térmico puede hacerse coincidir o no con el
pico resonante, de manera que puede manejarse la conductividad usan-
do estos parametros. Veamos a mas detalle este hecho para el caso de
e = 10t, mostrado en Figura 5.4 notamos que la energia de Fermi (Er) se
desplaza hacia arriba con respecto a la energia de Dirac (Fp), i.e., hacia
los estados de hueco (obviamente, ya que se agregan estados de hue-
co por el tipo de impureza); el corrimiento no es igual sin (¢’ = 0) y con
(t' # 0) segundos vecinos. En la misma figura se representa el efecto de
las impurezas en el término cuantico mediante un pico en la energia de
resonancia (E£p), menos pronunciado para ¢ # 0 como se mostrd en el
capitulo anterior. También, en dicha figura vemos como el desplazamien-
to del selector térmico mediante un cambio de potencial quimico puede
sintonizarse con el pico de la resonancia y por tanto producir un aumento
en la conductividad eléctrica. En Figura 5.4(b) se bosqueja el caso de
e = —3.3t donde el efecto de la impureza es mas pronunciado y por tanto
el efecto en la conductividad es mayor como se ve en Figura 5.3. Ahora,
el corrimiento de la Er es hacia abajo (hacia estados de electrones) y por
tanto para poder sintonizar el efecto de los estados resonantes se nece-
sita un potencial quimico mayor a cero.

En general, al incluir impurezas en el grafeno

= se produce un corrimiento en la energia de Fermi, si la impureza es
de tipo hueco o electron hacia estados de hueco o electrdn, respec-
tivamente;

m estas impurezas pueden producir estados resonantes cerca de la
energia de Dirac que producen un pico en el elemento cuantico de
la formula de Kubo-Greenwood (7 (E));

= y finalmente, mediante un potencial externo se puede mover el se-
lector térmico (0f /OF) y asi ver un pico en la conductividad. Compa-
rativamente se ha observado experimentalmente un comportamien-
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to similar al dopar con cobalto [102] y mediante dopaje por cargas
[1037]°.

(a)

(b)

Figura 5.4: Diagrama explicativo de la conductividad eléctrica en gra-
feno con impurezas, en la cual se bosqueja el selector térmico (0f/0FE)
y el selector cuantico (7 (F)). En la parte de arriba (a) se esquematiza

el efecto de una impureza ¢ = 10t y abajo (b) de otra con ¢ = —3.3t,
sin (del lado izquierdo) y con (del lado derecho) interaccién a segundos
VECInos.

5 Aunque el articulo [103] estudia los efectos debido a un campo magnético externo, presenta resultados a
campo magnético cero a los cuales se hace referencia.
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TRANSPORTE ELECTRICO EN GRAFENO
FLEXIONADO

La estructura del grafeno suspendido presenta corrugamiento. Di-
cho corrugamiento produce un cambio en la distancia entre los
atomos de la red y un cambio de orientacion en los orbitales de
hibridacion =, responsables principalmente de la conductividad
eléctrica en grafeno. En este capitulo se presentan resultados
preliminares de los efectos de ambos cambios estructurales en
la conductividad eléctrica tanto perpendicular como paralela a la
corrugacion de la superficie para primeros y sequndos vecinos.

La estructura del grafeno suspendido no es perfectamente plana, ella pre-
senta un corrugamiento tal que el vector normal a la superficie varia y la
amplitud de la deformacién llega a alcanzar hasta 1 nm, de acuerdo con
mediciones tomadas con microscopios de transmisién electrénica a tem-
peratura ambiente [104]. Dicho corrugamiento permite la estabilidad para
mantener la estructura cristalina y resuelve el problema del por qué el
grafeno es estable, siendo que tedricamente se creia imposible tener una
estructura cristalina en 2D. También permite movimientos vibracionales
fuera del plano, asociados a modos fondnicos flexurales, que junto con
los modos fondnicos longitudinales y transversales dentro del plano; re-
sultan en una alta conductividad térmica del grafeno. Debido al hecho de
poder mover los atomos de carbono fuera del plano, se piensa en una
ingenieria de deformacion aplicada a semiconductores para modificar las
propiedades de transporte eléctrico y térmico por efecto de, ademas de
estirarlo y comprimirlo, en corrugarlo [105, 106]. La superficie rugosa en
el grafeno suspendido (Figura 6.1) se encuentra directamente ligada a la
temperatura. Para temperaturas T' 2 10 K, se cree que el mecanismo de
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Figura 6.1: Imagen
representativa de
la configuracién

atobmica usando si-
mulaciones de Monte
Carlo para tempera-
tura ambiente Nature
Mater. 6, 858 (2007) [5].

Figura 6.2: Niveles de energia bajos inducidos por un corrugamiento
sinusoidal en una dimensién. Se muestra como se modifica la estructura
de bandas para el grafeno.

dispersién dominante son los fonones flexurales, esto hace que al “alisar”
la superficie la conductividad pueda aumentar totalmente [107].

Por otro lado, haciendo uso de calculos de primeros principios para una
red de grafeno deformada sinusoidalmente se encontrd que el espectro
energético podria presentar una brecha energética o una brecha plana
[108, 109] (ver Figura 6.2). Adicionalmente, en el intento de describir el
grafeno con pliegues se ha realizado una analogia con la cosmologia al
escribir las ecuaciones de Dirac en un espacio curvo, i.e., con una metri-
canoplana[110, 111].

Alternativamente, la red de grafeno puede corrugarse por las imperfec-
ciones topoldgicas conocidas como bordes de grano (ver Figura 6.3). Las
imperfecciones se ven caracterizadas por el cambio en la red de hexago-
nos a una combinacion de pentagono y heptagonos. Utilizando dinamica
molecular (LAMMPS [112]) con potenciales adecuado para hidrocarbu-
ros (AIREBO [113]) se estima que la altura de la deformacion se escala
inversamente proporcional a la concentracién de defectos h ~ n='/2 [6].
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6.1 GRAFENO CORRUGADO: HAMILTONIANO

Figura 6.3: a Corrugamiento de la red debido a cambios en la red por
5y 7 defectos de pentagono-heptagono. b Elevacion por una linea de
pentagonos y hexagonos Fuente: Nano Lett. 10, 2178 (2010) [6].

En el contexto de conducitvidad eléctrica es posible que estos bordes de
grano pueden producir una brecha energética [114] o pueden servir co-
mo alambres metalicos [115]. El estudio de este tipo de desorden quedd
fuera de la tesis, aunque las herramientas desarrolladas pueden en un
futuro utilizarse para describirlo.

El tema del corrugamiento en grafeno es extenso, pero en general la
conductividad eléctrica no se ha estudiado. Aqui solo se presentara un
modelo simple para obtener un panorama general para futuras investiga-
ciones.

6.1 GRAFENO CORRUGADO: HAMILTONIANO

Pensando en el contexto de transporte eléctrico, i.e. solo nos interesa
considerar los orbitales , al flexionar o corrugar el grafeno se tienen dos
efectos: el cambio de distancia entre atomos de carbono (ver Figura 6.4)
y el cambio en el traslape de los I6bulos de los orbitales m debido al cam-
bio de orientacion (ver Figura 6.5). Ambos efectos se modelaran de modo
efectivo como un cambio en el parametro de salto en el Hamiltoniano de
amarre fuerte. Ademas del cambio en el parametro de salto, se encuentra
un corrimiento en la energia base del sistema por la flexién el cual sera
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Figura 6.4: Bos- }{e«e
quejo de la modi- \

ficacion en el tras- "1
lape de los orbita-

les = por un cam- 1
bio en la distancia
entre atomos de .
carbono debido a § .
un pliegue. 1
0 + +
2(0/2
ﬁl Xx cos” (0/2) Vipr cos? (0/2)
= + = + ~ Vppﬂ'(2vppn+vpp6)%

T (D sin? (0/2) Voo sin® (0/2)

Figura 6.5: Bosquejo de la modificacion en el traslape de los orbitales
7 debido a un cambio en la orientacidn relativa. Vemos como el traslape
se incrementa y se puede estimar descomponiendo en las hibridaciones
basicas (ver Capitulo 3).

ahora nuestro cero de energia.

Por tanto, el Hamiltoniano de amarre fuerte ante una deformaciéon lo
podemos escribir como:

H=— tili)Gl— > tili) ], (6.1)
(t]7) ((2l7))

donde la suma es sobre los primeros y segundos vecinos. Es importan-
te tener en mente que el Hamiltoniano debe de preservar la propiedad
de ser un operador Hermitiano, por tanto se restringe a t;; = t;;. Con-
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6.2 GRAFENO CORRUGADO: CONDUCTIVIDAD

sideramos que podemos separar los efectos de cambio de distancia y
orientacion,

lij=t+ 6t(|ri — I‘jl) + 5t(9i7j) , (62)
tij =1t +0ot'(|r; —rj]) + ot'(6: ;) - (6.3)

donde 6;; es el angulo entre los vectores normales a la superficie en los
sitioz y 3.

Tal y como se muestra en el Apéndice C, existe una manera alternativa
de abordar este problema consistente en resolver la ecuacion de Dirac
usando un potencial vectorial efectivo. Este tema estd siendo muy es-
tudiado actualmente dado que permite realizar analogias entre grafeno
sujeto a campos electromagnéticos y grafeno corrugado [110].

6.2 GRAFENO CORRUGADO: CONDUCTIVIDAD
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Es necesario para evaluar la conductividad via la férmula de Kubo-Greenwood

una expresion para el Hamiltoniano dado un cierto corrugamiento. Este
tema, aun no ha sido abordado en la literatura, por lo cual se considerd
adecuado realizar algunos célculos preliminares al respecto, ya que el
estudio del dopaje permitié desarrollar las herramientas necesarias para
hacerlo. En particular, se decidi6é usar el caso mas sencillo que consiste
en un corrugamiento sinusoidal; tanto en la direccidén paralela y perpen-
dicular al campo eléctrico externo, y asi de este modo realizar un estudio
comparativo. Debe decirse que experimentalmente ha sido observado es-
te caso en grafeno crecido epitaxialmente sobre hierro [116]. De hecho,
el perfil del corrugamiento es casi sinusoidal, por lo cual, nuestro modelo
es una excelente aproximacion.

Explicitamente, consideramos un corrugamiento de la red que unica-
mente cambia la altura como funcion de la posicidén (ver Figura 6.6), en-
tonces la coordenada = de los sitios de la red tienen la forma,

2(t) = ho | cos(gzts) + cos(gyty) | - (6.4)

Con esta forma de corrugamiento, vemos que hay cambios de orienta-
cion relativa de los orbitales 7 y hay un cambio en la distancia entre los
mismos orbitales, podemos estimarlos de la siguiente forma.
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= E| cambio de orientacion se encuentra esquematizado en la Figu-

ra 6.5, vemos que el traslape siempre aumenta, i.e., 6¢(6; ;) > 0.
Para estimar el valor numérico, en la misma figura se esquematiza
la descomposicion del traslape en términos de los orbitales base
(ver Capitulo 3). Sustituimos los valores V,,, ~ —t = —2.79eV y
Vope = 8.2€eV y entonces

92
51(04) ~ 1.31 eV, (6.5)

resultado en la aproximacion de angulos pequenos. En forma gene-
ral se puede escribir como [117],

5t(6i,j) ~ 1.31 eV(l — N, . NJ)
~ 04(1 — N,L . NJ) , (66)
donde a ~ 0.4¢, y N; y N, son los vectores normales unitarios a la
superficie del grafeno en los sitios ¢ y j, respectivamente. Notamos

que para angulos pequenos se recupera el resultado anterior dado
que (1 — N; - N;) ~ 6%/2. Dada la ecuacion (6.4) se tiene,

(hoqx c0s(qxts), hogy cos(gqyty, 1))

(6.7)

\/1 + h3q2 cos?(qui,) + hi 042 cos?(qyy)

Con el corrugamiento propuesto (6.4) el traslape de los orbitales
disminuye dado que estamos estirando la red (ver Figura 6.4) y por
lo tanto d¢(|r; — r;|) < 0. En la misma figura se esquematiza que la
distancia entre carbonos vecinos cambia de a a a*, en primera apro-
ximacién la correccion a la energia decae como una exponencial
[35],

Vopr(a™) ~ VppW(a)e_ﬁ(a*_G)
~ —te Pla=a) (6.8)

donde 3 = d(Int)/da. De acuerdo con Castro Neto [35] 8/hvp ~ a™*
y como hup = 3ta/2, se tiene que 5 ~ 1.5t.

L
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Figura 6.6: Figura ilustrativa del corrugamiento en la direccién x (panel
izquierdo) y en y (panel derecho). Vemos que los ejes estan orientados
de tal forma que en la direccién x el borde es de tipo silléon (armchair) y
en y es zigzagueante (zigzag).

Por tanto, nuestra modelacion del Hamiltoniano de amarre fuerte a pri-
meros vecinos se escribe como,

H=>" [ - t(l +a(l- NiNj))e—ﬂZi—zﬂ] 13) (5], (6.9)

(2l7)

con o = 0.4t y g = 1.5t. Mantenemos en mente que o aumenta el para-
metro de salto y 5 lo disminuye, i.e., a ensancha el espectro energético y
5 lo estrecha.

Ajustamos nuestros ejes de tal forma que en la direccidn z el borde de
la muestra tiene la forma silléon y a lo largo de y el borde es zigzagueante.
Consideraremos en la tesis Unicamente corrugamiento en una direccién,
ya sea x 0 y, i.e., en la direccion del borde de sillon o zigzagueante (ver
Figura 6.6).

Numeéricamente, se resuleve la ecuacién de Schrddinger independien-
te del tiempo con el Hamiltoniano (6.9) y se evalua la férmula de Kubo-
Greenwood. En la Figura 6.7 se muestra ilustrativamente los ingredientes
de la férmula de Kubo-Greenwood cerca de la enegia de Fermi, el ingre-
diente cuantico junto con el selector térmico. Para efectos ilustrativos el
eje de las ordenadas se encuentra en escala logaritmica ya que el selec-
tor térmico es casi una funcion deltaen £ = 0 (es de ancho kT ~ 1/40eV,
correspondiente a T' = 300 K).
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Figura 6.7: Ingrediente cuantico (7 (£)) y térmico (0f/0F) de la formula
de Kubo mostrados ilustrativamente. Los estados que contribuyen a la
conductividad por caer dentro del selector térmico aparecen sombrea-
dos. Notemos que el eje de las ordenadas se encuentra en escala loga-
ritmica solo para efectos comparativos.
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Figura 6.8: Conductividad eléctrica para el grafeno corrugado en la di-
reccidén x (bordes de tipo sillon). En el panel izquierdo la conductividad
en la direccion x (i.e. campo eléctrico en la direccion paralela a la corru-
gacioén) y en el lado derecho en la direccion y (i.e. campo eléctrico en la
direccion perpendicular a la corrugacion). Los valores utilizados fueron:
N = 14792, a = 0.4¢, 8 = 1.5t y q, = 0.48/a. NOtese que a y 3 se hicie-
ron alternativamente cero para poder apreciar los efectos separados de
cada parametro.

Consideremos el corrugamiento en la direccion x (ver Figure 6.8). En
este caso las conductividades eléctricas o,, y 0,, presentan las siguien-
tes caracteristicas.

= Si Unicamente se considera « (cambios de ¢t por cambios en la orien-
tacion relativa entre atomos vecinos), tanto o,, como o, disminu-
yen con respecto a la red sin corrugamiento.

= Si Unicamente se considera g (cambios de ¢ por cambios en la dis-
tancia entre 4tomos vecinos), tanto ¢,,, como o,,, aumentan con res-
pecto a la red sin corrugamiento, pero o, < oy,.

= Si se toma en cuenta o y 3, 0, COMO 0, aumentan con respecto
a la red sin corrugamiento y se conserva que o,, < o,, cOmo en el
caso de 3 # 0.
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Figura 6.9: Conductividad eléctrica para el grafeno corrugado en la di-
reccidn y (bordes de tipo zigzagueante). En el panel izquierdo la conduc-
tividad en la direccién z (i.e. campo eléctrico en la direccion perpendicu-
lar a la corrugacion) y en el lado derecho en la direccion y (i.e. campo
eléctrico en la direccidn paralela a la corrugacién). Los valores utilizados
fueron: N = 14792, o = 0.4¢, B = 1.5t y g, = 0.42/a.

Ahora si el corrugamiento se encuentra en la direccién y (ver Figu-
ra 6.9), las conductividades o,, y o,, presentan las siguientes caracte-
risticas.

= Si se considera solo «a, 0., Y 0,, aumentan con respecto a la red sin
corrugamiento.

= Si se considera solo 3, también aumenta con respecto a la red sin
corrugar, pero o, > 0yy.

= Si se considera tanto o como g, la conductividad es mayor que en
el caso sin corrugar pero o, > oy,.

Finalmente, los resultados no son trivialmente explicables y es necesa-
rio realizar un analisis mas profundo para explicarlos, aunque en general
las conductividades aumentan porque la DOS crece cerca de la energia
de Fermi.

i
£

i o]

¥l
mf

=l



CONCLUSIONES

El objetivo principal de la tesis se centra en estudiar como cambian las
propiedades electronicas del grafeno al introducir desorden, lo cual es
fundamental para lograr construir una electronica basada en dicho mate-
rial.

Para ello, utilizamos la aproximacion del Hamiltoniano de amarre fuerte
de una sola banda' con interaccion a primeros y segundos vecinos para
describir las propiedades de transporte eléctrico del grafeno desordena-
do. El modelo de desorden utilizado es de impurezas sustitucionales no
correlacionadas con una concentracion baja, el cual es el desorden me-
nos intrusivo. Este modelo modifica los niveles de energia agregando
estados de electrdn (si el tipo de impureza es tal que su auto-energia del
sitio es ¢ < Ep) 0 estados de hueco (¢ > Ep); los cuales a su vez pue-
den producir estados resonantes cerca de la Ep. Sin embargo, en esta
tesis encontramos que las caracteristicas de los estados resonantes (y
sus efectos) estan intimamente ligadas con la inclusién de la interaccién
a segundos vecinos, la cual no habia sido incluida en otros estudios. En
particular, encontramos que:

= cuando no hay interaccion a segundos vecinos, al incluir estados de
hueco (electron) se inducen estados resonantes de electréon (hue-
co),

= y cuando hay interaccién a segundos vecinos, los efectos por impu-
rezas que incluyen estados de hueco se ven disminuidos a compa-
racion de los efectos por impurezas que agregan estados de elec-
tron.

Especialmente, para determinar el tipo de funciones de onda (exten-
didas o localizadas asociadas a un comportamiento metalico o aislan-
te, respectivamente) realizamos un analisis exhaustivo de escalamien-

1 En nuestra aproximacion solo consideramos el orbital de hibridacion w, que es el responsable de la alta
conductividad eléctrica.
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to de sus momentos (llamados grados de participacién PR); el cual nos
permitid evidenciar que coexisten funciones de onda localizadas y no-
localizadas. Las funciones localizadas ocurren alrededor de la energia
de Fermi y tienen su origen en los estados resonantes. Para las no loca-
lizadas, logramos demostrar numéricamente que,

m ocurren lejos de la energia de Fermi y de los extremos de la banda.

= Su envolvente decae como una ley de potencias, siendo entonces
clasificados como estados criticos. Muy probablemente, estos esta-
dos tienen propiedades multifractales?.

m |a existencia de estos estados no viola el analisis de escalamiento
previo del G-IV [52].

La existencia de diferentes grados de localizacion pudo explicarse en
esta tesis introduciendo una renormalizacién del Hamiltoniano por su cua-
drado, la cual mapea los estados de la red de panal en estados de la
red triangular doblemente degenerados. Mediante esta transformacion
los bordes de la banda de la red original pasan a los estados de maxima
energia de la red renormalizada, y los estados cercanos a Ep pasan a
los estados de minima energia. Con esta renormalizacién podemos evi-
denciar que:

= las impurezas inducen regiones de alta frustraciéon (ya que “rom-
pen” los enlaces con los carbonos) produciendo localizacion de la
funcién de onda principalmente en los estados de minima energia,
l.e., en los estados cerca de la Ep;

= |a aparicién de una pseudo-brecha de energia debido a que la frus-
tracion produce la disminucion en la DOS, como sucede en el caso
de grafeno puro con la singularidad de Van-Hove y la energia de
Dirac.

Finalmente, haciendo uso de la férmula de Kubo-Greenwood para la
conductividad eléctrica, evidenciamos el comportamiento metalico previa-
mente pregonado para concentraciones bajas de dopaje. Para su analisis
dividimos dicha férmula en la convolucion de un selector térmico (0f /0F)

2 Este es un posible trabajo en el futuro.
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y un selector cuantico (7 (E), (5.24)), dicha convolucién puede variar de-
pendiendo de un potencial quimico externo. Los calculos de conductivi-
dad presentados se centran en analizar los efectos de los estados reso-
nantes cerca de la energia de Dirac, producto del dopaje por impurezas
fuera del espectro de energias del grafeno puro. Al incluir las impurezas:

= se produce un corrimiento en la energia de Fermi, si la impureza es
de tipo hueco o electrdn hacia estados de hueco o electrdn, respec-
tivamente;

= |os estados resonantes cerca de la Ep producen un pico en el ele-
mento cuantico de la férmula de Kubo-Greenwood (7 (F));

= y por lo tanto, mediante un potencial externo se puede mover el se-
lector térmico (0f/OF) y asi ver un pico en la conductividad. Cualita-
tivamente las curvas de conductividad mostradas se han observado
experimentalmente [102, 103].

Algunas de estas ideas, se pueden extender al estudio del grafeno co-
rrugado, tal y como se mostrd en el ultimo capitulo. Ello es un tema actual
de investigacidon que debera seguirse en trabajos posteriores.

103






PARAMETROS DE AMARRE FUERTE

En general, el Hamiltoniano de amarre fuerte es una primera aproxi-
macion para el modelar la estructura eslectrénica de un material, sin em-
bargo esta aproximacion no reproduce completamente dicha estructura.
Aqui se presenta una comparacion numérica de el modelo utilizado en
esta tesis y resultados de calculos mas precisos.

La aproximacion de amarre fuerte se encuentra descrita por Saito et
al. [118] considerando el traslape de las funciones base entre primeros
vecinos. La extrension hasta terceros vecinos es presentada por Reich
et al [7], referencia en la cual calcula la relacién de dispersién tomando
como punto de partida la ecuacion secular,

det|H — ES| = Haa(k) — E(k)Saa(k) Hap(k) —
HZB(k) o E(k)SZB(k) HAA(k) —
(A.1)

donde H es el Hamiltoniano de amarre fuerte, S es la matriz de traslape
y E(k) son los eigenvalores electronicos. Se utilizé la equivalencia de los
atomos de carbono A y B para escribir la ecuacién. La solucién es,

—_(_— _ 2 _
(k) — (—2Ey + FEy) £ \/Q(ESEO + E))? — 4F,E5 (A.2)

con

Ey=HyaSa4, FE1=SapHip+ HapSup,
Ey=Hjiy— HapMip, FEs= 534~ SapSip. (A.3)
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Explicitamente,

Eo = [ex + mu(k)][1 + s1u(k)], (A.4)

Ey = 25970 f (k) + (5072 + $270)9(k) + 252721 (2k) (A.5)

Ey = [ex + mu(K)]* — 75f (k) —20729(k) — 73f(2k)., (A.6)

By = [1+ siu(k)]* — s f (k) — sos2g(k) — s3f(2k) (A.7)
donde

u(k) =2 cos(kya) + 4 cos <§kya> cos (%kxa) : (A.8)

f(k) =3+ u(k), (A.9)

g(k) =2 cos(V/3k,a) + 4 cos(kya) + 4 cos (?kw) Ccos <%kya>
+ 8 cos (?kw) cos (%@a) cos(kya) , (A.10)

a = 2.461 A es la constante de red,

= (pa(r — Ra)|H|pa(r — Ra)), (A.11)

Y0 = {pa(r — Ra)[H|pp(r — Ra — Ry)), (A.12)
71 = (pa(r — Ra)[H|pp(r — Ra — Ra)), (A.13)
Y2 = (pa(r — Ra)[H|pp(r — Ra — Ry)), (A.14)
= (pa(r — Ra)|pp(r — Ra — Ruyj)), (A.15)

s1 = (pa(r — Ra)lpp(r — Ra — Ra)), (A.16)
( (A.17)

sy = (pa(r —Ry)|ep(r — R4 — Ry)),

w4 (pp) es la funcidon de onda atdémica en el sitio A (B), R;; son los vec-
tores a los primeros vecinos (i = 1,2,3), Ry, a los segundos vecinos
(t=1,2,3,4,5,6) y R3; a los terceros vecinos (i = 1,2, 3). Se ajustan los
parametros a los calculos con SIESTA para dos casos MI'’KM (minimizar
el error a lo largo de la curva que conecta a los puntos de alta sime-
tria) y el caso éptico (minimizar el error para energias menores a 4 eV,
es decir correspondientes a transiciones dpticas). Dichos parametros se
muestran en la Tabla 1. A lo largo de la tesis se utilizé la interaccion has-
ta segundos vecinos despreciando el traslape de las funciones de onda

1 La notacién de estas ecuaciones difiere de la tesis solo para coincidir con la referencia [7].
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ex[eV] qleV] sofeV] mleV] sieV] 7a(eV] syleV]

MI'KM -0.28 -2.97 0.073 -0.073 0.018 -0.33 0.026
optico -2.03 -279 030 -0.68 0.046 -0.30 0.039
Wallace, 1947 0 -2.79 0 -0.68 0 0 0

Tabla 1: Pardmetros para los casos MT'KM y éptico obtenidos en la refe-
rencia [7] y el utilizado en la tesis, Wallace, 1947.

(so =0y s; = 0) derivado por Wallace [8] haciendo uso de los parametros
del caso optico (vy = —ty v1 = —t'). Enla Figura A.1 se muestran compa-
rativamente los célculos de SIESTA, los dos ajustes de la referencia [7]
y el modelo usado en la tesis, es de recalcar que el modelo de la tesis
no puede ser extrapolado a energias de mas de 4,eV sin embargo en
la tesis se analizaron estados cercanos a la energia de Dirac a no mas
de 1eV lo cual mantiene a nuestros resultados, al menos en el régimen
cualitativo.

En el caso de grafeno con impurezas, también se encuentran en la lite-
ratura parametros de amarre fuerte ajustados con calculos de primeros
principios, aunque el Hamiltoniano perturbado por impurezas es diferen-
te [119, 120]. En las referecias utilizan el Hamiltoniano de amarre fuerte
para grafeno con una impureza,

Ho=Ho+ Himp = —t Y _|8) (G| + cnpl€) (€] + VY _1OG],  (A18)
() (€l7)

donde ademas del cambio de energia en el sitio £ debido a una impureza,
eimp, S€ incluye la influencia de ésta con sus primeros vecinos cambiando
el parametro de salto a 2. Dependiendo del tipo de impureza agregada
el enlace de carbono-impureza puede ser covalente o ionico.

En la Tabla 2 se muestran los resultados de la referecia [119]. Notamos
que los valores de ¢;,,, son considerablemente diferentes a los valores uti-
lizados en la tesis ¢ y esto se debe a que el modelado es escencialmente
diferente, ya que la ecuacién (A.18) también incluye la interaccién de la

2 La notacion de la referecia [119] se modificd para coincidir con la notacion de la tesis.
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Figura A.1: Izquierda, estructura de bandas del orbital = en las direccio-
nes cristalograficas utilizando SIESTA, el Hamiltoniano de amarre fuerte
a terceros vecinos con el conjunto de parametros MI'KM y optical (Fuen-
te: Phys. Rev. B 66, 035412 (2002) [7]) ¥ también con el Hamiltoniano de amarre
fuerte a segundos vecinos utilizado en la tesis (Fuente: Phys. Rev. 71, 622 (1947)
[21). Derecha, acercamiento de la estructura de bandas del orbital .

impureza con sus vecinos y esta interaccidn es débil comparada con ¢,
0.02 < |[V|/t < 0.25. El hecho de que el parametro de salto sea pequefio
puede interpretarse como un rompimiento del enlace carbono-impureza
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al cual se puede asociar en nuestro modelo un valor de |¢| > 1.
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cimp [eV] [V][eV] cimp (V] V] [eV]
H  -003 069 L 117  0.11
CH; -011 070 Na 093  0.07
OH -070 065 Cl -079  0.21
F  -067 065 Br -073  0.09

Tabla 2: Parametros ajustados para el Hamiltoniano (A.18) con calculos
de primero principios, estos valores se encuentran en la referen-
cia [119]. La columna de la izquierda corresponden a impurezas
enlazadas covalentemente mientras la columna derecha son im-
purezas enlazadas ibnicamente.
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FORMULA PARA CALCULAR LAS NORMAS

En vista del objetivo de estimar el area que ocupa un estado se introdu-
jo la norma para dicho estado cuando el estado se encuentra degenerado,
(4.20), en este apéndice se mostrara la justificacion de dicha expresion.

Recordamos que en el caso de que la degeneracion sea nula, i.e. para
cada eigenestado |k) (eigenfuncion Wy (r) = (r|k)) hay una eigenenergia
asociada Ey, se tiene que la norma p se define como

[]]20(E) = Y [Wc(ra) [, (B.1)
donde Wy (r;) es la proyeccion de la eigenfuncion en el sitio ¢, es decir

Ui(r) = 2, Wi(ri)(re).

Al tener degeneracion, tenemos un conjunto de eigenestados {¥y_ } co-
rrespondientes al eigenvalor FEy, cada uno tiene diferentes proyecciones
en los sitios,

Wy, (1) = > W, (i) (ri) (B-2)

Para describir la poblacion de los eigenestados {¥y } para una eigene-
nergia Fy introducimos el operador de densidad del subespacio,

Ng
p=) wlky)(ky| (B.3)

T

111
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donde N, es el total de degeneracion, w, es la poblacion del eigenestado
k,) y se cumple que

NQ
> wy=1. (B.4)
g=1

Verificamos el valor de la traza de la matriz densidad,

S il (ke i)

igl

—ZwQZ\Dk r;) Uy, (ri) ng—l (B.5)
dada la cond|C|on de normalizacién, por Io que se tiene la relacién,

H\PH —1—szz—Tl" (B.6)

En general se puede deflnlr,

1] |2p(E pri, (B.7)
donde
Ny
Pii = Z Wy Wi, (ri) Yy (rs) - (B.8)
g=1

Si tomamos que la fraccion de cada estado es igual, i.e. w, = 1/N, pode-
mos escribir la ecuacion (4.20) como,

191y (B z(z"l’k ri) ) | B.9)

1
En el caso de funciones de Bloch,
N,

0= 3 (e ™) = Ll

g=1
1

H\I]HQP<E) - No-1) : (B.10)

L



ENFOQUE DE DIRAC EN CASO DE CORRUGAMIENTO

Modelamos la red de grafeno corrugado utilizando solo un cambio del
parametro de salto, entonces el Hamiltoniano de amarre fuerte toma la
forma,

:—tZa R,) + b/ (Ri)a;(R,)

donde el indice ¢ varia sobre celdas unitarias y e = {ej,e3,e3} son los
vectores a primeros vecinos,

= a(1,0), (C.2)
e —a (-% ?) | (C.3)
€3 = a (—%, —?) . (C4)

Por tanto tenemos que la perturbacion al Hamiltoniano se puede escribir
como,
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Transformamos los operadores de creacidn y aniquilacion,

1 .
al(Ri+e)=—=> e *Ritelgl
N k

1 .
b(R) = % > e e
k/

y sustituimos en 6 H,

1 " |
OH = —~ N oty RiTkeq gy,
kk’ e

(C.8)

Alrededor de un punto de Dirac, por ejemplo Q; = -22-(0,1) (k = Q; + q

' 334
y k' = Q; + d'), se obtiene,
1 | | |
o ~ _N Z aglJrqbQH-q’ Z (Stiez(q_q ).Rie_le'e 7
a.d ie
1 | | |
~ _N Z ¢L,q¢B,q’ Z 5tieZ(Q—q ).Rie_ZQl'e
Q. i,e
~ /dQY@/’L(r)A(I‘)@/JB(r)

donde

A(r) = Ay(r) + 1A4,(r),

= — Z 6tie_e'Q1 .
e

En el caso de modos flexurales,

5t = V(- V)Vh]>.

(C.14)

0

vl
%’3 4
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consideramos u = ey, ey, e3. Sustituimos,

0 ? ad V30 S
_ e v vouv —2mi/3
A 5V{[(aax>Vh] +K ° 0 Y ay)w} c
a 9 V3 9 ? 2mi/3

9%h  9%h \1°
A= _gsva2d | (£ 20
wveel | (5 vy |

[ _1¢h V3R 1 &h VBOR\TY( om L 2w

I 2022 2 Oxdy’ 20yox 2 Oy* )| oSty s

[ 18Ph VB O 1 Ph VBN 2m 27
2022 2 920y 20y0x 2 o2 )]\ 3 T

(C.16)

92h  0%h \1°
_ 2 - -
A=-ova {[(6x2’axay>]

([ 1*h V3 0*h 1 0%h  V3OR\]'( 1 V3

i _<_§8x2+ 2 8x8y’_§8yax+ 2 8y2>_ <_§_Z_>
N '(_15% VB Ph 1P ¢§82h>‘2<_1+i§)}
2022 2 Oxdy’ 20ydx 2 Oy?) | 2 ’

92h  0%h \1°
- 2 - -
A=-ova {Kax?’axay)]

N '(_182h+\/§ 0°h 1 Ph +\/§a‘2h>‘2<_1_i§>
I 2022 2 0xdy’ 20yox 2 Oy* )| 2 2
. '(_10%_ V3 0°h 1 0*%h ﬁth)‘Q(_1+i§)}
2022 2 Oxdy’ 20ydxr 2 0y?) 2 ’
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o%h o02h 1?
a=—ovel [52) + [355]

+Hi]2_¢§a2h82h ;lahr
Ox? 2 Oyox 0x® 4| 0yox
ilanan] 2o ilor) | (-377)
4| 0xdy 2 0x0y0y? 4| 0y? 2 2
V3 0%h 0*°h 3] 0%h
[ [81'2] M 6y8x8x2+1[8y8$]
AT R AT )
4| 0x0y 2 0x0y 0y 4| 0y? 2 2
(C.19)

h 92h 1*
a=-avi{ [+ [55]
_LfLeemy® 8fo%h T Lf 9% )7 8fothY”
212|022 2 | dyox 2 | 0x0y 2 | Oy?

\/§‘f 0’h 02h 3 O%h aZh”

+1 3

— 2
2 | 8y6:p8x2+ Sﬁxay&?ﬂ (C.20)

O%h 0’h1*1  3[9*h  O°h] O%h
a——ove{[[58) - [5] ] +3 5+ oy} 20

Por lo tanto,
30Vat[ (02h\* [02h\*
(h)y _ _ (== 22
=2 (5) - (50) | 22
30Va2 (0%h  O*h\ O%h
(h) — _ 2
Ay 2 (8:1:2 * (9162) dzxdy (€.23)
Ahora consideramos,
h = hy [cos(qxx) + cos(qyy)] (C.24)

= F 3
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Si ¢, = 0 tenemos,

B 36Va*h3q?

A, =
1

A, =0.

cos”(qs) ,

Mientras, si ¢, = 0 tenemos,

B 30V a’hiq,
i
A, =0.

0082(qyx) ,

(C.25)

(C.26)

La perturbacion se tradujo en un potencial vectorial que se tiene que

incluir en la ecuacién de Dirac.
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Abstract

In order to elucidate the presence of non-localized states in doped graphene, a scaling analysis
of the wavefunction moments, known as inverse participation ratios, is performed. The model
used is a tight-binding Hamiltonian considering nearest and next-nearest neighbors with
random substitutional impurities. Our findings indicate the presence of non-normalizable
wavefunctions that follow a critical (power-law) decay, which show a behavior intermediate
between those of metals and insulators. The power-law exponent distribution is robust against
the inclusion of next-nearest neighbors and growing the system size.

(Some figures may appear in colour only in the online journal)

Graphene is a two-dimensional atomic crystal [1] with
the highest known charge carrier mobility [2] and thermal
conductivity [3] at room temperature. Both properties indicate
graphene as a raw material for transistor use; however, the
‘graphenium inside’ era is quite far off [4]. Keeping in
mind the design of transistors, the problem turns out to
be how to alchemize it into a semiconductor [5-7]. One
alternative is to dope graphene. This leads immediately to the
question of quantum percolation in two dimensions, which
has been the subject of debate for many years [8, 9]. In the
literature, usually it is found that ‘there is no true metallic
behavior in two dimensions’ as a consequence of the fact
that all eigenstates are localized even when the disorder is
weak [10]. For graphene, there has been a debate about
this point [11-13]. Recently, disordered graphene has been
classified using arguments of symmetry around the Dirac
point [14]; this classification allows a minimal conductivity
behavior. Experimentally, the minimal conductivity was
measured for graphene doped with potassium [15, 16].
Furthermore, it has been found that a metal transition can
be observed when graphene is doped with H [17]. Also,
using a non-interacting electron model enriched with first-
principles calculation, a metal-insulator transition has been
found [18-20]. In this paper, we present numerical evidence
that shows a very interesting scenario. We have characterized
the probability distribution of the moments associated with

0953-8984/12/255305405$33.00

the wavefunction using the inverse participation ratios. The
scaling of this quantity is frequently used to discriminate
between an eigenstate being extended or localized. We
found states in doped graphene which do not follow the
usual exponential localization; instead, these are critical,
i.e., the wavefunction decays spatially as a non-normalizable
power law. This behavior evidenced the multifractality of the
wavefunction [21, 22]. Notice that in the original development
of the scaling theory, critical states were not considered [10].
As a model we use the tight-binding Hamiltonian,

H= —th;rcj—t’chch—i-sZchz, (1)
(i) () ¢

where the nearest neighbor, + = 2.79eV, and next-nearest
neighbor (NNN), 7 = 0.68eV, hopping parameters are
included; these values have been taken from [23]. The
impurity sites, £, have been distributed randomly in the lattice
with a concentration C, and ¢ is the impurity self-energy.

In order to investigate localization, we introduce the
inverse p-participation ratios (IPRs),

N
Wkll2p = Z W (ri) [, (€5

where W is the wavefunction associated with the eigenstate
k with energy Ex, which solves the Schrodinger equation

© 2012 IOP Publishing Ltd Printed in the UK & the USA
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Figure 1. The p = 2 IPR behavior as a function of N for several selected energies, using different impurity self-energies (from top to
bottom) and without and with NNN interaction (left and right columns, respectively). The selected energies are the Dirac point energy (Ep,
(dark blue online) circles), the maximal localized state (Epyv, (red online) triangles) and E. = Ep — 0.4¢ ((blue online) squares) for doped
graphene® . In all cases, doped graphene has a 5% impurity concentration. For the state with energy E,, we present in all cases the scaling
exponent that results from the fitting, shown in the figures with (blue online) lines. For comparison proposes, we include the case of pure

graphene for the energy Eép) ((green online) diamonds). Each data point is obtained from an average over 95 disordered configurations.

HWK = ExWx. The index i belongs to the sum over sites,
N is the total number of sites and p is an integer. When
p =1, ||Wk|l2 = 1 because of the normalization condition.
If the wavefunction of the eigenstate follows the power law,
W (r)k ~ |r|7%, the p-IPRs are scaled as [24],

1
<0§a<7>
p
5a<1), 3)

(I<w

Wk ll2p =

N—P=D
NP(1-)
N°

G

when p > 1. The N~! behavior corresponds to a metal, while
NO corresponds to an insulator. Notice that here N L2,
where L it is the length of the sample.

To evaluate equation (2), we calculated all the eigenvalues
and eigenvectors of H by numerical diagonalization. In order
to take the disorder into account in a proper way, for each
combination of self-energy, concentration, and sample size
without and with NNN interaction, we performed averages
over 95 disordered realizations. Since for any given disordered
realization and for a finite-size lattice, the spectrum is discrete,
the energy eigenvalues are never equal to the chosen value of
the energy (more precisely, the probability of coincidence is
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Figure 2. Integrated distribution of exponents for different impurity configurations using lattices with N = 16 928 sites. Extended states are
at y = —3 and localized ones at y = 0. We observe that for pure graphene ((green online) diamonds), the distribution is a step function at
y = —3; meanwhile for doped graphene the distribution is shifted and it is no longer a step function. Each data point is obtained from an

average over 35 disordered realizations.

almost zero). Thus, we compute ||Wk|l2, by averaging over
an energy window around the chosen energy, by counting the
number of states which fall into the window [21, 25]. We
verified that the final results do not change much with the
width of the window. In this work, we used an energy window
of 0.02z. To test the convergence of the data, we performed
arithmetic and geometric averages. The two approaches gave
us similar results, but here we only present the arithmetic
averages. Thus, the number of samples used can be considered
as reasonably reliable. The p = 2 IPR behavior is shown
in figure 1 as a function of N for several selected energies,
using different impurity self-energies without and with NNN
interaction. For the energy E. = Ep — 0.4¢, far from the
Dirac energy, we compare the behavior for pure graphene
((green online) diamonds) with doped graphene ((blue online)
squares). For pure graphene, the state is extended since the
p =2 IPR goes like N~!, as shown in figure 1. For doped
graphene, is clear that the p = 2 IPR can be fitted with a line,
which suggests a non-localized, power-law behavior, which
is the main result of this work. Near the Dirac energy, it is
known that resonant states can appear at an energy E; obtained
by solving the corresponding Lifshitz equation, using the pure
graphene Green’s function [26, 27]. These resonant states are
well characterized when ¢ is bigger than the bandwidth, and
leads to a tendency for increased localization at the band
center due to frustration effects [28]. To test this point, in
this work we took an energy window around E;. Then we

selected the energy value Epyy for which p = 2 IPR is at the
maximum in the window, and we performed an averaging
over disordered realizations. This allows following the most
localized state. For these states, Eyn, shown in figure 1 as (red
online) triangles, the p = 2 IPR scales as o N, suggesting
localized states (notice that for ¢ = —2¢, the solution of the
Lifshitz equation is not necessarily a resonant state; however,
here we treat this case like the others). From this scaling
analysis is clear that doped graphene, even in the absence of
NNN interaction, presents a rich localization behavior, as has
been suggested in [29], due to frustration effects [28], as well
as in experiments [17].

In order to obtain the exponent distribution of the
power-law behavior, we introduce the integrated distribution
of exponents [24],

1 ! ® 1 Y 4

() = N; (v — logn [l WklsD. “)

where © is the step function. It is worth mentioning that one
can also define /(y) using any p value. However, it is better
to use a high p to obtain a better approximation for « in
equation (3). In this work, we use p = 4 since it narrows the
interval for the possible values of «, and at the same time, it
is numerically more stable than higher values. Since we are
dealing with disorder, to compute /(y) we used two methods
which give very similar results: first ||\Wk||g was obtained after
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Figure 3. Example of the integrated distribution of exponents for different sample sizes using a fixed concentration of impurities (5%) with
self-energy ¢ = —6¢. The left panel corresponds to the model without NNN interaction, and the right panel, that with NNN. Pure graphene

is also shown, corresponding to the jump at y = —3.

averaging over disordered realizations, and then I(y) was
computed; in the second method, /(y) was computed by using
all the ||Wk||g resulting from the realizations. The exponent
distribution is plotted in figure 2, averaging over 35 disordered
configurations for several impurity types and two different
concentrations, 1% and 5%. For pure graphene, all the states
have the same scaling behavior, and a step is observed at
y = —3. This means that all states have the same scaling,
and thus all are extended, as expected from Bloch’s theorem.
However, for doped graphene, we observe two main effects.
First there is a shift to higher values of y and, second, the
jump is no longer a discontinuity. Instead, we observe states
that have a distribution of y values. In all cases, we observed
that the minimal value of y is approximately —5/2, which
means that the most extended states follow a power law that
goes as /8, States with y ~ 0 are exponentially localized.
Since no clear jump is observed in the values of y, it seems
that there is a range of values for the exponents of the critical
wavefunctions. Also, it is worth mentioning that the presence
of the NNN interaction preserves this behavior, which allows
its experimental verification since the NNN is always present.
To verify that such behavior is preserved as the system
grows, in figure 3 we present the distribution /(y) for different
sample sizes. We can observe that the behaviors are similar
at all sizes, although I(y) moves slightly to the left as N
grows, i.e., towards low values of gamma instead of to higher
values as a function of the lattice sizes, indicating that we are
moving away from having localized states, in clear contrast
to what we expect for a generic disordered 2D electron gas.
From this analysis, we can conclude that there are many
non-exponentially localized states, and that the power-law
behavior is not a finite-size lattice effect. From the values of
y, we see that these states are critical and non-normalizable.
Finally, a careful check of such states reveals that localized
states are near the Dirac point and at the band edges, while the
power-law non-normalizable states are near the middle part of
the valence and conduction bands, in agreement with previous
theoretical arguments [28, 29].

In conclusion, using a scaling analysis of the participation
ratio, we have shown that the presence of disorder in graphene
does not exponentially localize all states; instead, some states
are critical with a distribution of exponents. This result is
robust against the inclusion of NNN interactions, in which the
chirality is not preserved. Although it is quite surprising that
the localization behavior presented is qualitatively different
from the usual 2D case, that is exponential localization in
contrast to the power law found, the honeycomb lattice
has some specific symmetries which makes the problem
essentially different from that of a generic disordered 2D
electron gas [22, 28]. This result is not only important for
graphene, but also leads to a revival of an old discussion
concerning the possibility of having anomalous quantum
percolation in two-dimensional systems [8, 9].
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Abstract

An intuitive explanation of the increase in localization observed near the Dirac point in doped
graphene is presented. To do this, we renormalize the tight binding Hamiltonians in such a
way that the honeycomb lattice maps into a triangular one. Then, we investigate the frustration
effects that emerge in this Hamiltonian. In this doped triangular lattice, the eigenstates have a
bonding and antibonding contribution near the Dirac point, and thus there is a kind of Lifshitz

tail. The increase in frustration is related to an increase in localization, since the number of
frustrated bonds decreases with disorder, while the frustration contribution raises.

(Some figures in this article are in colour only in the electronic version)

Since its discovery [l], graphene has became ipso facto
a viable material for designing nanoelectronic devices
due to its unusual transport properties [2—4]. At room
temperature, graphene has a high electrical [5] and thermal
conductivity [6]. However, the electrical conductivity is
difficult to manipulate by means of an external gate voltage [7,
8], a situation that turns out to be a problem in the construction
of field effect transistors. This is due to the fact that graphene
does not have a gap, i.e. it is a semi-metallic material. An
alternative is to induce localized states by adding non-carbon
atom impurities to the lattice. This method has being proved
theoretically [9, 10] and experimentally [11, 12]. This leads to
the appearance of resonant or localized states around the Dirac
point, with two energies that separates states with different
degrees of localization [9, 13], i.e. the states near the Dirac
point are much more localized that the rest of the states in
the band. It is worthwhile mentioning that such energies are
similar to mobility edges; however, in doped graphene all
states are localized [14-16] except at the Dirac point [17],
in agreement with the usual picture of Anderson localization.
Thus, we will refer to such energies separating states with very
different localization degrees as pseudo-mobility edges.

A recent scaling analysis of the inverse participation
ratio [18] has confirmed the existence of these pseudo-

0953-8984/11/3755014-04$33.00

mobility edges seen by [9]. In [9], we used a variational
method to prove the fundamental role of frustration of the
electronic wave function in such a process. In this paper,
we revisit the problem by evaluating numerically the ideas
behind the proposed scenario, i.e. we map the honeycomb
graphene lattice into a triangular one, just by removing one of
the bipartite sublattices. This process is equivalent to taking
the squared Hamiltonian. Then a frustration effect appears
near the antibonding limit, which corresponds exactly to the
Dirac point. This explains why there is increased localization,
since defects enhance frustration producing a kind of Lifshitz
tail [19]. We consider the phase between neighboring sites
in the underlying triangular lattice, since in the renormalized
graphene lattice there is competition between antibonding
and bonding bonds. Also, the pseudo-mobility edges near the
Dirac point are the simple result of unfolding the mobility
edge that appears at the squared Hamiltonian. The general
background of the renormalized Hamiltonian is included in
the following paragraphs, as well as the results and discussion.

As a model, consider pure graphene with substitutional
non-carbon atoms distributed randomly on the lattice. We
model this system by using a tight binding Hamiltonian
approximation:

H = Hc + Hj, (D

© 2011 IOP Publishing Ltd Printed in the UK & the USA
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where Hc is the usual nearest-neighbor Hamiltonian of pure
graphene. Using the fact that the lattice can be separated into
two interpenetrating triangular sublattices [20], A and B, the
Hamiltonian is given by

He = —1)_ |A)(Bil + |Bi)(Ail, )
i
where 1 &~ 2.79 eV is the nearest-neighbor hoping energy,
Hy=eY )] 3)
I

is the Hamiltonian due to impurities (¢ is the energy difference
between a carbon atom and a foreign atom) and |l) = |A;) or
|B;). The impurities are randomly distributed along the lattice
with concentration x.

In the limit & > ¢ the bands are separated, and we can
suppose that the wave functions on the carbon band do not
have amplitude in the impurity sites and vice versa, although
corrections are easily obtained by using a power series [21]
on t/e. Impurities are thus considered as holes in the pure
graphene lattice, and the bipartite character is preserved.
This allows us to renormalize the lattice using the squared
Hamiltonian [9], H2. By looking at the eigenvalues E> of H?,
this method leads us to separate the contributions for a given
energy as [22, 9]

E* =) "7 |c(E)? + Y (HOy(E)c}(B),  (4)

i J#i
where c;(E) is the amplitude of the wave function at site i
for an eigenenergy E. Here, sites i and j are no longer in a
honeycomb lattice; they belong to a triangular lattice which
results from a deletion of one of the bipartite lattices (see
figure 1) . Notice that in (4), Z; is the coordination of site i
in the original lattice with Hamiltonian H. The spectrum of
H? is basically obtained by folding the spectrum of H around
0. So, the states near the Dirac point, E = 0, become closer to
antibonding states in a triangular lattice, as shown in figure 1
where we plot the density of states (DOS) of the honeycomb
lattice p(E) and triangular lattice p(Ez). It is well known that
such states are frustrated in a triangular lattice. If disorder is
present this can lead to localization, since the wave function
tends to avoid regions of high frustration, producing a kind
of Lifshitz tail [19]. Thus, we can expect interesting effects
since the Dirac point corresponds to the antibonding limit in a
triangular lattice. Now let us examine such a scenario in more
detail.

Equation (4) contains two contributions: one is the
self-energy term, the other is the contribution in energy of
each bond. Clearly, each bond can raise or decrease the energy
depending on the sign of ¢;(E)c} (E). From (4), we define

E? = C1(E%) — C(EY) + C3(EY), )

where Cj(E?) = ZI-Z,~t2|ci(E)|2 is the contribution of the
self-energies, which depends on the Z; of the original lattice.
Cr(E?) = Z]’-#i(H%),-jlcj(E)c?‘(E)l, where the prime means
that one considers only those bonds whose product ¢;(E)cj (E)
is negative. This is the antibonding contribution. Finally,

C3(E?) is similar to C (E?), except that the summation is over

+
N +
- +
i +
+
Antibonding Bonding E’

Figure 1. Schematic diagram of the map that transforms a
hexagonal lattice into a triangular one. This is equivalent to folding
the spectrum of the graphene Hamiltonian, H, into the one of H?, as
seen in the DOS for each Hamiltonian. States near the Dirac point
become frustrated antibonding states on a triangular lattice. The +
signs, and zeros at each location in the spectrum represent
schematic phase changes between neighbors. The central state in H
is mapped into an antibonding state once the zeros are removed in
one of the sublattices.

bonds with positive ¢;(E)c} (E). To obtain a minimal energy
for a state, —C»(E2) + C3(E?) needs to be as low as possible
since C;(E?) > 0.

For pure graphene, the contribution of each coefficient is
shown in figure 2. As the coordination is Z; = 3 for every
site, and all |c;(E)| are equal, then C (E?) is a line at 3,
as seen in figure 2. There is a considerable variation of
the contributions C>(E?) and C3(E?) as function of E?; this
is a result of the degeneration in the spectrum. Thus, the
graph shows an envelope for C; and Cj3; in particular there
is a maximal variation at the Van Hove singularity located
at (E/ )? = 1. However, one clearly sees how the maximal
E?, corresponding to 9z, is obtained by making all bonds
frustrated. As the energy is decreased, C3(E2) goes down and
C>(E?) increases. The interesting region for conductivity is
around the Fermi energy, E> = 0, were there is a frustration
effect, i.e. there is a bonding and antibonding contribution
to the energy. The corresponding C and Cz values are
(3/27m) (23 + 47/3) ~ 3.65 and (3/27)(2v/3 — 27/3) ~
0.65, obtained simply by looking at the phase differences
of the minimal energy wave function on a triangular lattice.
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Figure 2. Energy contributions C; (E?) (self-energy), C»(E?)
(antibonding) and C3 (E?) (bonding) for pure graphene, (5). The
width in C>(E?) and C3(E?) is due to the degeneration of the
spectrum, which is maximal at the Van Hove singularity (E = 1).
Inset: amplification near the Dirac point. These results were
obtained from a diagonalization of H for lattices of N = 7688 sites.

These numbers are in excellent agreement with the numerical
simulations observed in the inset in figure 2. Such results were
obtained by a direct diagonalization of the operator H for a
lattice of N = 7688 sites, and confirm the hypothesis of the
existence of antibonding states around the Dirac point.

Now we introduce the impurities in H. From a direct
diagonalization of the operator H, we obtain figure 3 for N =
7688 sites. The behavior of Cj(E?) suggests an amplitude
reduction in carbon sites around impurity sites near £ ~ (
as the doping x increases, since if we write the coordination
and the amplitude as an average part plus fluctuation, Z; =
(Z) + 8Z; and |c;(E)|*> = (|c(E)|?) + 8|ci(E)|%, it is easy to
show that

Ci(EY) =31 —x) + Y _ 8ZiSlci(E)|* (6)
J#

where we used that (Z) = 3(1 — x), as obtained from a
binomial distribution [9]. The first term in (6) is in perfect
agreement for the highest energy, corresponding to the pure
bonding state. However, the last term in (6) is the correlation
between amplitude—coordination fluctuations. According to
figure 3, 8Z;8|ci(E)|? < 0and grows in magnitude as E?2 0.
Thus, there is an anticorrelation, and the amplitude tends to
grow in sites of lower coordination, i.e. around impurity sites.

Also from figure 3, we see that the spacings between
C>(E?) for different impurity concentrations x are always
bigger than the ones corresponding to C3(E?). Thus, figure 3
proves that there is an increase in the frustration term with x.
There are some points in figure 3 that go to zero value; those
points correspond to resonant states at impurities.

One of the interesting questions here is why C(E?) and
C3(E?) change in a different fashion. Is it due to an increased
number of frustrated bonds or is it a consequence of amplitude
changes in such bonds? In order to compare these variations
for C,(E?) and C3(E?), we introduce the average contribution
per bond

_ C(EY)

C3(E?)
2 - 9 =
Na/Nr

3= ;
Np/Nt

)

4
. C,

2 . ® *« x=0.01
2 4 x=0.035
$ ¢+ x=0.1

Resonant states
ol3 |
0.0 0.3 0.6
(E/t)?

4 <

21 X . * x=0.01
. Cz 03 AlX= 005
% * X= 0. l

O L T T T

0.0 0.3 0.6
(E/1)?

Figure 3. Energy contributions C; (E?) (self-energy), Cy(E?)
(antibonding) and C3 (E?) (bonding) for doped graphene. The
reduction of C5(E?) as x grows means that the antibonding
contribution goes down, and thus frustration is increased. A drop
near E? ~ 0 is also observed, corresponding to resonant states.
These results were obtained from a diagonalization of H for lattices
of N = 7688 sites.

where Ny is the total number of bonds where c;(E)c} (E) < 0,
Np corresponds to bonds where ¢;(E)c; (E) > 0, and Nt is the
total number of bonds without considering links to impurity
sites.

In this measurement scale it is evident that the
antibonding contribution has a wider variation when
compared with the bonding contribution as x grows (figure 4).
Also, in figure 4 we present Na as a function of E2. Since
Np = N1 —Na,, is clear that disorder increases N with respect
to Ng. However, the average amplitude on each antibonding
link is decreased with disorder, leading to higher frustration.
This is a consequence of the inequality Cj (E?) + C3(E?) >
C»(E?) obtained from (7) since C;(E?) decreases as (1 —
x) and C3(E?) has only small changes. Thus, C>(E%) must
decrease accordingly and the pseudo-mobility edge seems to
appear as a consequence of avoiding sites of high coordination
which leads to high frustration. When the spectrum of H>
is unfolded by taking the square root of EZ, this edge
is transformed in two edges, as shown using the inverse
participation ratio calculated in [9].

In conclusion, the problem of graphene with impurities
is mapped into a triangular lattice with holes. As a result,
the Dirac point turns out to be an antibonding edge,
where frustration effects are important due to the underlying
triangular symmetry.
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Figure 4. Top: average antibonding (A,) and bonding contribution

(A3) per bond as a function of E? near E> = 0 for different
concentrations x, as defined in (7). Notice how the antibonding

contribution diminishes more than the bonding contribution with x,
and thus the frustration per bond is increased. Bottom: total number

of antibonding bonds, Ny, as a function of E? for different

concentrations x. Since N increases and A, decreases for E2 — 0

and x — 1, frustration is rising due to localization effects.
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Electrical conductivity and resonant states of doped graphene
considering next-nearest neighbor interaction
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The next-nearest neighbor interaction (NNN) is included in a tight-binding
Kubo formula calculation of the electronic spectrum and conductivity of
doped graphene. As a result, we observe a wide variation of the behavior of
the conductivity, as happens in carbon nanotubes, since the Fermi energy
and the resonance peak are not shifted by the same amount when the NNN
interaction is included. This finding may have a profound effect on the idea
of explaining the minimal conductivity of graphene as a consequence of
impurities or defects. Finally, we also estimate the mean free path and
relaxation time due to resonant impurity scattering.

Keywords: graphene; disorder in graphene; electrical conductivity in
graphene; electronic conduction; electronic density of states; electronic
transport; mobility; tight-binding Hamiltonians; carbon nanostructures;
carbon thin films; carbon-based materials

1. Introduction

Graphene has attracted a lot of interest since its experimental discovery in 2004 [1].
The interest in this carbon allotrope [2] is partly due to its room-temperature
transport properties [3], as for example the high electronic mobility [4] and thermal
conductivity [5], profiling nano-devices based on graphene [6]. From the theoretical
viewpoint, charge carriers are described by massless Dirac fermions [4,7] as a
consequence of the crystal symmetry. However, in the construction of electronic
nano-devices, the use of pure graphene presents difficulties. For example, the
conductivity is difficult to manipulate by means of an external gate voltage, which is
a desirable feature required to build a FET transistor. This performance is related to
the Klein paradox in relativistic quantum mechanics [7], or from a more standard
outlook, as a consequence of the zero band gap. There are many proposals to solve
this problem; for instance, by using quantum dots [8], a graphene nanomesh [9], an
external electromagnetic radiation source [10,11] or by doping using impurities [12].
In fact, in a previous paper we showed that impurities lead to a metal-insulator
transition since a mobility edge appears near the Fermi energy [12]. This prediction
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has been confirmed in doped graphene with H [13], which opens the possibility to
build graphene-based narrow gap semiconductors [12]. Other groups have shown
that graphene exhibits n-type semiconductor behavior when doped with N, Bi or
Sb atoms; and p-type semiconductor behavior using B or Au atoms [14,15].
Still, there is much debate regarding the nature of the mobility transition, since in
two-dimensional (2D) scaling theory, it is predicted that all states are localized in the
presence of a finite amount of disorder [16,17].

The appearance of a mobility edge has its origins in the presence of resonant
states when low impurity concentrations are considered [12]. Both type of states,
localized and resonant, have an enhanced amplitude in the neighborhood of the
impurity. Nevertheless, resonant states only trap electrons during a short time. Using
a nearest neighbor (NN) tight-binding model, resonant states have been reported
near the Fermi energy [18]. Furthermore, an approximate analytical expression was
found for the resonant energy as a function of the impurity energy using the Lifshitz
equation [19,20]. Pereira et al. [18] also noted that there is a slight difference between
the resonance energy obtained from the Lifshitz equation, and the actual localization
of the sharp resonance in the density of states (DOS) when the impurity energy is not
so strong [18]. It is necessary to remark that only impurities with a self-energy greater
than the band width are able to produce resonant states [21]. The presence of next-
nearest neighbor interaction (NNN) shifts the Fermi energy and breaks the electron—
hole symmetry [22]. Including NNN interaction, the DOS displays a sharp peak
when a vacancy is considered like an impurity in the lattice [23]. Moreover, this peak
is smeared by the NINN.

The central topic of this work is to emphasize the different kinds of behavior in
the electrical conductivity due to resonances when NNN interactions are included, as
happens in carbon nanotubes [24]. Usually, the NNN interaction is not taken into
account in graphene tight-binding calculations [25], so here we propose a systematic
study of the subject. This study is important because there is a debate concerning
which mechanisms determine the charge carrier mobility [26,27], as well as the nature
of the minimal conductivity [3]. As we will see, an impurity can produce a sharp peak
or a smoothing effect in the electrical conductivity, depending on the charge doping,
temperature, strength of the impurity scattering and the value of the NNN
interaction. The interplay between such factors is subtle since, for example, the Fermi
level and the resonance energy are not shifted by the same amount when the NNN
interaction is included. It is worthwhile mentioning that the electrical conductivity at
high temperatures is determined basically by the electron—phonon interaction [2§],
while here we discuss only scattering by impurities. Thus, our results are relevant for
basically low temperatures. However, this case is important to explain the weak
temperature dependence of the conductivity, which is proportional to the carrier
concentration [4,29].

The layout of this work is the following. In Section 2, we describe the model and
the perturbative approach used to calculate the Green’s function for a NNN tight-
binding Hamiltonian of doped graphene. Section 3 describes the calculation of
Green’s function of pure graphene, which is used in Section 4 to calculate the
resonant energies. Section 5 contains the electrical conductivity calculations using the
Kubo-Greenwood formula. Finally, in Section 6 we present the conclusions.



Downloaded by [UNAM Ciudad Universitaria] at 08:44 05 September 2011

Philosophical Magazine 3

2. Model

As a model, we consider a pure graphene tight-binding Hamiltonian with
substitutional impurities at very low concentrations. Since there are no correlations
between impurities and the impurity concentration is very low, we can reduce the
problem to a single localized impurity in a graphene lattice. The behavior for a given
low concentration can be found by a simple implementation of the virtual crystal
approximation (VCA) [30]. Also, we will use the fact that the graphene’s honeycomb
lattice is formed by two triangular interpenetrating sublattices, denoted A and B [22].
The corresponding tight-binding Hamiltonian is

H ="Ho+ H, (1)
Ho=—t Z (a;,iba,/' + b;Jaa,i>
(il
1 3 (@ gy By by + g+ B b)) @)
(o
Hl == €<CZL’ /aO, l) or H] = €<b;’ lbo, 1) 5 (3)

where a, (a;, ;) annihilates (creates) an electron with spin o (6=1,]) on
site i at position R; on the A sublattice (an equivalent definition is used for the B
sublattice), #(~2.79¢eV) is the NN hopping energy, and 7 (~0.68¢eV) is the NNN
hopping energy [31]. ¢ is the energy difference between a carbon atom and a foreign
atom, and / is the impurity position.

Usually, the resonances are characterized by looking at the Green’s functions (G)
of H. Expressing G as a perturbation series in terms of G, (which is the Green’s
function corresponding to the unperturbed Hamiltonian Hy), a closed expression is
obtained for the local density of states (LDOS) in the impurity site / [30],

po(l; E)
11 —eGo(L,I; E)*’

p(l; E) = “4)
where Gy(/, [; E') and po(/; E') are, respectively, the Green’s function and the LDOS on
site / with H,.

The term |1 — eGy(/, [; E)|* cannot become zero for E within the band. However,
for certain values of ¢, this term is near to zero for a given E~ E,. Then, a sharp peak
in the LDOS will emerge around E,. This E, is associated with a resonant state
inasmuch as there is a different impurity energy level. If Im{Gy(/,/; E)} is a slowly
varying function of E (for E around E,), then the resonant energy will be given as a
solution of the Lifshitz equation,

1 — eRe{Go(L,1; E)} ~ 0. (5)

Furthermore, if the derivative of Re{G(/, [; E)} does not have a strong dependence
on E near E,, then [30],

1 2
11 —eGo(L,, E)*  (E— E)* 412’

(6)
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where I corresponds to the width of the impurity resonance,

_ Im{Go(L s En)}|
Re{Gy(l.1: ED}I

()

Thus, the resonant state effect is sketched by its location, E,, in Equation (5), and
its width, T, in Equation (7). These characteristics of the resonant state are inherited
from the behavior of the Green’s function, which is presented in the next section.

3. Green’s function of pure Graphene with NNN interaction

To solve the Lifshitz Equation (5), we need to obtain the Green’s function for
graphene with NNN interaction. Notice that analytical expressions are only
available for the NN interaction [32], and not for the NNN interaction. The
Green’s function can be obtained from,

1 1
Go(E) = |:desz E—I—l.S‘——E(k):| ) (8)

where s < 1 and E(k) is the dispersion relationship of Equation (2), and is given
by [22],

Ei(k) = £t/3 4+ f(k) — £f(Kk), 9)
f(k) =2cos (x/gkya) + 4 cos (\/75 kya) cos(g kxa> , (10)

where the minus sign applies to the valence band and the plus sign to the
conduction band. Around the Dirac point (K or K’), the momentum can be written
as k = K+ q, where q is a small vector. Then, Equation (9) up to second order is
given by [22],

, . 3ta
E.(K+q)~ 3¢ :|:7|q|

9ra*  3td® .
— T 2" Gin| 3( arctan & lq%, (11)
4 8 qy

where « is the carbon—carbon distance (a =~ 1.42 A).

To compute Equation (8), we used a square mesh in the first Brillouin zone of the
reciprocal space to evaluate the sum over states. The results are presented in
Figure 1. In Figure la, we show the result when the NNN behavior is absent (¢ =0).
For the case of pure NN interaction, the obtained Green’s function is in excellent
agreement with the analytical formula [32], while for the NNN interaction, our
results are similar to those obtained by other groups [18]. Notice how at zero energy
(corresponding to the Fermi energy for pure graphene, Ep), the imaginary and real
parts of the Green’s function cross at zero energy, resulting in a symmetrical
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(a) (b)

0.2}

=0t || = 0.2437¢

0

0.4 0.2 0 0.2 04 04 0.6 0.8 1
B/t B/t

Figure 1. (a) Green’s functions with nearest neighbor interaction and (b) with next-nearest
neighbor interaction. (The square mesh in the first Brillouin zone that was used to calculate
Go(l, I; E) is uniform and contains N=7.5 x 107 points, and s=2 x 107>))

behavior for ¢ around £=0, Equation (5). This symmetry is broken when ¢ #0, as
seen in Figure 1b. This is due to the fact that the real part of the Green’s function no
longer crosses the zero at EY = 37; this energy value matches with the zero value of
the imaginary part.

4. Green’s function of a single impurity in graphene

Once the Green’s function G, for pure graphene is known, we can compute G in
order to describe the resonant states. In the following subsections, we present the
corresponding results.

4.1. Local density of states
The LDOS can be calculated from Equation (4), since

poll; B) =~ Im{Go(l,1; B)). (12)

Using the calculated Gy, and considering strong impurities, i.e. ¢/t > 3, in Figure 2
we can see that the LDOS exhibits a peak at certain resonant energies for two
combinations of impurity self-energies ¢ and different NNN interaction 7. An
evident characteristic is that the resonant energy has a shift depending on the 7
parameter. This is a consequence of the shift in the ordinate axis of Re {G(/, /; E)},
as observed in Figure 1. Another characteristic that corresponds to the sharpest
LDOS behavior emerges when E, is near E%. From Figure 2, it is clear that the NNN
interaction radically changes the resonance properties when compared with the NN
case. Therefore, the NN interaction is not enough to describe the behavior of the
doped system. To see this, in the following section we calculate the position of the
resonant energy and the resonance width.
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(@) 0.2 : : (b) :
' =0.00t ——
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1= 0.2437¢ o
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Figure 2. LDOS calculated using Equation (4) for different values of € and ¢. (The parameters
used to generate the graphs are the same as those used in Figure 1.)

1.2 T T T
=000t —
t’ = 0.10t
08 I t' = 0.2437t
- Epft e
= i |
=2 0.4
O - -
-0.4

0.8

Figure 3. The E, = E(¢) curve defined by the Lifshitz Equation (5), for different values of the
NNN interaction . The Fermi energy for pure graphene including NNN interaction, EY, is
identified by a circle. (The parameters used to generate the graphs are the same as those used
in Figure 1.)

4.2. Resonant energy

In order to obtain E,, we need to solve the Lifshitz Equation (5). As a result, in
Figure 3 we present the energies E, that satisfy Equation (5) as a function of & for
different sets of 7. The main effect of the NNN interaction is a shift proportional to
Y, as expected from the first correction to the NN interaction in Equation (11).
However, the curvature of E(¢) in Figure 3 exhibits a slight difference as the NNN
hopping energy varies. Additionally, in the same figure we plot the Fermi energy Ep"
for pure graphene including the NNN interaction for a certain ¢ at which the
Fermi energy lies exactly at the resonance LDOS peak. In other words, the circles in
Figure 3 are the values of the parameters ¢ and ¢ where the electronic properties are
most affected, since electrons at the Fermi level have the exact energy of a resonant
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state and can thus be easily trapped for a certain amount of time around the
impurity.
For the NN interaction, Skrypnyk found that the position of the resonant state
near EY. in the asymptotic limit & — o0 is given by [19],
t E. |E;

- —Inl—
& t

(13)

The previous formula is in perfect agreement with our numerical simulations in
the same limit for #/ =0, as well as with another independent simulation [18]. Thus,
this is another successful limiting test case for the software. Using the idea of a rigid
translation of the spectrum, we can modify the previous expression to include the
NNN interaction as follows,

5 5 E, — 3¢ 1nEr—3z’
e 237 t t |

(Notice that the numerical factor in the above expression was not reported by
Skrypnykv and Loktev [19] since their dispersion relation was not normalized.) This
modified formula is in excellent agreement with our simulations.

Although the previous expressions follow the form of a rigid translation of the
spectrum with 7, the more realistic cases are those of small ¢, in which the effects of ¢
are important, since the resonance peak is not shifted by the same amount. As we will
see, this is important when one considers the effects on the electronic conductivity.

(14)

4.3. Resonant width

In Figure 4, we present the influence of the NNN interaction ¢ on the resonance
width T as a function of ¢!, The influence of the NNN due to the asymmetry in the
curves for ¢ # 0 is evident. Observe that the asymmetry leads to a reduced resonance
width for & < 0 when the NNN interaction increases. This means that the peak is
sharper and thus the lifetime of the resonance is increased.

On the contrary, the opposite is observed for & > 0; i.c. the lifetime of the electron
near the impurity is decreased by the NNN interaction. In the asymptotic case of
pure NN interaction, the observed behavior in our work is consistent with an
independent calculation of T" [33].

As was previously mentioned, the most important peak in the LDOS is located
near the Fermi energy. The ¢ value corresponding to that energy is clearly observed
in Figure 4, which is the graph corresponding to Equation (7).

5. DC conductivity
In this section, we evaluate the electrical conductivity (o) taking into account

resonant states and the NNN interaction. To do so, we use the Kubo-Greenwood
formula expressed as [30],

2
Oxx = f N/ dE T(E)(ag) (15)

E-H/«
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Figure 4. Resonant width, I', given by Equation (7) as a function of the impurity
self-energy, ¢ '. The figure shows asymmetric curves due to the NNN interaction.
(The parameters used to generate the graphs are the same as those used in Figure 1.)

where,

T(E) = Tr{pxlm{G(E)}pXIm{G(E)}} , (16)

and €, =34’ is the area of the primitive cell, fis the Fermi-Dirac distribution and u
is the chemical potential, which can be tuned by the external field (for example, with
a voltage applied in the lattice). p, is the momentum operator, given by the following
commutator,

pe="10x0 (1)

It is necessary to remark that here the Hamiltonian operator includes the next-
nearest neighbor interaction. Therefore, p, inherits this interaction and p, can be
written in terms of the momentum operator associated with the NN interaction as
follows. Consider first the momentum p, for NN,

N

imt imt
plxva = 7[)63 W] s — 72 Z (Rl - Rm)xWa (18)
=1 meNN

where we introduced the connectivity matrix defined as,

1 if m and n are NN
0 otherwise.

W(m,n) = { (19)

Using this connectivity matrix, the Hamiltonian without perturbation including the
NNN interaction can be rewritten as,

Ho = —tW — f(W? — 31), (20)
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Figure 5. Electrical conductivity calculated using the Kubo-Greenwood formula at low
concentration of impurities, C=0.01: (a) ¢/t =10; (b) ¢/t =—10. (All lattices have N~ 10%)

where 7 is the identity matrix. Taking the previous expression and using (18), we
obtain the corresponding operator for the NNN case,

NNN _ % [—OW — fOV? — 3T), 4],

Z/
= +;(p§NW+Wp§N). @1

The previous expressions were written into a computer program, in which we
considered a low concentration of impurities, C, introduced by adding the
perturbation H,; at different sites taken at random with a uniform distribution.
In Figure 5, we show the conductivity calculated using the Kubo-Greenwood
formula (15) for different values of ¢, and as a function of the charge doping. Figure
5 was computed at a fixed representative temperature, in this case kg7'=0.025¢V, to
highlight the main effects of the NNN interaction. Clearly, Figure 5 exhibits the
radical difference in the behavior of the conductivity due to the NNN interaction,
since a smearing effect, as seen in Figure 5a, can appear, or as in Figure 5b, a sharp
peak can be observed. In fact, if we look at the temperature behavior, we can also get
very different kinds of behavior of o.,. These changes are due to a subtle interplay
between the chemical doping, temperature, the NNN interaction and the impurity
type.

To understand the diverse behavior of o, in Figure 6 we show a sketch of the
“building blocks™ that appear in the Kubo—Greenwood formula, and how such
blocks are modified by the considered parameters. In each panel of the graph, on the
left we show the shape of the term 9f/dE, which corresponds to the ‘“‘thermal
selector”. At T=0, it becomes a delta function centered on the chemical potential
(i), while for T#0 it has a width of the order of kgT. The position of df/0F on the
energy axis can be externally modified by doping with charge carriers, resulting in
different positions of the Fermi energy (Ex — i) when compared with the equilibrium
value of such energy, denoted by Eg. The second building block is 7 (E), which can
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Figure 6. Schematic diagram of the Kubo-Greenwood formula which explains the effect of
the NNN interaction. The behavior of the two building blocks, the thermal selector of states
df/oE and the trace 7 (E), are shown on each panel. The position of the resonance energy and
Fermi energy are also shown. The following cases are considered: (a) e/t=10 and
(b) ¢/t =—10. Both graphs assume the case ¢/t =0.1.

be thought of as a quantum transmittance of the transport channels. Since the
Green’s function of doped graphene can be written as,

GolDe(l1Go
2
G GO+ZI—8G0(11) 22)

(where the sum is carried over impurity sites), 7 (E£) has two types of behavior. Near
the resonant energies, G is dominated by the second term in Equation (22), and G
can be neglected. As a consequence, a peak appears in the conductivity at the
resonant energy, as shown in Figure 6. Far from the resonance, G~ G,. Then we
recover the transmittance of pure graphene.

Now we can study how the two building blocks interact to produce many
different kinds of behavior. First, it is clear that variations in x and 7 can produce
peaks in the conductivity if the thermal selector coincides with the resonance peak.
The conductivity can be enhanced if, for example, at a certain temperature the
thermal selector begins to have an overlap over the peak of 7(E). The effect of the
NNN interaction is very subtle since in principle one can expect a simple translation
in energy of the spectrum. However, as stated in the previous sections, the rigid
translation of the spectrum is only valid at high e. According to our results,
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for realistic impurities there are deviations from such behavior, and thus Er and E,
are not rigidly translated, i.e. the distance | Eg — E;| depends on the NNN interaction.
Since the conductivity depends a lot on this factor due to the position of the thermal
selector, the resulting effect of the NNN happens to be very important. Also, the
resonant peak energy is changed depending on the kind of impurity. As a result of all
these factors, we can expect wide variations in the conductivity when disorder is
present, as has been observed experimentally in carbon nanotubes [24], and very
recently in graphene [34,35]. Furthermore, the present work gives clues about the
nature of the minimal conductivity in pristine graphene, since two kinds of
mechanism have been proposed to explain the phenomena: the presence of disorder
or the tunneling of evanescent waves [3]. Here, we show that the conductivity is very
sensitive to disorder and does not produce a universal value for such conductivity, in
agreement with the results of Ziegler [36].

Finally, the scattering term in Equation (22) allows us to define a relaxation time,
7,, measured in seconds, as follows,

1 N; im

p
Ty N ’ ( )

where Njp, is the total number of impurities and P is the total transition rate due to
scattering. Notice that P has units of inverse seconds and is given by summing over
all transition rates (the probabilities per unit time) [30],

P=Y orr, (24)
.F

from an initial state |Z) to a final state |F),

orr = f1(1 = fr)Wzr. (25)
Using the Fermi golden rule,
2 )
sz=7|<f|QII>I 8(Er — E7), (26)
where
2
e
FIOIT))* =
(FIOIZ)] 1= eGol L)
2
1 r a7

T 203l B (E — E;) + T2

After steps similar to those used to get the Kubo—Greenwood formula [30], we
obtain,

enlsT [~ o
pcrl / a Q(é“)(%), (28)
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where,
2 2
p~(E) r
AL ~ 5 o (29)
/0()(1’ E;) (E—E) +T
Far from the resonance peak, E,, and near E,
1 |E— EY
~ ) 30
p(E) N (30)
then the scattering term Q(FE) is given by,
1 1 r? E — EV?
AUE) ~ 5 5 | 4F| : (31)
372 oyl Ex) (EY — E,)” + T2 ¢

At T=0, for the resulting relaxation time obtained from a straightforward
evaluation of Equation (28) using (31) and remembering that E% = 37, we obtain

A 4C kT 2 |Ep — 37
Y 3hpy(LE)@BY - E) 412 4

(32)

Thus, the mean free path (£) is £~ v, which goes as Eg°.

6. Conclusions

We have studied the effects on the spectrum and electronic conductivity of
low concentrations of impurities in graphene when the next-nearest neighbor
interaction is considered in a tight-binding approximation. Although the electronic
spectrum is basically similar to the case of pure nearest neighbor interaction, the
conductivity is much more affected since the Fermi level and the resonance peak are
not shifted by the same amount, resulting in a wide variability of the conductivity, as
happens with carbon nanotubes [24]. As a consequence, the minimal electrical
conductivity for graphene with disorder depends on the particular kind of
impurity scattering. This assertion has been confirmed very recently by using
different kinds of samples [37]. For pristine graphene, our results suggest that the
universal value of the minimal conductivity cannot be explained by disorder, in
agreement with the ideas of Ziegler [36]. An alternative explanation is the tunneling
of evanescent modes through the Dirac point [3,37] . Finally, we obtained the
relaxation time in graphene due to impurity scattering, which leads to a large
electronic mean free path.
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