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[V. Propiedades opticas de
materiales granulares

Rubén G. Barrera

RESUMEN

En ¢l presente trabajo se sefala la importancia de los materiales
granulares en la preparacion de nuevos materiales con propiedades
fisicas especiales. El estudio se centra ¢n sus propiedades Gpticas,
y en €l se presenta una nueva deduccion de la férmula de Maxwell
Garnett para el calculo del indice de refraccion efectivo de un
medio granular. Se parte de un modelo bien definido de esferas
polarizables inmersas en una matriz homogénea; la deduccion se
realiza como una aproximacion de campo medio. Esta deduccion
estd exenta de las impresiciones y equivocaciones tipicas prove-
nientes del largo alcance de las fuerzas dipolares. Finalmente se
apunta la importancia de este tipo de férmulas en el diseno de
nuevos materiales y se menciona someramente las contribuciones
de nuestro grupo de investigacién en esta drca de conocimiento.

INTRODUCCION

on respecto al titulo del presente capitulo quisiera apuntar que
por propiedades Opticas me refiero a los efectos de la materia
cuando la luz incide sobre ella; son las caracteristicas que nuestro
ojo percibe como color, transparencia, opacidad o brillo. Por
biro lado, por materia granular me reficro a los sistemas inhomogéncos
mpuestos por pequenos granos, y los primeros ejemplos que nos vienen
la mente son las arenas, los suclos, las rocas, las emulsiones, los
bides y todos los materiales policristalinos. Sin embargo, lo granular
de la materia depende también del tamano que queramos asignarle a
los granos; por ejemplo, si se considera a los atomos y las moléculas
fambién como pequenos granos, entonces, cn este sentido extremo, toda
lamateria seria granular. Aqui se va a considerar que los granos son de un
famafio tal que todavia pueden ser descritos por la fisica macroscopica.
n especial, nos ocuparemos ¢n sistemas de inclusiones nanométricas

jimersas en una matriz homogénea. A este tipo de sistemas actualmente

s¢ les conoce como “compositos” 0O materiales compuestos, nombre que

proviene del inglés composite y que lo vemos ya frecuentemente aparccer

wmo nombre comercial en ciertos productos, como las raquetas de tenis. 59
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La fisica de los materiales compuestos gira en torno a un problem
extremadamente interesante. Imaginemos que tenemos dos tipos de ma
teriales de los cuales conocemos algunas de sus propiedades fisicas, co
su transparencia o su dureza. Imaginemos ahora que molemos esto
materiales hasta pulverizarlos y que después los mezclamos, y ya mezda
dos, los compactamos. Ahora nos preguntamos si las propiedades fisica
de este nuevo material compuesto pueden deducirse de las propiedad:
fisicas de los materiales originales. Por ejemplo, si se conocen los indice
de refraccion o los coeficientes de compresibilidad de los materi
originales, cabe preguntarse si en términos de ellos podemos calcular
indice de refraccién o el cocficiente de compresibilidad de la mezcla. Ps
quicnes estdn acostumbrados a calcular las propiedades macroscopica
de un sistema a partir de sus propiedades moleculares, la respuesta
obviamente afirmativa, que si es posible; el problema es cémo. Es de
como obtener las propiedades del nuevo material en términos de las pIo-
piedades de los materiales originales y de la forma en que se mezclaron
A las propiedades del nuevo material resultante de la mezcla se les llama
propicdades efectivas y asi se habla de un indice de refraccion efectiv
o de un coeficiente de compresibilidad efectivo. A las teorias dedicadas
al cdlculo de estas propiedades efectivas se les designa con el nom
genérico de teorias del medio efectivo (ETOPIM3, 1994). La idea es
el nuevo material se sigue comportando como un sistema homogéneo
equivalente pero caracterizado por un conjunto de propiedades efectivas,
Esto implica que la longitud de onda del campo con el que se excita ¢l
material es mucho mayor que las dimensiones lineales de las inclusiones,
ya que, de no ser asi, existirian procesos de dispersion e interferencia que
generarian ondas incoherentes (difusas) y fenémenos de localizacion que
no pueden ser descritos en términos de las propiedades de un sistema
homogéneo equivalente.

Aqui nos restringiremos a las teorias del medio efectivo. Pero aiin ast
esta tematica es demasiado amplia, pues hay una multitud de propiedades
fisicas con diversos grados de interés. En el campo de las aplicaciones s
busca hoy, por ejemplo, disefiar materiales compuestos con propiedades
elasticas especificas que combinen, por decir, caracteristicas especiales d
dureza, ligereza y resistencia al impacto. Por el lado de las industrias
extractivas hay interés por estudiar el flujo de liquidos (agua y petroleo) a
través de materiales porosos (rocas) y su respuesta ante campos eléctricos
externos. La industria de pinturas y recubrimientos trata de entender las
propiedades opticas de sistemas compuestos de inclusiones (plgmentos’)
en matrices de material transparente (polimeros).

Como se avisa en el titulo de este capitulo, aqui el interés reside en
las propicdades opticas. Por ello nos concentraremos en las teorias del
medio efectivo dedicadas al calculo de la funcion dicléctrica y el indice
de refraccion. El sistema granular mas sencillo consiste en considerar
un conjunto de inclusiones esféricas dispuestas al azar e inmersas en
un medio homogéneo. De ahi partiremos para sefalar los problemas
més importantes que aparecen al tratar de resolver este problema y las
dificultades mds serias para encontrar soluciones a problemas analogos
con geometrias mds complicadas. Veremos en detalle la teoria de campo
medio y presentaremos una deduccion detallada de la férmula de Maxwell




partir de un modelo microscopico. A esta formula se le conoce
en la teoria de liquidos, como la relacion de Clausius—Mossotti.
uccién mas conocida de esta relacion fue la dada originalmente
orentz en su libro Teoria de electrones a principios de siglo (Lorentz,
que utilizé argumentos heuristicos. La deduccién de esta relacion
de un modelo microscopico ha dado lugar a un gran numero de
que varian en claridad, precision y validez (Barrera et al., 1988
93). El problema fundamental reside en como tratar correctamente
omedios del campo dipolar, ya que éstos pueden dar lugar a
les divergentes o condicionalmente divergentes. Asi como hay
que colecciona rocas, timbres postales o monedas, a veces Creo
rfa también interesante coleccionar deducciones de la relacion de
us-Mossotti. Que exista tal variedad de deducciones implica, a mi
er, que en su proceso 16gico-deductivo existe un juego delicado
ezas. Aqui presentamos una nueva deduccién que, en mi opinion,
completamente limpia de los sutiles problemas de convergencia. Esta
ccion fue elaborada en estrecha colaboracién con Carlos Roman,
ante de doctorado, y Pier Mello, investigador de nuestro instituto.
también criticas y agudos comentarios del profesor Frank Forstman
Universidad Libre de Berlin.
adelante sefalaremos muy brevemente las contribuciones de nues-
po de investigacion en el drea de propiedades opticas de medios
¢s. Como fruto del andlisis de la funcién dieléctrica efectiva de
istema granular esperariamos poder entender, por ejemplo, por qué
iguos constructores de catedrales lograban en sus vitrales un color
sura muy hermoso, anadiendo al vidrio incoloro un poco de polvo de
mente molido. Y cémo era posible cambiar la tonalidad del color
vidrio dependiendo de la cantidad de polvo afiadida. Esperariamos
r entender también por qué durante la crisis energética de los anos
nta surge en los programas de desarrollo de energia solar el estudio
% cermelts como materiales capaces de ser utilizados como colectores
res. Los cermets son materiales compuestos por pequefas inclusiones
jcas inmersas en una matriz cerdmica.

MODELO MATEMATICO

ro imaginemos un conjunto de N > 1 esferas de radio a, con una
n dieléctrica & y cuyos centros en posiciones {R;} s¢ encuentran
ibuidos al azar en el seno de un material homogéneo caracterizado
‘una funcién dieléctrica £p. Se coloca ahora un campo eléctrico (la
con vector de onda k, tal que ka < 1. Este campo eléctrico inducira
s en las interfaces entre las esferas y la matriz produciendo una
arizacion, es decir, induciendo en ¢l sistema un campo de polarizacion
definido como ¢l momento dipolar inducido por unidad de volumen.
relacion entre este campo de polarizacion Py el campo eléctrico
edio E en el sistema es lo que define la susceptibilidad eléctrica
va, la cual esta a su vez relacionada con el indice de refraccién, en
0s términos se expresan las propiedades 6pticas del sistema.

Se comienza por escribir el modelo matematico que describe este sis-

Propiedades opticas de
materiales granulares

61




dpapensano ol iesigton tema dentro de la llamada} apf'oxi.maci(’?n dipolar. En esta faproxin.lacié'
en fisica considera que el campo eléctrico inducido en cada esfera tiene tGnicam:
un carécter dipolar. Esta aproximacion sera vilida siempre y cu
el campo eléctrico responsable de la polarizacién de cada esfera
pricticamente constante a lo largo de las dimensiones de la esfera; y
sera vilido cuando la concentracion de esferas no sea muy grande
consiguiente, el momento dipolar p; inducido en la i-ésima esfera esta
determinado por el siguiente sistema de ecuaciones:

pi = & Efxt+z.'i:(j'pj ;
7

en donde los indices iy jvan de 1 a N, & = a*(gs — &p)/ (&5 + 26)i
la polarizabilidad de las esferas, Ef*' es el campo eléctrico externo en
[-ésima esfera y Ty - pj es el campo eléctrico en R; producido poré

dipolo p; en Rj, y en donde:
:i:ff = (1-64)ViVi(1/Ry).

La cantidad entre paréntesis en (IV.1) se llama el campo local, de
a que es el campo responsable de la polarizacién de la esfera i, y
dado por la suma del campo externo més los campos en R; provenients
de todos los demas dipolos inducidos en el resto de las esferas
término (1 - 6j) en f,-j aparece porque en el campo local se exclu
interaccion de una esfera consigo misma. La solucion formal del sistems
de ecuaciones (IV.1) se puede escribir asi:

— =1
pf o= UI_] : EjXI|

— =

1 S : :
en donde Uy; representa el elemento ij del inverso de la matriz
—r 1 L d —
UJ’k = a 1 5Jk = T_jk,

y el campo de polarizacién (macroscopico) en R esti dado por:

P(R) = <Z pi (R — R,-)> :

En esta dltima expresién el simbolo (...) representa promedio. Y és
puede ser un promedio de ensamble, o cualquier otro tipo de pro
dio que borre adecuadamente las fluctuaciones microscépicas espaci
Ahora bien, dado que T Jjk depende de la distancia entre pares de
feras y las esferas estan distribuidas estocasticamente, los elementos
la matriz Tjk tienen una distribucion estocistica. Por consiguiente
solucion del sistema de ecuaciones (IV.1) requiere que se invierta
matriz estocdstica de dimensiones 3N X 3N, para posteriormente rea
un promedio de ensamble, lo cual resulta ser un problema harto com

cado que ha desafiado la capacidad y el ingenio de muchos de nuestros
62 mejores cientificos.




s IV.1. Esferas localizadas al azar en presencia de un campo eléctrico externo. Las
punteadas representan, esquemdticamente, los momentos dipolares inducidos, y

flechas solidas representan el momento dipolar promedio.

TeoRriA DEL CAMPO MEDIO

Aqui presentaremos una solucién aproximada del problema antes mencio-

dentro de la llamada teoria del campo medio. Para esto combinamos
rero las ecuaciones (IV.1) y (IV.5), es decir, tomamos el promedio
ensamble en ambos miembros de la ecuacion que determina el valor
los dipolos inducidos, y escribimos:

P(R) = xn(R) |[E™(R) + ﬁ <Z T(R-R))  pjoR - Rr)> :
b J (1V.6)
en donde T(R — R) = VRV&(1/IR - Rjl) y:

n(R) = <Z S(R — R,~)> (IV.7)

la densidad (macroscopica) del nimero de esferas en R. La apro-
acion de campo medio (CM) se realiza cuando suponemos que los
‘momentos dipolares inducidos {p;} se aproximan por el momento dipolar
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promedio (véase la figura IV.1), es decir,

_ P(R))

j . IV.§)
P n®;) "3
Por lo tanto, si sustituimos (IV.8) en (IV.6), podemos escribir:
P(R) = an(R) [E“‘(R)
. ; AT 6(R—R)S(R —R))) ;5.
5 f FR-R) - PR 2 n(R);)(R,) P

En esta aproximacion se estan despreciando las fluctuaciones de los mo
mentos dipolares inducidos, ya que cada uno de ellos se est sustituy
por su valor promedio. Por lo tanto, ir més alli del campo medio sig
ficaria tomar en cuenta las susodichas fluctuaciones. Ahora introducim
en (IV.9) la funcién de correlacion g(R, R') definida como:

<Z SR - ROSR - RJ)> = nR)n(R)HG(R,R), (IV.10)

y

para poder escribir la siguiente ecuacién integral:

P(R) = an(R) [E‘”“(R) + / T(R-R) - gR,RPR)AR'|, (IV.1)

que debe satisfacer el campo de polarizacion macroscépica. La funcion

g(R,R’) es proporcional a la probabilidad de encontrar el centro (
una esfera en R, dado que existe ya una con centro en R. Dada
impenetrabilidad dc. las esferas tenemos que g = 0 cuando IR-R'| <2
g = 1 cuando |R—- R'| — oo, debido a la ausencia de correlacion a grand
separaciones. En realidad, g — 1 a distancias de orden microscdpico, po
ejemplo, en un sistema de esferas duras macroscopicamente homogéneo,
en equilibrio termodindamico, g — 1 a distancias de unos cuantos radios a

Si ahora recordamos que la definicion usual de la susceptibilidad
eléctrica (macroscopica) X, €n un sistema macroscopicamente homoge-

neo ¢ isotropico, esta dada por:
P = XME, (Iv.12)

donde xar es un escalar y E es el campo eléctrico promedio (ma-
croscopico). Si nuestro objetivo es el célculo de xp, debemos entonces
encontrar la relacién entre E y E™, con el fin de sustituir E** por E
en (IV.11). En términos del campo (macroscopico) de polarizacion P(R)
esta relacion es inmediata y se puede escribir asi:

E(R) = E*(R) — Vi f ﬁ;‘"(i)l d°R" - Vg f Pﬂ:) Rdla . (IV.13)

en donde ppoi(R) = =V - P(R) es la densidad volumétrica de carga de
polarizacién (macroscopica), la region de integracion V corresponde al




1 del sistema y X es la superficie que lo delimita. Por lo tanto,
término en (IV.13) corresponde a la contribucion debida a la
larizacion volumétrica, mientras que el tercer término corresponde a
ntribucién al campo promedio debida a las cargas de polarizacion
idas en la superficie del sistema.

mbinar por dltimo (IV.11) y (IV.13) y haciendo un poco de
ra, la cual detallamos en el apéndice, podemos obtener finalmente
ion integral resultante para P(R) en términos del campo eléctrico
i0, la cual escribimos asi:

P(R) = nu [E(R) £ L - T(R,R) - P(R')} . (IV.14)

nde el kernel E(R,R') es la version no-local del llamado tensor de
, y estd dado por:

R) = —ZIEVR [Tﬁ—l—R'l] (1 - g®R,R))Vk + VR'g(R,l({I'zl 1 :

) es la region del espacm ocupada por el volumen de una esfera
trada en R, con un radio minimo b, tal que g = 1 para toda |[R— R| >

, Dado que 1 — g(R, R) y Vx'g(R,R) tienden rapidamente a cero en
R-R| mayor que b, es importante hacer notar que la integral que
ce en (IV.14) es independiente del radio de V(R), siempre y cuando
sea mayor que b y de dimensiones microscopicas.

r otro lado, la interpretacion fisica de (IV.14) es realmente muy
activa. La cantidad entre paréntesis cuadrados no es otra cosa que el
mpo local promedio, y éste es la suma del campo eléctrico promedio
) mds un segundo término, que puede escribirse asi:

PRY o o
fv,,(R) P PRR-R)&R, (IV.16)

1

y que corresponde al campo eléctrico en R producido por una densidad
de carga:

PR)=~(1-gR.R)ppa(R) + Vi [g(R.R)] - PR),

en donde ppol(R') = -V - P(R) es la densidad volumétrica de carga de
izacion (macroscopica).

nsideremos ahora un sistema macroscopicamente homogcneo e
ropico, entonces n(R) = N/ V=mn,y g, R') sera una funcién
[R-R’| en vez de una funcién de Ry R’ por separado. En este caso,
acion integral que aparece en (IV.14) se reduce a:

P(R) = n« lE(R) + fvb(m L(R-R]) - PR)|. (IV.17)

Hay que hacer notar que la suposicion de homogeneidad no es valida
en la region cercana a la superficie del sistema (region superficial), en la
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cual L ya no seria una funcién de |R — R'|. Ahora bien, si consideramos
el caso en el que P(R') no varia apreciablemente en la regién en la cua
(1-gIR —R'|) es distinta de cero, entonces podemos sustituir P(R)
P(R') en la integral que aparece en (IV.17), y sacarlo de la integr
este caso se le conoce como el limite local. Si consideramos ahora
Vr(1/IR=R'[) = —Vg'(1/|R =R']), y que la integral sobre R resu
ser independiente de R, podemos entonces tomar R = 0, como o
en la integracion, y la ecuacion integral (IV.17) se reduce a la ecuacio

algebraica:

P(R) = na [E(R) + 4L - P(R)], (IV.18)

en donde: 1 i
o st (=) VegR) PR’
L=/ vr (R,)VRQ(R)dR (V.19

se convierte en un parametro geométrico independiente de b y ligado a
g(R). Por otro lado, la interpretacién fisica de (IV.18) es muy clara.
cantidad entre paréntesis cuadrados es el campo local promedio, el
es la suma del campo eléctrico promedio (macroscépico) E(R) mas:

4L - P(R) = fvh %VR'Q(R') - P(R)A'R, (IV.20)

densidad de carga dada por Vrd(R') - P(R). Por ejemplo, en el caso
que g(R ) sea aproximada por una cavidad esférica, es decir: '

0; R<2a :
g(R) = (IV.21)
iz iRe=2g
entonces: , e
Vrg(R)=nd6(R -a), (Iv.22)
en donde i’ = R'/R". En consecuencia, la integral de volumen que

aparece en (IV.19) se convierte en la integral de superficie:

ani - P(R) = /S %P(R)-da' 4—’TP(R) (V.23

En ésta, la region de integracion S, corresponde a la superficie de una
esfera de radio 2a. En este caso 47TL - P(R) es el campo eléctrico en
el centro de una esfera producido por una densidad superficial de carga
P(R) - @i sobre la superficie de la esfera. Pero ésta es precisamente la idea
en que se basa el conocido método de Lorentz para el cdlculo del campo
local promedio (Lorentz, 1952). En este método se construye una cavidad
esférica (esfera de Lorentz) de radio arbitrario, y el campo local promedio
estd dado por ¢l campo eléctrico promedio E mds el campo producido
por las inclusiones dentro y fuera de la esfera. Las inclusiones fuera de
la esfera se obtienen en la aproximacion del continuo, y la contribucion
de las que se encuentran dentro de la esfera se desprecia en virtud de
su posicion aleatoria. Si se supone ahora que el campo de polarizacion
en ¢l sistema es constante y esta dado por P, la contribucion de las



s fuera de la esfera es simplemente —P - n. Por consiguiente,
po local promedio viene a estar dado exactamente por la misma
que la correspondiente a una funcién de correlacion dada por
ad esférica. Si agregamos el hecho de que el resultado 47TP/3
ndependiente del radio de la esfera, concluimos que nuestro anlisis
a que es posible adjudicarle una realidad fisica a esta esfera (de
), puesto que ésta corresponderia a la funcién de correlacion g
 ésta se aproxima por una cavidad esférica. Sin embargo, lo que
mostraremos es que el resultade de (IV.23) es mas general de lo
parece. Para ello, partiendo de (IV.19), tomemos la traza del

- 1 : 7
TTL = — Vg (-}-;') - Vr'g(R )dq’R ) (IV24)
Vo R

1 cual se puede escribir, después de una integracion por partes, asi:

Vf.u 1 1 r ’ ’ ’

[ v (=) -a —/ R)S(R)YEFR | =1. av.2s
[4TrsbR(R) : v,,g()()R ( )
Sp es la superficie de una esfera de radio b, y hemos utilizado que
1, V3(1/R) = 41t6(R) y g(0) = 0. Por consiguiente, para cualquier

‘de correlacion con simetria esférica, se tiene que Tr L = 1. Pero
por la condicion de isotropia es fuerzoso que:

L=41TE =11, (IV.26)

Asf podemos escribir finalmente:
L 4m
P(R) = nx |E(R) + —S—P(R) " (Iv.27)

resultado es valido para cualquier funcién de correlacion con simetria
ica. Lo mds interesante de esta relacién es que no depende de la
a explicita de g(R), sino solo de su simetria.

despejamos ahora P(R) de (IV.27), utilizamos la definicién de la
ptibilidad xpar dada en (IV.12) y definimos la funcion dieléctrica
0scopica €y como:

€p =1+ 41X, (IV.ZS)

emos la conocida relacion de Clausius—-Mossotti (Jackson, 1973):

1+ $n/3)na
11— (@m/3)nx’

€M (1v.29)
donde el subindice M denota la caracteristica macroscopica. Esta
acion deducida por Clausius y Mossotti en el siglo pasado fue hecha
ndo en liquidos, en donde & representa la polarizabilidad de las
culas (Landauer, 1978). En el caso de tener un medio compuesto
ado por esferas con funcién dieléctrica €s5(w) inmersas en una matriz
génea con funcion dieléctrica €p(w), la polarizabilidad efectiva
®(w) de las esferas estara dada entonces por:

3 €s(w) — €p(w)
€s(w) + 2€p(w)’

x(w)=a (IV.30)
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en donde w es la frecuencia del campo electromagnético. Si sustitui
ahora esta forma de la polarizabilidad en (IV:29) se obtiene la férm
de Maxwell Garnett. Por cierto, la relacién entre Maxwell Garnett y
gran James Clerk, es a través del sefior Garnett, asistente de laborato
de James Clerk. Tal era la admiracién que el senor Garnett le te
al gran James Clerk, que cuando tuvo un hijo lo llamé J. C. Maxwell
Garnett.

Lo valioso de la deduccién de la férmula de Maxwell Garnett aqui
presentada no es s6lo el mostrar que dicha deduccién puede realizarse
de la manera mas limpia posible, sino que también se puede generalizar
a sistemas, por ejemplo, con inclusiones no-esféricas, en donde ya no ¢s
posible extender de manera tnica el método de Lorentz.

Por altimo, hay que resaltar que, en la férmula de Clausius—Mossotti o
Maxwell Garnett, el tnico pardmetro estadistico del sistema que aparece
en la férmula es la densidad del niimero de esferas n. Siendo ésta
una teoria del campo medio, uno esperaria que también apareciera la
funcion de correlacion g. No obstante, como ya se mostré antes, lo
tnico que importa de g es su simetria esférica, lo que da lugar al factor
1/3 en (IV.26). Esto ha sido bueno y malo. Bueno, porque la formula
es muy simple y requiere poca informacién sobre la microestructura
del sistema, y malo, porque en los diversos intentos de generalizar esta.
formula a sistemas mds complejos se buscaban siempre formulas en donde
también el Ginico parametro estadistico fuera n. Sin embargo, siguiendo
el mismo procedimiento mostrado aqui, puede probarse que esto es
una “casualidad” vlida s6lo en el caso de esferas en tres dimensiones,
Si considerammos, por ejemplo, un sistema desordenado de esferas en
un plano o un sistema desordenado de esferoides en tres dimensiones
(Barrera et al., 1993), la teoria del campo medio da lugar a férmulas en

donde aparecen explicitamente, como era de esperarse, ambos parametros
estadisticos n y g.

PROPIEDADES OPTICAS

Las propiedades 6pticas de un sistema estan dadas por el indice de
refraccion A(w), el cual estd relacionado con funcién dieléctrica €(w)

de la siguiente manera:
n(w) = /e(w). (Iv.31)

En general, €(w) es una funcién compleja cuya parte imaginaria estd
relacionada con la disipacién de energia en el sistema. Por ejemplo, los
polos de a(w) en (IV.30) estan dados por:

€s(wy) + 2ep(wy) = 0, (Iv.32)

que define la frecuencia w, a la cual el sistema absorbe energia. Esta
frecuencia es precisamente la frecuencia de los modos dipolares propios
del sistema. En el caso de una esfera metilica en el aire, esta frecuencia es
w,,/\/i, en donde el metal esta modelado por un gas de electrones libres
y @y es la frecuencia del plasma. Es facil ver ahora que esta frecuencia va
a cambiar cuando tenemos, en vez de una esfera, un sistema de esferas




al azar con una funcién dieléctrica €p; dada por la férmula
ell Garnett (IV.29). En este caso las frecuencias de absorcién
dadas por los polos de €y, es decir:

1- 4Twlmx(ou,) = 0. (IVv.33)

1 ser que con respecto a las frecuencias de la esfera aislada, el
‘de esferas desordenadas sufre un corrimiento hacia el rojo como
| de su fraccion de llenado f = (N/ \/)47?(:43 /3. Entre mayor es
n de llenado, mayor es el corrimiento. Puesto que el color esta
1ado con las frecuencias de absorcion del material, ello explica por
color de una pequena esfera de oro aislada es diferente de la de
ma de muchas esferas. Esto abre la posibilidad de hacer ingenieria
riales y de disenar materiales con frecuencias de absorcion dadas
0.

ucho del trabajo de nuestro grupo de investigacién ha consistido en
is alld de la aproximacion del campo medio e incluir los efectos de
aciones de los dipolos inducidos. Este es un problema complejo
que, sin embargo, hemos logrado avances (Barrera et al., 1988,
y b, 1990, 1992 y 1994). También hemos considerado los efectos
iones no-esféricas (Barrera et al., 1993), y actualmente estamos
ndo simulaciones numéricas que incluyen los efectos multipolares
ructura misma del desorden (Noguez y Barrera, 1994 y 1998).

.

APENDICE

apéndice detallamos la deduccion de (IV.14) a partir de (IV.11), lo
uivale a eliminar el campo externo E**' de la ecuacién integral para
mpo de polarizacién en favor del campo macroscopico E. Nuestro
0 de partida es (IV.11), en la cual eliminamos E**' a través de (IV.13)
btener:

P(R) = an(R) [E(R) - Vg fv wdﬁ( + vRﬁ; %

+ f TR-R) - g(R - R’)P(R')].
(1V.34)

struyamos ahora una esfera centrada en Ry de un radio minimo b tal
= 1 para toda |R —R'| > b, y denotemos esta region del espacio
o Vp(R). También vamos a suponer que b es del orden de unos
s radios a, lo cual es cierto en la gran mayoria de los nanosistemas
s hasta ahora en el laboratorio. Con esta definicién y utilizando
T(R-R) = —VgVg(1/|IR=R'|), la tercera integral en (IV.34), a
e denotaremos como I3, se puede escribir entonces asi:

= - VrVr(1/IR=RD| - PR)AR
1=~ [, VRV /IR =R D] - PR)

(IV.35)
—[/ [VeVi(1/IR-R'])] - PR)GR,R) AR
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Al integrar por partes, se tiene:

- -P(R)] . PR) - da’
I‘-+_fr|/-v,,(,tz)‘\7 [ IR - R’| ]dR V./ "IR-RT

Una ventana hacia la investigacién
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(1v.36
o /;/.,(R) i [If—l_R']] Ve - [PR)gR.R)| &K

Ahora se observa que la _primera integral de la derecha en el integrand
no es singular en R = R’ y que, por lo tanto, I puede reescribirse ast

13=fvvx P(R)J &R - v fP(R) da :

|R R'| IR —R'| '\
= [ V5 ] T - [0 - s Y P@R)) 2R

(Iv.37)
IR-R]

Si ahora combinamos (IV.34) y (IV.37) obtenemos que el campo d
polarizacion queda determinado por la siguiente ecuacién integral:

P(R) = om(R){E(R) —]V V [II{%R—I] Vi - [(1- g R)PR)] f
(IV39)

de la cual se deduce inmediatamente (IV.14).
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