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·1· Introducción

Si uno ojea artículos de los años veinte del siglo pasado en revistas cientí�cas

de la época, como el Philosophical Magazine �una de las más antiguas revistas de

ciencia existentes�, puede encontrar candentes discusiones sobre las propiedades

ópticas de materiales anisotrópicos, involucrando a personajes de la talla de William

Bragg1.

Sería difícil pensar que pasado todo este tiempo se discutan asuntos sencillos

sobre el tema como saber cuánta luz re�ejan estos materiales. Sin embargo, hay

artículos que se lo plantean aún a �nales de ese siglo[2].

Aún pasada la primer década de este nuevo milenio, seguimos hablando del

tema, con nuevas perspectivas que ideas relativamente recientes le han permitido

a la óptica y la ciencia de materiales tomar. En 1967 Víctor Veselago hizo la primer

mención al concepto de refracción negativa [3], y en la orilla del siglo se realizó una

primer propuesta [4] para construir un material en el que el fenómeno se pudiera

observar.

El origen de los metamateriales �materiales diseñados para obtener caracterís-

ticas heredadas no solamente de su composición, sino también de su estructura�

[5], [6], [7] ha permitido extender en particular las propiedades ópticas para en-

contrar comportamientos que antes no eran posibles. Como ejemplo, la actividad

magnética, que en los materiales naturales es despreciable a frecuencias ópticas

[8], puede obtenerse en estos nuevos diseños.

Aprovechando la �exibilidad que estos y otros trabajos han aportado al tema,

aquí analizamos un material anisotrópico uniaxial en condiciones un poco más

generales que las usuales. Algunas propiedades sobre estos materiales fueron ya

1véase, por ejemplo, [1]
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establecidas en [9] y [10], y [11] ha mostrado que se pueden obtener materiales

anisotrópicos con anisotropías extremas. Así, permitimos que el material tenga

actividad magnética, y que los componentes de sus tensores eléctrico y magnético

adquieran cualquier valor, y extendemos algunos de los análisis de las citadas

referencias.

Tras enunciar muy brevemente algunos hechos básicos sobre los materiales,

analizamos la propagación de las ondas en un material de tal estilo, la geometría

de los campos en él, y la propagación de la onda y de su energía.

Posteriormente, analizamos la refracción y re�exión del mismo desde un medio

isotrópico usual, calculamos la ley de Snell para los diversos modos, los coe�cientes

de transmisión y re�exión, y la transmitancia y re�ectancia, encontrando propieda-

des interesantes que no se dan al restringir los valores de
↔
ε y

↔
µ, como refracción

negativa en un material con índice de refracción imaginario o las condiciones para

obtener un material totalmente antirre�ejante 2.

Después analizamos de manera teórica una propuesta para un sencillo meta-

material que puede presentar algunas de las propiedades previamente expuestas

e incluso tener refracción negativa en ausencia de actividad magnética, lo cual

representa una mayor facilidad práctica de diseño.

Al �nal, aprovechamos los resultados calculados para mostrar cómo se puede

colimar luz difusa de una manera relativamente sencilla, lo cual puede representar

en una aplicación sumamente relevante en términos tecnológicos.

1.1. Conceptos previos

Conviene enunciar algunos hechos básicos que se utilizarán en alguna medida

a lo largo del texto. Su exposición detallada y demostración puede encontrarse en

[13], [14], [15], o de manera condensada en [16].

Para abordar desde el punto de vista electromagnético el problema de los ma-

teriales hay que tomar en cuenta que los componentes microscópicos de estos

responderán mecánicamente a su presencia y generarán nuevos campos. Macros-

2En coincidencia con las condiciones necesarias para la invisibilidad, desde la perspectiva de

la teoría de transformaciones [12]
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cópicamente esto se re�eja como una inducción de densidades de carga ρind y

densidades de corriente ~Jind en el material. El problema de calcular estas cantida-

des siempre se puede intercambiar, de manera exacta, por el de encontrar campos

vectoriales ~P y ~M que cumplan las ecuaciones

∇· ~P = −ρind
∇×~M = ~Jind + ∂t ~P .

(1.1)

Si se pide que estas funciones valgan ~0 fuera del material se puede interpretar
~P como una densidad de momento dipolar eléctrico y ~M como una densidad de

momento dipolar magnético, independientemente de la frecuencia de oscilación

del campo.

Esta interpretación permite establecer un modelo de respuesta al establecer
~P y ~M como funciones de ~E y ~B respectivamente, y lineales en su versión más

simple. Aunque lineales, estas relaciones re�ejan el hecho de que el momento

dipolar inducido a un tiempo dado es la suma de todos los momentos inducidos

previamente, lo que hace esta relación integral en el tiempo:

~P (~r , t) =

∫ t

−∞
χe(t − t ′)~E(~r , t ′)dt ′ , (1.2)

que implica además la existencia de disipación de energía electromagnética.

Como consecuencia de esta relación integral, D̂ y Ê (las transformadas de

Fourier en el tiempo de ~D y ~E) son proporcionales, y llamamos al factor de pro-

porcionalidad función dieléctrica, ε(ω). La parte imaginaria de ésta es una medida

de la contribución eléctrica a la disipación de la energía. Todos estos resultados

tienen un análogo magnético.

Las partes real e imaginaria de estas funciones no son independientes, y de la

existencia de dispersión en un material se in�ere la necesaria existencia de disi-

pación en algunas frecuencias. Todos los materiales son disipadores y hablar de

materiales no disipadores es una aproximación sólo válida en ciertos rangos de

frecuencia, llamados ventanas de transparencia.

Al proponer ~E como una onda plana Re[~E0 ei(~k·~r−ωt)] ~D resulta ser Re[ε(ω)~E0 ei~k·~r−ωt ],

es decir, en general no está en fase con el campo eléctrico. Todos estos resulta-

dos se pueden aplicar componente a componente en materiales anisotrópicos, en

donde ε y µ se reemplazan por tensores y en los cuales las relaciones constitutivas
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son

D̂ =
↔
ε · Ê

B̂ =
↔
µ · Ĥ ,

(1.3)

lo que permite simplemente sustituir los escalares por operadores en los resultados

que se obtienen para ondas planas en el caso isotrópico.



·2· El �ujo de energía en un

material anisotrópico uniaxial

Consideremos un material anisotrópico no disipador con respuesta electromag-

nética

↔
µ = µ‖(êx êx + êy êy ) + µ⊥êz êz
↔
ε = ε‖(êx êx + êy êy ) + ε⊥êz êz ,

en el cual D̂ =
↔
ε · Ê y B̂ =

↔
µ · Ĥ. Este material tiene una dirección especial,

un eje (con el cual hemos alineado el eje z) que llamaremos eje óptico. Como

se puede ver, los tensores electromagnéticos de respuesta quedan caracterizados

por dos componentes reales, una componente etiquetada con ‖ (de paralela, que

representa la dirección paralela al plano normal al eje óptico) y otra etiquetada

con ⊥ (de ortogonal que representa la dirección ortogonal al mismo plano).

Hemos supuesto también, implícitamente, que el �eje óptico magnético� y el

�eje óptico eléctrico� coinciden, lo que se re�eja en que en el sistema de coorde-

nadas elegido, ambos tensores sean diagonalizables. Ésta suposición no es la más

general, pero, como veremos en un capítulo posterior, es justi�cable en algunos

casos.

De�niremos am := µ‖/µ⊥ y ae := ε‖/ε⊥, que serán una medida de la anisotro-

pía eléctrica y magnética respectivamente. Es útil notar que
↔
µ también se puede

escribir en la forma
↔
µ = µ‖(

↔
I + (a−1

m − 1)êz êz) , (2.4)

y que su inverso es
↔
µ
−1

= µ−1
‖ (
↔
I + (am − 1)êz êz) . (2.5)
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Algo análogo se obtiene para
↔
ε ya que tiene la misma forma. Supondremos que

estamos en un rango de frecuencias de disipación despreciable, y trabajaremos con

los modos normales del campo, para los cuales se cumple

∂t ~D =
↔
ε · ∂t ~E

∂t ~B =
↔
µ · ∂t ~H .

(2.6)

2.2. La relación de dispersión

Ahora consideremos las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes externas:

∇· ~D = 0 (2.7)

∇· ~B = 0 (2.8)

∇×~E + ∂t ~B = ~0 (2.9)

∇×~H − ∂t ~D = ~0 . (2.10)

La Ley de Faraday (2.9), se puede escribir también como

~0 = ∇×~E + ∂t ~B

= ∇×~E +
↔
µ · ∂t ~H

= ∇×~E + µ‖(∂t ~H + (a−1
m − 1)êz∂tHz)

(2.11)

De las relaciones constitutivas, tenemos que µ⊥∂tHz = ∂tBz = (∇×~E) · êz .

Calculando el rotacional de la ley de Faraday, obtenemos además que

~0 = ∇×(∇×~E) + µ‖∂t∇×~H + (µ⊥ − µ‖)∇×(êz∂tHz)

= ∇×(∇×~E) + µ‖∂
2
t
~D +

µ⊥ − µ‖
µ⊥

∇×(êz(∇×~E) · êz)

= ∇×(∇×~E) + µ‖
↔
ε · ∂2

t
~E + (am − 1)∇×(êz(∇×~E) · êz)

(2.12)

Para una función de la forma ~E = Re[~E0 ei(~k·~r−ωt)] = Re[
∼
E] tenemos que

∇×(êz(∇×~E) · êz) = Re[i∇×(êz êz · (~k ×
∼
E))]

= Re[−i∇×(êz
∼
E · (~k × êz))]

= Re[−i∇(
∼
E · (~k × êz))× êz ]

= Re[−i∇
∼
E · (~k × êz)× êz ]

= [~k ~E · (~k × êz)]× êz

= (~k × êz)(~k × êz) · ~E ,

(2.13)
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y, como ~k × (~k × ~E) = ~k~k · ~E − k2 ~E, la ecuación de onda queda en este caso

particular así:

~0 = −~k~k · ~E + k2 ~E − µ‖ω2↔ε · ~E + (1− am)(~k × êz)(~k × êz) · ~E

=

[
−~k~k + k2

↔
I − µ‖ω2↔ε + (1− am)(~k × êz)(~k × êz)

]
· ~E

(2.14)

que se puede ver como un tensor
↔
T = −~k~k+k2

↔
I −µ‖ω2↔ε+(1−am)(~k×êz)(~k×êz)

contraído con ~E. En el caso general, este tensor debe tener determinante cero para

que la ecuación se cumpla.

Coloquemos el eje x en el plano que forman el vector de onda y el eje óptico,

de manera que ~k = (kx , 0, kz), y

~k~k − k2
↔
I =

 −k
2
z 0 kxkz

0 −k2 0

kzkx 0 −k2
x

 , (2.15)

~k × êz = (0,−kx , 0), y

(~k × êz)(~k × êz) =

 0 0 0

0 k2
x 0

0 0 0

 , (2.16)

con lo que
↔
T en esta base toma la forma

↔
T =

 k2
z − µ‖ε‖ω2 0 −kxkz

0 k2 − µ‖ε‖ω2 + (1− am)k2
x 0

−kzkx 0 k2
x − µ‖ε⊥ω2

 , (2.17)

o, haciendo n‖ =
√
ε‖µ‖/ε0µ0 y k0 = ω/c ,

↔
T =

 k2
z − k2

0n
2
‖ 0 −kxkz

0 k2 − k2
0n

2
‖ + (1− am)k2

x 0

−kzkx 0 k2
x − k2

0n
2
‖a
−1
e

 , (2.18)

Así, en el caso general la condición

0 = |
↔
T |

= (k2 − k2
0n

2
‖ + (1− am)k2

x )
[

(k2
z − k2

0n
2
‖)(k2

x − k2
0n

2
‖a
−1
e )− k2

x k
2
z )
]

= (k2 − k2
0n

2
‖ + (1− am)k2

x )k2
0n

2
‖a
−1
e (−k2

z − k2
x ae + k2

0n
2
‖)

= k2
0n

2
‖a
−1
e (k2

0n
2
‖ − k

2 + (1− am)k2
x )(k2

0n
2
‖ − k

2 + (1− ae)k2
x )

(2.19)
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nos da dos posibilidades para k :

k2
m = k2

0n
2
‖ + (1− am)k2

x

k2
e = k2

0n
2
‖ + (1− ae)k2

x ,
(2.20)

que en el caso general da lugar a la existencia de dos rayos, pues el campo será la

superposición de un campo con vector de onda ~ke y otro con vector de onda ~km.

En los casos como este, en el que am y ae son intercambiables, nos referiremos

indistintamente a alguno de ellos como aα y como α⊥ y a‖ a los correspondientes

valores ortogonal y paralelo.

Ahora bien, los modos correspondientes a estos números de onda se obtienen

de la solución a
↔
T · ~E = ~0, que implica las tres ecuaciones

k2
z − k2

0n
2
‖

kxkz
Ex = Ez (2.21)

(k2 − k2
0n

2
‖ + (1− am)k2

x )Ey = 0 (2.22)

kxkz

k2
x − k2

0n
2
‖a
−1
e

Ex = Ez . (2.23)

Si k = ke , k2
0n

2
‖ − k

2
z = k2

x ae y k2
0n

2
‖ − aek

2
x = k2

z y, en tal caso, las

ecuaciones (2.21) y (2.23) son exactamente las mismas, por lo cual no hay

restricción sobre Ex y Ez . La ecuación (2.22) se convierte, por otro lado

en (a−1
e − a−1

m )k2
xEy = 0. Si ae 6= am, Ey entonces tiene que ser nula; si

ae = am, entonces el valor de Ey no está restringido.

Si k = km, los coe�cientes que multiplican a Ex en las ecuaciones (2.21)

y (2.23) son iguales cuando ae = am (en cuyo caso no hay restricción

sobre Ex y Ez) y distintos cuando ae 6= am, lo cual sólo puede suceder si

Ex = Ez = 0. El coe�ciente de (2.22) es, por otro lado, cero, así que Ey
puede tomar cualquier valor.

Es decir, si los modos son independientes, el modo con número de onda ke se

propaga con el campo eléctrico en el plano xz , ortogonalmente al campo eléctrico

del modo con número de onda km (�gura (2.1)). Si sólo hay un modo, este no

tiene restricciones.
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2.3. Geometría de ~E y ~H

La ausencia de cargas externas hace que ∇· ~D = 0. La relación ~D =
↔
ε · ~E

implica entonces que

∇· ~E = (1− a−1
e )∂zEz , (2.24)

lo que en la onda plana implica a su vez que

~k · ~E0 = (1− a−1
e )kzE0z , (2.25)

es decir, este material tiene una densidad de carga inducida

ρind = (1− a−1
e )ε0kzE0z (2.26)

que depende de la longitud de onda incidente, el ángulo de incidencia, la compo-

nente z del campo eléctrico, y el factor de anisotropía eléctrica. Lo mismo sucede

con ~H al ser ∇· ~B = 0. Es decir, las ondas electromagnéticas en este medio no

son, en general, transversales.

Calcularemos los ángulos φe y φm que forman ~Ee y ~Hm con sus correspondientes

vectores de onda. Ambos campos se encuentran en el plano que forman los últimos

(el xz , según lo hemos establecido previamente).

φe

Θe

~He

~Ee

φm

Θm

~Hm

~Em

~km

~ke

eje óptio

x

y

z

Figura 2.1: Cuando ae 6= am existen dos modos independientes en el material. El

modo m tiene un campo eléctrico ortogonal al plano formado por el vector de

onda y el eje óptico y un campo ~H en dicho plano. En el modo e los papeles de ~E

y ~H se intercambian.

Utilizando el inverso de
↔
µ podemos poner ~H en términos de ~E. De la Ley de
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Faraday,

~H =
↔
µ
−1
·
~k

ω
× ~E

=
~k × ~E + (am − 1)êz(~k × ~E) · êz

µ‖ω
.

(2.27)

Ya que ~km · ~Em = 0 y dadas la expresión (2.27) y la igualdad

(~km × ~Em) · êz = ~Em · (êz × ~km) = Emkm sen(Θm) , (2.28)

tenemos que

~km · ~Hm =
am − 1

µ‖ω
Emkmkmz sen(Θm) (2.29)

(siendo Θm el ángulo que forma ~km con el eje óptico) y

~Hm · ~Hm =
‖~km × ~Em‖2 + 2(am − 1)[(~km × ~Em) · êz ]2 + (am − 1)2[(~km × ~Em) · êz ]2

µ2
‖ω

2

= k2
mE

2
m

1 + (a2
m − 1) sen2(Θ)

µ2
‖ω

2
,

(2.30)

así que, de�niendo βm(Θ) :=
√

1 + (a2
m − 1) sen2(Θ), la relación entre Hm y Em

se expresa así:

Hm =
kmEm∣∣µ‖∣∣ωβm(Θm) (2.31)

En el caso isotrópico βm(Θ) = 1, y la relación entre las amplitudes de ~H y ~E se

reduce a la forma usual.

Con estos resultados, calculamos el coseno del ángulo entre ~km y ~Hm:

cos(φm) =
~km · ~Hm
kmHm

= sgn(µ‖)(am − 1)
sen(2Θm)

2βm(Θm)
. (2.32)

Como se puede notar, este ángulo no varía con el valor de n‖. Apropiadamente, si

no hay anisotropía magnética, φ = π/2.

Análogamente, de la ley de Ampère-Maxwell tenemos que

~E = −↔ε
−1
·
~k

ω
× ~H

= −
~k × ~H + (ae − 1)êz( ~H × êz) · ~k

ε‖ω
,

(2.33)
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que tiene la misma forma que (2.27) intercambiando am por ae y µ‖ por ε‖, así

que, siendo βe(Θ) :=
√

1 + (a2
e − 1) sen2(Θ), tenemos que

Ee =
keHe∣∣ε‖∣∣ωβe(Θe) (2.34)

y que el ángulo entre ~ke y ~Ee está dado por

cos(φe) = sgn(ε‖)(ae − 1)
sen(2Θe)

2βe(Θe)
. (2.35)

De aquí en adelante, para referirnos en general a propiedades que pueden ser

de ambos modos, utilizaremos un subíndice α que puede ser e ó m. Asimismo,

utilizaremos α⊥ y α‖ para referirnos a las correspondientes componentes ortogonal

y paralela de
↔
ε ó

↔
µ.

El ángulo φα tiene siempre la propiedad de valer π/2 en Θα = 0 y Θα = π/2,

es decir, cuando el vector de onda está alineado con el eje óptico o es ortogonal a

este, el modo correspondiente es transversal. En consecuencia, este ángulo alcanza

siempre un valor extremo en el intervalo (0, π/2). Además, el signo de α‖ y el valor

de aα relativo a 1 determinarán si el ángulo es obtuso o agudo.

El comportamiento de φα ante el intercambio de α‖ por α⊥ (aα por 1/aα) es

interesante. Veamos que

cos

(
φα

(
π/2−Θα;

1

aα

))
= sgn(α‖)

(
1

aα
1
aα

− 1

)
sen(π − 2Θα)

2

√
1 +

(
1

a 1
a

2 − 1

)
sen2(π/2−Θα)

= sgn(α‖)
(1− aα) sen(2Θα)

2aα

√
1 +

(
1
a2
α
− 1
)

cos2(Θα)

= − sgn(α⊥)
(aα − 1) sen(2Θα)

2
√

1 + (a2
α − 1) sen2(Θα)

= − sgn(α⊥) cos(φα(Θα; aα)) .

(2.36)

π/2 − Θ se puede ver como π/4 − (Θα − π/4), o sea la re�exión sobre el eje

Θα = π/4. Esto nos dice que, al cambiar aα por 1/aα, cuando α⊥ < 0, la grá�ca

de φα se re�eja sobre dicho eje. Si α⊥ > 0, para que el signo del coseno cambie

necesitamos que el ángulo cambie como π − φα; es decir, la grá�ca de φα( 1
a )
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se obtiene de re�ejar la grá�ca de φα(a) dos veces: sobre Θα = π/4 y sobre

φα = π/2.

Además, si α‖ > 0, de (2.35) se puede ver que el coseno del ángulo es siempre

negativo cuando aα < 1, es decir, el ángulo es siempre mayor que π/2 (y su

grá�ca, en el intervalo [0, π/2] quedará por encima de esta línea); análogamente,

el ángulo será siempre menor a π/2 cuando aα > 1. En la grá�ca (2.2) podemos

ver estas características.

Encontrar este ángulo nos permite encontrar en particular las componentes

de los campos en dirección del eje óptico (o la dirección ortogonal). ~Em (ó ~He)

forman un ángulo φα − Θα con dicho eje, de manera que sen(φα − Θα) es la

componente del campo sobre el eje x dividida entre la amplitud del campo. El

siguiente resultado nos permite tener una interpretación más sencilla de lo que

sucede con esta componente, y además será útil más adelante.

Veamos que, para el modo m,

~Hm · êz =
(~km × ~Em) · êz + (am − 1)(~km × ~Em) · êz

µ‖ω
=
amkeEe
µ‖ω

sen(Θ) , (2.37)

lo que, con (2.31) nos dice que

cos(φm −Θm) =
~Hm · êz
Hm

=
sgn(µ‖)am sen(Θm)√
1 + (a2

m − 1) sen2(Θm)
=

∣∣µ‖∣∣ am sen(Θm)

µ⊥βm(Θm)

(2.38)

y por lo cual

sen(φm −Θm) =
√

1− cos2(φm −Θm)

=

√
1−

a2
m sen2(Θm)

1 + (a2
m − 1) sen2(Θm)

=

√
cos2(Θm)

1 + (a2
m − 1) sen2(Θm)

=
cos(Θm)

βm(Θm)

(2.39)

Lo mismo puede mostrarse para φe y Θe , de manera que, en general,

sen(φ−Θ) =
cos(Θ)

β(Θ)
(2.40)

Es decir, el coseno del ángulo que forma el campo situado en el plano xz con el

eje óptico es el coseno del mismo ángulo para el vector de onda, escalado por el
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Figura 2.2: Ángulo que forma el campo en el plano xz con el vector de onda,

como función del ángulo que forma éste con el eje óptico, para distintos valores

de la anisotropía, con α‖ > 0 (en el otro caso hay que re�ejar la grá�ca sobre

φ = π/2). En azul, los casos aα < 0 y en rojo los casos aα > 0. Si aα < 1 la

grá�ca se queda por encima de π/2 y si aα > 1 hace lo opuesto. Para α⊥ < 0 el

cambio de aα por 1/aα re�eja la grá�ca sobre el eje Θα = π/4, y para α⊥ > 0

lo re�eja además sobre el eje φα = π/2. Cuando ~k es paralelo u ortogonal al eje

óptico, el ángulo es igual al del caso isotrópico.

factor necesario para obtener la relación entre las amplitudes de ~E y ~H en el caso

isotrópico.

Utilizando los resultados (2.27) y (2.33) podemos además calcular ~E × ~H de

dos maneras:

~E × ~H =
~kE2 − ~E~k · ~E + (am − 1)(~E × êz)(~E × êz) · ~k

µ‖ω
(2.41)
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y

~E × ~H =
~kH2 − ~H~k · ~H + (ae − 1)( ~H × êz)( ~H × êz) · ~k

ε‖ω
. (2.42)

Promediando en el tiempo las ecuaciones anteriores obtenemos

~S =
~kE2

0 − ~E0
~k · ~E0 + (am − 1)(~E0 × êz)(~E0 × êz) · ~k

2µ‖ω

=
~kH2

0 − ~H0
~k · ~H0 + (ae − 1)( ~H0 × êz)( ~H0 × êz) · ~k

2ε‖ω
.

Ya que ~km · ~Em = ~ke · ~He = 0, y que ~Em y ~He están en dirección y , estas expresiones

toman una forma más simple para cada uno de los modos:

~Sm = E2
0m

~km + (am − 1)kmx êx
2µ‖ω

=
E2

0m

2ω

(
kmx

µ⊥
, 0,

kmz

µ‖

)
(2.43)

~Se = H2
0e

~ke + (ae − 1)kex êx
2ε‖ω

=
H2

0e

2ω

(
kex
ε⊥
, 0,

kez
ε‖

)
. (2.44)

De aquí podemos calcular la proyección de ~S en la dirección de ~k para cada modo.

Utilizando la relación de dispersión (2.20) tenemos que

~S · ~k ∝
k2
x

α⊥
+
k2
z

α‖
=
k2

0n
2
‖

α‖
, (2.45)

lo cual nos dice que esta proyección tendrá el signo de ε‖ para el modo m y el de

µ‖ para el modo e.

2.4. Refracción

Pensemos ahora en una onda plana con vector de onda ~k1, incidente desde un

medio isotrópico no disipador con índice de refracción n1 > 0, que se encuentra

con este material en la super�cie z = 0, que coincide con la normal al eje óptico.

Dicho medio tiene relación de dispersión k1 = k0n1. Llamaremos Θ a los ángulos

que forma el vector de onda con el eje z y θ a los ángulos que forma el vector

de Poynting con la misma. En este caso se cumple que Θ1 = θ1. Como notación,

las variables con una tilde serán las propiedades del medio 2 divididas entre las

mismas propiedades del medio 1.
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2.4.1. Vectores de onda

La relación de dispersión (2.20) nos permite ver que en el caso de incidencia

normal, independientemente del valor de aα sólo hay una posibilidad para ~k (pues

kx = 0) y sólo tendremos un campo. En otro caso en donde ke 6= km, los modos

están fuera de fase, por lo que, para que se cumplan las condiciones de frontera, las

componentes paralelas de estos y la divergencia de cada modo deben conservarse

independientemente.

Si identi�camos las propiedades en el medio anisotrópico con subíndices 2,

las condiciones de continuidad de la componente paralela del vector de onda nos

dicen que k1x = kαx , que llamaremos simplemente kx . Entonces, utilizando (2.20)

el seno del ángulo de refracción está dado por

sen(Θα) =
kx
kα

=
k1 sen(Θ1)√

k2
0n

2
‖ + (1− aα)k2

1 sen2(Θ1)
=

n1 sen(Θ1)√
n2
‖ + (1− aα)n2

1 sen2(Θ1)
.

(2.46)

Llamaremos n = n‖/n1 al �índice de refracción� relativo. En términos de este

la función

Nα(Θ) =
√
n2 + (1− aα) sen2(Θ1) (2.47)

es la que permite preservar la forma usual de la ley de Snell para escribir

Nα(Θ1) sen(Θα) = sen(Θ1) . (2.48)

Se puede notar que incidencia normal Θα es siempre igual al del caso isotrópico,

0. La derivada (como función del ángulo) de sen(Θα) es

cos(Θ1)Nα(Θ1)− sen(Θ1)N ′α(Θ1)

N2
α(Θ1)

=
cos(Θ1)

N3
α(Θ1)

(N2
α(Θ1)− (1− a) sen2(Θ1))

=
n2 cos(Θ1)

N3
α(Θ1)

(2.49)

que sólo es cero en π/2. Θα será una función creciente de Θ1 si n es real y

decreciente si es imaginario. Como función de aα, Θα es creciente.

Por otro lado, si n es real, el valor de sen2(Θα) será siempre menor o igual que

uno si se cumple que

aα ≤ n2 (2.50)
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es decir, es la relación entre el índice de refracción relativo y el valor de la aniso-

tropía la que determina la presencia de un ángulo crítico. Si esta no se cumple,

existirá dicho ángulo, dado por

Θαc = arc sen

(
n
√
aα

)
(2.51)

En particular se puede notar que tener un valor negativo de aα siempre evita la

presencia de ángulo crítico.

Si n es imaginario (lo cual sucede si ε‖ y µ‖ tienen signos opuestos) entonces

Nα siempre será imaginario para algunos valores de θ1, empezando con 0. Para

que tenga un valor real al menos en θ1 = π/2 se requiere

aα ≤ n2 + 1 , (2.52)

Al ser Θα decreciente en este caso, habrá un efecto invertido de ángulo crítico, en

el que los rayos incidentes con ángulos entre 0 y arc sen(n/
√
aα) no se transmiten

(grá�ca (2.6)).

La grá�ca (2.3) muestra el comportamiento de Θα como función de Θ1 para

diversos valores reales del índice de refracción y positivos de la anisotropía, mientras

que la (2.4) hace lo propio con valores negativos de aα.

Existe un límite destacable en el comportamiento de Θα. Conforme aα se hace

muy negativo (con n �jo) (2.47) se parece cada vez más a
√
−aα sen(Θ1), lo que,

al ser introducido en (2.48) da como resultado Θα independiente de Θ1 (para Θ1

su�cientemente grande) y con valor arc sen(1/
√
−aα). En el límite aα −→ −∞,

Θα es exactamente 0. Para cualquier caso práctico, para lograr esto se requiere n

pequeño (lo que implica ε‖µ‖ pequeño) y aα grande, lo cual junto con la primera

condición se obtiene preferiblemente con una componente ortogonal mucho más

pequeña que la paralela. Este límite se puede apreciar en la grá�ca (2.5).

2.4.2. Vector de Poynting

Si el vector eléctrico incidente es perpendicular al plano de incidencia (polariza-

ción s), ~E1 = E1êy , también ~D1 tiene únicamente componente y : ~D1 = ε1E1êy .

Dado que las componentes perpendiculares de ~D a la interfaz deben ser continuas,

Dz = 0, y ya que E2z = Dz/ε⊥, E2z = 0. Esto junto con las condiciones de con-

tinuidad de la componente paralela de ~E implica que la polarización se conserve.
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Figura 2.3: Grá�ca del ángulo que forma el vector de onda refractado con la normal

como función del ángulo de incidencia. Los colores denotan diferentes valores del

índice de refracción mientras que los estilos de línea expresan diferentes valores de

la anisotropía del material (todos positivos). Las líneas continuas tienen el valor

crítico de aα, aquél que hace que el ángulo crítico sea π/2 (dado por (2.50)).

Todos los valores de aα están dados en función del n correspondiente. Se puede

ver que el cambio como función de la anisotropía para n < 1 es menos signi�cativo.

Además, el hecho de que el eje óptico de este material sea normal a la interfaz

hace que las componentes y de los campos sean normales al plano de incidencia.

por ello, la expresión del vector de Poynting para el modo m (2.43) se traduce al

vector de Poynting en esta polarización:

~Ss =
E2

0m

2ω

(
kx
µ⊥
, 0,

kmz

µ‖

)
(2.53)

Si, por el contrario, el vector eléctrico incidente está en el plano de incidencia
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Figura 2.4: Esta es la grá�ca que se obtiene de cambiar el signo de los valores

de aα en la grá�ca 2.3. No existe ángulo crítico. Al igual que en dicha grá�ca, el

comportamiento de las curvas para ángulos pequeños depende exclusivamente del

índice de refracción.

(polarización p), el vector ~H1 es perpendicular a este, y, dado que las componentes

normales de ~B también son continuas y Bz = 0, sucede análogamente que (2.44)

se traduce a

~Sp =
H2

0e

2ω

(
kx
ε⊥
, 0,

kez
ε‖

)
(2.54)

Para ambas polarizaciones, el ángulo de refracción (el que forma ~S con la normal)

está dado por

sen(θα) =
Sαx
Sα

=
kx

α⊥

√
k2
x

α2
⊥

+
k2
αz

α2
‖

=

∣∣α‖∣∣ kx
α⊥
√
a2
αk

2
x + k2

αz

(2.55)
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Figura 2.5: En esta grá�ca se puede observar el límite de aα −→ −∞. Para

valores su�cientemente negativos de aα y valores no cercanos a 0 de Θ1, Θα

prácticamente no cambia y se parece a arc sen(1/
√
−aα). Conforme |aα| crece,

Θα se acerca a 0. El efecto es más fácil de conseguir con n cercano a 0. En este

caso no existe el ángulo crítico.

o, utilizando (2.20) y (2.48),

sen(θα) =

∣∣α‖∣∣ sen(θ1)

α⊥
√
a(a − 1) sen2(θ1) + n2

=
sgn(α‖)a sen(θ1)√
a(a − 1) sen2(θ1) + n2

.

(2.56)

El requisito de ángulo crítico resulta ser nuevamente (2.50).

Como se puede apreciar, este material presenta refracción negativa cuando

α⊥ < 0, independientemente del signo de α‖. Esto se puede entender pensando en

las componentes del vector de Poynting paralelas y perpendiculares a la super�cie;
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Figura 2.6: Cuando el índice de refracción es imaginario, Θα es una función decre-

ciente del ángulo de incidencia, y no está de�nido para ángulos menores al crítico.

Para que haya refracción se requiere un valor negativo de aα, que debe ser siempre

mayor a n2. Como se puede observar, a mayor valor de |aα| el ángulo crítico es

menor y mientras mayor es el módulo de n más pronunciada es la pendiente cerca

del último. No existe una grá�ca análoga a esta con aα > 0 pues, al no haber

ángulo crítico en tal caso, no hay propagación de la onda.

en términos de las correspondientes componentes de los campos, tenemos que

~S = (~E × ~H) = (~E⊥ + ~E‖)× ( ~H⊥ + ~H‖) = ~E⊥ × ~H‖ + ~E‖ × ~H⊥ + ~E‖ × ~H‖ .

(2.57)

Los dos primeros sumandos son la componente paralela del vector de Poynting y

el tercero es la componente normal. Las condiciones de frontera hacen que ~E‖ y
~H‖ sean iguales de ambos lados de la interfaz; ~S⊥ se conservará, así que, para

que ~S se refracte en un ángulo opuesto al incidente, ~E⊥ × ~H‖ + ~E‖ × ~H⊥ debe
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cambiar de sentido, y, dado que ~H‖ y ~E‖ no cambian, ~E⊥ ó ~H⊥ deben cambiar.

En polarización s, ~E1⊥ = ~0, por lo que el requisito se convierte en

0 >(~E‖ × ~H1⊥) · (~E2⊥ × ~H‖ + ~E‖ × ~H2⊥)

= E‖H‖ ~H1⊥ · ~E2⊥ + E2
‖
~H1⊥ · ~H2⊥

⇔ ~H1⊥ · (H‖ ~E2⊥ + E‖ ~H2⊥) < 0

(2.58)

y, en polarización p, en donde ~H1⊥ = ~0,

0 >(~E1⊥ × ~H‖) · (~E2⊥ × ~H‖ + ~E‖ × ~H2⊥)

= H2
‖
~E1⊥ · ~E2⊥ +H‖E‖ ~E1⊥ · ~H2⊥

⇔ ~E1⊥ · (E‖ ~H2⊥ +H‖ ~E2⊥) < 0

(2.59)

Estos son requisitos generales, independientes del material. Como se puede ver,

la presencia de refracción negativa en general depende de la polarización y de la

impedancia super�cial. Una manera de garantizar tal refracción es tener un material

que produzca que las componentes normales de los campos vayan siempre opuestas

a las de los campos incidentes.

En el caso particular que estamos tratando, la única manera de cambiar las

componentes normales de los campos para satisfacer estas desigualdades es ha-

ciendo que
∼
µ⊥ ó

∼
ε⊥ sean negativos. Además, el vector de Poynting del modo m

sólo tiene componente paralela de la forma ~E‖× ~H⊥ , mientras que el del modo e

sólo tiene componente paralela de la forma ~E⊥ × ~H‖, lo que nos dice que
∼
µ⊥ < 0

es una condición necesaria y su�ciente para que haya refracción negativa del modo

m. Sucede análogamente para
∼
ε⊥ en el modo e.

Cuando aα = 0, el ángulo de refracción es constante y vale 0. Además, en el

límite en el que aα −→ −∞, el ángulo de refracción se va a sgn(α⊥)π/2. Las

grá�cas (2.7), (2.8), (2.9) y (2.10) muestran el comportamiento del ángulo de

refracción para medios con las mismas propiedades que los de las grá�cas (2.3),

(2.4)y (2.5) y (2.6), respectivamente, suponiendo que α⊥ > 0. En el caso en el

que α⊥ < 0 las grá�cas se re�ejan sobre el eje vertical, según (2.56).

2.4.3. Proyección de ~Sα sobre ~kα

En ambas polarizaciones, al utilizar la relación de dispersión (2.20), (2.48) y

el hecho de que k1x = kαx , la proyección de ~Sα en la dirección de ~kα se puede
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Figura 2.7: Ángulo de refracción como función del ángulo de incidencia (α⊥ > 0).

En colores, los distintos valores de n; en estilos de línea las variantes de aα. Se

puede apreciar que, para valores iguales de n, cambios en aα producen cambios más

abruptos en θα a comparación de la grá�ca correspondiente para Θα, en donde

las curvas de un mismo n se parecen mucho para ángulos de incidencia pequeños.

Asimismo, que los cambios como función de aα para n < 1 son más pronunciados

que los correspondientes casos con n ≥ 1.

escribir así:
~Sα · ~kα
Sαkα

=
k2
x /α⊥ + k2

z /α‖

k
√
k2
x /α

2
⊥ + k2

z /α
2
‖

=
k2

0n
2
‖/α‖

k
∣∣α‖∣∣√aα(aα − 1)k2

x + k2
0n

2
‖

=
sgn(α‖)n

2

Nα(θ1)
√
aα(aα − 1) sen2(θ1) + n2

=
sgn(α‖)n

2

Nα(θ1)
√
aαN2

α(θ1) + n2(1− aα)
.

(2.60)
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Figura 2.8: Grá�ca que se obtiene de intercambiar los signos de aα en la grá�ca

(2.7). No existe el ángulo crítico. La refracción será negativa si α⊥ < 0, pero

preservará la misma forma.

Esta proyección es siempre 1 en θ = 0. Su signo es el de ε‖ para el modo m y el de

µ‖ para el modo e. Esto, junto con el hecho de que el signo del ángulo sea el de las

componentes ortogonales de
↔
ε ó

↔
µ nos dice que en este material la condición de

que ~S tenga una cierta proyección con ~k no es sinónimo de que exista refracción

negativa. Recordemos que la dirección de ~S es(
kx
α⊥

, 0,
kz
α‖

)
, (2.61)

y que kx está determinado por las condiciones de frontera (es positivo bajo nuestras

hipótesis). kαz , sin embargo, está determinado por el hecho de que Sαz debe ser

mayor que cero para que el rayo realmente incida sobre la super�cie. Así, kαz
tendrá siempre el signo de α‖; cuando éste es positivo, la proyección de ~S sobre
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Figura 2.9: Comportamiento del ángulo de refracción cuando aα tiende a menos

in�nito, correspondiente a la grá�ca (2.5). Los ángulos que eran cercanos a 0 se

van cerca de π/2 (ó −π/2 si α⊥ < 0), pero la variación de éstos sigue siendo muy

poca lejos del 0 y para aα su�cientemente negativa.

~k será positiva y la dirección de la refracción dependerá de Sαx , que a su vez está

determinada por α⊥ (si es negativa, la refracción es como en la �gura (2.11)).

Igualmente, si α‖ es negativa, kαz también, y ~Sα puede formar con éste un ángulo

mayor a π/2 (siendo la refracción positiva si α⊥ > 0, como en la �gura (2.12),

o negativa si α⊥ < 0). Es así que la proyección de ~Sα en la dirección de ~kα no

determina el signo de la refracción.

En el límite aα −→ −∞ esta proyección se hace cero para cualquier ángulo

y cualquier índice de refracción. Es decir, si el medio tiene α⊥ y α‖ de signos

opuestos y el segundo es muy grande en comparación con el primero, ~Sα y ~kα se

vuelven ortogonales.
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Figura 2.10: Aquí podemos ver el efecto de ángulo crítico inverso para el ángulo

de refracción. Cuando el índice de refracción es imaginario (aα debe ser negativo),

el ángulo de refracción está de�nido desde θc hasta π/2.

¾Existen otros valores óptimos de θ1, aα y n que hagan mínima esta proyección?

La condición

∂

∂θ1

(
~Sα · ~kα
Sαkα

)
(aα, n, θ1) = 0 (2.62)

se da en tres casos:

θ1 = 0. En este caso ~Sα y ~kα coinciden en dirección, y tenemos un máximo

de esta proyección.

θ1 = arc sen(n/
√

2aα). Este es un número real si aα > 0 y n es real o aα < 0
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~S2 · ~k2 > 0

~S1‖ ·
~S2‖ < 0

~S1
~S2

~k2

a‖ > 0, a⊥ < 0

Figura 2.11: Un ejemplo de cómo la proyección de ~S sobre ~k puede ser positiva

siendo la refracción negativa.

~S2 · ~k2 < 0

~S1‖ ·
~S2‖ > 0

~S1

~S2

~k2

a‖ < 0, a⊥ > 0

Figura 2.12: El ejemplo opuesto al de la �gura (??). Si α‖ < 0, la componente z de
~kα es negativa y los vectores pueden formar un ángulo obtuso aún con refracción

positiva.

y n es imaginario; y aα ≥ n2/2. Para este ángulo, la condición

∂

∂a

(
~Sα · ~kα
Sαkα

)(
aα, n, arc sen(n/

√
2aα)

)
= 0 (2.63)

se da a su vez en:

• aα = 1. En este caso no hay anisotropía y ~S y ~k coinciden para todo

ángulo.

• aα = −1. Debe cumplirse que n2/2 ≤ −1 y además la condición (2.52):
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n2 ≥ −2, lo cual no puede ocurrir.

Así, θ1 = arc sen(n/
√

2aα) es candidato a ser un mínimo local sólo cuando n

es real y aα es un real positivo, y no hay un valor especial de aα que minimice

la proyección. Mientras más grande sea el valor de aα, menor será ésta, pero

igualmente al dejarse de cumplir la condición (2.50) habrá ángulos críticos

más cercanos a 0. El valor de la proyección para ese ángulo no depende de

n, por lo que se puede elegir un valor de n arbitrariamente alto para evitar

esta situación.

θ1 = π/2 (incidencia rasante). En este caso

∂

∂a

(
~Sα · ~kα
Sαkα

)
(aα, n, π/2)) = 0 (2.64)

se cumple en:

• aα = 1 (sin anisotropía)

• aα = 2n2+1
3 . Para este valor, tenemos además que

∂

∂n

(
~Sα · ~kα
Sαkα

)(
2n2 + 1

3
, n, π/2

)
= 0 (2.65)

se da cuando

◦ n2 = 1 (aα = 1; sin anisotropía)

◦ n2 = −2 (aα = −7/3; no cumple la condición (2.52))

◦ n = 0 (aα = 1/3; de acuerdo con (2.48), el ángulo de refracción

es complejo)

En conclusión, dado un material de este tipo con un índice de refracción real habrá

un mínimo de la proyección entre ~Sα y ~kα en θ1 = arc sen(n/
√

2aα) si 2aα ≥ n2.

En caso contrario el mínimo se alcanzará en π/2. n = 0 también minimiza esta

proyección (la hace cero) y aα −→ −∞ también.

Habiendo hecho este análisis, veamos ahora la grá�ca (2.13), que muestra

cómo varía la diferencia entre θα y Θα dados por (2.48) y (2.56) entre diferentes

medios.
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Figura 2.13: Diferencia entre el ángulo de refracción y el ángulo formado por el vec-

tor de onda con la normal como función de la anisotropía del medio (en escala loga-

rítmica). Es la diferencia obtenida para un ángulo de incidencia arc sen(n/
√

2aα),

para el cual ésta es máxima siempre que 2a ≥ n2; el valor para ese ángulo (siempre

bajo el crítico) no depende de n, así que para cualquier valor de aα de la grá�ca

se supone un valor de n su�ciente para cumplir dicha desigualdad, pero arbitrario

fuera de ese intervalo. Los límites aα −→ 0 y aα −→ ∞ llevan esta diferencia a

−π/2 y π/2 respectivamente.

2.5. Coe�cientes de transmisión y re�exión

Calcularemos el coe�ciente de re�exión en las distintas polarizaciones, de�nido

como

rs :=
Er
Ei

; rp :=
Hr
Hi

(2.66)
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especi�cando con un subíndice s o p según sea el caso, y el coe�ciente de trans-

misión, uno para cada rayo

tm :=
Em
Ei

; te :=
He
Hi

. (2.67)

2.5.1. Polarización s

Si el vector eléctrico en el medio 1 es (Ei +Er )êy , las condiciones de frontera

de ~E implican que ~Ee + ~Em no puede tener componente x , y dado que ~Ee y ~Em
son independientes (pues

↔
ε y

↔
µ lo son) 3, cada uno debe tener componente x

nula. Análogamente, en el medio 1 ~H no tiene componente y , por lo que ~He y ~Hm
deben estar en el plano de incidencia y podemos utilizar directamente el resultado

(2.32). Las condiciones de frontera para ~E nos dicen entonces que

~Hr~kr

~Hi

~Hm

~ki

~km

θi

θi

Θm

φm −Θm

Figura 2.14: Re�exión y transmisión en polarización s. En cada modo el vector

eléctrico sale del plano. Esta polarización sólo excita el modo m.

Ei + Er = Em (2.68)

mientras que, suponiendo que ~E no cambia de fase al re�ejarse, las condiciones

de frontera de ~H nos dicen

−Hi cos(Θi) +Hr cos(Θr ) = −Hm cos(Θm + (π/2− φm)) . (2.69)

3esto es cierto salvo en el caso de incidencia normal, en donde ke = km independientemente

del valor de ae y am. En ese caso el planteamiento sigue siendo correcto, pues los campos

propuestos respetan las condiciones de frontera y cumplen la ecuación de onda.
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Además, en el medio 1 tenemos que

Hi =
kiEi
µ1ω

; Hr =
kiEr
µ1ω

(2.70)

lo que con las de�niciones (2.66) y (2.67), (2.68) implica que

1 + rs = tm , (2.71)

mientras que (2.69) junto con (2.31) se leen

ki
µ1

cos(Θi)(1− rs) =
1∣∣µ2‖

∣∣kmtmβm(Θm) sen(φm −Θm) (2.72)

Estas dos ecuaciones forman un sistema lineal para rs y tm, con solución

rs =
ki
∣∣µ2‖

∣∣ cos(Θi)− kmµ1βm(Θm) sen(φm −Θm)

ki
∣∣µ2‖

∣∣ cos(Θi) + kmµ1βm(Θm) sen(φm −Θm)

tm =
2ki
∣∣µ2‖

∣∣ cos(Θi)

ki
∣∣µ2‖

∣∣ cos(Θi) + µ1βm(Θm) sen(φm −Θm)
.

En vista de (2.47) podemos escribir

km
ki

= Nm(Θi) , (2.73)

y de�nimos µ‖ := µ2‖/µ1, lo que junto con (2.40) y (2.48) permite escribir todo

en términos del ángulo de incidencia y las propiedades relativas de los medios: con

fs(θ1) = Nm(θ1)
cos(Θm)∣∣µ‖∣∣ cos(θ1)

, (2.74)

tenemos

rs(θ1) =
1− fs(θ1)

1 + fs(θ1)
(2.75)

tm(θ1) =
2

1 + fs(θ1)
. (2.76)

2.5.2. Polarización p

De manera análoga, y suponiendo que ahora H no cambia de fase al re�ejarse,

las condiciones de frontera de ~H y ~E son, respectivamente:

Hi +Hr = He

Ei cos(Θi)− Er cos(Θr ) = Ee cos(Θe + (π/2− φe)) ,
(2.77)
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mientras que, en el medio 1 se cumple que

E =
kiH

ε1ω
(2.78)

así que (2.77) junto con (2.66), (2.67) y (2.34) queda

1 + rp = te (2.79)

ki
ε1

cos(θi)(1− rp) =
keβe(Θe)∣∣ε‖∣∣ω te sen(φe −Θe)

por lo cual, siendo ε‖ := ε2‖/ε1 y

fp(θ1) = Ne(θ1)
cos(Θe)∣∣ε‖∣∣ cos(θ1)

, (2.80)

los coe�cientes quedan dados por

rp(θ1) =
1− fp(θ1)

1 + fp(θ1)
(2.81)

te(θ1) =
2

1 + fp(θ1)
(2.82)

2.5.3. Algunas propiedades de r

Como se puede apreciar, rp y te se pueden obtener de las mismas expresiones

para rs y tm, respectivamente, al intercambiar las propiedades magnéticas por las

eléctricas, así que analizaremos r con las propiedades genéricas antes de�nidas, aα
y α‖. La grá�ca de t se obtiene de la de r al trasladar, así que su comportamiento

no es esencialmente distinto.

En incidencia normal, r =
|α‖|−|n|
|α‖|+|n| :

Cuando θ = 0 tenemos que Θα = 0, Nα = |n| y f =
∣∣n/α‖∣∣, lo cual nos da

este resultado para r .

En el ángulo crítico, r = 1:

Si el ángulo crítico existe, por de�nición de ángulo crítico tenemos que Θα =

π/2, f (θαc ) = 0 y r(θαc ) = 1. Naturalmente se requiere que arc sen(n/
√
aα)

sea real y que cos(θαc ) no sea cero.

Si el ángulo crítico no es π/2 y aα 6= 1 + n2, r = −1 en incidencia rasante.



32 El �ujo de energía en un material anisotrópico uniaxial

Si de cumplen estas hipótesis Nα cos(Θα) tiende a un valor no cero en π/2,

el coseno en el denominador de (2.74) y (2.80) hace que f tienda a in�nito.

Así, r se obtiene del cociente de una cantidad que se va a in�nito y otra que

va a menos in�nito, dando −1.

En particular la situación en la que π/2 es el ángulo crítico no está en ninguno

de estos dos primeros casos, y es el caso siguiente, sumamente interesante.

Cuando n2 ∈ [aα, α
2
‖] ∩ [α2

‖, a] existe un ángulo de Brewster dado por

θαB = arc sen


√√√√n2 − α2

‖

aα − α2
‖

 (2.83)

para el cual no hay rayo re�ejado.

Para encontrar este ángulo se buscar la solución a la ecuación r(θαB) = 0, o,

equivalentemente f (θαB) = 1. Utilizando la de�nición de f y la ley de Snell

(2.48),

1 =
N2
α(θαB) cos(Θ)

α2
‖ cos2(θαB)

=
N2
α(θαB)− sen2(θαB)

α2
‖ − α

2
‖ sen2(θαB)

=
n2 − aα sen2(θαB)

α2
‖ − α

2
‖ sen2(θαB)

(2.84)

de lo cual se obtiene (2.83) al despejar θαB . La condición impuesta sobre

n2 es la necesaria para que sen2(θαB) sea un número entre 0 y 1. Se puede

notar que, independientemente de la polarización y el valor de α⊥ relativo

a α‖, siempre se puede encontrar al menos un valor del índice de refracción

para el cual exista este ángulo.

Si n ∈ R, para el valor crítico de aα, aαc = n2, la re�exión es independiente

del ángulo de incidencia:

De la refracción del vector de onda (2.48), tenemos que, como aα = n2,

cos(Θα) =
√

1− sen2(Θα) =

√
1−

sen2(θ1)

N2
α

=

√
N2
α − sen2(θ)

Nα
=
|n| cos(θ1)

Nα
,

(2.85)

lo que hace que el valor de f ((2.74) en polarización s y (2.80) en polarización

p) sea constante, y consecuentemente el de r :

rα(θ) =

∣∣α‖∣∣− |n|∣∣α‖∣∣+ |n|
. (2.86)

Dado que 1+r = t, también los coe�cientes de transmisión serán constantes.
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Hay que notar que esta condición sólo tiene sentido práctico cuando n ∈ R,
pues, en caso contrario, el ángulo crítico será π/2 y la re�exión será siempre

total.

Otra consecuencia inmediata, es que un material con
∣∣α‖∣∣ = |n| es total-

mente antirre�ejante en la polarización respectiva. Como n2 = ε‖µ‖, esto

requiere que ε‖ = µ‖, de manera que, si además resultara que ε⊥ = µ⊥, el

ángulo crítico sería el mismo para ambas polarizaciones, se tendría un único

rayo transmitido, y ningún rayo re�ejado. La condición aα = n2 = ε2
‖, nos

dice además que, en tal caso, µ⊥ = ε⊥ = 1/ε‖ = 1/µ‖. Es decir, para que el

material tenga la propiedad de ser antirre�ejante en un caso de polarización

arbitraria, se requiere que los tensores
↔
ε y

↔
µ sean iguales y con componentes

paralelas inversas a la ortogonal.

Las grá�cas (2.15), (2.16) y (2.17) muestran las amplitudes correspondientes

a los ángulos de refracción de las grá�cas (2.7), (2.8) y (2.10) y en ellas se pueden

apreciar las propiedades recién enunciadas.

2.5.4. Re�ectancia y transmitancia

Calcularemos ahora los coe�cientes

R :=

∣∣∣∣∣ ~Sr · êz~Si · êz

∣∣∣∣∣ ; T :=

∣∣∣∣∣ ~St · êz~Si · êz

∣∣∣∣∣ (2.87)

que representan la fracción de potencia re�ejada desde y transmitida hacia la

super�cie por la onda. Habrá un par de estos coe�cientes para cada polarización.

Dado que kiz = −krz , y la de�nición de r (2.66),

R =

∣∣∣∣krzE2
0r
/2µ1ω

kizE
2
0i
/2µ1ω

∣∣∣∣ = r2 , (2.88)

mientras que, utilizando (2.53)

Tm =

∣∣∣∣∣kmzE
2
0m
/2µ2‖ω

kizE
2
0i
/2µ1ω

∣∣∣∣∣ . (2.89)

Escribiendo kmz = km cos(Θm), ki = ki cos(θi) y utilizando (2.48) y la de�nición

de tm (2.67), esto queda

Tm = t2
m

Nm(θi)∣∣µ‖∣∣ cos(Θm)

cos(θi)
, (2.90)
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Figura 2.15: Coe�ciente de re�exión para distintos valores de n (colores) y aα
(estilos de línea), con α‖ = 1 y n > 0. Si aα = am entonces es el coe�ciente de

re�exión en polarización s; si aα = ae entonces estamos en polarización p. Las

curvas con el valor crítico de aα son constantes y valen (1−n)/(1 +n). Los casos

con aα > n2 tienen ángulo crítico y en éste el coe�ciente se va a 1 y posteriormente

permanece ahí (re�exión total). Los casos en los que no hay ángulo crítico se van

a −1 en incidencia rasante (θ = π/2). El valor para incidencia normal no depende

de aα, sólo de α‖ y n. Otros valores de α‖ modi�can el valor en incidencia normal y

desplazan las curvas de re�exión constante, pero no los valores en el ángulo crítico

ni en incidencia rasante. La grá�ca de tm se obtiene de trasladar ésta una unidad

hacia arriba.

que tiene exactamente la misma forma que la transmitancia de un medio isotrópico,

dado que la diferencia en el vector de Poynting con respecto a ese caso es sólo

una componente en dirección x . Naturalmente el coe�ciente no es igual al del caso
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Figura 2.16: Grá�ca análoga a la (2.15) para valores negativos de aα.

isotrópico al no coincidir Θm y tm con los de éste.

Para polarización p, por otro lado, utilizamos (2.54), la relación entre las am-

plitudes de ~H y ~E en el medio isotrópico (2.70) y anisotrópico (2.31) y obtenemos

Te =

∣∣∣∣∣kmzH
2
0e
/2ε2‖ω

kizH
2
0i
/2ε1ω

∣∣∣∣∣
= t2

e

Ne(θi)∣∣ε‖∣∣ cos(Θe)

cos(θi)
. (2.91)

Se pueder ver que (2.90) ó (2.91) se escriben también como:

Tα = t2
αfα , (2.92)
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Figura 2.17: Amplitud de re�exión para valores imaginarios del índice de refracción.

y, al utilizar (2.71) ó (2.79) y (2.76) ó (2.82) obtenemos

Rα + Tα = (1− tα)2 + t2
αfα = 1− 2tα + t2

α(1 + fα) = 1− 2tα +
4

1 + fα
= 1 ,

(2.93)

que es el resultado que usualmente se interpreta como la conservación de la ener-

gía.

2.6. Polarización mixta

Si el vector eléctrico incidente tiene una combinación de polarización s y p,

siempre se pueden obtener las respectivas componentes y aplicar el análisis previo.
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Sin embargo, en el medio anisotrópico,

~E × ~H = (~Ee + ~Em)× ( ~He + ~Hm) = ~Se + ~Ee × ~Hm + ~Sm (2.94)

es un producto que incluye, como se puede ver, un término de interferencia. Al

estar ~Ee y ~Hm en el plano de incidencia, esta componente irá en dirección ortogonal

a este, así que, aunque para cada polarización el vector de Poynting se queda en

el plano, no sucede así en el caso general. Utilizando el resultado (2.40) y la

refracción del vector de onda (2.48) podemos escribir estos campos como

~Ee = Ee(cos(φe −Θe), 0, sen(φe −Θe))

=
Ee

βe(Θe)

(∣∣ε‖∣∣
ε⊥

sen(Θe), 0, cos(Θe)

)

=
Ee

βe(Θe)

(∣∣ε‖∣∣ sen(θi)

ε⊥Ne(θi)
, 0, cos(Θe)

)
,

(2.95)

~Hm =
Hm

βm(Θm)

(∣∣µ‖∣∣ sen(θi)

µ⊥Nm(θi)
, 0, cos(Θm)

)
. (2.96)

Así, el término de interferencia será

~Ee × ~Hm =
EeHm
βmβe

sen(θi)

(∣∣µ‖∣∣ cos(Θe)

µ⊥Nm(θi)
−
∣∣ε‖∣∣ cos(Θm)

ε⊥Ne(θi)

)
êy . (2.97)

Ahora, ya que

Ee = E0e cos(~ke · ~r − ωt)

Hm = H0m cos(~km · ~r − ωt)
(2.98)

y

1

T

∫ T

0

cos(a1 − ωt) cos(a2 − ωt)dt =
1

2T

∫ T

0

cos(a1 + a2 − 2ωt) + cos(a1 − a2)dt

=
sen(2ωT − a1 − a2) + sen(a1 + a2)

4ωT

+
1

2
cos(a1 − a2)

T→∞−→
1

2
cos(a1 − a2) ,

(2.99)

tenemos que, el promedio, para frecuencias ópticas, del término de interferencia

es

~Se,m =
E0,eH0,m

2βmβe
sen(θi) cos((~km − ~ke) · ~r)

(∣∣µ‖∣∣ cos(Θe)

µ⊥Nm(θi)
−
∣∣ε‖∣∣ cos(Θm)

ε⊥Ne(θi)

)
êy

(2.100)
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Si el vector eléctrico entra polarizado linealmente, formando un ángulo δ con

respecto al plano de incidencia, su componente s es Ei sen(δ) y la p es Ei cos(δ).

Siendo así, y utilizando la relación (2.70), y los coe�cientes de transmisión (2.82)

y (2.76) este promedio queda

~Sm,e =
tmte sen(2δ)E2

0i
ki sen(θi)êy

4βm(Θm)βe(Θe)µ1ω
cos((kmz−kez )z)

(∣∣µ‖∣∣ cos(Θe)

µ⊥Nm(θi)
−
∣∣ε‖∣∣ cos(Θm)

ε⊥Ne(θi)

)
(2.101)

2.7. Incidencia desde un medio anisotrópico

π/2− γ

φ−Θ

θ

~km

~Hm

Θm

Figura 2.18: Incidencia desde un medio anisotrópico hacia uno isotrópico cuando

el eje óptico está en el plano de incidencia.

Ahora calcularemos las propiedades de re�exión y transmisión cuando la inci-

dencia es desde el medio anisotrópico y hacia el medio isotrópico, en el caso en el

que el eje óptico está en el plano de incidencia y forma un ángulo π/2− γ con la

interfaz. Si bien este no es el caso más general, será importante posteriormente.

2.7.1. Vectores de onda y Ley de Snell

El vector de onda forma un ángulo Θα con el eje óptico. De la �gura, podemos

deducir que entonces forma un ángulo Θα − γ con la normal a la super�cie. Por

tanto, las condiciones de frontera del vector de onda de cada modo son

kα sen(Θα − γ) = kα sen(θ1) (2.102)

pues, nuevamente, en el medio isotrópico los ángulos de refracción coinciden con

los formados por los vectores de onda. De (2.20) podemos despejar kα al escribir
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kαx = kα sen(Θα), obteniendo

kα =
k0n‖√

1 + (aα − 1) sen2(Θα)
, (2.103)

por lo que, con

Mα(Θ) =

√
1 + (aα − 1) sen2(Θ)

n
(2.104)

el ángulo de refracción está dado, en términos exclusivamente de las propiedades

del medio y Θα, por

Mα(Θα) sen(θ1) = sen(Θα − γ) . (2.105)

La ecuación (2.56) se puede invertir para obtener

sen(θ1) =
sgn(α⊥)n sen(θα)√

a(a + (1− a) sen2(θα))
, (2.106)

lo cual se puede utilizar junto con (2.48) para escribir la ley de Snell, en términos

de los ángulos de incidencia y refracción.

2.7.2. Coe�cientes de re�exión y transmisión

Para el modo m, las condiciones de frontera son

Emi
+ Emr = Emt

(Hmi
−Hmr ) cos(φm −Θm + γ) = Hmt cos(θ1) ,

(2.107)

que, en términos de las de�niciones (2.66) y utilizando las relaciones (2.31) y

(2.70) son equivalentes a

1 + r = t

cos(φm −Θm + γ)
kmβm(Θm)∣∣µ‖∣∣ (1− r) = t

k1

µ1
cos(θ1)

(2.108)

que, tienen solución, en términos de

fm(Θ) =

∣∣∣∼µ‖∣∣∣ cos(θ1)

βm(Θ) cos(φm −Θ + γ)M(Θ)
, (2.109)

igual a

rm(Θm) =
1− fm(Θm)

1 + fm(Θm)

tm(Θm) =
2

1 + fm(Θm)
.

(2.110)
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Utilizando los resultados (2.40) y (2.38) junto con la identidad para el coseno

de una suma, podemos simpli�car fm:

fm(Θm) =

∣∣∣ ∼µ‖∣∣∣ cos(θ1)

(sgn(µ‖)am sen(Θm) cos(γ)− cos(Θm) sen(γ))M(Θ)
(2.111)

Para el modo e, tenemos, por otro lado,

Hei +Her = Het

(Eei − Eer ) cos(φe −Θe + γ) = Emt cos(θ1)
(2.112)

que tiene solución análoga a la del otro modo, en términos de

fe(Θ) =

∣∣∣∼ε‖∣∣∣ cos(θ1)

βe(Θ) cos(φε −Θ + γ)M(Θ)
, (2.113)

re(Θe) =
1− fe(Θe)

1 + fe(Θe)

te(Θe) =
2

1 + fe(Θe)
.

(2.114)

2.7.3. Re�ectancia y transmitancia

Ahora la normal a la super�cie es ên = (cos(γ), 0, sen(γ)), así que la re�ec-

tancia del modo m es

Rm =

∣∣∣∣∣ ~Smr · ên
~Smi
· ên

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣E
2
mr0
km(sen(Θm) cos(γ)/µ⊥ + cos(Θm) sen(γ)/µ‖)/2ωµ‖

E2
mi0
km(sen(Θm) cos(γ)/µ⊥ − cos(Θm) sen(γ)/µ‖)/2ωµ‖

∣∣∣∣∣
= r2

m

∣∣∣∣1 + am tan(Θm) cot(γ)

1− am tan(Θm) cot(γ)

∣∣∣∣ ,

(2.115)

y su transmitancia,

Tm =

∣∣∣∣∣ ~Smt · ên
~Smi
· ên

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ E2
m0t
k1(sen(θ1) cos(γ) + cos(θ1) sen(γ))/2µ1ω

E2
mi0
km(sen(Θm) cos(γ)/µ⊥ − cos(Θm) sen(γ)/µ‖)/2ωµ‖

∣∣∣∣∣
= t2

m

∣∣∣∣∣
∼
µ‖M(Θm) sen(θ1 − γ)

sen(Θm) cos(γ)/µ⊥ − cos(Θm) sen(γ)/µ‖

∣∣∣∣∣
(2.116)



·3· Refracción negativa en un

metamaterial laminado

Veremos ahora cómo se puede obtener refracción negativa construyendo un

metamaterial anisotrópico uniaxial muy simple.

3.8. Propiedades efectivas de un material laminado

Consideremos un metamaterial in�nito formado por una repetición de láminas

de materiales isotrópicos de funciones dieléctricas εa y εb y magnéticas µa y µb,

como se muestra en la �gura (3.19). La celda unitaria tiene un espesor d y una

fracción fa de éste es ocupado por el material aα, mientras que una fracción

fb = 1− fa es ocupado por el material b4.

Supondremos que la longitud de onda incidente es mucho mayor que las di-

mensiones de la celda unitaria, en cuyo caso es válido aplicar la teoría del medio

efectivo para obtener las propiedades promedio de este material. En particular,

dicha suposición implica que los campos prácticamente no varíen dentro de la

celda.

Si en el metamaterial se propaga un modo, el campo eléctrico correspondien-

te tendrá componente paralela a las láminas continua, mientras que el campo de

desplazamiento tendrá componente ortogonal a éstas continua. Además, en ca-

da material se cumplen las ecuaciones materiales correspondientes a un material

4Pueden verse mayores detalles del tema en [17]
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isotrópico, de manera que

〈~E⊥〉 =
1

V

∫
~E⊥

=
1

V

∫
a

~E⊥ +
1

V

∫
b

~E⊥

=
1

V

∫
a

~Dα⊥
εa

+
1

V

∫
b

~Db⊥
εb

=
Va
V

〈~Dα⊥〉
εa

+
Vb
V

〈~Db⊥〉
εb

.

(3.117)

Como la longitud de onda es muy grande comparada con las dimensiones de la

celda unitaria, y ~D⊥ es una función continua, 〈~Dα⊥〉 ≈ 〈~Db⊥〉 ≈ 〈~D⊥〉. Va/V y

Vb/V son simplemente las fracciones ocupadas, por lo que

〈~E⊥〉 ≈
(
fa
εa

+
fb
εb

)
〈~D⊥〉 . (3.118)

La componente paralela de ~E también es continua, y, bajo las mismas conside-

εa εb

d

fbdfad

z

Figura 3.19:



3.8. PROPIEDADES EFECTIVAS DE UN MATERIAL LAMINADO 43

raciones,

〈~D‖〉 =
1

V

∫
~D‖

=
1

V

∫
a

~D‖ +
1

V

∫
b

~D‖

=
1

V

∫
a

εa ~Eα‖ +
1

V

∫
b

εb ~Eb‖

≈ (faεa + fbεb)〈~E‖〉 .

(3.119)

Esto nos dice que, en la escala apropiada, el campo eléctrico se relaciona con el

de desplazamiento linealmente, en la forma

〈~D〉 =

(
(faεa + fbεb)(êx êx + êy êy ) +

εaεb
faεb + fbεa

êz êz

)
〈~E〉 . (3.120)

Ya que las componentes normales de ~B y las paralelas de ~H también son continuas

y las relaciones entre ellos son análogas a las de ~D y ~E en cada medio, también

tenemos que

〈~B〉 =

(
(faµa + fbµb)(êx êx + êy êy ) +

µaµb
faµb + fbµa

êz êz

)
〈 ~H〉 . (3.121)

Es decir, de manera efectiva, este metamaterial es anisotrópico y uniaxial, y sus

tensores dependen de las funciones de respuesta de los materiales que lo componen

y la fracción ocupada por cada uno de ellos en la celda unitaria. Por supuesto, en

la celda unitaria podría haber una distribución diferente a la mostrada en la �gura,

mientras que las láminas ocuparan en total la misma fracción.

Además, por construcción este material tiene su eje óptico alineado con la nor-

mal a la super�cie, por lo cual podemos aplicar los resultados de la sección anterior

en el rango adecuado de frecuencias. También es posible obtener un material con

otra alineación del eje óptico con respecto a la normal, haciendo un corte recto

de este material en la dirección apropiada, y cambiando con ello la interfaz.

Esta construcción muestra que hay casos en donde, como se supuso de inicio,

existen materiales cuyos tensores magnéticos y eléctricos son simultáneamente

diagonalizables, o, como se dijo antes, cuyos �ejes ópticos� magnético y eléctrico

coinciden.



44 Refracción negativa en un metamaterial laminado

3.9. Modelo de Drude

El modelo de Drude es una aproximación clásica a la respuesta electrónica de

un material. Supone que éste está formado por una colección de cargas idénticas

q, distribuidas uniformemente en el material, con una densidad n, sujetas a una

fuerza que los mantiene en él, alrededor de una posición de equilibrio (ubicada en ~0

para cada carga, y con un coe�ciente de restitución k) y a un campo eléctrico poco

intenso. Supone además que el material ejerce una resistencia de tipo viscosa a su

movimiento, con coe�ciente b. Bajo tales hipótesis, la ecuación de movimiento de

una de estas cargas es

m~̈r = −k~r − b~̇r + q ~E . (3.122)

La transformada de Fourier de esta ecuación es

−mω2r̂ = −kr̂ + iωbr̂ + qÊ (3.123)

que se puede escribir también como

qr̂ =
q2

m
k
m − iω b

m − ω2
Ê . (3.124)

El lado izquierdo es la transformada de Fourier del momento dipolar de esa carga

con respecto a su posición de equilibrio. El momento dipolar total en un volu-

men V de este material será el número de cargas N en tal volumen multiplicado

por el momento individual, y la densidad de momento dipolar será a su vez esta

cantidad dividida entre dicho volumen. En promedio, tendremos entonces que la

transformada de la densidad de momento dipolar será

P̂ = nqr̂ =
nq2

m
k
m − iω b

m − ω2
Ê . (3.125)

Esta es una relación lineal entre las transformadas de ~P y ~E, por lo que el coe�-

ciente de proporcionalidad dividido entre ε0 es la transformada de la susceptibilidad

eléctrica:

χ̂e(ω) =

nq2

mε0

k
m − iω b

m − ω2
, (3.126)

por lo cual la función dieléctrica de un material de Drude está dada por

ε

ε0
(ω) = 1 +

nq2

mε0

k
m − iω b

m − ω2
. (3.127)
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Usualmente se le llama a la cantidad en el numerador la frecuencia del plasma, y

se denota por ωp,

ωp =

√
nq2

mε0
, (3.128)

y, en el modelo mecánico, ω0 =
√
k/m sería la frecuencia natural de oscilación

de las cargas. Por otro lado, m/b es el tiempo en el cual la amplitud inicial del

movimiento individual de cada carga decaería a 1/e en ausencia de forzamiento.

Este tiempo es a su vez una medida inversa de la capacidad disipadora del medio,

pues, a mayor disipación, el decaimiento es más veloz.

Resulta natural utilizar la frecuencia del plasma como unidad para este proble-

ma. De�niendo Ω := ω/ωp, Ω0 := ω0/ωp y τ := ωp
m
b , la función dieléctrica se

puede expresar en la forma

ε

ε0
(Ω) = 1−

1

Ω2 −Ω2
0 + iΩ/τ

(3.129)

que depende del parámetro τ , que es una medida adimensional del tiempo de

decaimiento y Ω0 que es una medida adimensional de la frecuencia natural de

oscilación de las cargas.

En particular cuando se tienen cargas libres (como los electrones libres en un

metal), no hay fuerza de restauración que lo mantenga alrededor de una posición

de equilibrio, y Ω0 = 0.

3.10. Metamaterial metálico-dieléctrico sin disipa-

ción

Utilizaremos el modelo de Drude y las propiedades efectivas del material lami-

nado para construir un metamaterial sin actividad magnética en el que se pueda

encontrar refracción negativa. Para ser consistentes con la primera parte del tex-

to, supondremos además que estamos en una región en donde la disipación del

material es despreciable, es decir, en donde τ →∞.

Consideraremos entonces una serie de capas de un metal de Drude con baja

disipación, ocupando una fracción fa de la celda unitaria y un dieléctrico, que ocupa

el resto de la celda, con una fracción fb y que en este rango de frecuencias tenga
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una función dieléctrica constante ε0(1 + χd). El tensor dieléctrico efectivo de tal

metamaterial es entonces

↔
ε

ε0
(Ω) =

(
fa

(
1−

1

Ω2

)
+ fb(1 + χd)

)
(êx êx + êy êy )

+ (1 + χd)
1− 1

Ω2

fb
(

1− 1
Ω2

)
+ fa(1 + χd)

êz êz

=

(
fa

(
1−

1

Ω2

)
+ fbg

)
(êx êx + êy êy )

+ (1 + χd)
Ω2 − 1

fb(Ω2 − 1) + fa(1 + χd)Ω2
êz êz .

(3.130)

La permeabilidad (de manera exacta) será simplemente la del vacío, dado que

hemos supuesto que ambos materiales son no magnéticos.

Tomando en cuenta que fa + fb = 1, y llamando simplemente f = fa, podemos

expresar

↔
ε

ε0
(Ω) =

(
1 + χd − f

(
χd +

1

Ω2

))
(êx êx + êy êy )

+ (1 + χd)
Ω2 − 1

Ω2(1 + f χd) + f − 1
êz êz .

(3.131)

Como se espera, cuando f = 0,
↔
ε = ε0(1 + χd)

↔
I , y cuando f = 1,

↔
ε =

ε0(1− 1/Ω2)
↔
I .

Como estamos pensando en un dieléctrico típico, supondremos χd > 0. Re-

cordemos que en estos medios la condición equivalente a la de refracción negativa

es ε⊥ < 0 para el modo e y µ⊥ < 0 para el modo m. Así, buscamos frecuencias

que, cumpliendo el requisito de baja disipación, satisfagan además que

Ω2 − 1

Ω2(1 + f χd) + f − 1
< 0 . (3.132)

Para frecuencias mayores a la del plasma (Ω > 1), necesitamos que

Ω2(1 + f χd) + f − 1 < 0

⇔ Ω <

√
1− f

1 + f χd
.

(3.133)

Sin embargo, el número del lado derecho de la desigualdad es siempre menor que

1, por lo que esta condición nunca puede darse para frecuencias mayores que la
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del plasma. Si, por el contrario, Ω < 1, entonces la condición se vuelve

Ω >

√
1− f

1 + f χd
, (3.134)

es decir, en el rango de frecuencias(
ωp

√
1− f

1 + f χd
, ωp

)
(3.135)

la componente ortogonal del tensor dieléctrico será siempre negativa, y para todas

esas frecuencias habrá refracción negativa del modo e. Si en particular hacemos

incidir luz con polarización p, veremos un único rayo refractándose en sentido

inverso al incidente.

En el límite en el que f → 1 (cuando sólo está el metal) naturalmente es-

te intervalo va desde 0 a ωp. Sin embargo, este material laminado presenta un

comportamiento más rico que el metal puro, pues tiene un parámetro fácilmente

manipulable (f ) que permite modi�car el valor de ε, el rango en donde se obtienen

sus valores negativos, y �muy importante� aumentar la cantidad de luz que puede

pasar cuando el metal tiene algo de disipación.

Ahora, la componente paralela del tensor dieléctrico

ε‖

ε0
= 1 + χd − f

(
χd +

1

Ω2

)
(3.136)

es, dado que f < 1, siempre mayor que 1 − 1/Ω2, lo que nos dice que en este

metamaterial las componentes ortogonal y paralela no pueden ser simultáneamente

negativas, pues esta última cantidad sólo es negativa después de la frecuencia del

plasma.

Por otro lado, el factor de anisotropía es

ae(Ω) =
ε‖(Ω)

ε⊥(Ω)
=

1 + χd − f (χd + 1/Ω2)

(1 + χd) Ω2−1
Ω2(1+f χd )+f−1

, (3.137)

que, en el límite en el que Ω → 1 se va a in�nito. Establecida una fracción del

metal de Drude ocupada en la celda unitaria, siempre se puede escoger un rango

de frecuencias (antes de la del plasma) en donde la componente paralela del ten-

sor dieléctrico sea negativa y además el factor de anisotropía sea arbitrariamente

grande, por lo que en particular se puede obtener el comportamiento de ángulo de

refracción poco variable como función del incidencia mostrado en (2.9).
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Otra manera de obtener este límite, de forma exacta, es hacer εl = 0. Para

ello se requiere una fracción ocupada por el metal igual a

f =
1 + χd

1/Ω2 + χd
. (3.138)

Ya que f es un número menor que 1, esto sólo puede pasar cuando Ω < 1. Es

decir, dada una frecuencia menor que la del plasma, siempre se puede construir el

metamaterial con una fracción ocupada por el metal tal que, para esa frecuencia,

el índice de refracción n‖ sea nulo.



·4· Aplicación: colimador de

luz difusa por refracción

Consideremos un dispositivo como el de la �gura (4.20), formado de un me-

tamaterial con aα � 0, y una onda plana incidiendo en el extremo izquierdo.

Supondremos que las escalas del problema son tales que el límite de la óptica

geométrica es válido. Como vimos en la sección de refracción, el vector de onda

del modo α se refracta, si el ángulo de incidencia es su�cientemente grande, en un

ángulo muy cercano a arc sen(1/
√
−aα) ≈ 1/

√
−aα. Como se puede ver, forma

además un ángulo γ con la normal a la segunda super�cie.

γ

γ

γ−Θ2
Θ2

Θ1

Figura 4.20: Esquema del colimador

El vector de Poynting, por su lado, se refracta a un ángulo cercano a π/2, por

lo que el rayo refractado incide nuevamente desde dentro en la cara superior del
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triángulo. Al pasar la segunda super�cie, el rayo tiene un vector de Poynting que

nuevamente coincide con el vector de onda, y sale con un ángulo determinado por

la Ley de Snell (2.105),

Mα(Θa) sen(θ3) = sen(Θa − γ) . (4.139)

Exploraremos la posibilidad de asignar un valor adecuado a γ para que, en este

límite, tal dispositivo sirva para colimar luz.

En principio, una opción es escoger γ de manera tal que el ángulo de refracción

tras la segunda re�exión sea también γ,

sen(γ) = (sen(Θa) cos(γ)− cos(Θα) sen(γ))/Mα(Θα)

⇔
sen(γ)

sen(Θa) cos(γ)− cos(Θα) sen(γ)
=

1

Mα(Θα)

⇔ sen(Θα) tan(γ)− cos(Θa) = Mα(Θα)

⇔ tan(γ) =
Mα(Θα)

sen(Θα)
+ cot(Θα) .

(4.140)

Sin embargo, en el límite en el que aα −→ −∞, tenemos que

Mα(Θα)

sen(Θα)
=

√
1 + (aα − 1) sen2(Θα)

n sen(Θα)
=

1

sen(θ1)
, (4.141)

es decir, aunque el ángulo formado por ~kα varía poco con θ1, el ángulo de salida

tras la segunda interfaz vuelve a tener una dependencia de éste, lo que hace poco

viable este camino para el colimador.

Una segunda opción consiste en observar que la re�ectancia en la segunda

interfaz (2.115) puede anularse siempre que aα es negativo, cuando

1 + aα tan(Θα) cot(γ) = 0 , (4.142)

que justamente se logra para un ángulo

γ = arccot

(
1

−aα
cot(Θα)

)
≈ arccot

(
1√
−aα

)
≈
π

2
−

1√
−aα

(4.143)

Sin embargo, al introducir este valor de γ en la ley de Snell, obtenemos re�exión

total para una gran parte de los ángulos, y, además, un dispositivo sumamente

alargado, que no es resulta muy práctico ni realizable.
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Consideraremos una tercera opción, que es la de hacer γ tal, que la incidencia

sobre la segunda super�cie sea normal, es decir γ = 1/
√
−aα. Esto garantiza

que los rayos que entran con Θα = 1/
√
−aα se transmitan (estamos suponiendo

n ∈ R) y además no se desvíen. Ahora los rayos salen con una ligera inclinación,

así que colocamos un segundo dispositivo como en la �gura (4.21), de un material

isotrópico, de índice de refracción n3, con su extremo izquierdo separado una

distancia d del correspondiente al metamaterial anisotrópico, y con una altura

extra a la de éste igual a B − d .

γ

γ

γ −Θ2
Θ2

n3

γ ′

d

B
b

Figura 4.21: Agregamos un segundo dispositivo de un material isotrópico.

Escogeremos el ángulo γ′ de manera que el rayo salga horizontal de esta tercera

interfaz, y no se desvíe en la cuarta. Esto implica que el ángulo de refracción sea

justamente γ′, por lo que la ley de Snell nos dice que

n1 sen (γ′ − γ) = n3 sen(γ′) , (4.144)

o sea,

sen(γ′) cos(γ)− cos(γ′) sen(γ) =
∼
n3 sen(γ′)

⇔ γ′ = arccot

(
cos(γ)− ∼n3

sen(γ)

)
.

(4.145)

Haremos además B = d tan(γ)+b
1−tan(γ) tan(γ ′) para garantizar que aún el rayo que salga

más alto llegue al segundo dispositivo.
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Finalmente, rotaremos este arreglo por un eje paralelo al eje óptico, que pase

por el vértice derecho del triángulo. Obtenemos así simetría rotacional, de manera

que, si sobre el extremo izquierdo del arreglo incide luz difusa, cualquier rayo

incide sobre algún plano en el que está el eje óptico. El rayo se refracta dentro del

material anisotrópico en un ángulo cercano a 1/
√
−aα, y sale del prisma con el

mismo ángulo. Tenemos entonces un conjunto de rayos que se abren ligeramente,�

aproximadamente sobre la super�cie de un cono� y que son enderezados �nalmente

por el segundo dispositivo.

En el caso ideal tenemos un metamaterial con
↔
ε =

↔
µ, y un sólo rayo refractado

dentro de éste. Aún si esto no se puede lograr, este razonamiento es válido para el

modo con aα � 0. Si la luz difusa está polarizada en promedio 1/2 en polarización

s y 1/2 en polarización p, lo dicho se aplicará para la mitad de la luz incidente.

Ahora, ¾cuál es la fracción F de la luz incidente que colima este arreglo? Hay

que tomar en cuenta, primero, que la luz no saldrá exactamente al ángulo esperado;

y segundo, que el paso por ambos medios le hará perder intensidad.

Para cuanti�car esta fracción, estableceremos un nivel de precisión deseado en

el ángulo �nal de salida: ∆θ. La fracción de luz colimada será entonces la suma

de la intensidad de todos los rayos que salen a menos de este ángulo (medido

con respecto a la normal del segundo triángulo), dividida entre la suma de la

intensidad de todos los rayos incidentes. Dada la simetría rotacional, este cálculo

puede efectuarse en un corte plano como el de las �guras anteriores, suponiendo

una distribución homogénea de los rayos incidentes.

Se puede resolver la desigualdad que determina los ángulos de incidencia para

los cuales se cumple la precisión deseada tras el paso por el arreglo, sin embargo, la

integral para obtener las intensidades dista mucho de ser trivial. Veremos algunos

cálculos numéricos que muestran cómo se comporta la fracción F como función

de aα para diferentes valores de n y n′.

Aunque en el límite de aα muy negativa se obtienen los resultados de ángulo

de refracción poco variable, para �nes numéricos y de búsqueda de valores más

realistas de aα (no sumamente extremos), se utilizó como valor de γ el ángulo de

refracción para una incidencia rasante, aprovechando el hecho de la monotonía de

Θα. Para dicho rayo, el ángulo de salida es exactamente 0 al �nal del arreglo, por

construcción.
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Se realizó una integración numérica de la intensidad sobre el intervalo [0, π/2],

dividido en 1000 subintervalos iguales, estableciendo un valor de ∆θ de 1 grado,

muestreando 100 valores de aα entre −100 y −1. Los resultados se pueden ver

en la grá�ca (4.22).

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

−100 −75 −50 −25 0

F

a

Fracción de luz colimada (∆θ = 1◦)

n′

1.5
1.3
1.1
n

1.0
0.7
0.5

Figura 4.22: Resultados numéricos que muestran la fracción de luz colimada a 1

grado por el arreglo propuesto, como función de la anisotropía del medio, supo-

niendo que los tensores eléctrico y magnético son iguales (en otro caso, los valores

son la mitad de lo mostrado). Se muestran para tres valores de n, cercanos a 1

(en diferentes estilos de línea) y tres de n′, también cercanos, pero mayores (en

diferentes colores).

Como podemos observar, el comportamiento de F es complicado, pero logra

valores relativamente grandes, aún para valores de aα no tan lejanos a −1. Es

importante hacer notar que utilizamos valores de n y n′ no muy lejanos de 1 para

mostrar que, aún si no se tiene mucho control sobre las componentes paralelas de
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los tensores (como podría ser en el metamaterial laminado), se pueden obtener

resultados interesantes. Es destacable que para las curvas con n < 1 se obser-

ven máximos globales para valores no muy altos de aα; en particular podemos

mencionar algunos detalles:

Para n = 1.0 y n′ = 1.1 hay un máximo local en aα = −12.55, con F =

0.198, y el máximo global menos negativo se alcanza en aα = −65.20,

teniendo un valor de F = 0.220.

Para n = 0.7 y n′ = 1.3 F crece abruptamente desde cerca de 0 y alcanza

muy rápidamente un máximo local en aα = −6.00 con una fracción colimada

de 0.245. El mayor valor lo alcanza en aα = −33.20, dando F = 0.276, no

muy lejano del valor anterior.

Para n = 0.5 y n′ = 1.1, el máximo global, F = 0.397 se alcanza muy

rápidamente, en aα = −13.9. Además, hay una fracción colimada mayor

al 39 % desde −10.05 y hasta −15.90. Este caso se puede visualizar en la

�gura (4.27).

El ángulo de salida en este caso es su�ciente para que los rayos más alejados se

separen 1cm al recorrer una distancia de 57.3cm. También podemos observar, en

comparación, los mismos resultados si se requiere una precisión de medio grado,

en la grá�ca (4.23), en cuyo caso tendríamos una desviación máxima de 1cm

tras 1.14m. Como podemos observar, la fracción de luz colimada no disminuye

drásticamente.

Por supuesto, hace falta tomar en cuenta la presencia de disipación, pero es-

tos resultados muestran los valores de F a los que se puede aspirar trabajando

en regiones en donde la primera es baja. Además, el arreglo planteado tiene la

ventaja de que, en el límite en el que estamos trabajando, el primer dispositivo

es muy delgado, disminuyendo así la posible atenuación. Veamos por último algu-

nos diagramas de rayos de algunos casos particulares. Los rayos que se coliman

dentro de la precisión de 1◦ se muestran en verde, mientras que los que salen de

este rango están en amarillo. Se muestran 60 rayos, distribuidos uniformemente

en ángulo, y con los de menor ángulo de incidencia colocados más al centro del

arreglo (para �nes de visualización únicamente). Los rayos están dibujados con la

intensidad correspondiente.

No está de más mencionar que, un colimador usual de luz difusa, sólo selecciona
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Figura 4.23: Fracción de la luz colimada para los mismos valores de n y n′ de la

grá�ca (4.22) cuando la precisión deseada es de 0.5◦.

los rayos dentro de un cierto rango angular, de modo que, la cantidad total de luz

colimada por ellos es de la precisión deseada (en grados) entre 90. Esto hace que

los colimadores tengan e�ciencias muy pobres, del orden de 1 % ó menos [18] 5.

5También existen colimadores ópticos, aunque su principio es colimar la luz proveniente de

fuentes puntuales.



56 Aplicación: colimador de luz difusa por refracción

Figura 4.24: Diagrama de rayos del colimador para aα = −7, n = 0.5, n′ = 1.4.

Se obtiene F ≈ 0.36.
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Figura 4.25: Diagrama de rayos del colimador para aα = −30, n = 1.0, n′ = 1.3.

Se obtiene F ≈ 0.17.
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Figura 4.26: Diagrama de rayos del colimador para aα = −41, n = 0.7, n′ = 2.5.

Se obtiene F ≈ 0.19.
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Figura 4.27: Diagrama de rayos del colimador para aα = −11, n = 0.5, n′ = 1.1.

Se obtiene F ≈ 0.39. También podemos ver este caso, más alejados del colimador,

en la �gura (4.28), lo que nos da una idea de cómo entra la luz difusa y cómo se

ven los rayos refractados tras una mayor distancia.
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Figura 4.28: Vista lejana del caso (4.27) (rotada 90 grados, el colimador está

arriba y desde ahí incide luz difusa sobre éste).
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En este trabajo se analizaron las propiedades ópticas de un material anisotró-

pico uniaxial no disipador, caracterizado por componentes paralelas y ortogonales

de los tensores
↔
ε y

↔
µ, para valores arbitrarios de éstas. Se mostró que existen

dos modos fundamentales en el material que se comportan simétricamente con

respecto a los cambios de ~E por − ~H y
↔
ε por

↔
µ, y que como consecuencia de la no

ortogonalidad de los campos ~E y ~H con el vector de onda, el vector de Poynting

en general no coincide con la dirección de éste, sino que es paralelo a

~k + (a − 1)kx êx (5.146)

siendo aα el cociente de las componentes paralela y ortogonal del tensor eléctrico

o magnético.

Posteriormente se dedujeron las propiedades de refracción de dicho material

cuando su eje óptico es la normal a la interfaz con un medio isotrópico usual. Se

calcularon los ángulos formados por cada vector de onda con la normal, mante-

niendo la forma usual de la Ley de Snell

sen(θ1) = N(Θ1) sen(Θα) (5.147)

pero con un índice de refracción funcional, dependiente de las propiedades del

medio y el ángulo de incidencia, mostrando que en general existe un ángulo crítico

que, a diferencia del caso usual, no requiere un índice de refracción relativo menor a

uno, y puede presentar refracción aún en el caso de índice de refracción imaginario.

Para cada caso de polarización se calcularon los ángulos de refracción, los for-

mados por el vector de Poynting y la normal, obteniendo nuevamente la propiedad

de simetría con respecto al intercambio mencionado arriba. Se postularon las con-

diciones generales para la existencia de refracción negativa, y se mostró que en este
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material corresponden, para cada modo, a una componente ortogonal negativa del

tensor respectivo. Esto representa una diferencia muy importante con respecto al

caso isotrópico, en el que hay un compromiso entre los signos de las propiedades

del material. También se mostró que la condición que en aquellos materiales era

equivalente a la de tener refracción negativa

~S · ~k < 0 (5.148)

no tiene ninguna conexión con la misma propiedad en los materiales anisotrópicos,

y que estos materiales, en general, no son ni izquierdos ni derechos, y, sin embargo,

pueden presentar este tipo de refracción.

También se analizaron las propiedades de re�exión y transmisión de la luz. Se

encontró que se preserva el hecho de re�exión total a partir del ángulo crítico y se

establecieron las condiciones de cambio de fase. Se mostró que en ambas polariza-

ciones siempre se puede encontrar un ángulo de Brewster para valores establecidos

de alguno de los tensores
↔
ε y

↔
µ, y se mostró que hay valores de las propiedades del

material que hacen que el coe�ciente de re�exión sean independientes del ángulo

de incidencia, y que en particular se puede hacer que los coe�cientes en ambas

polarizaciones sean cero, dando lugar a un material antirre�ejante.

Se evidenció también que, en el caso de polarización mixta, el vector de Poyn-

ting no es aditivo, a diferencia del caso isotrópico, y que esto da lugar a un patrón

de interferencia que varía en la dirección del eje óptico.

Asimismo, se analizó un metamaterial laminado, formado por capas de un

dieléctrico y un metal de Drude, que en el límite de la teoría del medio efectivo

es un material anisotrópico uniaxial. Se mostró que, siendo este un metamaterial

sin actividad magnética, puede presentar refracción negativa, y se encontraron los

rangos de frecuencia en donde esto puede suceder. También se mostró que existen

rangos de frecuencia en los cuales el metamaterial posee los comportamientos de

ángulo de refracción constante como función del de incidencia. Sin buscar incluir

los detalles más realistas, este ejemplo intenta mostrar de una manera sencilla,

que es posible construir materiales anisotrópicos en los cuales aplicar el estudio

realizado.

Finalmente, se aprovecharon los resultados calculados para proponer la cons-

trucción de un arreglo óptico que tiene el efecto de colimar luz difusa en altas

proporciones, y con una geometría sumamente sencilla.
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