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-1- Introduccion

Si uno ojea articulos de los afios veinte del siglo pasado en revistas cientificas
de la época, como el Philosophical Magazine —una de las mas antiguas revistas de
ciencia existentes—, puede encontrar candentes discusiones sobre las propiedades
Opticas de materiales anisotrépicos, involucrando a personajes de la talla de William
Bragg'.

Seria dificil pensar que pasado todo este tiempo se discutan asuntos sencillos
sobre el tema como saber cuanta luz reflejan estos materiales. Sin embargo, hay
articulos que se lo plantean aln a finales de ese siglo[2].

Aln pasada la primer década de este nuevo milenio, seguimos hablando del
tema, con nuevas perspectivas que ideas relativamente recientes le han permitido
a la 6pticay la ciencia de materiales tomar. En 1967 Victor Veselago hizo la primer
mencidn al concepto de refraccion negativa [3], y en la orilla del siglo se realiz6 una
primer propuesta [4] para construir un material en el que el fenémeno se pudiera

observar.

El origen de los metamateriales —materiales disefiados para obtener caracteris-
ticas heredadas no solamente de su composicién, sino también de su estructura—
[5], [6], [7] ha permitido extender en particular las propiedades 6pticas para en-
contrar comportamientos que antes no eran posibles. Como ejemplo, la actividad
magnética, que en los materiales naturales es despreciable a frecuencias épticas
[8], puede obtenerse en estos nuevos disefios.

Aprovechando la flexibilidad que estos y otros trabajos han aportado al tema,
aqui analizamos un material anisotrépico uniaxial en condiciones un poco mas
generales que las usuales. Algunas propiedades sobre estos materiales fueron ya

lyéase, por ejemplo, [1]
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establecidas en [9] y [10], y [11] ha mostrado que se pueden obtener materiales
anisotrépicos con anisotropias extremas. Asi, permitimos que el material tenga
actividad magnética, y que los componentes de sus tensores eléctrico y magnético
adquieran cualquier valor, y extendemos algunos de los andlisis de las citadas
referencias.

Tras enunciar muy brevemente algunos hechos basicos sobre los materiales,
analizamos la propagacion de las ondas en un material de tal estilo, la geometria
de los campos en él, y la propagacion de la onda y de su energia.

Posteriormente, analizamos la refraccién y reflexion del mismo desde un medio
isotrépico usual, calculamos la ley de Snell para los diversos modos, los coeficientes
de transmision y reflexion, y la transmitancia y reflectancia, encontrando propieda-
des interesantes que no se dan al restringir los valores de € y ﬁ como refraccién
negativa en un material con indice de refraccién imaginario o las condiciones para

obtener un material totalmente antirreflejante 2.

Después analizamos de manera tedrica una propuesta para un sencillo meta-
material que puede presentar algunas de las propiedades previamente expuestas
e incluso tener refraccion negativa en ausencia de actividad magnética, lo cual
representa una mayor facilidad practica de disefio.

Al final, aprovechamos los resultados calculados para mostrar como se puede
colimar luz difusa de una manera relativamente sencilla, lo cual puede representar
en una aplicacién sumamente relevante en términos tecnoldgicos.

1.1. Conceptos previos

Conviene enunciar algunos hechos basicos que se utilizaran en alguna medida
a lo largo del texto. Su exposicion detallada y demostracién puede encontrarse en
[13], [14], [15], o de manera condensada en [16].

Para abordar desde el punto de vista electromagnético el problema de los ma-
teriales hay que tomar en cuenta que los componentes microscépicos de estos
responderan mecanicamente a su presencia y generaran nuevos campos. Macros-

2En coincidencia con las condiciones necesarias para la invisibilidad, desde la perspectiva de
la teoria de transformaciones [12]
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copicamente esto se refleja como una inducciéon de densidades de carga pjpg ¥
densidades de corriente Ind en el material. El problema de calcular estas cantida-
des siempre se puede intercambiar, de manera exacta, por el de encontrar campos
vectoriales P y M que cumplan las ecuaciones

—

V'T:—f%nd ) (1.1)
VXM = Jipg + 0,P
Si se pide que estas funciones valgan 0 fuera del material se puede interpretar
P como una densidad de momento dipolar eléctrico y M como una densidad de
momento dipolar magnético, independientemente de la frecuencia de oscilacion
del campo.

Esta interpretacion permite establecer un modelo de respuesta al establecer
Py M como funciones de £ y B respectivamente, y lineales en su versién mas
simple. Aunque lineales, estas relaciones reflejan el hecho de que el momento
dipolar inducido a un tiempo dado es la suma de todos los momentos inducidos
previamente, lo que hace esta relacién integral en el tiempo:

P(7, t):/t xe(t — tE(F, t))dt' (1.2)

[e.e]

que implica ademas la existencia de disipacion de energia electromagnética.

Como consecuencia de esta relacién integral, D y E (las transformadas de
Fourier en el tiempo de Dy L-:) son proporcionales, y llamamos al factor de pro-
porcionalidad funcion dieléctrica, e(w). La parte imaginaria de ésta es una medida
de la contribucién eléctrica a la disipacion de la energia. Todos estos resultados
tienen un analogo magnético.

Las partes real e imaginaria de estas funciones no son independientes, y de la
existencia de dispersidon en un material se infiere la necesaria existencia de disi-
pacién en algunas frecuencias. Todos los materiales son disipadores y hablar de
materiales no disipadores es una aproximacion sélo valida en ciertos rangos de
frecuencia, llamados ventanas de transparencia.

Al proponer E como una onda plana Re[Eq ek 7=%9] D resulta ser Re[e(w) Eq ek 7¥1],
es decir, en general no esta en fase con el campo eléctrico. Todos estos resulta-
dos se pueden aplicar componente a componente en materiales anisotrépicos, en

donde € y u se reemplazan por tensores y en los cuales las relaciones constitutivas
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son

()
I
m)

(1.3)

Tl o

W)
Il
I

lo que permite simplemente sustituir los escalares por operadores en los resultados
que se obtienen para ondas planas en el caso isotrépico.
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material anisotropico uniaxial

Consideremos un material anisotrépico no disipador con respuesta electromag-
nética

/J'H(éxéx + éyéy) + u1€-8;

ol &I
|

= EH(éxéx + éyéy) + Elézéz ,

enelcual D=¢-E y B = ;7 . H. Este material tiene una direccién especial,
un eje (con el cual hemos alineado el eje z) que llamaremos eje dptico. Como
se puede ver, los tensores electromagnéticos de respuesta quedan caracterizados
por dos componentes reales, una componente etiquetada con || (de paralela, que
representa la direccion paralela al plano normal al eje 6ptico) y otra etiquetada
con L (de ortogonal que representa la direccién ortogonal al mismo plano).

Hemos supuesto también, implicitamente, que el “eje dptico magnético” y el
“eje Optico eléctrico” coinciden, lo que se refleja en que en el sistema de coorde-
nadas elegido, ambos tensores sean diagonalizables. Esta suposicién no es la més
general, pero, como veremos en un capitulo posterior, es justificable en algunos
Casos.

Definiremos a,, := p,H/pdl Y de (= E”/El, que seran una medida de la anisotro-
pia eléctrica y magnética respectivamente. Es (til notar que ﬁ también se puede
escribir en la forma

“ & 1 A A
o= (I +(a, —1)&e;) (2.4)
y que su inverso es

-1

=+ (am - 1880) (25)
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< . And . .
Algo analogo se obtiene para € ya que tiene la misma forma. Supondremos que
estamos en un rango de frecuencias de disipacién despreciable, y trabajaremos con

los modos normales del campo, para los cuales se cumple

(2.6)

2.2. La relacion de dispersion

Ahora consideremos las ecuaciones de Maxwell en ausencia de fuentes externas:

V-D = 0 (2.7)
V-E = 0 (2.8)
VxE+8,B = 0 (2.9)
VxH—-8,0 = 0 (2.10)

La Ley de Faraday (2.9), se puede escribir también como
0 =VxE +0,B
=VxE+u-8,A (2.11)
= VXE + u(8,H + (a,} — 1)&,0,H.)

De las relaciones constitutivas, tenemos que p,0,H, = 9,8, = (VXE) -8y,
Calculando el rotacional de la ley de Faraday, obtenemos ademas que

0= Vx(VxE) + uHGtVXH + (b1 — py) VX(€:0,H;)
= VX(VXE) + 1820 + %VX(@Z(VXE) &) (2.12)
1
= UX(VXE) + p € - 02E + (am — 1)Vx(&,(VXE) - &,)
Para una funcién de la forma £ = Re[Eq (K7« = Re[E] tenemos que
(8, (VXE) - &,) = Re[iVx(8,8, - (K x E))]
— Re[-iVX(&,E - (K x &,))]
= Re[—IV(E - (k X &,)) X &,] (2.13)
= Re[—IVE - (k x &,) x &,]
=[KE - (k x &,)] x &,
= (kxe,)(kxeg,) E
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y, como k x (k x E) = kk - E — k2E, la ecuacién de onda queda en este caso

particular asi:

0=—kk-E+ /<2I_'-:fu,”w2<5> CE4+(1—am)(kxé,)(kxe,) - E
L e o B B (2.14)
= |—kk+k*| —puywe + (1 —an)(k x&,)(k x &)
“ o “ o . o
que se puede ver como un tensor T = —kk+k? | —pw?€ +(1—am)(kx&;)(kx&;)

contraido con E. En el caso general, este tensor debe tener determinante cero para
que la ecuacién se cumpla.

Cologuemos el eje x en el plano que forman el vector de onda y el eje ptico,
de manera que k = (kx,0,kz), y

—k2 0 kek,
= 0 -k 0 : (2.15)
koke 0 —k2

0 0
(kxe)kxe)=| 0 k2 0 , (2.16)
0
nd
con lo que T en esta base toma la forma
o k22 — ,LLHE||LU2 0 —kxkz
T= 0 k2*,u,‘|6|‘w2+(l*am)k3 0 . (2.17)
—kzkx 0 kg — /J,HELUJ2
o, haciendo nj = /g /eobo Y ko = w/c,
k2 — kgnﬁ 0 —kyky
<~
T = 0 k2 — kgnﬁ—i—(l—am)kx2 0 , (2.18)
—kzky 0 ki — kgnijag?

Asi, en el caso general la condicién
x4
0=T|
= (0 = kg + (1= an)id) [(K2 = ) (6 — Kinfac) — k)| o
= (K* = kg + (1 — am)k2) kg nijag (—kZ — kae + kg nf)
= kgnijag ' (kgnf — kK + (1 — am)kZ) (kg nf — k> + (1 — ae)k?)
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nos da dos posibilidades para k:

2 2
ks, = On” + (1 —am)k; (2.20)
k3 = kini + (1 —ac)k;
que en el caso general da lugar a la existencia de dos rayos, pues el campo sera la
superposicién de un campo con vector de onda k. y otro con vector de onda l?m.
En los casos como este, en el que a, y a. son intercambiables, nos referiremos
indistintamente a alguno de ellos como a, y como a_ y aj a los correspondientes

valores ortogonal y paralelo.

Ahora bien, Ios modos correspondientes a estos niimeros de onda se obtienen
de la solucién a T E=0, que implica las tres ecuaciones

K2 — kZn?
Zkik” . = E, (2.21)
XNz
(k* = kgni + (1 —am)ki)E, = 0 (2.22)
Kk,
PR —E. = E, . (2.23)

» Si k = ke, kgnf — kI = kfae y kynf — ack; = kZ y, en tal caso, las
ecuaciones (2.21) y (2.23) son exactamente las mismas, por lo cual no hay
restriccion sobre E, y E,. La ecuacion (2.22) se convierte, por otro lado
en (a;! — a,)k?E, = 0. Si a. # am, E, entonces tiene que ser nula; si
ae = am, entonces el valor de £, no esta restringido.

= Si k = kp,, los coeficientes que multiplican a E, en las ecuaciones (2.21)
y (2.23) son iguales cuando a. = an, (en cuyo caso no hay restriccion
sobre E, y E.) y distintos cuando a. # ap, lo cual sélo puede suceder si
E, = E, = 0. El coeficiente de (2.22) es, por otro lado, cero, asi que E,
puede tomar cualquier valor.

Es decir, si los modos son independientes, el modo con niimero de onda k. se
propaga con el campo eléctrico en el plano xz, ortogonalmente al campo eléctrico
del modo con nimero de onda kp, (figura (2.1)). Si sélo hay un modo, este no
tiene restricciones.
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2.3. Geometriade Ey H

—

La ausencia de cargas externas hace que V-D = 0. La relacién D = € - E
implica entonces que
V-E=(1-a10,E, , (2.24)

lo que en la onda plana implica a su vez que
kK-Eo=(1—-a;")kEo, | (2.25)
es decir, este material tiene una densidad de carga inducida
pind = (1 — a; ')eok Eo, (2.26)

que depende de la longitud de onda incidente, el angulo de incidencia, la compo-
nente z del campo eléctrico, y el factor de anisotropia eléctrica. Lo mismo sucede
con H al ser V-B = 0. Es decir, las ondas electromagnéticas en este medio no

son, en general, transversales.

Calcularemos los angulos ¢e y ¢, que forman E. y H,, con sus correspondientes
vectores de onda. Ambos campos se encuentran en el plano que forman los Gltimos

(el xz, segln lo hemos establecido previamente).

X

Figura 2.1: Cuando ae # an, existen dos modos independientes en el material. El
modo m tiene un campo eléctrico ortogonal al plano formado por el vector de
onda y el eje éptico y un campo H en dicho plano. En el modo e los papeles de E
y H se intercambian.

Utilizando el inverso de ﬁ podemos poner H en términos de E. De la Ley de
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Faraday,
. o1 k-
H=u = xE
LY . (2.27)
_ kxE4(am—1)&,(kxE)-&, '
Ky
Ya que kn, - En, = 0 y dadas la expresién (2.27) y la igualdad
(K X Ep) -8, = Epy - (85 X ki) = Epkmsen(©,) (2.28)
tenemos que
. -1
Ko A = 2™ = E, knkm, 5€0(Om) (2.29)
Hyw

(siendo ©, el angulo que forma K. con el eje optico) y

G = K < Enll +2(am = DI(kn % Em) - &1 + (am = 1)°[(kip X Epn) - &

+ (a2, — 1) sen?(©)
piw?

1
~ GE;

(2.30)

asi que, definiendo Bm(©) := /1 + (a2, — 1)sen2(0©), la relacion entre Hpy, y Epy
se expresa asi:
K E o
Hmy = ﬁﬁm(@m) (2.31)

||

En el caso isotropico B,(©) = 1, y la relacién entre las amplitudes de H y E se
reduce a la forma usual.

Con estos resultados, calculamos el coseno del angulo entre k., y Hp,:
Km - H sen(20,,)

cos(¢m) = TH: = sgn(uy)(am — 1)m : (2.32)

Como se puede notar, este angulo no varia con el valor de n. Apropiadamente, si
no hay anisotropia magnética, ¢ = /2.

Analogamente, de la ley de Ampére-Maxwell tenemos que

ot

x H

- -1k
E=— D
w

- - - 2.33
kX H+ (ae—1)&;(H x&;) -k ( )
&|w
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que tiene la misma forma que (2.27) intercambiando a, por a. y w) por g, asi
que, siendo Be(©) := /1 + (a2 — 1) sen?(©), tenemos que

 keHe

S = ey w

Be(©e) (2.34)

y que el angulo entre Ko y E. esta dado por

sen(20,)

cos(¢e) = sgn(ey)(ae — 1)m

(2.35)

De aqui en adelante, para referirnos en general a propiedades que pueden ser
de ambos modos, utilizaremos un subindice o que puede ser e 6 m. Asimismo,
utilizaremos a1 y ) para referirnos a las correspondientes componentes ortogonal
y paralela de €6 ;7

El angulo ¢, tiene siempre la propiedad de valer 7/2 en ©, =0y ©, = 7/2,
es decir, cuando el vector de onda esta alineado con el eje 6ptico o es ortogonal a
este, el modo correspondiente es transversal. En consecuencia, este angulo alcanza
siempre un valor extremo en el intervalo (0, w/2). Ademas, el signo de o y el valor
de a4 relativo a 1 determinaran si el angulo es obtuso o agudo.

El comportamiento de ¢, ante el intercambio de o por a1 (an por 1/ay) es
interesante. Veamos que

<a - 1) sen(m —204)

a4

cos (¢a (7?/2 —Oq; ;)) = sgn(oy)
: 2\/1+<

8—12 — 1) sen2(mw/2 — O4)

a

(1 —ay)sen(20,)

2aa\/l + (a% - 1) cos?(Oq)

(ag — 1)sen(20,,)
2y/1+ (a2 — 1)sen?(0q)
= —sgn(a ) cos(¢a(Oq; au))

=sgn(ay)

= —sgn(a.)

(2.36)

m/2 — © se puede ver como 7/4 — (©4 — w/4), 0 sea la reflexidén sobre el eje
©, = /4. Esto nos dice que, al cambiar a, por 1/a4, cuando a; < 0, la gréfica
de ¢ se refleja sobre dicho eje. Si a; > 0, para que el signo del coseno cambie
necesitamos que el angulo cambie como T — ¢,; es decir, la grafica de qba(%)
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se obtiene de reflejar la grafica de ¢q(a) dos veces: sobre ©, = /4 y sobre

Oo = /2.

Ademas, si o > 0, de (2.35) se puede ver que el coseno del angulo es siempre
negativo cuando a, < 1, es decir, el dngulo es siempre mayor que 7/2 (y su
grafica, en el intervalo [0, /2] quedara por encima de esta linea); anadlogamente,
el angulo sera siempre menor a /2 cuando a, > 1. En la gréafica (2.2) podemos

ver estas caracteristicas.

Encontrar este angulo nos permite encontrar en particular las componentes
de los campos en direccién del eje 6ptico (o la direccién ortogonal). E,, (6 He)
forman un angulo ¢, — ©4 con dicho eje, de manera que sen(¢, — ©4) €s la
componente del campo sobre el eje x dividida entre la amplitud del campo. El
siguiente resultado nos permite tener una interpretacién mas sencilla de lo que

sucede con esta componente, y ademas sera til mas adelante.

Veamos que, para el modo m,

q s — (Km % Em) &+ (am — 1)(km % Ep) -8, amkeEe
m'€z = - S
Hw Hw

en(©) |, (2.37)

lo que, con (2.31) nos dice que

H,- &, _ sgn(u))amsen(Om) _ || am sen(©m)
Hm V1+ (a2 — 1)sen2(0,,) p1Bm(©Om)
(2.38)

COS(¢m - em) =

y por lo cual

sen(¢m — Om) = \/1 — cos?(¢pm — Op)

_Ji- a2 sen?(9Op)
N 1+ (a2, — 1)sen2(0,,)

B \/ cos?(0,,) (2.39)
1+ (a3, —1)sen?(©)
cos(©Om)
~ Bm(Gm)
Lo mismo puede mostrarse para ¢ y ©., de manera que, en general,
sen(¢— ©) = Cgi(;) (2.40)

Es decir, el coseno del angulo que forma el campo situado en el plano xz con el
eje optico es el coseno del mismo angulo para el vector de onda, escalado por el
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Angulo entre kK'y Hy, (a = apm) 6 Ee (a= ae)

m
3m/4
S 7/2 '
/4 |
0
0 /8 /4 3m/8 ™2
e

Figura 2.2: Angulo que forma el campo en el plano xz con el vector de onda,
como funcién del angulo que forma éste con el eje 6ptico, para distintos valores
de la anisotropia, con o) > 0 (en el otro caso hay que reflejar la gréfica sobre
¢ = m/2). En azul, los casos a, < 0y en rojo los casos a5 > 0. Si a, < 1 la
grafica se queda por encima de m/2 y si ay > 1 hace lo opuesto. Para ac; < 0 el
cambio de a, por 1/a, refleja la grafica sobre el eje ©4 = w/4, y para oy > 0
lo refleja ademas sobre el eje ¢, = w/2. Cuando k es paralelo u ortogonal al eje
optico, el angulo es igual al del caso isotrépico.

factor necesario para obtener la relacién entre las amplitudes de E y H en el caso
isotrépico.

Utilizando los resultados (2.27) y (2.33) podemos ademas calcular £ x H de

dos maneras:

(2.41)
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—

kH? — Hk - H+ (ae — 1)(H x &,)(H x &;) - k
us

ExH= (2.42)

Promediando en el tiempo las ecuaciones anteriores obtenemos

¢ _ KES—Eok-Eo+ (am — 1)(Eo x &)(Eo x &) K
2/JH(U

_ KH3 — Hok - Ao + (ac — 1)(Ho x &;)(Ho x &) - k
2€HUJ

Ya que K- Epy = Ee~ﬁe =0, yque E, y /—7e estan en direccion y, estas expresiones

toman una forma mas simple para cada uno de los modos:

- Km+ (am — Dkm.&x  E3 [ km.  kn

Sm = E2 T X = DO (g T 2.43
K o 2p 2w \ b p (249
- ke + (ae — ke & H3. (ke _ ke

Se = H2-=2 X = e X 0, = 2.44
€ Oe 2e|w 2w \e1' ¢ (2.44)

De aqui podemos calcular la proyeccién de S en la direccién de k para cada modo.
Utilizando la relacion de dispersion (2.20) tenemos que
)
L L

S -k

2.45
Lo o ( )

lo cual nos dice que esta proyeccion tendra el signo de g para el modo my el de
) para el modo e.

2.4. Refraccion

Pensemos ahora en una onda plana con vector de onda ki, incidente desde un
medio isotrépico no disipador con indice de refraccién n; > 0, que se encuentra
con este material en la superficie z = 0, que coincide con la normal al eje 6ptico.
Dicho medio tiene relacion de dispersiéon k; = kgny. Llamaremos © a los angulos
que forma el vector de onda con el eje z'y 6 a los angulos que forma el vector
de Poynting con la misma. En este caso se cumple que ©; = 6;. Como notacion,
las variables con una tilde seran las propiedades del medio 2 divididas entre las
mismas propiedades del medio 1.
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2.4.1. Vectores de onda

La relacion de dispersion (2.20) nos permite ver que en el caso de incidencia
normal, independientemente del valor de a, sélo hay una posibilidad para k (pues
kx = 0) y sélo tendremos un campo. En otro caso en donde k. # k,, los modos
estan fuera de fase, por lo que, para que se cumplan las condiciones de frontera, las
componentes paralelas de estos y la divergencia de cada modo deben conservarse
independientemente.

Si identificamos las propiedades en el medio anisotrépico con subindices 2,
las condiciones de continuidad de la componente paralela del vector de onda nos
dicen que ki, = kq,, que llamaremos simplemente k. Entonces, utilizando (2.20)
el seno del angulo de refraccion esta dado por

sen(Q,,) ke ki sen(©1) n sen(©1)

ka \/kgnﬁ + (1 — aq)k? sen?(©) B \/nﬁ + (1 — aq)n? sen?(©1)
(2.46)

Llamaremos n = n/n; al “indice de refraccién” relativo. En términos de este
la funcién

Ne(©) = /12 + (1 — aq) sen2(©1) (2.47)

es la que permite preservar la forma usual de la ley de Snell para escribir
No(©1)sen(©y) =sen(©1) . (2.48)

Se puede notar que incidencia normal @, es siempre igual al del caso isotroépico,
0. La derivada (como funcién del angulo) de sen(©,) es

cos(©1)Na(©1) — sen(©1)Ng (©1) _ cos(©1)
N&(©1) - N3(©en)
~ n?cos(©y)

N3 (©1)

(N2(©1) — (1 — a) sen(©1))

(2.49)

que sélo es cero en m/2. ©, serd una funcién creciente de ©; si n es real y

decreciente si es imaginario. Como funcién de a,, ©, €s creciente,

Por otro lado, si n es real, el valor de sen?(©,,) sera siempre menor o igual que
uno si se cumple que
aq < n? (2.50)
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es decir, es la relacion entre el indice de refraccién relativo y el valor de la aniso-
tropia la que determina la presencia de un angulo critico. Si esta no se cumple,
existira dicho angulo, dado por

Oq, = arcsen < L ) (2.51)

Vaa

En particular se puede notar que tener un valor negativo de a, siempre evita la

presencia de angulo critico.

Si n es imaginario (lo cual sucede si g y ) tienen signos opuestos) entonces
Ny siempre sera imaginario para algunos valores de 61, empezando con 0. Para

que tenga un valor real al menos en 6; = T/2 se requiere
aa<n+1 (2.52)

Al ser ©,, decreciente en este caso, habra un efecto invertido de angulo critico, en
el que los rayos incidentes con angulos entre 0 y arcsen(n/,/ay) no se transmiten
(gréfica (2.6)).

La grafica (2.3) muestra el comportamiento de ©, como funcién de ©; para
diversos valores reales del indice de refraccién y positivos de la anisotropia, mientras
que la (2.4) hace lo propio con valores negativos de ay.

Existe un limite destacable en el comportamiento de ©,. Conforme a, se hace
muy negativo (con n fijo) (2.47) se parece cada vez mas a v/—a, sen(©1), lo que,
al ser introducido en (2.48) da como resultado ©, independiente de ©; (para ©;
suficientemente grande) y con valor arcsen(1/v/—ag). En el limite a, — —oo,
O, es exactamente 0. Para cualquier caso practico, para lograr esto se requiere n
pequefio (lo que implica g i pequefio) y a, grande, lo cual junto con la primera
condicion se obtiene preferiblemente con una componente ortogonal mucho méas
pequefia que la paralela. Este limite se puede apreciar en la grafica (2.5).

2.4.2. Vector de Poynting

Si el vector eléctrico incidente es perpendicular al plano de incidencia (polariza-
cion s), E, = Eq18,, también D, tiene Gnicamente componente )% Dy = e1E18,.
Dado que las componentes perpendiculares de D a la interfaz deben ser continuas,
D, =0,yyaque E,, =D,/e,, E», = 0. Esto junto con las condiciones de con-
tinuidad de la componente paralela de E implica que la polarizacién se conserve.
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Refraccion del vector de onda (n € R, a > 0)

/2

B L .

371/8

/8

0 /8 /4 3m/8 m/2
01

Figura 2.3: Grafica del angulo que forma el vector de onda refractado con la normal
como funcion del angulo de incidencia. Los colores denotan diferentes valores del
indice de refraccion mientras que los estilos de linea expresan diferentes valores de
la anisotropia del material (todos positivos). Las lineas continuas tienen el valor
critico de ay, aquél que hace que el angulo critico sea /2 (dado por (2.50)).
Todos los valores de a, estan dados en funcién del n correspondiente. Se puede

ver que el cambio como funcién de la anisotropia para n < 1 es menos significativo.

Ademas, el hecho de que el eje 6ptico de este material sea normal a la interfaz
hace que las componentes y de los campos sean normales al plano de incidencia.
por ello, la expresion del vector de Poynting para el modo m (2.43) se traduce al
vector de Poynting en esta polarizacion:

- E?
S =50 <kx,o, k’"l) (2.53)
Ky Ky

2w

Si, por el contrario, el vector eléctrico incidente esta en el plano de incidencia
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Refraccion del vector de onda (n € R, a < 0)

/2
371/8 n=1/3
n=1/2
n=
n=2
n—=
o /4 a=-—n’/4
a=—n?/2
a=—n?
a=—2n°
a2
/8 a 4n
0
0 /8 m/4 37/8 m/2
61

Figura 2.4 Esta es la grafica que se obtiene de cambiar el signo de los valores
de a, en la grafica 2.3. No existe angulo critico. Al igual que en dicha grafica, el
comportamiento de las curvas para angulos pequefios depende exclusivamente del
indice de refraccion.

(polarizacién p), el vector F/l es perpendicular a este, y, dado que las componentes
normales de B también son continuas y B, = 0, sucede analogamente que (2.44)

L H?
Sy=—2 (kx 0, ke) (2.54)

p_2w €J_’ EH

se traduce a

Para ambas polarizaciones, el angulo de refraccién (el que forma S con la normal)
estd dado por

wn

Ky ks
sen(fy) = == = — | (2.55)

Sa Kk K, on/agkZ+ k3.
2
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Refraccion del vector de onda (n < 1, a < 0)
/2

37/8

/8

0 /8 /4 3m/8 m/2
61

Figura 2.5: En esta grafica se puede observar el limite de a5, — —oo. Para
valores suficientemente negativos de a, y valores no cercanos a 0 de ©;, O,
practicamente no cambia y se parece a arcsen(1/y/—ay). Conforme |a,| crece,
O, se acerca a 0. El efecto es mas facil de conseguir con n cercano a 0. En este

caso no existe el angulo critico.

o, utilizando (2.20) y (2.48),

oy | sen(61)
ayv/a(a—1)sen2(6;) + n?
sgn(ay)asen(6:)
-~ Va(a—1)sen?(6,) +

El requisito de dngulo critico resulta ser nuevamente (2.50).

sen(fy) =
(2.56)

Como se puede apreciar, este material presenta refraccién negativa cuando
o < 0, independientemente del signo de . Esto se puede entender pensando en
las componentes del vector de Poynting paralelas y perpendiculares a la superficie;
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Refraccion del vector de onda (n imaginario)

/2 ._

31/8
t n=3
n=2i
n=i ——
i n=i/2 ——

® /4 S n=i/3 ——

: a=11/10n° -
a=2n% -
a=4n ——
: a=8n% -mmmmee-

/8
\\\\\

0
0 m/8 m/4 37/8 m/2

Figura 2.6: Cuando el indice de refraccion es imaginario, ©,, es una funcién decre-
ciente del angulo de incidencia, y no esta definido para angulos menores al critico.
Para que haya refraccién se requiere un valor negativo de a4, que debe ser siempre
mayor a n?>. Como se puede observar, a mayor valor de |a,| el angulo critico es
menor y mientras mayor es el médulo de n mas pronunciada es la pendiente cerca
del altimo. No existe una grafica analoga a esta con a, > 0 pues, al no haber
angulo critico en tal caso, no hay propagacién de la onda.

en términos de las correspondientes componentes de los campos, tenemos que

§:(E’X/‘7):(EJ_+EH)X(HL+H“):ELXH“+§|‘X/:/’J_+E’HX/‘7”
(2.57)

Los dos primeros sumandos son la componente paralela del vector de Poynting y
el tercero es la componente normal. Las condiciones de frontera hacen que EII y
/—7” sean iguales de ambos lados de la interfaz; S| se conservard, asi que, para
que S se refracte en un angulo opuesto al incidente, E, x ’EIH + E|| X /le debe
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cambiar de sentido, y, dado que H] y EII no cambian, £, 6 H, deben cambiar.
En polarizacién s, E1l =0, por lo que el requisito se convierte en

0 >(E|‘ X HIL) . (E’Ql X FiH + E” X HQL)
= EHHH F/h . EQL + Eﬁ F/h . :‘:/’2l (2.58)
@H1L~(H||52L+E“H2l) <0

y, en polarizacién p, en donde H;, =0,

0 >(E1L X F/H) ’ (E2L X FIH + E” X /j/2i)
= HjEr, - B>, + HiEEr, - Ha, (2.59)
& Ey, - (EyHa, + HyE2,) <0

Estos son requisitos generales, independientes del material. Como se puede ver,
la presencia de refraccion negativa en general depende de la polarizaciéon y de la
impedancia superficial. Una manera de garantizar tal refraccion es tener un material
que produzca que las componentes normales de los campos vayan siempre opuestas
a las de los campos incidentes.

En el caso particular que estamos tratando, la Gnica manera de cambiar las
componentes normales de los campos para satisfacer estas desigualdades es ha-
ciendo que /:J_ 6 EL sean negativos. Ademas, el vector de Poynting del modo m
sélo tiene componente paralela de la forma EH x H, , mientras que el del modo e
sélo tiene componente paralela de la forma £, x FIH, lo que nos dice que ﬁl <0
es una condicién necesaria y suficiente para que haya refracciéon negativa del modo
m. Sucede analogamente para €. en el modo e.

Cuando a, = 0, el angulo de refraccién es constante y vale 0. Ademas, en el
limite en el que a, — —oo, el angulo de refraccion se va a sgn(a)7w/2. Las
graficas (2.7), (2.8), (2.9) y (2.10) muestran el comportamiento del angulo de
refraccion para medios con las mismas propiedades que los de las graficas (2.3),
(2.4)y (2.5) y (2.6), respectivamente, suponiendo que a; > 0. En el caso en el
que o) < 0O las gréficas se reflejan sobre el eje vertical, segin (2.56).

2.4.3. Proyeccion de §a sobre /_{a

En ambas polarizaciones, al utilizar la relacion de dispersion (2.20), (2.48) y
el hecho de que ki, = kg, la proyeccién de S, en la direccion de /?a se puede
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Angulo de refraccion (n € R, a > 0)

/2
371/8
S /4
/8
0
0 /8 /4 37/8
61

m/2

Figura 2.7: Angulo de refraccién como funcién del angulo de incidencia (a; > 0).

En colores, los distintos valores de n; en estilos de linea las variantes de a,. Se

puede apreciar que, para valores iguales de n, cambios en a, producen cambios mas

abruptos en 6, a comparacién de la grafica correspondiente para ©,, en donde

las curvas de un mismo n se parecen mucho para angulos de incidencia pequefios.

Asimismo, que los cambios como funcién de a, para n < 1 son mas pronunciados

que los correspondientes casos con n > 1.

escribir asf:
k)%/OCL+kZ2/OL||
ky/k2/ad + k2/of
_ k3 /oy
k |aH| \/aa(aa —1)k2 + kgnﬁ
B sgn(ay)n?
Ne(61)v/aa(aa — 1) sen?(f1) + n?

B sgn(a)n?
 Na(61)/aaN3(61) + (1 — aa)

(2.60)
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Angulo de refraccion (n € R, a < 0)

/2
371/8 n=1/3
n=1/2
n=
n=2
n =
< /4 a=—-n%/4
a=—n/2
a=—n?
a=—-2n°
— a2
/8 a 4n
0

Figura 2.8: Grafica que se obtiene de intercambiar los signos de a, en la grafica
(2.7). No existe el angulo critico. La refraccién serd negativa si a; < 0, pero
preservard la misma forma.

Esta proyeccion es siempre 1 en 6 = 0. Su signo es el de g para el modo my el de
w para el modo e. Esto, junto con el hecho de que el signo del dngulo sea el de las
componentes ortogonales de €56 },_Z nos dice que en este material la condicién de
que S tenga una cierta proyeccioén con Kk no es sinénimo de que exista refraccion
negativa. Recordemos que la direccion de Ses

ke kg
(,o, ) , (2.61)
g OtH

y que ky esta determinado por las condiciones de frontera (es positivo bajo nuestras
hipétesis). kq,, sin embargo, esta determinado por el hecho de que S,, debe ser
mayor que cero para que el rayo realmente incida sobre la superficie. Asi, kg,
tendra siempre el signo de «; cuando éste es positivo, la proyeccién de S sobre
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Angulo de refraccién (n < 1, a < 0)

/2

371/8

/8

0 /8 /4 37m/8 m/2
61

Figura 2.9: Comportamiento del angulo de refraccién cuando a, tiende a menos
infinito, correspondiente a la gréafica (2.5). Los dngulos que eran cercanos a 0 se
van cerca de /2 (6 —m/2 si oy < 0), pero la variacion de éstos sigue siendo muy
poca lejos del 0 y para a, suficientemente negativa.

k sera positiva y la direccion de la refraccion dependera de Sa,. que a su vez esta
determinada por a; (si es negativa, la refraccion es como en la figura (2.11)).
Igualmente, si o es negativa, ko, también, y §a puede formar con éste un angulo
mayor a m/2 (siendo la refraccion positiva si a; > 0, como en la figura (2.12),
0 negativa si a; < 0). Es asi que la proyeccién de S, en la direccion de ky no
determina el signo de la refraccion.

En el limite a, — —oo esta proyeccién se hace cero para cualquier angulo
y cualquier indice de refraccion. Es decir, si el medio tiene a y a de signos
opuestos y el segundo es muy grande en comparacién con el primero, S, y Ky S€

vuelven ortogonales.
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Angulo de refraccién (n imaginario)

/2

371/8

/8

0 /8 m/4 37m/8
61

25
n=3i
n=~2i
n=i
n=i/2
n=i/3
a=11/10
a=2n?
a=4n?
a=38n?

Figura 2.10: Aqui podemos ver el efecto de angulo critico inverso para el angulo

de refraccion. Cuando el indice de refraccién es imaginario (a, debe ser negativo),

el angulo de refraccion esta definido desde 6. hasta /2.

i Existen otros valores 6ptimos de 61, a, y n que hagan minima esta proyeccién?

La condicién
A B
B (w) (9.6 =0

se da en tres casos:

(2.62)

m §; = 0. En este caso S, y ky coinciden en direccién, y tenemos un maximo

de esta proyeccion.

= 0; = arcsen(n/+/2a,). Este es un niimero real sia, > 0y nesrealo a, <0
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aH>O,aL<O

§2'E2>O

§1H . §2H <0

Figura 2.11: Un ejemplo de cémo la proyeccién de S sobre k puede ser positiva

siendo la refraccion negativa.

a||<0,al>0

§2'E2<0

§1H : §2H >0

Figura 2.12: El ejemplo opuesto al de la figura (??). Si oy < 0, la componente z de
ks es negativa y los vectores pueden formar un angulo obtuso adn con refraccién

positiva.

y n es imaginario; y a, > n°/2. Para este angulo, la condicién

9 (g"‘ ' E"‘) (aa, n, arcsen(n/\/Qaa)> =0 (2.63)

0a \ Saka
se da a su vez en:

e a, = 1. En este caso no hay anisotropia y S y k coinciden para todo
angulo.

e a, = —1. Debe cumplirse que n?/2 < —1y ademas la condicién (2.52):
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n® > —2, lo cual no puede ocurrir.

Asi, 6; = arcsen(n/+/2aq) es candidato a ser un minimo local sélo cuando n
es real y a, €s un real positivo, y no hay un valor especial de a, que minimice
la proyeccion. Mientras mas grande sea el valor de a,, menor sera ésta, pero
igualmente al dejarse de cumplir la condicién (2.50) habra angulos criticos
mas cercanos a 0. El valor de la proyeccién para ese angulo no depende de
n, por lo que se puede elegir un valor de n arbitrariamente alto para evitar
esta situacion.

= 0; = w/2 (incidencia rasante). En este caso

% <5§‘a'k’;‘*> (aq, n,7/2)) =0 (2.64)

se cumple en:

e a, =1 (sin anisotropia)

2 z
e a2, = 2FL Para este valor, tenemos ademas que

T
0 (So-ky\ (20 +1

se da cuando

o n* =1 (a, = 1; sin anisotropia)
o n* = -2 (aq = —7/3; no cumple la condicién (2.52))

o n=0 (a, = 1/3; de acuerdo con (2.48), el dngulo de refraccion
es complejo)

En conclusién, dado un material de este tipo con un indice de refraccién real habra
un minimo de la proyeccion entre S, y ky en 6; = arcsen(n//2ag) Si 2aq > n?.
En caso contrario el minimo se alcanzara en w/2. n = 0 también minimiza esta
proyeccion (la hace cero) y a, — —oo también.

Habiendo hecho este analisis, veamos ahora la grafica (2.13), que muestra
cémo varia la diferencia entre 6, y ©, dados por (2.48) y (2.56) entre diferentes
medios.
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Diferencia maxima entre 6, y ©, (n € R)

]

/4

6, — O,

. /

—7/2
1073 1072 107! 1 10 10° 103

Figura 2.13: Diferencia entre el dngulo de refraccion y el angulo formado por el vec-
tor de onda con la normal como funcién de la anisotropia del medio (en escala loga-
ritmica). Es la diferencia obtenida para un angulo de incidencia arcsen(n/+/2aq),
para el cual ésta es maxima siempre que 2a > n°; el valor para ese angulo (siempre
bajo el critico) no depende de n, asi que para cualquier valor de a, de la gréfica
se supone un valor de n suficiente para cumplir dicha desigualdad, pero arbitrario
fuera de ese intervalo. Los limites a, — 0y a, — oo llevan esta diferencia a

—7/2y w/2 respectivamente.
2.5. Coeficientes de transmisién y reflexion

Calcularemos el coeficiente de reflexidn en las distintas polarizaciones, definido

como

E H
re = E: ry = ﬁ: (2.66)



2.5. COEFICIENTES DE TRANSMISION Y REFLEXION 29

especificando con un subindice s o p segln sea el caso, y el coeficiente de trans-
misién, uno para cada rayo
Em He

tm = — te i = — . 2.67
=g = (2:67)

2.5.1. Polarizacion s

Si el vector eléctrico en el medio 1 es (E; + E,)&,, las condiciones de frontera
de E implican que E.+ E,, no puede tener componente x, y dado que E. y E,
son independientes (pues € y ﬁ lo son) 2, cada uno debe tener componente x
nula. Andlogamente, en el medio 1 H no tiene componente y, por lo que He y Hp,
deben estar en el plano de incidencia y podemos utilizar directamente el resultado
(2.32). Las condiciones de frontera para E nos dicen entonces que

Figura 2.14: Reflexién y transmision en polarizacién s. En cada modo el vector
eléctrico sale del plano. Esta polarizacién soélo excita el modo m.
E,+E =E, (2.68)

mientras que, suponiendo que E no cambia de fase al reflejarse, las condiciones
de frontera de H nos dicen

—H;cos(©;) + H,cos(©,) = —Hmcos(Op + (/2 — Pm)) - (2.69)

3esto es cierto salvo en el caso de incidencia normal, en donde ke = kmy independientemente
del valor de ac y am. En ese caso el planteamiento sigue siendo correcto, pues los campos
propuestos respetan las condiciones de frontera y cumplen la ecuacién de onda.
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Ademas, en el medio 1 tenemos que

kiE; kiE
_ 1=, H _ 1=r (270)

Hf 1 r —
K1 K1

lo que con las definiciones (2.66) y (2.67), (2.68) implica que

mientras que (2.69) junto con (2.31) se leen
k; 1
— cos(©;)(1 = rs) = 7 kmtmBm(Om) sen(¢pm — Om) (2.72)
K1 |“’2u‘
Estas dos ecuaciones forman un sistema lineal para rs y ty, con solucion
ki |I"L2H | COS(@,‘) - km,ullﬁm(em) Sen(¢m - em)
k/' |/~L2H | COS(@,‘) + km.ullﬁm(em) Sen(d)m - em)
2k; }ugu | cos(©)
ki ’,ugu | cos(©)) + L1Bm(Om) sen(¢m — Om)

I's

tm

En vista de (2.47) podemos escribir

k

= hn(®) (2.73)

y definimos p := o, /u1, lo que junto con (2.40) y (2.48) permite escribir todo
en términos del angulo de incidencia y las propiedades relativas de los medios: con

B cos(©nm)
fs(el) - Nm(el) ’UJH| COS(Gl) (2'74)
tenemos
_ 1—1(61)
rs(61) = [ESACH (2.75)
tm(61) 1"‘%5(91) (2.76)

2.5.2. Polarizacion p

De manera analoga, y suponiendo que ahora H no cambia de fase al reflejarse,
las condiciones de frontera de H y E son, respectivamente:
Hi+ H, = He

(2.77)
Ejcos(©;) — E, cos(©,) = E.cos(©e + (T/2 — ¢e))
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mientras que, en el medio 1 se cumple que

kiH
E =
E1w

asi que (2.77) junto con (2.66), (2.67) y (2.34) queda

1+ = t
keBBe(Oc)

gcos(e/)(l — 1) = ————tesen(¢e — O¢)
1

ey | w

por lo cual, siendo €| := g3, /€1y

cos(©e)
f(01) = Ne(61) ————
los coeficientes quedan dados por
_ 1- fp(el)
(R Y
2
L) = e

2.5.3. Algunas propiedades de r
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(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

Como se puede apreciar, r, y te se pueden obtener de las mismas expresiones

para rs y t.,, respectivamente, al intercambiar las propiedades magnéticas por las

eléctricas, asi que analizaremos r con las propiedades genéricas antes definidas, a,

y . La grafica de t se obtiene de la de r al trasladar, asi que su comportamiento

no es esencialmente distinto.

= En incidencia normal, r = [oa |l
Joy [+l
Cuando 6 = 0 tenemos que ©4 =0, Ny = [n| y f = |n/a], lo cual nos da

este resultado para r.

= En el angulo critico, r = 1:

Si el angulo critico existe, por definicién de angulo critico tenemos que ©, =

/2, f(6a.) =0y r(6,.) = 1. Naturalmente se requiere que arcsen(n//aq)

sea real y que cos(6,,) no sea cero.

= Si el angulo critico no es /2y aq # 1+ n?, r = —1 en incidencia rasante.
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Si de cumplen estas hipétesis Ny cos(©4) tiende a un valor no cero en /2,
el coseno en el denominador de (2.74) y (2.80) hace que f tienda a infinito.
Asi, r se obtiene del cociente de una cantidad que se va a infinito y otra que
va a menos infinito, dando —1.

En particular la situacion en la que /2 es el angulo critico no esta en ninguno
de estos dos primeros casos, y es el caso siguiente, sumamente interesante.

Cuando n € [aa, af] N [af, a] existe un angulo de Brewster dado por

0qp = arcsen (2.83)

para el cual no hay rayo reflejado.

Para encontrar este angulo se buscar la solucién a la ecuacién r(6,,) = 0, o,
equivalentemente f(0,,) = 1. Utilizando la definicién de f y la ley de Snell
(2.48),

N2(04,) cos(©)  N2(0a;) —sen?(bas) N — an sen?(0ay)

- aﬁ c0s2(0qa,) - aﬁ - aﬁ sen2(0q,) - aﬁ - aﬁ sen?(0q,)
(2.84)
de lo cual se obtiene (2.83) al despejar 8,,. La condicién impuesta sobre
n? es la necesaria para que sen?(6,,) sea un namero entre 0y 1. Se puede
notar que, independientemente de la polarizacién y el valor de o) relativo
a o, siempre se puede encontrar al menos un valor del indice de refraccién

para el cual exista este angulo.

Si n € R, para el valor critico de a,, ao. = n?, la reflexion es independiente
del angulo de incidencia:

De la refraccién del vector de onda (2.48), tenemos que, como ag = n?,

_ /I sen?(E,) _ sen?(61) _ VNa - Sen2(9 |n| cos(6)

COS

N2 Ne

(2.85)
lo que hace que el valor de f ((2.74) en polarizacién sy (2.80) en polarizacién
p) sea constante, y consecuentemente el de r:

oy = Inl
||+ n]

ra(6) = (2.86)

Dado que 1+r = t, también los coeficientes de transmision seran constantes.
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Hay que notar que esta condicion sélo tiene sentido practico cuando n € R,
pues, en caso contrario, el angulo critico sera /2 y la reflexion sera siempre
total.

Otra consecuencia inmediata, es que un material con ’O‘H| = |n| es total-
mente antirreflejante en la polarizacién respectiva. Como n? = €|, esto
requiere que g = W), de manera que, si ademas resultara que €, = |, €l
angulo critico seria el mismo para ambas polarizaciones, se tendria un (nico
rayo transmitido, y ningtn rayo reflejado. La condicién a, = n® = £ﬁ, nos
dice ademas que, en tal caso, u, =€, = 1/g| = 1/u,. Es decir, para que el
material tenga la propiedad de ser antirreflejante en un caso de polarizacion
arbitraria, se requiere que los tensores € y H sean iguales y con componentes
paralelas inversas a la ortogonal.

Las gréaficas (2.15), (2.16) y (2.17) muestran las amplitudes correspondientes
a los angulos de refraccién de las graficas (2.7), (2.8) y (2.10) y en ellas se pueden
apreciar las propiedades recién enunciadas.

2.5.4. Reflectancia y transmitancia

Calcularemos ahora los coeficientes

S &

Si . éz

St-8&,
Si-&,

R :=

(2.87)

que representan la fraccién de potencia reflejada desde y transmitida hacia la
superficie por la onda. Habra un par de estos coeficientes para cada polarizacion.

Dado que k;, = —k,,, y la definicién de r (2.66),

ke, E3 /2uiw )
R—= |23 """ |~ , 2.88
kB3 [2uaw| (2:88)
mientras que, utilizando (2.53)
km, EZ /2us,w
T, = | om0/ <h2® O;/ K2y (2.89)
ki, E§./2pw

Escribiendo kp,, = kncos(©n,), ki = kjcos(0;) y utilizando (2.48) y la definicién
de t, (2.67), esto queda

(2.90)
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Coeficiente de reflexién (n € R, a > 0)

1 T
]
:; Il';t:
1/2 1 T e '," | n=1/3
o Ji n=1/2
n=
n=2
R n=
~ O T Ty a= n2/4
a=n?/2
a=n?
a=2n?
)
1 a=+4n
-1
0

61

Figura 2.15: Coeficiente de reflexién para distintos valores de n (colores) y aq
(estilos de linea), con ajy = 1y n > 0. Si a5 = am entonces es el coeficiente de
reflexion en polarizacion s; si a, = ae entonces estamos en polarizacién p. Las
curvas con el valor critico de a,, son constantes y valen (1 —n)/(1+ n). Los casos
con aq > n? tienen angulo critico y en éste el coeficiente se va a 1y posteriormente
permanece ahi (reflexion total). Los casos en los que no hay angulo critico se van
a —1 en incidencia rasante (6 = 7/2). El valor para incidencia normal no depende
de aq, sélo de o y n. Otros valores de o) modifican el valor en incidencia normal y
desplazan las curvas de reflexion constante, pero no los valores en el angulo critico
ni en incidencia rasante. La grafica de t,, se obtiene de trasladar ésta una unidad

hacia arriba.

que tiene exactamente la misma forma que la transmitancia de un medio isotrépico,
dado que la diferencia en el vector de Poynting con respecto a ese caso es solo
una componente en direccion x. Naturalmente el coeficiente no es igual al del caso
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Coeficiente de reflexién (n € R, a < 0)

1/2

~ 0
~1/2
0 /8 /4 37m/8 m/2
61

Figura 2.16: Grafica analoga a la (2.15) para valores negativos de a,.

isotrépico al no coincidir ©,, y t,, con los de éste.

Para polarizacién p, por otro lado, utilizamos (2.54), la relacién entre las am-
plitudes de H y E en el medio isotrépico (2.70) y anisotrépico (2.31) y obtenemos

Km, H3, /262w
k,'ZHg//Zslw

2 Ne(ei) COS(@e)

° ley] cos(8)

Te

(2.91)

Se pueder ver que (2.90) 6 (2.91) se escriben también como:

Ta = t2fy (2.92)

n=1/3
n=1/2
n=
n=2
n=23
a=n?/4
a=n?/2
a=n
a=2n

a=4n?
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Coeficiente de reflexién (n imaginario)

1
0.5
n=3i
n=~2i
n=i
n=i/2
- 0 n=i/3
a=11/10n2
a=2n?
a=4n?
a=38n?
—0.5
-1
0 /8 /4 37/8 m/2

Figura 2.17. Amplitud de reflexién para valores imaginarios del indice de refraccion.

y, al utilizar (2.71) 6 (2.79) y (2.76) 6 (2.82) obtenemos

4
Ra—i—Ta:(l—ta)z—i—tgfa:l—2ta+t§(l+fa):l—2ta+l+7f=1
a
(2.93)

que es el resultado que usualmente se interpreta como la conservacion de la ener-

gia.

2.6. Polarizacion mixta

Si el vector eléctrico incidente tiene una combinacién de polarizacién s y p,
siempre se pueden obtener las respectivas componentes y aplicar el analisis previo.
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Sin embargo, en el medio anisotrépico,
ExH=(Ee+En)x (He+ Hp) =Se+ Eex Hy+ Sy (2.94)

es un producto que incluye, como se puede ver, un término de interferencia. Al
estar qu y /—7m en el plano de incidencia, esta componente ira en direccién ortogonal
a este, asi que, aunque para cada polarizacion el vector de Poynting se queda en
el plano, no sucede asi en el caso general. Utilizando el resultado (2.40) y la
refraccion del vector de onda (2.48) podemos escribir estos campos como

E. = Eo(cos(¢pe — ©¢), 0, sen(¢e — Oc))

Ee (lal
3 < sen(©,), 0, cos(O, )) (2.95)

FACH)
= <’?J;e?ée>) O'COS(@e)>

~ Be(©0)
. Hpm |1y | sen(6;)
H, = ,0,cos(© . 2.96
"= Bul®n) < B8y O <O (2:96)
Asi, el término de interferencia sera
.~ EHn || cos(©e) ey cos(Om)
Ee x Hp, = 0; — e, . 2.97
¢ " ,Bmﬁe ( ) < MLNm(el) ELNe(ei) Y ( )
Ahora, ya que
Eo = Eo. cos(ke - F— wt
¢ (f ) (2.98)
Hpm = Ho,, cos(km - F — wt)
y
1 /7 1 (7
= / cos(a; — wt) cos(ax — wt)dt =— cos(ay + a — 2wt) + cos(a; — ap)dt
T Jo 2T Jo
_sen(2wT — ay — a2) +sen(ay + ao)
B 4wT
1
+ > cos(a; — az)
T—o0 1
— 5 cos(a; — ap)

(2.99)
tenemos que, el promedio, para frecuencias dpticas, del término de interferencia
es

- EoeHo m = || cos(©e)  |gy| cos(©m)
= ———sen(6;) cos((km — ke) - I — é
o 2BmBe (61) cos((km = ke) - 7) w1 Nm(6:) €1 Ne(6)) v

(2.100)
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Si el vector eléctrico entra polarizado linealmente, formando un angulo § con
respecto al plano de incidencia, su componente s es E;sen(d) y la p es E; cos(9).
Siendo asi, y utilizando la relacién (2.70), y los coeficientes de transmisién (2.82)
y (2.76) este promedio queda

= tmtesen(26)Eg kisen(6;)é, cos((kn ko )2) || cos(©e)  ey| cos(Om)
me 4ﬁm(em)ﬁe(ee)ﬂrlw e “ ,U'LNm(ei) 5LNe(9i)
(2.101)

2.7. Incidencia desde un medio anisotropico

Figura 2.18: Incidencia desde un medio anisotrépico hacia uno isotrépico cuando
el eje 6ptico esta en el plano de incidencia.

Ahora calcularemos las propiedades de reflexion y transmisién cuando la inci-
dencia es desde el medio anisotrépico y hacia el medio isotrépico, en el caso en el
que el eje optico esta en el plano de incidencia y forma un angulo /2 — -y con la
interfaz. Si bien este no es el caso mas general, serd importante posteriormente.

2.7.1. Vectores de onda y Ley de Snell

El vector de onda forma un angulo ©4 con el gje 6ptico. De la figura, podemos
deducir que entonces forma un angulo @, — « con la normal a la superficie. Por
tanto, las condiciones de frontera del vector de onda de cada modo son

ko sen(©q —¥) = ko sen(61) (2.102)

pues, nuevamente, en el medio isotrépico los angulos de refraccion coinciden con
los formados por los vectores de onda. De (2.20) podemos despejar kg al escribir
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Ko, = ko sen(©4), obteniendo

ke = ko (2.103)
* T+ (ag — 1)sen?(0y) '
por lo que, con
M. (0) = V14 (ae — 1)sen2(O) (2.104)

n
el angulo de refraccién esta dado, en términos exclusivamente de las propiedades

del medio y ©,, por

My (Oq)sen(01) =sen(©q —7y) . (2.105)

La ecuacion (2.56) se puede invertir para obtener
sgn(oy )nsen(6y)
Va(a+ (1—a)sen?(8))

lo cual se puede utilizar junto con (2.48) para escribir la ley de Snell, en términos

sen(61) =

(2.106)

de los angulos de incidencia y refraccién.

2.7.2. Coeficientes de reflexion y transmision

Para el modo m, las condiciones de frontera son
Em/ + Em, == Emt
(2.107)
(Hm, = Hm,) cos(¢m — O m +¥) = Hpm, cos(61)

que, en términos de las definiciones (2.66) y utilizando las relaciones (2.31) y
(2.70) son equivalentes a

1+r=t
2.108
cos(¢pm — Om + ’y)w(l —r)= 1.“ﬁ cos(61) ( )
| | K1
que, tienen solucién, en términos de
fm(©) "N"”‘ ost®) (2.109)
T Bn(©) cos(bm — © +v)M(O) '
igual a
1— 1(Om)
rm(@m) — . m\=mJ
1+ f;(em) (2.110)
tm(em) =

14+ (©m)
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Utilizando los resultados (2.40) y (2.38) junto con la identidad para el coseno
de una suma, podemos simplificar f,:

fm(©m) ‘J”’COS(GI) (2.111)
TR (sgn () am sen(©m) cos(y) — cos(Om) sen(7y))M(O) '
Para el modo e, tenemos, por otro lado,
He, + He, = He,
(2.112)
(Ee — Ee,) cos(¢pe — ©c + ) = Ep, cos(67)
que tiene solucién analoga a la del otro modo, en términos de
fe(©) ‘ﬂ|coq91) (2.113)
70 Be(©) cos(¢e — © +v)M(O) '
1— ()
re(Qe) = ——F7=—~
L+ f;(ee) (2.114)
S EACH)

2.7.3. Reflectancia y transmitancia

Ahora la normal a la superficie es &, = (cos(vy), 0, sen(vy)), asi que la reflec-

tancia del modo m es
Ex, km(sen(©m) cos(y)/u1 + cos(Om) sen(y) /) /2wh|
R, km(sen(©m) cos()/uL — cos(Om) sen(y)/uy) /2w

1+ antan(©p,) cot(vy)
1— antan(©,,) cot(y)

_ 2
- 'm

(2.115)

y su transmitancia,

E,%,Ot ki(sen(01) cos(vy) + cos(61) sen(7y))/2u1w
EZ, on(sen(©,) CoS(¥) /. — Co5(©,r) sen(y)/h) /2y

wIM(Om) sen(61 — )
sen(©p) cos(7) /w1 — cos(©m) sen(v) /u

t

(2.116)



-3- Refraccion negativa en un
metamaterial laminado

Veremos ahora cémo se puede obtener refraccién negativa construyendo un

metamaterial anisotrépico uniaxial muy simple.

3.8. Propiedades efectivas de un material laminado

Consideremos un metamaterial infinito formado por una repeticién de laminas
de materiales isotrépicos de funciones dieléctricas €, y €, y magnéticas s y p,
como se muestra en la figura (3.19). La celda unitaria tiene un espesor d y una
fraccién f, de éste es ocupado por el material a,, mientras que una fraccién
f, = 1 — f, es ocupado por el material b*.

Supondremos que la longitud de onda incidente es mucho mayor que las di-
mensiones de la celda unitaria, en cuyo caso es valido aplicar la teoria del medio
efectivo para obtener las propiedades promedio de este material. En particular,
dicha suposicién implica que los campos practicamente no varien dentro de la
celda.

Si en el metamaterial se propaga un modo, el campo eléctrico correspondien-
te tendra componente paralela a las laminas continua, mientras que el campo de
desplazamiento tendra componente ortogonal a éstas continua. Ademas, en ca-
da material se cumplen las ecuaciones materiales correspondientes a un material

4Pueden verse mayores detalles del tema en [17]
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isotrépico, de manera que

€)= [&

%4

1 - 1 =
—V/aEJ_-Fv/bEJ_
=l/%+l BbJ-

V /) €, V], €b

:E<BGL> E(ﬁbL>
V g, Vg

(3.117)

Como la longitud de onda es muy grande comparada con las dimensiones de la
celda unitaria, y D, es una funcién continua, <50‘J.> ~ (5,&) ~ (D). V,/Vy
V,/V son simplemente las fracciones ocupadas, por lo que

(EL) = (8% + ;—Z) (B1) . (3.118)

La componente paralela de E también es continua, y, bajo las mismas conside-

F---d----4 —— z

fod A = fod = = 4

Figura 3.19:
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raciones,

. 1 [ -
<DH>:V/DH
1/4 1/4
=— [D+=|D
T (3.119)
1

_ 1 N
= V/aEaEaH +V/b€bEbH

(faea + beb)<E\\>

Q

Esto nos dice que, en la escala apropiada, el campo eléctrico se relaciona con el
de desplazamiento linealmente, en la forma

5) = 8.8, +8,8,)+—b  aa \(E
(D) = ((faea + foep) (Ex8x + &,8,) + . ezez> (E) . (3.120)

Ya que las componentes normales de B y las paralelas de H también son continuas
y las relaciones entre ellos son analogas a las de D y E en cada medio, también
tenemos que

S\ A A A A Hallp o 7
(B) = <(fa,p,a + foip) (BxEx +8,8)) + . ezez> (H) . (3.121)

Es decir, de manera efectiva, este metamaterial es anisotrépico y uniaxial, y sus
tensores dependen de las funciones de respuesta de los materiales que lo componen
y la fraccién ocupada por cada uno de ellos en la celda unitaria. Por supuesto, en
la celda unitaria podria haber una distribucién diferente a la mostrada en la figura,
mientras que las laminas ocuparan en total la misma fraccion.

Ademas, por construccién este material tiene su eje 6ptico alineado con la nor-
mal a la superficie, por lo cual podemos aplicar los resultados de la seccién anterior
en el rango adecuado de frecuencias. También es posible obtener un material con
otra alineacién del eje éptico con respecto a la normal, haciendo un corte recto
de este material en la direccion apropiada, y cambiando con ello la interfaz.

Esta construccién muestra que hay casos en donde, como se supuso de inicio,
existen materiales cuyos tensores magnéticos y eléctricos son simultaneamente
diagonalizables, o, como se dijo antes, cuyos “ejes 6pticos” magnético y eléctrico
coinciden.
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3.9. Modelo de Drude

El modelo de Drude es una aproximacién clasica a la respuesta electréonica de
un material. Supone que éste esta formado por una coleccién de cargas idénticas
g, distribuidas uniformemente en el material, con una densidad n, sujetas a una
fuerza que los mantiene en él, alrededor de una posicion de equilibrio (ubicada en 0
para cada carga, y con un coeficiente de restitucién k) y a un campo eléctrico poco
intenso. Supone ademas que el material ejerce una resistencia de tipo viscosa a su
movimiento, con coeficiente b. Bajo tales hipétesis, la ecuacion de movimiento de
una de estas cargas es

mF = —kP — bF + qE . (3.122)

La transformada de Fourier de esta ecuacién es
— mw?F = —KT + iwb? + gE (3.123)

que se puede escribir también como

2
qr = q#ﬁé . (3.124)
m
El lado izquierdo es la transformada de Fourier del momento dipolar de esa carga
con respecto a su posicién de equilibrio. EI momento dipolar total en un volu-
men V' de este material sera el nimero de cargas N en tal volumen multiplicado
por el momento individual, y la densidad de momento dipolar serd a su vez esta
cantidad dividida entre dicho volumen. En promedio, tendremos entonces que la
transformada de la densidad de momento dipolar serd

P=ngf=—m" F . (3.125)

Esta es una relacion lineal entre las transformadas de Py E, por lo que el coefi-
ciente de proporcionalidad dividido entre g es la transformada de la susceptibilidad

eléctrica:
ng®
Yelw) = —™T 3.126
Xe( ) % _ iw% — 2 ( )

por lo cual la funcién dieléctrica de un material de Drude esta dada por

ng?

—(w)=1+—" | 3.127
) - (3.127)
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Usualmente se le llama a la cantidad en el numerador la frecuencia del plasma, y
se denota por wp,

Wp = Lcﬂ , (3.128)

meo
y, en el modelo mecanico, wg = +/k/m seria la frecuencia natural de oscilacién
de las cargas. Por otro lado, m/b es el tiempo en el cual la amplitud inicial del
movimiento individual de cada carga decaeria a 1/e en ausencia de forzamiento.
Este tiempo es a su vez una medida inversa de la capacidad disipadora del medio,

pues, a mayor disipacién, el decaimiento es mas veloz.

Resulta natural utilizar la frecuencia del plasma como unidad para este proble-
ma. Definiendo Q := w/wp, Qo := wo/wp y T := wp 7, la funcién dieléctrica se
puede expresar en la forma

1

O o ETe ) (3.129)

€
—(Q)=1-
€0

que depende del parametro 7, que es una medida adimensional del tiempo de

decaimiento y Qg que es una medida adimensional de la frecuencia natural de

oscilacion de las cargas.

En particular cuando se tienen cargas libres (como los electrones libres en un
metal), no hay fuerza de restauracién que lo mantenga alrededor de una posicién
de equilibrio, y Q¢ = 0.

3.10. Metamaterial metalico-dieléctrico sin disipa-

cion

Utilizaremos el modelo de Drude y las propiedades efectivas del material lami-
nado para construir un metamaterial sin actividad magnética en el que se pueda
encontrar refraccion negativa. Para ser consistentes con la primera parte del tex-
to, supondremos ademas que estamos en una region en donde la disipacion del
material es despreciable, es decir, en donde 7 — oo.

Consideraremos entonces una serie de capas de un metal de Drude con baja
disipacion, ocupando una fraccién £, de la celda unitaria y un dieléctrico, que ocupa
el resto de la celda, con una fraccién f, y que en este rango de frecuencias tenga
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una funcién dieléctrica constante £o(1 + xq). El tensor dieléctrico efectivo de tal

metamaterial es entonces
€ 1
EJQ):<g<1—§p)+4ul+xﬁ)@ﬁx+Q@n

1— o
+(1+ <2
( Xd)fb (1— )+ fa(l+xq

1 o
= <f:3 (]— - m) + fbg) (eXeX + eyey)
-1 8,8
f(Q2 —1) + (1 +xq)2 ° 7%

&8,
)

(3.130)

+ (1 + xq)

La permeabilidad (de manera exacta) sera simplemente la del vacio, dado que
hemos supuesto que ambos materiales son no magnéticos.

Tomando en cuenta que f;+ f, = 1, y llamando simplemente f = f,, podemos

expresar
A4
€ 1 A A
?(Q) = (1 +Xd—f (Xd + Q2>> (exéx +8,8))
0 (3.131)
02 -1

+ (1 +Xq)

Q%1+fmn+f—1%%

P A “
Como se espera, cuando f = 0, € = €o(1 + xg)/, y cuando f = 1, €

eo(1—1/92)7.

Como estamos pensando en un dieléctrico tipico, supondremos x4 > 0. Re-
cordemos que en estos medios la condicién equivalente a la de refraccion negativa
es €, < 0 paraelmodo ey u; < 0 para el modo m. Asi, buscamos frecuencias
que, cumpliendo el requisito de baja disipacion, satisfagan ademas que

Q% -1

. 132
PA+ )+ Fo1 0 (3.132)

Para frecuencias mayores a la del plasma (€2 > 1), necesitamos que

QP(1+fxy)+f—-1<0

1—f (3.133)
SQ< | — .
14 fxq

Sin embargo, el nimero del lado derecho de la desigualdad es siempre menor que
1, por lo que esta condicién nunca puede darse para frecuencias mayores que la
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del plasma. Si, por el contrario, {2 < 1, entonces la condicién se vuelve

[ 1—f
Q> — 3.134
14+ fxg ( )

es decir, en el rango de frecuencias

wor| L (3.135)
P ]_—‘rfxd’ P '

la componente ortogonal del tensor dieléctrico sera siempre negativa, y para todas
esas frecuencias habra refraccién negativa del modo e. Si en particular hacemos
incidir luz con polarizaciéon p, veremos un (nico rayo refractandose en sentido
inverso al incidente.

En el limite en el que f — 1 (cuando sélo esta el metal) naturalmente es-
te intervalo va desde 0 a wp,. Sin embargo, este material laminado presenta un
comportamiento mas rico que el metal puro, pues tiene un parametro facilmente
manipulable () que permite modificar el valor de €, el rango en donde se obtienen
sus valores negativos, y —muy importante— aumentar la cantidad de luz que puede
pasar cuando el metal tiene algo de disipacién.

Ahora, la componente paralela del tensor dieléctrico

el _ _ L
. I+xa—f (Xd+ Q2> (3.136)

es, dado que f < 1, siempre mayor que 1 — 1/Q2, lo que nos dice que en este
metamaterial las componentes ortogonal y paralela no pueden ser simultaneamente
negativas, pues esta Gltima cantidad sélo es negativa después de la frecuencia del
plasma.

Por otro lado, el factor de anisotropia es
e(Q) 14 xq—f(xa+1/Q%)

e1(Q) (lJer)W ’

2.(Q2) =

(3.137)

que, en el limite en el que Q — 1 se va a infinito. Establecida una fraccién del
metal de Drude ocupada en la celda unitaria, siempre se puede escoger un rango
de frecuencias (antes de la del plasma) en donde la componente paralela del ten-
sor dieléctrico sea negativa y ademas el factor de anisotropia sea arbitrariamente
grande, por lo que en particular se puede obtener el comportamiento de angulo de
refraccién poco variable como funcién del incidencia mostrado en (2.9).



48 Refraccion negativa en un metamaterial laminado

Otra manera de obtener este |limite, de forma exacta, es hacer €, = 0. Para
ello se requiere una fraccién ocupada por el metal igual a

14+ xq

=__ 29 3.138
1/902 + xq ( )

Ya que f es un nimero menor que 1, esto sélo puede pasar cuando 2 < 1. Es
decir, dada una frecuencia menor que la del plasma, siempre se puede construir el
metamaterial con una fraccién ocupada por el metal tal que, para esa frecuencia,

el indice de refraccion n sea nulo.



-4- Aplicacion: colimador de
luz difusa por refraccion

Consideremos un dispositivo como el de la figura (4.20), formado de un me-
tamaterial con a, < 0, y una onda plana incidiendo en el extremo izquierdo.
Supondremos que las escalas del problema son tales que el limite de la 6ptica
geométrica es valido. Como vimos en la seccion de refraccion, el vector de onda
del modo a se refracta, si el angulo de incidencia es suficientemente grande, en un
angulo muy cercano a arcsen(1l/v/—ay) =~ 1/v/—as. Como se puede ver, forma
ademas un angulo «y con la normal a la segunda superficie.

Figura 4.20: Esquema del colimador

El vector de Poynting, por su lado, se refracta a un angulo cercano a m/2, por
lo que el rayo refractado incide nuevamente desde dentro en la cara superior del
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triangulo. Al pasar la segunda superficie, el rayo tiene un vector de Poynting que
nuevamente coincide con el vector de onda, y sale con un angulo determinado por
la Ley de Snell (2.105),

My(©,)sen(63) =sen(©, —vy) . (4.139)

Exploraremos la posibilidad de asignar un valor adecuado a <y para que, en este
limite, tal dispositivo sirva para colimar luz.

En principio, una opcién es escoger -y de manera tal que el angulo de refraccion
tras la segunda reflexién sea también -y,

sen(y) = (sen(©a) cos(7) — cos(Ox) sen(7))/Ma(Oa)

sen(7y) B 1
< sen(9,) cos(y) — cos(Og)sen(y)  Mq(O4)

(4.140)
< sen(Bq) tan(y) — cos(0,) = My (04)
_ My(Oq)
= tan(’y) = m + COt(@a)
Sin embargo, en el limite en el que a, — —oo, tenemos que
_ 2

My (On) _ \/1+(aa 1)sen?2(©4) _ 1 (4.141)
sen(Oy) nsen(©y) sen(0y)

es decir, aunque el angulo formado por k, varia poco con 61, el angulo de salida
tras la segunda interfaz vuelve a tener una dependencia de éste, lo que hace poco
viable este camino para el colimador.

Una segunda opcién consiste en observar que la reflectancia en la segunda
interfaz (2.115) puede anularse siempre que a, es negativo, cuando

1+ aytan(©y) cot(y) =0 (4.142)

que justamente se logra para un angulo

m 1

) ~ T (4.143)

2 —aa

1
cot(@a)> ~ arccot <\/_73a

Sin embargo, al introducir este valor de <y en la ley de Snell, obtenemos reflexién

~ = arccot (

_aa

total para una gran parte de los angulos, y, ademas, un dispositivo sumamente
alargado, que no es resulta muy practico ni realizable.
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Consideraremos una tercera opcion, que es la de hacer -y tal, que la incidencia
sobre la segunda superficie sea normal, es decir v = 1/4/—aq. Esto garantiza
que los rayos que entran con ©, = 1/4/—a, se transmitan (estamos suponiendo
n € R) y ademas no se desvien. Ahora los rayos salen con una ligera inclinacién,
asi que colocamos un segundo dispositivo como en la figura (4.21), de un material
isotrépico, de indice de refraccién nz, con su extremo izquierdo separado una
distancia d del correspondiente al metamaterial anisotrépico, y con una altura
extra a la de éste igual a B — d.

n3 -

Figura 4.21: Agregamos un segundo dispositivo de un material isotrépico.

Escogeremos el angulo ' de manera que el rayo salga horizontal de esta tercera
interfaz, y no se desvie en la cuarta. Esto implica que el angulo de refraccién sea
justamente ', por lo que la ley de Snell nos dice que

nisen (Y —) = nzsen(v’) , (4.144)
0 sea,

sen(y') cos() — cos(y') sen(y) = nzsen(y')

cos(7y) — ﬁg,) (4.145)

& ' = arccot (
sen(7y)

dtan(y)+b
1—tan(y) tan(vy’)
mas alto llegue al segundo dispositivo.

Haremos ademas B = para garantizar que aln el rayo que salga
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Finalmente, rotaremos este arreglo por un eje paralelo al eje éptico, que pase
por el vértice derecho del triangulo. Obtenemos asi simetria rotacional, de manera
que, si sobre el extremo izquierdo del arreglo incide luz difusa, cualquier rayo
incide sobre algln plano en el que esta el eje 6ptico. El rayo se refracta dentro del
material anisotrépico en un angulo cercano a 1/4/—ay, y sale del prisma con el
mismo angulo. Tenemos entonces un conjunto de rayos que se abren ligeramente,—
aproximadamente sobre la superficie de un cono—y que son enderezados finalmente
por el segundo dispositivo.

En el caso ideal tenemos un metamaterial con & = ﬁ y un sélo rayo refractado
dentro de éste. Aln si esto no se puede lograr, este razonamiento es valido para el
modo con a, < 0. Si la luz difusa esta polarizada en promedio 1/2 en polarizacion
sy 1/2 en polarizacién p, lo dicho se aplicard para la mitad de la luz incidente.

Ahora, jcudl es la fraccién F de la luz incidente que colima este arreglo? Hay
que tomar en cuenta, primero, que la luz no saldra exactamente al angulo esperado;
y segundo, que el paso por ambos medios le hara perder intensidad.

Para cuantificar esta fraccion, estableceremos un nivel de precisién deseado en
el angulo final de salida: Af. La fraccion de luz colimada sera entonces la suma
de la intensidad de todos los rayos que salen a menos de este angulo (medido
con respecto a la normal del segundo tridangulo), dividida entre la suma de la
intensidad de todos los rayos incidentes. Dada la simetria rotacional, este calculo
puede efectuarse en un corte plano como el de las figuras anteriores, suponiendo
una distribucién homogénea de los rayos incidentes.

Se puede resolver la desigualdad que determina los angulos de incidencia para
los cuales se cumple la precision deseada tras el paso por el arreglo, sin embargo, la
integral para obtener las intensidades dista mucho de ser trivial. Veremos algunos
calculos numéricos que muestran cémo se comporta la fraccion F como funcion
de a, para diferentes valores de ny n'.

Aunque en el limite de a, muy negativa se obtienen los resultados de angulo
de refraccion poco variable, para fines numéricos y de blsqueda de valores mas
realistas de a, (no sumamente extremos), se utilizé6 como valor de -y el angulo de
refraccién para una incidencia rasante, aprovechando el hecho de la monotonia de
©.. Para dicho rayo, el angulo de salida es exactamente 0 al final del arreglo, por
construccion.
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Se realizé una integracion numeérica de la intensidad sobre el intervalo [0, 7/2],
dividido en 1000 subintervalos iguales, estableciendo un valor de Af de 1 grado,
muestreando 100 valores de a, entre —100 y —1. Los resultados se pueden ver
en la gréfica (4.22). Fraccién de luz colimada (A6 = 1°)

0.4

~

L n i

01 1.5 — !
13 — i

1.1 — !

n i

1.0 — i

07 ............. :

0.5 -=- i

0.0 L L
—100 —75 —50 —25 0

a

Figura 4.22: Resultados numéricos que muestran la fraccion de luz colimada a 1
grado por el arreglo propuesto, como funcién de la anisotropia del medio, supo-
niendo que los tensores eléctrico y magnético son iguales (en otro caso, los valores
son la mitad de lo mostrado). Se muestran para tres valores de n, cercanos a 1
(en diferentes estilos de linea) y tres de n’, también cercanos, pero mayores (en
diferentes colores).

Como podemos observar, el comportamiento de F es complicado, pero logra
valores relativamente grandes, aln para valores de a, no tan lejanos a —1. Es
importante hacer notar que utilizamos valores de ny n’ no muy lejanos de 1 para

mostrar que, aln si no se tiene mucho control sobre las componentes paralelas de
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los tensores (como podria ser en el metamaterial laminado), se pueden obtener
resultados interesantes. Es destacable que para las curvas con n < 1 se obser-
ven maximos globales para valores no muy altos de a,; en particular podemos
mencionar algunos detalles:

s Paran=10y n = 1.1 hay un maximo local en a, = —12.55, con F =
0.198, y el maximo global menos negativo se alcanza en a, = —65.20,
teniendo un valor de F = 0.220.

m Paran=0.7y n" = 1.3 F crece abruptamente desde cerca de 0 y alcanza
muy rapidamente un maximo local en a, = —6.00 con una fraccién colimada
de 0.245. El mayor valor lo alcanza en a, = —33.20, dando F = 0.276, no

muy lejano del valor anterior.

m Para n =05y n = 1.1, el maximo global, F = 0.397 se alcanza muy
rapidamente, en a, = —13.9. Ademas, hay una fraccién colimada mayor
al 39% desde —10.05 y hasta —15.90. Este caso se puede visualizar en la
figura (4.27).

El angulo de salida en este caso es suficiente para que los rayos mas alejados se
separen 1cm al recorrer una distancia de 57.3cm. También podemos observar, en
comparacion, los mismos resultados si se requiere una precision de medio grado,
en la gréfica (4.23), en cuyo caso tendriamos una desviacion maxima de 1cm
tras 1.14m. Como podemos observar, la fracciéon de luz colimada no disminuye
drasticamente.

Por supuesto, hace falta tomar en cuenta la presencia de disipacién, pero es-
tos resultados muestran los valores de F a los que se puede aspirar trabajando
en regiones en donde la primera es baja. Ademas, el arreglo planteado tiene la
ventaja de que, en el limite en el que estamos trabajando, el primer dispositivo
es muy delgado, disminuyendo asi la posible atenuacién. Veamos por (ltimo algu-
nos diagramas de rayos de algunos casos particulares. Los rayos que se coliman
dentro de la precision de 1° se muestran en verde, mientras que los que salen de
este rango estan en amarillo. Se muestran 60 rayos, distribuidos uniformemente
en angulo, y con los de menor angulo de incidencia colocados mas al centro del
arreglo (para fines de visualizacién tGinicamente). Los rayos estan dibujados con la
intensidad correspondiente.

No esta de mas mencionar que, un colimador usual de luz difusa, sélo selecciona
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Figura 4.23: Fraccion de la luz colimada para los mismos valores de ny n’ de la
grafica (4.22) cuando la precision deseada es de 0.5°.

los rayos dentro de un cierto rango angular, de modo que, la cantidad total de luz
colimada por ellos es de la precision deseada (en grados) entre 90. Esto hace que
los colimadores tengan eficiencias muy pobres, del orden de 1% 6 menos [18] °.

5También existen colimadores épticos, aunque su principio es colimar la luz proveniente de

fuentes puntuales.
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Figura 4.24: Diagrama de rayos del colimador para a, = —7, n =0.5, n’ = 1.4.
Se obtiene F =~ 0.36.
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Figura 4.25: Diagrama de rayos del colimador para a, = —30, n=1.0, ' = 1.3.
Se obtiene F =~ 0.17.
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Figura 4.26: Diagrama de rayos del colimador para a, = —41, n=0.7, n’ = 2.5.
Se obtiene F =~ 0.19.
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Figura 4.27: Diagrama de rayos del colimador para a, = —11, n=0.5, n’ = 1.1.
Se obtiene F =~ 0.39. También podemos ver este caso, mas alejados del colimador,
en la figura (4.28), lo que nos da una idea de como entra la luz difusa y cémo se

ven los rayos refractados tras una mayor distancia.
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Figura 4.28: Vista lejana del caso (4.27) (rotada 90 grados, el colimador esta
arriba y desde ahi incide luz difusa sobre éste).
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En este trabajo se analizaron las propiedades 6pticas de un material anisotroé-
pico uniaxial no disipador, caracterizado por componentes paralelas y ortogonales
de los tensores € y ﬁ para valores arbitrarios de éstas. Se mostré que existen
dos modos fundamentales en el material que se comportan simétricamente con
respecto a los cambios de E por —H y € por ﬂ y que como consecuencia de la no
ortogonalidad de los campos E y H con el vector de onda, el vector de Poynting
en general no coincide con la direccién de éste, sino que es paralelo a

K+ (a— 1)k, (5.146)

siendo a, el cociente de las componentes paralela y ortogonal del tensor eléctrico
0 magnético.

Posteriormente se dedujeron las propiedades de refraccion de dicho material
cuando su eje 6ptico es la normal a la interfaz con un medio isotrépico usual. Se
calcularon los angulos formados por cada vector de onda con la normal, mante-
niendo la forma usual de la Ley de Snell

sen(6;) = N(©1)sen(O4) (5.147)

pero con un indice de refraccién funcional, dependiente de las propiedades del
medio y el dngulo de incidencia, mostrando que en general existe un angulo critico
que, a diferencia del caso usual, no requiere un indice de refraccion relativo menor a
uno, y puede presentar refracciéon ain en el caso de indice de refraccién imaginario.

Para cada caso de polarizacién se calcularon los angulos de refraccién, los for-
mados por el vector de Poynting y la normal, obteniendo nuevamente la propiedad
de simetria con respecto al intercambio mencionado arriba. Se postularon las con-

diciones generales para la existencia de refraccién negativa, y se mostré que en este
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material corresponden, para cada modo, a una componente ortogonal negativa del
tensor respectivo. Esto representa una diferencia muy importante con respecto al
caso isotrépico, en el que hay un compromiso entre los signos de las propiedades
del material. También se mostré que la condicién que en aquellos materiales era

equivalente a la de tener refraccién negativa
S k<0 (5.148)

no tiene ninguna conexién con la misma propiedad en los materiales anisotrépicos,
y que estos materiales, en general, no son ni izquierdos ni derechos, y, sin embargo,
pueden presentar este tipo de refraccion.

También se analizaron las propiedades de reflexion y transmision de la luz. Se
encontré que se preserva el hecho de reflexion total a partir del angulo critico y se
establecieron las condiciones de cambio de fase. Se mostré que en ambas polariza-
ciones siempre se puede encontrar un angulo de Brewster para valores establecidos
de alguno de los tensores € y ;7 y se mostré que hay valores de las propiedades del
material que hacen que el coeficiente de reflexién sean independientes del angulo
de incidencia, y que en particular se puede hacer que los coeficientes en ambas
polarizaciones sean cero, dando lugar a un material antirreflejante.

Se evidencié también que, en el caso de polarizacién mixta, el vector de Poyn-
ting no es aditivo, a diferencia del caso isotrépico, y que esto da lugar a un patrén
de interferencia que varia en la direccién del eje éptico.

Asimismo, se analizé un metamaterial laminado, formado por capas de un
dieléctrico y un metal de Drude, que en el limite de la teoria del medio efectivo
es un material anisotrépico uniaxial. Se mostré que, siendo este un metamaterial
sin actividad magnética, puede presentar refraccion negativa, y se encontraron los
rangos de frecuencia en donde esto puede suceder. También se mostré que existen
rangos de frecuencia en los cuales el metamaterial posee los comportamientos de
angulo de refraccién constante como funcién del de incidencia. Sin buscar incluir
los detalles mas realistas, este ejemplo intenta mostrar de una manera sencilla,
que es posible construir materiales anisotrépicos en los cuales aplicar el estudio
realizado.

Finalmente, se aprovecharon los resultados calculados para proponer la cons-
truccion de un arreglo éptico que tiene el efecto de colimar luz difusa en altas
proporciones, y con una geometria sumamente sencilla.
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