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Introduccion

En ocasiones, el amplio desarrollo de algunas teorias fisicas puede hacer pensar
que todo lo importante acerca de ciertos problemas estd dicho, y que, si bien estos
pueden plantearse de una manera mas realista o general, su comportamiento esencial
estd comprendido.

Los fenémenos luminosos, que han sido observados y han sido objeto de admi-
racién para el hombre desde tiempos muy antiguos, fueron estudiados en términos
cientificos desde antes del siglo XVII, en el cual se establecié experimentalmen-
te la descripcién cuantitativa de los fendmenos de reflexién y refraccién. La gran
revolucién que constituyd la teoria de Maxwell en el XIX logrd recuperar estos re-
sultados, predecir muchos otros, y examinar estos fendmenos desde una perspectiva
increiblemente general y elegante.

Fue sin embargo hasta 1967 que alguien tuvo la idea de imaginar —en el contexto
cientifico— la existencia de materiales con propiedades dpticas interesantemente dis-
tintas, bajo una suposicién matematicamente sencilla. En ese afio, Victor Veselago
se pregunta en un articulo [1] qué sucederia con un material transparente en el cual
la permisividad eléctrica € y la permeabilidad magnética p fueran simultaneamente
negativas. Muestra que, contrario a lo que podria esperarse, en tales materiales el
vector de Poynting de una onda plana apunta en direccién opuesta al vector de
onda, y, en consecuencia, estos deberian exhibir dngulos de refraccién negativos al
paso de la luz desde medios usuales.

Naturalmente no conocemos materiales con propiedades como las que supuso
Veselago, asi que su escrito fue tomado por un bonito ejercicio tedrico. Tres décadas
mas tarde, John Pendry, del Imperial College del Reino Unido, hace una propuesta
para construir un dispositivo, compuesto de una serie de alambres y anillos de
cobre, abiertos y de tamaio submilimétrico, acomodados periédicamente en una
resina inerte; el disefio de ese dispositivo deberia permitir, seglin sus predicciones,
que luz en la regién de microondas viera a esta construccién como un medio con
las propiedades supuestas por el fisico ruso.

Se vio entonces como una posibilidad real la fabricacién de dispositivos 6pti-
cos muy especiales, como lentes con enfoque perfecto y capas de invisibilidad. Al
nuevo campo de estudio llegé una pléyade de investigadores, entusiasmados con
el potencial de estas y otras predicciones. Desde entonces se han realizado y pu-



2 Introduccién

blicado diversos experimentos en los que se mide la refraccién negativa en estos
metamateriales.

En el mismo sentido hubo voces criticas que mostraron que dichos resultados
experimentales podian no tener la contundencia y claridad que se postulaba, y se
ha generado una candente discusién, encabezada de un lado por [el ahora Sir.]
John Pendry. Algunas de las objeciones han sido solucionadas exitosamente; sin
embargo, hay algunos planteamientos importantes ain no respondidos. Los mds
relevantes cuestionan la validez de los resultados de Veselago en la inevitable pre-
sencia de disipacidn, y la aplicabilidad de la asignacién de parametros promedio a los
metamateriales cuando las dimensiones caracteristicas de sus componentes no son
mucho mas pequeias que la longitud de la onda de la luz incidente. En el sentido
de la primera objecién, un trabajo reciente [Barrera et. al] muestra que los efectos
de esparcimiento, al ser tomados en cuenta para calcular pardmetros efectivos de
un medio, contribuyen a la disipacién.

Dada la importancia y actualidad del tema, en el presente trabajo se decidié de-
terminar si tiene sentido hablar de refraccién negativa en un material con disipacién
arbitraria, analizar bajo qué condiciones podria obervarse, y estudiar cuantitativa
y conceptualmente los efectos que conlleva la pérdida de energia en la refraccién.
Para ese fin, fue necesario realizar una revisidn rigurosa de los conceptos indispensa-
bles para plantear dicho problema éptico, para determinar la generalidad de ciertos
resultados, y observar los cambios que en el desarrollo se presentan al permitir los
cambios de signo que requirié Veselago.

Asi, en el texto reviso primero las aproximaciones que estdn detrds de la teoria
electromagnética macroscopica, y la interpretacién y propiedades de las funciones
respuesta de los medios materiales. Después estudio las modificaciones que se dan a
la electrodindmica en presencia de disipacién, por ejemplo, en el vector de Poynting.
Suponiendo posteriormente la existencia de los materiales izquierdos, analizo la
refraccién en materiales absorbentes y las correcciones que se deben hacer en la Ley
de Snell, y lo aplico en algunos calculos numéricos. Posteriormente, presento una
introduccién a los metamateriales y la teoria del medio efectivo. Hecho esto, aplico
los resultados obtenidos a dos arreglos 6pticos especificos, simulando los efectos de
la disipacidn, y utilizando los valores de esta reportada para algunos metamateriales
reales.

Mientras finalizaba este trabajo, aparecié un articulo de Vadim A. Markel, quien
argumenta muy sélidamente que la definicién usual del vector de Poynting es inco-
rrecta en los medios materiales, lo que reduce la refraccién negativa a una contra-
diccién termodinamica. No habiendo hasta el momento encontrado un error en la
exposicion, presento sus argumentos principales y sugiero una manera de detectar,
en base a los resultados del trabajo, diferencias que podrian determinar la validez
de una u otra definicidn.



Capitulo 1

Electrodinamica en medios
materiales

1.1. El problema de los materiales

Las ecuaciones de Maxwell

V.e = g/eo
Vb = 0
Vxée+db = 0

V X b— pocodh€ = 000

describen el comportamiento de los campos eléctricos € y magnéticos b en el vacio,

dadas sus fuentes: las cargas ¢ moviéndose a velocidad ¥. La fuerza de Lorentz f
describe la interaccién de estos campos con particulas cargadas.

— -,

F=q@+vxb)

Para conocer la respuesta de un material a un campo aplicado se puede partir del
hecho de que la materia esta formada por particulas cargadas. Visto asi, desde el
punto de vista microscépico, hay un problema dindmico a resolver, en el que se
deben plantear las ecuaciones de movimiento para cada particula (o las ecuaciones
de onda, en el caso cudntico), considerando tanto el efecto de los campos externos
sobre éstas como los efectos del campo generado por ellas mismas.

Bajo ciertas circunstancias tedricas o experimentales se puede considerar que el
efecto de los campos generados por las particulas que componen el material sobre
las fuentes del campo aplicado no es relevante; por ejemplo, si hay una distribucién
de cargas ajenas al material obligadas mecdnicamente a permanecer en una configu-
racién predeterminada, o se tiene una fuente de corriente que genera un campo con
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una intensidad mucho mayor a la respuesta del material, o simplemente se supone
que se tiene un campo dado. No obstante, alin bajo esta suposicidén debe resolverse
el problema de la interaccién del campo externo con las particulas que constituyen el
material, y la interaccién de éstas. Esto representa un problema de enorme comple-
jidad, no sélo por ser una situacién de interaccién de muchos cuerpos, sino porque
los campos electromagnéticos dependen tanto de la posicién como del tiempo -y
ademas en forma retardada-.

En el caso clasico, las ecuaciones de movimiento para IN particulas con masas
my, posiciones 7 y cargas g expuestas a campos externos €y y by toman la siguiente
forma [2, 26.3]:

qTTk(t) = G0 (P (t),t) + 7k(t) x bo(7k(t), 1)
1 Fik(tr)  rigp d [ 7ir(ty) 1 %75k (tr)
+ %\ 3 +——— |3 ——
47reo#zk rip(te) e dt \rd(t) 2 dt?
o rik(ty) d [ Tik(ty) Fik(te) A (ty) .
- i —_ N - ) ) 3 t
* 47rc; g e (tr) + ik (tr)c? T X Ti(t)
ke{l,...,N}

En donde, para abreviar, hemos llamado ;. al vector que apunta de la posicién
de la particula ¢ a la de la particula &, es decir 7, — 75, y t, al tiempo retardado:
el tiempo presente, menos el que le tomaria a la luz viajar la distancia que separa
dichas particulas:

Tik

c

te(t,mip) =t —

En suma, atin en el caso cldsico tenemos un conjunto de N ecuaciones diferenciales
de segundo orden, no lineales, acopladas. Ademads, a diferencia de un problema
tipico en donde se requieren conocer posicion y velocidad en algin instante del
movimiento para resolver el sistema de manera Unica, esta dependencia con los
tiempos anteriores obliga a conocer la historia del movimiento de cada particula
para poder determinar su movimiento en el futuro.

Aunque hay esfuerzos por resolver el problema asi planteado, existen otras formas
de abordarlo, que tienen en cuenta ademas que las propiedades de un sistema grande
no requieren del conocimiento detallado de los componentes.

1.2. La visiéon macroscopica

Nuestros sentidos, asi como los aparatos que utilizamos para medir, tienen li-
mitaciones de funcionamiento: en escalas, en tiempos de respuesta, en alcance. Por
ejemplo, en el problema dindmico de los componentes fundamentales de la materia
que recién enunciamos, la carga de cada particula estd concentrada en un punto (y
asi es, hasta donde sabemos, para las particulas como el electrén), lo que lleva a
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Figura 1.1: El material, sujeto a campos externos €y y bo, visto microscépicamente.

que la densidad microscépica o siempre esté dada por

N
o(F t) = > qid (7 — 7i(t))
=1

siendo ¢ la distribucion de Dirac.

Hay varios efectos que nos impiden medir esta densidad en una situacién no
controlada. Por ejemplo, los diminutos valores de las cargas fundamentales hace
dificil detectarlas si no hay acumulacién de estas; el movimiento continuo de los
constituyentes de la materia y la consecuente imposibilidad practica de seguirlos;
y la modificacién de sus trayectorias al realizar una medicién. Esto tiene como
consecuencia que las variaciones en esta densidad microscépica, asi como en la
corriente y los campos, no sean detectadas en detalle, sino como una acumulacién
de los efectos ocurridos en un intervalo de tiempo y un espacio determinados por el
experimento.

Estos procesos de medicién nos dan versiones macroscépicas, promedio de las
cantidades originales. El proceso especifico por el cual se realiza dicho promedio
depende de cada medicién, pero siempre tiene como consecuencia un suavizamien-
to. En adelante nos ocuparemos de las cantidades macroscépicas asociadas a las
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ecuaciones de Maxwell:

p =0
J = (o)
E= (&
B = (b)

Atender estas cantidades no sélo es necesario para hacer compatibles las observacio-
nes y las predicciones, sino Gtil para hablar de propiedades que microscépicamente
podrian ni siquiera tener sentido, y para las cuales el detalle del movimiento de cada
particula es irrelevante.

Cada uno de estos procesos de medicién van acompafiados de fluctuaciones,
relacionadas con la desviacién estadistica de las cantidades microscépicas. La elec-
trodindmica cldsica no se ocupa de estudiar estas fluctuaciones, pues siempre son
despreciables en comparacién de los promedios.

1.2.1. Cargas, corrientes y momentos inducidos

Un efecto que se da por la proporcién de las escalas atdmicas y moleculares
a las nuestras es que lo que vemos y medimos cotidianamente es materia neutra.
La exposicion de esta a un campo se manifiesta, sin embargo, como una carga y
corriente inducida, o equivalentemente, densidades de ellas. Estas, por supuesto,
son fuentes -junto con las fuentes externas- del campo neto. Bajo la hipétesis de
que las fuentes externas no se combinan con las inducidas, la densidad de carga y
corriente en cada punto se pueden escribir como la suma de la externa y la inducida:

P =  Pext + Pind

f j;wt + j'ind

La ley de Ampere-Maxwell implica la conservacién de la carga, expresada en la
ecuacién de continuidad:

OZiV-(VXE)ZV-(j+€03tE) =V -J+ed(V-E)=V-J+dp

En situaciones en las que las cargas inducidas y externas no se intercambian, se
cumple esta ecuacién de continuidad para cada uno de los tipos de carga y corriente:

0 = V. tfea:t + 8tpea:t
0 = V. _;nd + 8tpincl

Con estas condiciones, siempre es posible buscar una funcién cuya divergencia sea
igual a la densidad de carga inducida (o su negativo), digamos

—Pind = v-ﬁ
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Dado que se busca que este vector tenga un significado relevante para el problema
de la respuesta del material, se puede pedir ademas que fuera del mismo se anule.
Sustituyendo esta expresién en la ecuacidn de continuidad para la carga inducida,
se tiene que

0=V Jna+ (=Y - P) = 0=V (Jina - 0,P)

Esto se satisface en particular si J;,,q — 0y P es el rotacional de alguna funcién M,
por lo que

Jina =V X M + 0;P
Esto nos dice que la corriente inducida se puede expresar como la suma de dos

corrientes; la debida a M es siempre cerrada.

De la ley de Gauss se deduce entonces que

V-(e0E) = pes—V-P
V- (EOE + P) = Pext
A esta funcién cuya divergencia produce la densidad de carga externa se le llama

campo de desplazamiento y se denota por D. Teniendo esto en cuenta, y conside-
rando la ecuacién de Ampere-Maxwell, se obtiene también lo siguiente:

—

VxB = NO(tfext + j'ind + 608tE)
pio( ozt +V x M + 8, P + €00, E)
pio(Jowt + V x M + 8,D)

—

B .\ - .
V x — - M| = ezt+atD
Ho

Esta cantidad cuyo rotacional tiene como fuente las corrientes externas y la variacién
temporal del campo de desplazamiento se denota por H.

Hasta el momento, lo tinico que se ha hecho es intercambiar el problema de
calcular las cargas y corrientes inducidas por el de encontrar P y M. M3s atin,
se le ha dado al problema un grado mas de indeterminacidn, pues no es claro que las
cantidades de las que se ha hablado estén (nicamente definidas, dado que hay mds
de una funcién vectorial cuya divergencia o rotacional tienen el mismo valor. Puede
parecer entonces que seguir por este camino resulta en una mayor complejidad del
problema; sin embargo, veremos que estas cantidades tienen una utilidad, que
radica en la interpretacion que se puede hacer de ellas, la cual mostraremos a
continuacion.

Para dar una idea del procedimiento a seguir en el caso mas general, en vias de
dar una interpretacién fisica de P y M, conviene que analicemos primero los casos
estaticos.
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1.3. Interpretaciéon de P y M

1.3.1. Caso estatico

Utilizando la Ley de Coulomb, tenemos que el potencial escalar electrostatico
producido en cualquier punto 7y por la carga inducida es

Gina(To) = ! Pind(7) dv

o 471'60 ||F—770‘|
14

Este potencial, dado que las cargas inducidas sélo se manifiestan en el material (es
decir, pinq es cero fuera del material), puede calcularse tomando V' como el volumen
ocupado por éste, o cualquier volumen que lo contenga, sin afectar el resultado.
Tomando un volumen que contenga al material en su interior, y considerando ademds
que ping = —V - P yque V- (f F") =Vf- ﬁ+fV F para cualesquiera funciones
escalar f y vectorial F', obtenemos lo siguiente

V- P(7)

_47T€0¢ind(7?0) = Mdv

J
/v- & dV—/V(ﬁ) . PAV
(|7 — 7ol (|7 — 7ol

174 Vv

Utilizando el teorema de Gauss para el primer término, y calculando que V( ”Ffﬁoll) =

Py

— =3 sto se reduce a

) PG) o [ F=fo 5
—Ameodina(Fo) = /M .ola+/W - PAV
ov \4

como P se anula fuera del material, el primer término es cero y al segundo sélo
contribuye lo que queda dentro de él. Asi

1 -7

— 7o D
: = . Pav
Pl = "y | TPl

Si recordamos, un dipolo puntual p’en el origen produce en la posicién 7 un potencial
o(r) = —47360 ~&. Por comparacién, vemos que la expresién obtenida coincide con
la forma continua de este potencial, en la que reemplazamos el dipolo puntual por

un dipolo infinitesimal PdV en la posicién 7.

Similarmente, veremos la contribucién a los potenciales debida a la corriente
inducida. Por ser estatica, la tinica contribucion a ésta es la debida a M. El potencial
vectorial magnético serd entonces

1 o @ jnd (7?)

Ain o) = ﬁdv
) =4 | Tl
Vv
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Al ser M nulo fuera del material, podemos, al igual que en el caso eléctrico, tomar
V' como un volumen que contenga propiamente al material. Asi, utilizando las
propiedades de M vy la identidad V x (fF) = Vfx F+ fV x F, podemos manipular
el potencial de manera andloga a la anterior

4 V x M
jAmd(Fo) = 75 q(rﬂ) dv
Ho |7 — 70|

—

M 1 -
|7 = 7ol |7 = 7ol
14 14

Pero la integral de V x FenV se puede intercambiar por la integral de superficie
de € F sobre su frontera, siendo € el tensor de Levi-Civita,

—

4 - N = M N 1 —
7Aind<7“0) = / € 5——— -da — /V (H) x MdV
Ho |7 — 7ol |7 — 7ol
ov 1%
Y, al anularse M sobre la frontera de V', obtenemos finalmente el potencial vectorial:

s o =70 -

Ain =— [ 755 X MdV
alfo) 47r/ 7= 7oll?

Vv

que corresponde a la forma continua del potencial generado por un dipolo magnético
puntual MdV situado en la posicién 7.

En ambos casos, lo que hemos mostrado es que P y M tienen un significado
fisico muy concreto, la densidad de momento dipolar eléctrico y magnético, respec-
tivamente. Esto hace completa la definicion que matematicamente se habia dado
para ellos, y les da un caracter tnico, al menos en el caso estatico. Habiendo hecho
esta introduccién, veremos lo que sucede cuando hay una dependencia temporal de
los campos.

1.3.2. Caso dinamico

El procedimiento a seguir es similar a lo que recién hemos mostrado; sin embargo,
los cdlculos son mds pesados y largos, asi que, con el fin de no desviarnos del objetivo
principal, los desarrollamos en un anexo y presentamos aqui los resultados.

Hay que recordar que las soluciones a las ecuaciones de Maxwell con fuentes

—

p(7,t) y J(7,t) se pueden obtener a través de los potenciales retardados, dados, en
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la norma de Lorentz, por

1 P (7:*775 _ |\F—CF0||)

7o) = av

oo = oo | =Ty
v o (1.1)
j(; : Hr—ron>

o Ho ’ c
A7y, 1) = K0 av

(7o, #) 4WJ‘ 77— o]l

Una vez calculados los potenciales, los campos eléctrico y magnético se pueden
encontrar utilizando las relaciones

(7, 1)
(

Para encontrar los potenciales electrodindmicos de un dipolo puntual oscilante, se
requieren, entonces, su densidad de momento dipolar y la corriente asociada. Si
tenemos un dipolo p'situado en la posicién R, esta densidad resulta ser, en su parte
espacial,

~Vo(7,t) — D A(7,t)
= VXA

!l

)

t
t

T

!l

b

pp(F) = —p V(7 — R)

Siendo 0 la distribucién de Dirac. Consideraremos situaciones en las que la funcién
de densidad es separable en la posicién y el tiempo, es decir p,(7,t) = pp(F)T(t) y
con T una funcién desarrollable en serie de Fourier, y examinaremos la componente
w:
— _ =\ dwt
Pp.w(T5t) = pp(7) e

Utilizando la ecuacién de continuidad, se muestra que la correspondiente corriente
dipolar eléctrica debe ser

-

Ty (7, 1) = iwp 6(7 — R) et

Al introducir estas densidades en las soluciones (1.1), obtenemos que, siendo ko =
w/c el nimero de onda en el vacio correspondiente a la componente w, y G(7) =
ek /1 a funcién de Green, los potenciales del dipolo elétrico oscilante en cualquier
punto 7y son

iwt = G(F — 7
47T€()e Py (T TO) =R (1,2)

Ay, 1) = Loiw 15 G(R — o)

(bp,w (FO7 t) =

Anilogamente, se encuentra que los potenciales del dipolo magnético puntual osci-
lante son:

0

1o it 5 = -
——e“'VG(T—79) X
in e (F—17p) x m g

¢m,w ( _’01 t)

Am,w (FOa t)

(1.3)



1.3. INTERPRETACION DE PY M 11

Por otro lado, resolvemos los mismos potenciales para las densidades de carga y
corriente inducidas pjnq(7,t) = =V - ]3(77, t)y jmd(f", t) =V x J\;.I"(7_"7 t) + o,P,
asumiendo igualmente una dependencia armédnica para la parte temporal de P y M;
utilizando las propiedades que los definen y haciendo una integracién por partes,
encontramos que las componentes w de los potenciales electrodindmicos inducidos
son

(bind,w (Fo, t) =

1 -
/VG(F— 7o) - P, (7, t)dV
47eq

v

Aina(fo,t) = 22 / (w7, )G (7 = 7o) = VG(T — 7o) x Ma(7,1)) 4V
™
v
Como esto es vélido para cada componente w, los potenciales electrodindmicos
inducidos, corresponden a la forma continua de una superposicién de los potenciales
eléctricos (1.2) y magnéticos (1.3) producidos por dipolos eléctricos P(7,¢)dV y
magnéticos M (7, t)dV .

En conclusién, atln en el caso dindmico, los campos materiales -que ahora lla-
maremos con toda justicia polarizacion y magnetizacion- se pueden seguir in-
terpretando como la densidad de momento dipolar eléctrico y magnético,
independientemente de la frecuencia de oscilaciéon del campo.

Es notable que, siendo todos los resultados que hemos derivado exactos (bajo
hipStesis bien definidas pero no excesivamente restrictivas), obtengamos que P y
M estén relacionados con la primera aproximacion a los potenciales asociados a la
configuracion electromagnética macroscépica del material.

Un error frecuente, que se puede encontrar atin en referencias muy importantes,
como [3, 269] y [4, 242], es restringir la validez de esta interpretacidn a rangos
de frecuencias bajas. Haber mostrado que la interpretacion es vélida independiente-
mente de la frecuencia, no es sélo una cuestién de satisfaccién intelectual o como un
problema de completitud de los campos involucrados en las ecuaciones de Maxwell;
mds adelante nos permitirdn establecer algunas propiedades importantes sobre la
respuesta de los materiales al campo externo, asegurando su validez en cualquier
rango de frecuencias.






Capitulo

Medios disipadores

2.1. Modelo de respuesta lineal

Ya que hemos establecido el papel que juegan la polarizacién y la magnetizacion,
y habiendo definido D y H sin ambigiliedad, escribimos las ecuaciones de Maxwell
macroscopicas en cualquier medio como

V[j = Pext
V-B = 0
VxE+3t§ = 6

VxH-0,D = Ju

Estas relaciones, exactas bajo las consideraciones expuestas anteriormente, son sin
embargo, indtiles hasta que se establece una conexion entre los campos auxiliares
D y H y los campos reales E y B o, equivalentemente, entre estos y los campos
materiales P y M. Como dijimos antes, esta informacién no la puede proporcionar
el electromagnetismo por si mismo.

De aqui en adelante consideraremos materiales lineales, homogéneos e isotrépi-
cos. Para materiales con estas propiedades es claro, por ejemplo, que, para campos
estdticos, la polarizacién debe apuntar en direccion del campo eléctrico aplicado en
cualquier punto; si no fuera asi, habria una direccién especial en cada punto —la de
la polarizacién— que romperia la hipdtesis de isotropia. Lo mismo es vélido para la
magnetizacién y el campo magnético.

En la situacién dindmica no tiene porqué cumplirse esto. Sabemos que la confi-
guracién de los campos eléctricos y magnéticos en un momento dado depende de lo
sucedido en todos los tiempos anteriores al mismo. Asi, la relacién entre la respuesta
(P 6 M)y el campo (E 6 B) a un momento dado debe tener esta memoria de
lo ocurrido anteriormente. Como el material es lineal, la contribucién del campo a
la respuesta en cada momento se da por un operador lineal de proporcionalidad =.
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E, que induce la distribucién macroscépica de dipolos eléctricos, tendrd un factor
S B, que hace lo andlogo para el caso magnético, un factor Z,,. La isotropia
postulada sélo permite que dichos operadores sean escalares, mientras que la homo-
geneidad requiere que sean independientes de la posicién. La respuesta a un tiempo
dado serd entonces la suma de las contribuciones del campo en todos los tiempos
anteriores. Esto se escribe en su forma mds general como

t
Plt) = / = (¢, ¢) B (7 ¢)dt

t
N7 1) = / =t ) B(F, )

— 00

Tacitamente, al no incluir una dependencia de la respuesta con tiempos poste-
riores al considerado, hemos utilizado el principio de causalidad. Si las funciones =
lo cumplen, es decir, Z(¢,¢") = 0 si t’ > ¢, el limite superior de la integral se puede
extender hasta +oo.

Cuando vamos al caso estdtico, E(7) y B(7) pueden salir de las integrales, de
modo que, para que el problema esté bien planteado, es necesario que la integral
de = sea independiente de ¢:

o0
/ E(t, t)dt’ = 2,

—00

Esto se logra si Z(t,t') es una funcién de t — t/, es decir, si sélo depende del lapso
transcurrido entre el presente y los estados pasados. Escribiendo

E(t,t) = eoxe(t—1)
- 1
Entt) = —xmt—1)
Ho
obtenemos finalmente que
P(7t) = e / (t —tE(F, t)dt’ (2.1)
. Lo )
M(F,t) = —/Xm(t—t’)B(ﬁ t')dt’ (2.2)
Ho J—oso

x recibe el nombre de susceptibilidad, eléctrica para la relacién entre Py F, y
magnética para la relacién entre M y B.

Este modelo resulta una buena aproximacién a un material real homogéneo e
isotrépico cuando los campos electromagnéticos no son muy intensos en compara-
cién con los campos microscépicos propios del material.
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2.2. Los campos electromagnéticos en el espacio
de frecuencias

Es conveniente, conceptualmente y como herramienta matematica, estudiar la
distribucién de frecuencias de los campos electromagnéticos. Empezaremos consi-
derando la relacién entre los campos de respuesta y los campos promedio.

El campo de polarizacién, transformado al espacio de Fourier en la variable
temporal,! estd dado por

P(7w) = / P(7,t) e“tdt
Utilizando la conexién temporal entre P y E (2.1), podemos escribirlo como
P(7:w) :/ (/ eoxe(t—t’)E(F,t')dt’> e“tdt

ya que e“* no depende de t/, puede entrar como factor a la primera integral; como
hemos supuesto que x(t) es una funcién continua, y buscamos soluciones continuas
para E, podemos intercambiar el orden de integracién y sacar E(7,t') de la primera

integral:
/ <eo/ Xe(tt/)ei“’tdt) E(7 ¢)at’
60/ (/ Xe(t _ t') elwt eiwt’dt> E(F, t’) eiwt'dt/

o0
60/ Xe(W)E(7, 1) et dt’

P(7w)

~

= coXe(w)E(Fw)

Asi, en el espacio de frecuencias, P es proporcional a E, por un factor

oo

Xe = / Xe(t) e@tdt
(oo}

lo cual constituye una relacién mucho mas simple que la correspondiente relacién

integral entre P E Yy Xe. Dado que la dependencia funcional entre M y B (2.2) es

del mismo tipo, la relacién entre estas en dicho espacio es

M) = 2 B
Ho
Por las definiciones de D y H, se cumple
D(Fiw) = eBE(F:w)+ eoXe(w)E( w) = eo(1+ Re(w))E(Fw)  (2.3)
. B(# Yo (W) = 1= (W) ~
Arw) = 309 Xl pe ) 12l pe ) (2.4)
Ho Ho Ho

1Ver el anexo A2 para consultar la definicién, la notacién utilizada, y sus propiedades.
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de manera que, si definimos

e(w) :=e(1 + Xe(w))
- Ho

las relaciones entre los campos auxiliares D'y H y los reales E' y B se traducen en

D(Fiw) = ewB(Fiw)

pw)H(Fw) = B(Fw)

Es importante recalcar que la interpretacién fisica de P y M nos permitié establecer
un modelo lineal de respuesta electromagnética, vélido para cualquier frecuencia.
Este tuvo como consecuencia, a su vez, que Ye(w) Y Xm(w) sean transformadas
de Fourier (complejas, en general) de funciones temporales reales. A continuacién
deduciremos algunas propiedades que se siguen de este hecho y algunas otras con-
sideraciones fisicas.

Por ser x(t) una funcién real, la definicién de la transformada, y la paridad de las
funciones seno y coseno, X(w) tiene la siguiente propiedad con respecto al cambio
de signo del argumento:

X(-w) = X"(w) (2.5)
Es claro que €(w) también es transformada de Fourier de una funcién temporal real
(a saber, €9(d(t) + x(¢))), lo que le hereda esta misma propiedad. Lo que no es tan
claro es que exista una funcién temporal real tal que su transformada sea pu(w). No
obstante, también cumple la propiedad (2.5):

—w) = Ko _ Ko _ Mo — M (w
M) = o) " T @~ =@y @

Las funciones respuesta deben recuperar, por un lado, el caso estdtico —en el
cual € y p son constantes reales— en el limite de bajas frecuencias. Esto pasa si la
parte imaginaria de susceptibilidad cumple que

h’rrb)?”(w) =0

Por otro lado, la inercia de las cargas que componen a un material le impide res-
ponder generando cargas y corrientes inducidas cuando las frecuencias del campo
externo son suficientemente altas, es decir, para que la susceptibilidad sea fisica-
mente realista, debe cumplir que

lim Y(w) =0

|w|—o0

Esta propiedad, junto con el principio de causalidad, nos permitird establecer una
conexién entre las partes real e imaginaria de la susceptibilidad. Para ello, conside-
remos la siguiente integral en el plano complejo:

c
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Y tomemos C como una semicircunferencia de radio R, unida al eje real, y excluyendo
el polo w = wy con otra semicircunferencia de radio r, todas en el semiplano inferior.
Siendo w € C, con w = W’ + iw”, vemos que la transformada

o0 s "
/ X(t) elw t e v tdt

— 00

estd bien definida para w” < 0, por ser x(¢) = 0 a partir de cierto valor de t, es
decir, por el principio de causalidad. Asi, el integrando es analitico en el interior de
C, y la integral vale 0. Conforme R crece, la integral sobre la semicircunferencia
mayor se desvanece, y nos queda el valor principal sobre el eje real, mas el residuo
sobre el polo:

77/ CL)X(iw)dw —imX(wp) =0

— Wy

Escribiendo X(w) = X' (w) +iX” (w), obtenemos las relaciones

/\//
wo *P
0o W — wo
AI/ wo = —*,P
0o W — L«JO

Estas son llamadas relaciones de Kramers-Kronig. Nos dicen que la parte real e
imaginaria de estas funciones no son independientes. Tienen como consecuencia
clara que si uno conoce alguna de las dos para todas las frecuencias, entonces
puede recuperar la otra.

Considerando que e = ¢’ + i€, € = eg(1+ xL) y €’ = €pX?, estas relaciones se
traducen en

(wo —60—*7)/
wfwo

(2.6)
€' (wo) = —773/ ﬂdw
T J_oo W —wo
para la permisividad eléctrica, y en
" oo "
() = L0 (1 l7>/ Xnl) g,
Xon (wo) T e w—wo
W) 1 [ x) 27
1 . - m
' (wo) = 1—x1,(wo) WP/OO w —wodw

para la permeabilidad magnética. Por el momento, parecen una curiosidad, pero
veremos su utilidad una vez que hayamos establecido el papel que juegan la parte
real e imaginaria de estas dos importantes funciones. Antes necesitaremos sentar
algunas bases sobre la energia y la propagacién de los campos electromagnéticos en
medios materiales.
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2.3. El transporte de la energia electromagnéti-
ca

2.3.1. El balance de energia en el vacio

Dada una distribucién microscépica de carga® o(7,t) y de corriente j(7,t) en
un volumen V en el vacio, el trabajo dw realizado por un campo electromagnético
sobre un elemento de carga pdV de ésta es

dw = f-dF = (0dVé) - vdt

dado que el campo magnético “no trabaja”. Teniendo en cuenta que ; = o¥, obte-
nemos que la potencia total transferida por el campo eléctrico hacia la distribucién

de cargas y corrientes es
dw -
2T [e. 73 2.
I /6 jdv (2.8)
v

sustituyendo el valor de j dado por la ecuacién de Ampere-Maxwell, la densidad de
potencia € - j también se puede escribir

Ho

- b
gj=¢ (v X — — eoﬁté) (2.9)

y dada la identidad V - (&' x ):5-V><é’—€~V><5, y el valor de V x € dado por
la ley de Faraday,

. b b
€j = —-Vxe—-V. <€x ) — € €90
Ho Ho
b= b
= —3tb—é'603t€—v<é'x>
Ho Ho

—172 2 r
) <”° b + ene )v <5>< b)
2 Ho

La cantidad dentro de la derivada temporal es la densidad volumétrica de energia
electromagnética ue,,. Por otro lado, el trabajo es la integral de la densidad de
energia mecanica Ume.; con estas dos observaciones, la ecuacién (2.8) se puede leer
asi:

Ho

815 (umec + uem) =-V- <€X b)

La cantidad §=¢€ x l;/uo, conocida como el vector de Poynting, es la densidad de
flujo de energia. Este resultado nos dice que el cambio en la energia almacenada en

2Esta deduccién estd motivada por la de David Griffiths [5, 346]
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el campo se debe al flujo de ésta a través del espacio, y al trabajo realizado por el
campo sobre las cargas. Visto de otra manera, que la energia total, mecdnica mas
electromagnética, sélo cambia en una regién dada, por el transporte de la segunda
por medio de los campos.

Esta energia también podria cambiar si las particulas abandonan la regién, pues
llevan consigo energia cinética, pero esta situacién no la hemos considerado. En un
planteamiento mas general podria hacerse dicha consideracién, pero, tal y como
esta formulado, en el teorema la energia cinética no fluye fuera de la regién.

Hay que notar también que este teorema de conservacién sigue siendo vélido si
al vector de Poynting se le suma, por ejemplo, un campo solenoidal, pues el tinico
término que aparece es su divergencia. Esto hace, que el vector de Poynting, dadas
estas consideraciones, no esté tnicamente definido. Una consecuencia de ello es que
la ubicacién espacial de la energia electromagnética tampoco esté bien definida.
Las expresiones aqui mostradas sélo nos hablan del balance entre ella y la energia
mecdnica en volimenes dados.

Esta deduccién no podria hacerse con el mismo procedimiento para las canti-
dades macroscépicas asociadas a las ecuaciones de Maxwell, pues, en general, p(7)
no es (o7, eE% + pug ' B2 no es (epe® + g tb2) y E x B no es (€ x b). Sucede
entonces, que, si uno intenta verificar el teorema de Poynting macroscépicamente,
sustituyendo las cantidades microscépicas por sus promedios, la identidad

. B
E x —

Ho

E? 4+ ugtB?
8, (Umec n 604'2'“0> - _v.

no se cumpla en general; es necesario que las fluctuaciones del campo sean suficien-
temente pequenas.

2.3.2. El vector de Poynting en medios materiales

Al aplicar un campo electromagnético a un medio material, en él se inducen
cargas y corrientes que, a su vez, producen nuevos campos electromagnéticos. Sin
embargo, estos Ultimos no necesariamente contribuyen al campo total con las mis-
mas frecuencias de los campos aplicados. Por ejemplo, el material puede ser excitado
con frecuencias en el visible y las cargas y corrientes inducidas pueden reemitir en
el infrarrojo. Puede suceder también que la energia electromagnética del campo
aplicado sea transferida a los modos vibracionales del material.

Tomar en cuenta la transferencia de energia electromagnética en energia mecéni-
ca de los componentes del material sélo puede hacerse microscépicamente. A nues-
tra escala esa transferencia se manifiesta como un calentamiento del material. Si
adicionalmente estamos fijando la atencién en la intensidad del campo en un cierto
rango de frecuencias, no apreciamos la reemisidn electromagnética, sino que nota-
mos una disminucién de la intensidad del campo promedio. Llamamos disipacion
a esta transferencia de la energia del campo en otras formas de energia. Si existe



20 CAPITULO 2. MEDIOS DISIPADORES

disipacion, no tiene sentido hablar de la energia elecromagnética como una varia-
ble de estado, pero si puede intentar hacerse un balance que tome en cuenta esta
transferencia.

Para saber cédmo debe definirse el vector de Poynting en un medio material, de
manera que siga representando el flujo de energia, podemos considerar el problema
de la transmisién de una onda desde el vacio, con cargas superficiales externas
Oext Y COrrientes superficiales externas [?ewt. Para una superficie en donde se puede
definir la normal é,,, cualquier vector se puede descomponer como la suma de su
proyeccidn sobre esta y sobre el plano tangente a la misma. Si denotamos con
subindices numerados los campos en el vacio y en el medio, y con etiquetas | a
la componente normal y || a la componente tangencial, las ecuaciones de Maxwell
imponen las siguientes condiciones de frontera sobre los campos [6, 18]:

ﬁf_ — ﬁ%‘ = Jextén
B -By =0
Bl—E -0

H —H) = Keuxé,

S, definido como E x H, tiene la propiedad de que su componente normal queda
expresada sélo en términos de Ell y HIl:

§ = (BLyBl)x (A4 AN

= E'xH*+E*xHI 4+ El x A+ + El x Al

= (B 4 B x ) 4 B

= §l4st
y reducirse a E x E/Ho en el vacio. Landau argumenta [3, 271] que el flujo de
energia debe ser continuo al cruzar la frontera. La continuidad de las componentes

paralelas de E, y de H cuando las corrientes superficiales externas son nulas, hace
que la componente perpendicular de S sea continua en ausencia de ellas:

St — St =0si Kopy =0 (2.10)
Asi que, dado que fuera el flujo estd representado por S, dentro también debe ser
asi.

A diferencia del vacio, al existir disipacién, el valor de V - S no puede ser
calculado en general. Veremos cudnto vale en el caso de medios lineales, pero antes
necesitamos establecer algunos resultados.

2.3.3. El flujo promedio de energia. Intensidad luminosa

El transporte de energia del campo electromagnético, descrito por el vector de
Poynting, puede ser muy complicado en detalle. Por ejemplo, en el caso de campos
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oscilantes en el vacio en los que S va como un coseno cuadrado en el tiempo, la
energia es transportada en la misma direccién siempre, pero no al mismo ritmo.
En un periodo cualquiera, se transporta una cantidad u fija. Supongamos ahora
que queremos medir el transporte total en un tiempo en el que caben n periodos,
este serd simplemente nu, de modo que el detalle del transporte durante cada uno
se habrd perdido. En un tiempo de medicidn arbitrario, el transporte total sélo
tendrd parte del detalle del periodo que no quepa completamente. Si el tiempo
durante el cual se mide es muy grande en comparacién con el periodo, entonces n
también es muy grande, y un valor entre 0 y u, comparado con nu serad despreciable.

Esta situacion se manifiesta con los aparatos que utilizamos, pues estos no hacen
mediciones instantaneas. En cambio, acumulan los efectos que suceden durante su
tiempo caracteristico de respuesta T'. Por ejemplo, para experimentos en el espectro
visible, las frecuencias son mayores a 10'Hz, lo que hace imperceptibles en la
medicién las variaciones en los correspondientes periodos de oscilacién. Todo esto
nos lleva a considerar en situaciones de altas frecuencias, mds que el vector de
Poynting por si mismo, su promedio temporal

—

1L

(S) := lim —/S(f’,t—to)dt
T—ooT 0

en el cual integramos considerando el caso extremo en el que el tiempo de respuesta,

en comparacion a los periodos de oscilacién es infinito. Este promedio es importante

ademads, porque su norma coincide con la intensidad luminosa:

-

=[Sl

Esto es importante para la éptica geométrica, pues la nocidn intuitiva que tenemos
de rayo luminoso corresponderia a las lineas de campo del vector de Poynting.

2.4. La ecuacion de onda

Nos dirijimos a estudiar los problemas de transmisién del campo electromagnéti-
co entre medios; para ese fin, nos interesa inicamente la propagacién de los campos,
sin considerar sus fuentes. Las ecuaciones de Maxwell, en ausencia de cargas y co-
rrientes externas, transformadas al espacio de las frecuencias son

V-D = 0
V-B = 0
VxE—iwB = 0
fo]—f—le =0

Usando la identidad V x (V x F) = VV - F — V2F, tenemos que

VV-E-V?E=Vx(VxE)=iwVxB
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~ ~ ~

Como el medio es homogéneo, V - D = ¢(w)V - E y pu(w)V x H =V x B, asi

~

~V?E = iwp(w)V x H = iwp(w)(—iwD)

y, por tanto, N R
V2E + p(w)e(w)w?E =0 (2.11)

Esta es la ecuacidn de onda para el campo eléctrico en el espacio de las frecuencias,
en ausencia de cargas y corrientes externas y en un medio lineal, homogéneo e
isotrépico. Es conveniente porque desacopla a B, el cual se puede calcular, una vez
resuelta la ecuacion, utilizando la ley de Faraday; ademds, es algebraica en w.

Aunque esta expresidn es el andlogo a la ecuacién de onda real, hay que notar
que no hay una traduccién directa a esa version, pues, al ser € y u funciones de la
frecuencia, el producto e(w)u(w)w?E(w) no se puede transformar, en general.

La ecuacién de onda hace evidente que el modo en que se propagan los campos
electromagnéticos en un medio depende tanto de la distribucién de frecuencias de
los mismos como de la respuesta del material a esa frecuencia, expresada en la
dependencia funcional de €(w) y p(w).

2.5. Ondas electromagnéticas en medios absor-
bentes

Para estudiar la propagacion de una onda en un medio disipador, las ondas
planas no son el mejor modelo, ni son una solucién completa a las ecuaciones de
Maxwell. Si, como hemos establecido, el campo pierde energia, se espera que la
amplitud de la onda decaiga. El modelo mas sencillo que refleja esto es aquél en
donde la pérdida de energia del campo tras cruzar un ancho determinado del medio
es proporcional a la propia energia del campo; por la homogeneidad del medio, la
atenuacién debe ser exponencial. Esto nos lleva a estudiar funciones del tipo

— - —

E(7t) = Ey e KT cos(k’ - 7 — wt)

que son ondas planas con una amplitud modulada exponencialmente. Llamaremos
a k' el vector de onday a k" el vector de atenuacion. Hay que notar que, visto con
notacion compleja,

—

E(If” t) _ E—:O e_E//AFRe[ei(E’.F—wt)] — RG[EO ei((};’{—i];//).r_,_wt)}

corresponde a una funcién de tipo onda plana, pero con un vector de onda complejo
k = k' +ik". En el caso en el que k” = 0, las ondas tienen amplitud constante en el
espacio, y se llaman homogéneas. Si K #+ 0, cada plano normal a k" tiene amplitud
constante; en direccidn paralela al vector de atenuacién la amplitud tiene su maximo
cambio, siendo decreciente en el mismo sentido, y creciente en el opuesto; estas son
ondas inhomogéneas. Permitiremos ademas que Eo sea complejo, por lo cual en
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lo sucesivo lo dejaremos dentro de la parte real; esto le da al vector eléctrico una
componente fuera de fase.

La onda plana por si misma y las propiedades obtenidas a partir de su anélisis,
proporcionan adecuadamente muchos resultados cuantificables. No obstante, las
ondas planas homogéneas no existen (lo que se puede mostrar con el simple célculo
de su energia, infinita), pero, bajo ciertas condiciones, a ciertas escalas, y en ciertas
regiones, una onda puede considerarse como tal; es decir, la onda plana es un
modelo, y, como cualquier modelo, debe tomarse en cuenta que hay circunstancias
que limitan su validez.

Lo mismo sucede con una onda inhomogénea. No sélo la energia es infinita,
sino que su amplitud es arbitrariamente grande en cierta direccién. Esto no quiere
decir que en alglin experimento podamos ver, por ejemplo, un aumento espacial sin
limite de la amplitud; por ejemplo, el campo eléctrico podria comportarse como una
onda homogénea hasta una cierta regién, en donde su amplitud empiece a decaer.
Lo que es claro es que en el experimento las regiones validas para estas ondas no
estan extendidas indefinidamente en cualquier direccién.

Estd implicito aqui que la atenuacién no depende del tiempo, lo que se traduce
en que la frecuencia sea real. Esto depende tanto del material como del dispositivo
experimental. Existen otro tipo de ondas inhomogéneas en las cuales el vector de
onda es real y la frecuencia es compleja. Estas corresponden a una situacién fisica
en la que la absorcién en vez de comenzar a partir de una cierta regién, comienza
a partir de un cierto instante.

Los siguientes cdlculos nos ayudardn a ver que estas ondas efectivamente son
soluciones de las ecuaciones de Maxwell, y a estudiar las restricciones que impone
el medio sobre ellas.

2.5.1. La relacion de dispersion

Una funcién del tipo )
E = Eye* 7 f(w) (2.12)

al ser introducida en la ecuacién de onda (2.11), la simplifica en
—k - KEof(w) + p(w)e(w)w?Ey f(w) =0

para que la igualdad se cumpla en el caso general, es necesario que

k-k=w?ne
siempre que f(w) # 0. Esta igualdad se llama relacion de dispersién. Determina,
del conjunto de las ondas posibles, cudles pueden propagarse dadas las propiedades
eléctricas y magnéticas del medio, expresadas en € y u. Es una condicidén necesaria
para que una onda del tipo (2.12) sea solucién de las ecuaciones de Maxwell.

Una superposicién de funciones de este tipo puede representar, como veremos,
la transformada de una onda inhomogénea, pero no estd limitada a ello. Podemos
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pensar también en funciones que estan extendidas espacialmente, pero varian en el
tiempo de manera uniforme; por ejemplo, un “pulso temporal”.

Utilizando el indice de refraccién n(w), cuyo cuadrado cumple la relacién

2,y _ ewpw)
W) = €olto

. 1 , ,
la velocidad de la luz ¢ = (egpo)~2 y el nimero de onda en el vacio ky = ¢, la
relacién de dispersién puede escribirse como

Llamaremos a y (3 a las partes real e imaginaria de n?, respectivamente. Separando
el vector k y el indice de refraccién en partes real e imaginaria, vemos que la relacién
de dispersidn es equivalente a dos ecuaciones reales:

K? — k" = k(' —n'?) = ko (2.13)
E B = k2n'n" = k23 (2.14)
Considerando que los vectores k' y k" forman un dngulo 1, y que no son ortogonales,

esta relacién tiene solucién. Multiplicando la ecuacién (2.13) por k2, y utilizando
la ecuacién (2.14),

2

_ kl4 7 k//2k/2 o k2 k/2 — kl4 o k/21€2 o k,4
0 0 0% ™ 0 L eos? (¥)

obtenemos una ecuacién de segundo grado para k’2, con solucién

sa+y/a? + 32sec?(vy)

k? =k (2.15)
en donde escogemos el signo mas para la raiz para cumplir el requisito de que %k’
sea un real positivo. Sustituyendo esta solucién en la ecuacién (2.13), obtenemos
el valor de k''2:

B2 — kg —a+ /a2 + 52 sec2(¢)
2

(2.16)

el cual también cumple con la condicién de que k" sea real y positivo.

Puede parecer que los valores de k' y k" pueden crecer arbitrariamente, por la
presencia de la secante; hay que notar, sin embargo, que si el producto escalar de
K y k" se va a cero, necesariamente lo hace (. Este es precisamente el caso de
ortogonalidad, en el que sélo tenemos una ecuacién. Veremos mds adelante que hay
otras condiciones que nos permiten resolver ese problema.



2.6. ELECTRODINAMICA EN PRESENCIA DE DISIPACION 25

2.6. Electrodinamica en presencia de disipacion

2.6.1. Los campos

Los resultados anteriores nos dan ya elementos suficientes para analizar las on-
das en un medio disipador. Empezaremos llevando al espacio de Fourier una onda
inhomogénea E(7,t) = Re[Ey el(F7—wot)],

E(Fw)=m (EO T8 (w — wo) + B () d(w + wo))

No olvidemos que utilizamos el simbolo ™ para denotar la transformada de Fourier,
atn cuando no incluyamos w como su argumento. Ahora bien, los sumandos que
forman a FE corresponden a una funcién del tipo (2.12); la linealidad de las ecuacio-
nes de Maxwell homogéneas garantiza que esta es una solucién si cada uno cumple
la relacién de dispersién. Ambas condiciones se traducen en k-k= k3n?(wo).

La relacién D = e(w)E nos permite obtener directamente D, calculando su
transformada inversa:

D 2i / J;EO eiE'Fd(w —wp) + E’S(ei’;'?)*d(w + wo)} me(w) e widw
T

E’O eiE.F—wotG(wo) + E’g e—iE*-F—wote(_wo)
2

La propiedad (2.5), €*(wg) = €(—wp) nos permite simplificar esta tltima expresién:
D = Refe(wo) By e F7+00)]

Como vemos, la expresidn dentro de la parte real es la funcién de la cual E es parte
real, multiplicada por el valor de € justo en la frecuencia de oscilacién del campo
eléctrico.

Dado que no hay cargas externas, V - D=0. Esta condicién, la homogeneidad
eléctrica del medio Ve = 0 y la relacién lineal entre D y E implican que

*

0=V E =ik Eye"™6(w — wo) + (ik - Eg ¢F™) §(w + wp)

La primera parte de la igualdad, transformada al tiempo, nos dice que en el interior
del material no hay cargas inducidas; en estos materiales, las cargas inducidas son
Gnicamente superficiales. La segunda parte de la igualdad es valida en particular
cuando w = wy, en cuyo caso 0(w + wp) se anula. Para mantener la igualdad, se
requiere

Por otro lado, ya que V(e%7) = @ e™7, la Ley de Faraday nos dice

VxE=in (E x Eg eiE'FcS(w —wo) — (k x Ey eiE'F)*(S(w + wo)) = iwB



26 CAPITULO 2. MEDIOS DISIPADORES

con lo cual el campo magnético es

5 i x Epel(FT=wot) 4 [} x Fy ei(Em—wob)]
o 2(410
~ Re | eiFrwon ko 7
wo

Por dltimo, utilizamos la relacién p(w)H = B, y el hecho de que p también
cumple la propiedad (2.5) para calcular H,

ﬁ 1 l(k F—wot) _ k E (ei(E"F—WUt))* E E )*
= — | —kxXx + —F—(Fk X
2wo w(wo) 0 p(—wo) ’
i(k-F—wot) k o
- Re|S — x Ey
wwo)  wo

En resumen, tenemos

. k -
B(F,t) =Re |~ x E, el“”wt)]
w
B o (2.17)
D(7,1) = Re [¢(w) By 7|
ﬁ(F t) = Re £ x Ey el(R-—wt)
’ wh(w)

Podemos notar un efecto interesante que las partes imaginarias de las funciones de
respuesta tienen sobre estas soluciones a las ecuaciones de Maxwell. Si escribimos

7 !’
sus argumentos 7, = arc cos(le?‘) y 1, = arc cos(ﬁ), €y p se expresan en forma

polar como € = |e| e, p = |u|e«. Con esto, los campos auxiliares se pueden
expresar como

D(7,t) = |¢| Re[By el FT=wt41)] = || B (r t— 71) (2.18)
w

7 (= k o ik r—wt— 5 (= um
I H(t) = Re | = x BgelFret=m) | = B (7,64 1) (2.19)
w w

en donde vemos que el médulo juega el papel de un factor de proporcionalidad, lo
que recuerda el caso estatico en el que D =¢E y B= ,uH En el caso en el que ¢
es real, n. = sgn(e) y sélo hay dos opciones: o bien D va en fase con E (¢ > 0), o

bien hay un desfase de 7 entre D y E (¢ < 0). Lo mismo se aplica para p, By H.

Si las partes imaginarias no son cero, el desfase ya no podra valer ni 0 ni .
Conforme €” (u') crece, este tiende hacia 7/2, independientemente del signo de ¢’

(w)-
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2.6.2. La disipaciéon

Como se dijo antes, la densidad de energia no puede ser calculada en general
en presencia de disipacién, pues la energia no es ya una variable de estado. La
obtendremos en el caso de campos monocromdticos en un medio lineal. Para ello,
consideraremos una onda homogénea en un medio disipador. Si esperamos que
se respete la termodindmica, es necesario introducir la presencia de una fuente que
compense las pérdidas del medio para mantener la amplitud de la onda. En un medio
con disipacién, dichos campos electromagnéticos corresponden a los que acabamos
de calcular, con k" = 0, que se pueden escribir como

E = Eycos(k -7 — wt)
wB = K xE
B — ¢E-co.B
WH = B+ p"0u.B

En el caso del vacio (que se obtiene sustituyendo € = €y y u = pi9), el promedio
temporal <ﬁ - OB+E- OrD) es claramente cero, asi que el mismo promedio en el
caso disipador serd proporcional a la pérdida de energia, es decir, al calor disipado.
Veamos que

(El X E0)2
wlp?|
0,D = Elwcos(k -7 —wt)(e sen(k - 7 — wt) + €” cos(K - 7 — wt))

-8, B sen(k - 7 — wt)(u' cos(K' - 7 — wt) + p" sen(k - 7 — wt))

o =

Yaque K - E =0, (K x Ey)? = k"> E3. El promedio temporal queda

Q 7 D L Eg 1 21 2 1

7

La energia externa de compensacién puede provenir del propio material, si este es
excitado artificialmente en el modo apropiado; estos son materiales activos. Si esta
no es la situacion, entonces la termodindmica restringe la direccién del flujo de
calor, siempre hacia el material, de tal manera que esta cantidad nunca puede ser
negativa. Asi, tenemos una condicién de signo sobre las partes imaginarias de la
permisividad eléctrica y la permeabilidad magnética para materiales pasivos:

¢’ >0< MN

Vemos también que en la disipacién no estan involucradas las partes reales de estas
cantidades. No obstante, dadas las igualdades (2.6) y (2.7), podemos ver que no se
puede tener al mismo tiempo una disipacién nula para todas las frecuencias, y una
dispersién dependiente de la frecuencia, asi como no se puede tener una dispersién
constante con disipacién variable.

En conclusién, la existencia de dispersion en un material lo hace necesariamente
disipador, y todos los materiales disipadores presentan dispersién. El hablar de me-
dios no disipadores distintos al vacio es sélo una aproximacién, que debe restringirse
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a regiones de frecuencias donde las partes imaginarias de las funciones de respuesta
son cercanas a cero. A estas regiones se les llama de transparencia.

2.6.3. Atenuacién. Longitud de penetraciéon

Un hecho importante de la relacién de dispersién (2.13) y (2.14) es que, adn
en ausencia de disipacién, permite la existencia de soluciones inhomogéneas: si
¢ = i =0, n? es real, en cuyo caso los vectores de onda k' y de atenuacién k"
son ortogonales, segin la ecuacidn (2.14). Un caso particular de esta situacidn es
cuando k” = 0, que son las ondas planas usuales; sin embargo, la misma ecuacidn
nos muestra que esta no es una condicién necesaria: se puede encontrar mas de una
combinacién de valores de k' y k" que la satisfagan.

La pregunta que surge inmediatamente es como puede atenuarse una onda si
el medio no estad disipando energia. Igualmente, cémo conocer en un problema de
transmisién en este medio, los valores de k' y k”. Conocemos la frecuencia de la
onda (que depende de la fuente, y se expresa en ko) y las propiedades del medio
(sintetizadas en n) pero las magnitudes de k' y k” parecen no estar restringidas.
Visto de otra manera, la relacién de dispersién son dos ecuaciones, y tenemos tres
incgnitas: las normas de k' y k” y el ngulo entre ellos (que estd implicito en el
producto escalar).

Es factible considerar, dados estos hechos, que la atenuacién tiene dos compo-
nentes, una debida a la disipacidn, y otra que no depende de esta. Si en el problema
usual, no disipador, podemos pensar en una onda incidente homogénea, no hay
razén para no considerarla ahora como tal si incide desde un medio sin disipacién.
En el caso de incidencia desde un medio disipador, no hay otra direccién especial en
el medio, por lo que es suficiente pensar en que el vector de onda y de atenuacién
son colineales.

El caso en el que hay dos medios fija otra direccién especial, que es la de la
superficie entre ellos. Mostraremos en su momento que el tener dos medios fija
condiciones suficientes para resolver el problema general, y que la otra componente
de la atenuacidn se debe a diferencia de amplitudes sobre dicha superficie.

Si tomamos el caso de una onda en un medio homogéneo, hay que considerar,
ademas, que la disminucién de la amplitud conlleva una disminucién en la intensidad
de la misma. En el caso de minima atenuacidn descrito anteriormente, sien r = 0 un
haz tiene intensidad I, al propagarse una distancia r tendra intensidad I e 2k'T =

72k:0|n”|r

Ipe A una distancia r = [, = conocida como la longitud de

1
Zk(]ln”‘ ’
penetracion la intensidad de la onda habra caido a %0 Esta distancia constituye un
criterio para determinar cuanto puede propagarse en el medio una onda conservando

una intensidad medible, y caracteriza la atenuacién en el material.

Como ejemplo, para la luz visible, cuya longitud de onda en el vacio es del orden

2 i i6 ~ 1 Ao
de 10“nm la longitud de penetracién es [, Sholn] = Tan7" Para que luz de esta
longitud de onda penetre unos centimetros en un material, la parte imaginaria de
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su ndice de refraccién debe ser del orden de 10—,

2.6.4. Signos de ¢ y

Para una onda homogénea Ej cos(k - 7 — wt) en un medio con €y p reales para
esa frecuencia, las leyes de Faraday y de Ampére-Maxwell implican

Lo que implica la ortogonalidad de k, E y H. Los signos de € y i nos dan la
direccién: si situamos E en el eje z y k en el eje y, entonces uH apunta en la
direccién de = (como en la figura). En el caso en el que ;> 0, H estd sobre

Bl

w>0

&

e>0 e<0

&=,
e

n<0

Figura 2.1: En un medio con eu < 0, el vector eléctrico de una onda homogénea
deberia apuntar al mismo tiempo en direccién z y direccién —z.

T, a su vez, esto implica que eE va en la direccién de +z, lo cual sélo nos deja
dos posibilidades: 6 € > 0, 6 E=0.Si @ < 0, la situacién es opuesta: H va en
la direcciéon de —z, y ¢E en la de —z, por lo cual, se cumple tinicamente E=0
6e<O.
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En cualquier caso, si eu < 0 el vector eléctrico debe ser nulo, y consecuente-
mente H. Esto nos dice que una onda homogénea no se puede propagar en un
medio con funciones eléctricas y magnéticas reales de signos opuestos; una
onda que incidiera sobre un medio como este, sufriria reflexién total. Esta situacidn
corresponde a n? < 0, o sea, un indice de refraccién imaginario.

La presencia de disipacién modifica naturalmente estas condiciones, pero, como
veremos a continuacién, ain cuando € y p son complejas, el signo de €y’ sigue
teniendo importancia.

2.6.5. Indice de refraccién

La relacién de dispersidn deducida anteriormente nos da una primera restriccidn
del medio sobre la propagacidn de las ondas en él. En esta seccidén veremos algunas
otras propiedades y relaciones entre las propiedades del medio y las de la onda,
habiendo identificado ya las propiedades relacionadas con la disipacién del medio.

Las partes real e imaginaria de € y u, se relacionan de la siguiente manera con
el indice de refraccion:

n2 B EIMI _ ENIU/I + i(elﬂﬁ + E/I/,L/)
€040

Lo cual hace claro lo que afirmamos anteriormente, que en ausencia de disipacién
(¢ = u” = 0) el indice de refraccién sélo puede ser real o imaginario.

Si, por otro lado, n? es real, se cumple la relacién

El medio tiene indice de refraccién real si €y’ — ¢’’’ > 0. Dado que €” y p”
no pueden ser negativos, ¢’ y ' deben tener el mismo signo. Ademds, por ser real,
e’ = —€’y, lo cual sélo puede suceder si ¢/ = p” = 0. Asi, un medio con
indice de refraccidn real es necesariamente no disipador.

Cuando k es real, n? debe ser real, ya que la relacién de dispersién nos dice
n'n’” = 0; n’ no puede ser cero, pues en ese caso, k' tendria que ser negativo, lo
que nos lleva a concluir que k real implica n real. Dicho de otra manera, acabamos
de ver que toda onda en un medio disipador es inhomogénea.

Las afirmaciones inversas a estos dos hechos no son ciertas en general. Primero,
ondas inhomogéneas pueden existir en un medio no disipador. Segundo, un medio
puede no tener disipacién, y no tener indice de refraccién real, si ¢ y u/ tienen
signos opuestos. Como vimos, en un medio no disipador, eso implica que la onda
no se pueda propagar.

En este dltimo caso, de signos opuestos entre ¢ y i, puede existir disipacién
con n’ = 0. En este caso, segin recién mostramos, la solucién es inhomogénea, v,
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ademas, debe cumplir la relacién de dispersién:

k_/2 _ k//Q — _k_SnIIQ

]?-/;HZO

Lo que implica que la atenuacién debe ser mayor al nlimero de onda. Esto se tra-
duce en una longitud de penetracidén extremadamente pequeia, por lo cual, aunque
estrictamente la onda si puede propagarse en el medio, se atendia tan rapidamente
que no podemos verla.

Este dltimo efecto, de alta atenuacidn, se da por supuesto en todos los casos en
los que n/"? > n'2. Si escribimos estos niimeros

!,

o2 S = A fen|
2e0 /40

",

me _ € H €p’ + [epl
2¢€o o

(2.20)

y manipulamos la desigualdad, vemos que esta condicién se da siempre que

6///,6// > 6’/,6/
En particular, sucede siempre que las partes reales de € y u tienen signos opuestos.
Asi, también en el caso disipador, el signo de €1/’ otorga propiedades muy distintas
a los medios, que estadn relacionadas directamente con la magnitud de la disipacién.

La ecuacién (2.20) nos permite ver también que, en el caso de ¢’ y 1/ fijas y de
signos iguales, la parte imaginaria del indice de refraccién es también una medida de
la disipacidn total, en el sentido de que, en este caso, €’ = ' = 0 implica n”/ = 0;
n'? es una funcién creciente de ¢’ y u'; y, el limite de n’? cuando cualquiera de las
dos tiende a infinito es infinito.

2.6.6. Direccion del flujo de energia

Con los resultados (2.17), calcularemos la relacién entre el promedio del vector
de Poynting y el vector k. Aprovecharemos el hecho de que S estd dado por

S=F x H=Re {E_"o ei(];'F_wt)} X Re

k. 7, ei(ﬁf‘—wt)}
W

y que, para formas bilineales del tipo Re[e®*!] Re[e®2!] el promedio sobre la variable
t estd dado simplemente por 1 Re[e®!(e?")"]. Aplicando este resultado a cada

EQ X (k X Eo)
Hw

componente de S, obtenemos que

<§>:§Re[ﬁxﬁq:§ﬁe
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-,

En vista de la igualdad @ x (b x &) = b(a@ - &) — &(a- b),

- * * N *

- E = - - k
Eox | —xEy| = |EY| —E; | Eo- | —
uw pw

|

pw

y como k- Ey = 0 por la condicién de ausencia de cargas externas, el segundo
sumando es nulo, y

<S> _ ‘E(%l e—2l§”»FRe[u*]‘€‘} _ ‘Eg‘ 6_2’;”'?(#//? —l—u”l_c”') (2 21)
2|p?|w 2|p?|w '
En el vacio, la direccién del vector de Poynting y el vector de onda siempre coinciden
g 2 1" =
para ondas planas del tipo cos(k’ - ¥ — wt). Como 2:520"“ e 2k es siempre una

cantidad positiva, lo que este resultado nos dice es que, en un medio sin disipacién
magnética, coinciden en direccién, pero el sentido lo determina el signo de p. Si hay
disipacién magnética, entonces la direccién de (S) y k' sélo coincide si k' y k" son
paralelos, pues el vector de Poynting tiene una componente en la direccién de la
atenuacién (lo cual es natural, pues hay un flujo de energia en esa direccién debido
a la disipacién).

Si existe disipacién, la proyeccién de <§> sobre £/, no puede ser negativa, pues
esto nos diria que el medio proporciona energia a la onda; en consecuencia, tiene
que cumplirse siempre que (§> - k" > 0. Esto a su vez hace que la proyeccién del
vector de onda sobre el vector de atenuacién no pueda ser cualquiera. Tomemos,
por ejemplo, el caso en el que el tamafio de la componente de ik’ sobre pu'k" es
mayor a la magnitud del dGltimo; en ese caso, 'k - 1”'k" no puede ser negativo,
pues <§> tendria proyeccidn negativa con K.

;/E'

:U'”E”
#//Eu

Figura 2.2: Si la proyeccién de p'k’ sobre p” k" es positiva (izquierda), el vector de
Poynting tiene proyeccién escalar positiva con k”. En el caso contrario (derecha), la
proyeccién puede ser negativa, lo cual no es termodindmicamente aceptable.

Dicho en otras palabras, la proyeccién escalar de k' sobre k" debe tener -al
menos en este caso- el signo de y’. Por otro lado, la proyeccién K - K" es, por la
relacién de dispersién (2.14), igual a k3n'n”. Como n’ y n'’ son propiedades del
medio, la proyeccién tiene que ser la misma (incluido el signo) para cualquier onda.



2.6. ELECTRODINAMICA EN PRESENCIA DE DISIPACION 33

Por la misma razén, el producto n'n” debe tener el signo de /. Siendo asi, y

=

estando (S) dado por (2.21), tenemos que
<§> .E// _ 'u/kgn/n// + M//k//2
<§> . (’u/];,’/) — M/2k/2 —|—,u"u’k”2n'n"
son efectivamente cantidades positivas. En consecuencia, es necesario que n’ 6 n”

tenga el signo de p’. En el préximo capitulo veremos que el signo se le puede asignar
naturalmente a uno de los dos, sin suponer previamente sus signos. 3

3Esto tendra como consecuencia -entre otras cosas- que, cuando tengamos términos de la
forma vVn'2 6 Vn'’2, los dejemos como |n/| é |n”'|, respectivamente.
) )






Capitulo 3

Refraccion en medios
disipadores

Consideraremos dos semiespacios con indices de refraccién n; y no, que se
tocan en z = 0 (la interfaz). Estudiaremos la propagacién de una onda E; =
Re[ﬁo el(ki™=wit)] 3 través de ambos medios. La solucién para todo el espacio debe
cumplir los requisitos de continuidad impuestos por las ecuaciones de Maxwell.

En cada semiespacio, estas ondas deben cumplir la relacién de dispersién, y
ademds, en la interfaz, las componentes tangenciales del vector eléctrico deben ser
continuas

Re[Ey eiFr ™10l = Re[E, elF>™=20)ll cuando 2 = 0

Esto sélo puede cumplirse para todo el plano zy y a todo tiempo ¢ si w1 = wa(=: w)
y - -
Ky - (l‘,y,O) = ks - (Z‘,y,O)

es decir, la proyeccién del vector de onda sobre la interfaz debe ser la misma en
ambos medios, asi como la proyeccidn del vector de atenuacién. Esto tiene como
consecuencia que 12:"1 l_c"z y la normal a la superficie en el punto de incidencia estén
en un mismo plano, que escogeremos como el xz. Anadlogamente, el plano generado
por K/ y kY contiene a la normal.

Si la normal forma dngulos ©; y ¢; con los vectores k. y k!’ respectivamente, |a
ecuacién anterior es equivalente a

ki sen(©1) = ki sen(O2) (3.1)
kY sen(py1) = kb sen(p2)

El problema de la refraccién, visto geométricamente, es el de encontrar, dado
un vector en el medio 1, otro vector que se proyecte igual en cualquier punto de la
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superficie. La direccién del primero estd dada, lo que restringe los vectores posibles
a todos los que quepan en una misma “franja”.

Figura 3.1: Dado un vector en el medio 1, hay muchos vectores en el medio 2 que
tienen la misma proyeccién sobre la superficie.

El medio restringe, de todos estos vectores, a aquellos que no tienen el tamaiio
adecuado, que es lo que nos da la relacién de dispersion. Asi, sélo quedan dos
posibilidades a elegir, como se puede ver en la figura (3.2).

Figura 3.2: Seleccionado el tamarnio, quedan dos vectores posibles en el medio 2 con
la misma proyeccién.

Cualquiera de estos dos vectores hace que se cumplan las condiciones de frontera.
Para elegir entre ellos, hace falta una consideracién fisica. Si la onda incide desde
el medio 1, entonces el flujo de energia debe ser hacia la superficie, pues, de otra
manera, la luz nunca llegaria a esta. Esto se traduce en que la componente normal
del vector de Poynting deba apuntar hacia la interfaz desde el medio 1 (al igual que
el vector de onda, en el caso de la figura); del otro lado de esta, S debe apuntar en
la misma direccién (en este sistema coordenado, esto quiere decir S, > 0).

La direccién relativa de S y k en ondas inhomogéneas que obtuvimos en (2.21)
nos dice que hay que elegir el vector de onda que apunta hacia la derecha si pf, > 0,
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y el que apunta a la izquierda si u}, < 0. Este dltimo caso daria lugar a que el rayo
luminoso se volteara al pasar de un medio a otro. Esto es lo que llamamos refraccion
negativa.

A los materiales cuya parte real de la permeabilidad es negativa los Ilamaremos
izquierdos; a los otros, derechos. En el ejemplo, asumimos que el medio 1 es derecho.
Si el caso hubiera sido el opuesto, la refraccién negativa se hubiera dado si el medio
2 hubiera sido derecho; es decir, para observar la refraccién negativa, es necesario
fijarse en la transmisién entre un derecho y un izquierdo.

Como mostramos antes, en el caso no disipador, es necesario que el signo de ¢
coincida con el de p para que la onda pueda propagarse, y en el caso disipador, si
€' < 0, la atenuacién de la onda es muy grande; al menos en el caso 6ptico, es
suficientemente grande como para impedir la visualizacién del efecto de refraccién.
En adelante centraremos la atencién en los medios con €'u’ > 0.

3.0.7. Angulos de incidencia y de refraccién

Llamamos dngulo de incidencia al que forma un rayo luminoso con la normal
de una superficie. Andlogamente, llamamos dngulo de refraccién al formado por la
normal interior de la misma superficie y el rayo que la cruza. Estos dngulos coinciden
con los formados por el vector de Poynting en la interfaz, que denotaremos por 6.
La refraccidn es positiva si el dngulo de refraccidn tiene el mismo signo que el de
incidencia y negativa en el caso opuesto.

Como veremos, los materiales izquierdos que se han construido para intentar
medir la refraccidn, tienen valores considerables de la disipacién; dado que tanto la
direccién de S como la relacién de dispersién se ven modificados en presencia de ella,
los dngulos de refraccién también cambian con respecto al caso usual. Cuantificare-
mos el efecto de la disipacidn sobre las reglas de la éptica geométrica para este tipo
de medios, y para algunos casos importantes, para lo cual encontraremos primero
la relacién entre los angulos ©1 y ©2. Todos los casos “no disipadores” —que se
pueden recuperar en regiones de transparencia cuando €’ y ' son suficientemente
pequeias— los veremos como casos especiales de los disipadores.

3.0.8. Atenuacion normal

Un hecho que utilizaremos mas de una vez, es que, cuando la onda incidente es
homogénea, es decir, kY = 0, la atenuacién en el medio 2 sélo puede ir en direccién
de la normal (pues su proyeccién sobre la interfaz tiene que ser nula). Esto es de
esperarse, pues la amplitud de la onda sobre la interfaz tiene que ser constante.
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Figura 3.3: Si la onda incidente no tiene atenuacién, la onda refractada tiene atenua-
cién ortogonal a la interfaz.

3.0.9. Magnitud de u’/;’ + u”/;”

La magnitud del vector p'k’ + p/’k” serd una cantidad geométricamente im-
portante para las siguientes secciones. Esta se puede escribir exclusivamente en
términos de k' utilizando la relacién de dispersién,

HNIEI + U”E”HQ _ M/Qkﬂ + M/,LL”(QEI . EII) + u//2k//2
_ M/2k/2 + M/M//kgﬁ + (M//2k112 _ ’u//zk,/Q) + MN2kJ2
— |/L|2k/2 4 k%ﬂ//(ﬂ/ﬂ _ ,LL//OZ)

y ya que a = Re[n?] y 3 = Im[n?],
'8 — p" o = Imfpn?] = Im[u*ep] = |p|*e”

con lo cual
IR+ 1R = |l 2 + ke (33)

Con estos resultados establecidos, ya podemos analizar los diversos casos de
refraccidn.

Notacion
En todos los casos alguno de los medios tendrd indice de refraccidn real, y en

ocasiones trabajaremos con las propiedades del otro medio relativas a este, 7, € y
[i que son las propiedades del medio divididas entre las correspondientes del otro.

3.1. ny real, ny real

Repasaremos primero el caso usual de refraccién entre dos medios con indice de
refraccién real, que son, en consecuencia, no disipadores.
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Como vimos, la atenuacién en el medio 2 sélo puede ir en direccién de la normal.
La relacién de dispersién (2.14) nos dice que K y k4 son ortogonales. Si kY # 0
entonces ©2 = 7/2, vy, por las condiciones de continuidad de la proyeccién de K
(3.1), kb, = ki sen(©1); esto, junto con la relacién de dispersién (2.13), nos diria
que, en particular en incidencia normal, k4% < 0. Asi, la tnica posibilidad es que

k4 =0, como era de esperarse.
Con esto, la relacién de dispersién para cada medio queda como
!/

sustituyendo en las condiciones de continuidad (3.1), y dividiendo entre k tenemos
que
[n1|sen(©1) = |ng|sen(O2)

La convencién que hemos tomado para el dngulo de incidencia, y la condicién
de continuidad de S, restringen el dngulo de refraccién a tener un valor entre — /2
y 7/2; ademds, las relaciones (2.21) nos dicen, en este caso en el que el indice de
refraccion es real, que

sen(6;) = sgn(u;) sen(O;)
Con lo cual, el dngulo de refraccién en términos del dngulo de incidencia nos queda
como
sgn(p) [na| sen(61) = sgn(pz) [n2| sen(62)

Esta relacién, del angulo de refraccién y de incidencia involucrando sélo las pro-
piedades del medio y no las de la onda, es la Ley de Snell. En términos de las
propiedades relativas entre ambos medios, la podemos escribir como

sen(f1) = sgn(ft) |7 sen(f2) (3.4)

Dado el dngulo de incidencia siempre es positivo, el angulo de refraccién tendra el
signo de la permeabilidad relativa. Ahora, si despejamos el dngulo de refraccién:

0, = arcsen (W)
sgn(f) 7|

vemos que, cuando |7i| > 1, 5 estd bien definido, pues el argumento del arcoseno
siempre es menor que uno. Si, por el contrario, |7i| < 1 entonces habrd un dngulo
de incidencia, dado por 6. = arcsen(|n|) (el dngulo critico) para el cual el rayo
transmitido va en direccién de la interfaz. Dado que el seno es creciente, para todos
los dngulos mayores a 6., el dngulo de refraccién no estd bien definido (formalmente,
es un angulo complejo). Este es el fenémeno de la reflexién total, en el cual el rayo
transmitido desaparece.

Indice de refracciéon, nuevamente

En este caso es claro que, si a n; le damos el signo de p;, la ley de Snell (3.5)
queda naturalmente escrita como

sen(f1) = nsen(f) (3.5)
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Ademas, independientemente de los detalles, los casos disipadores deben recuperar
éste en el limite en el que u’ = ¢ = 0; n'n” debe tener, por las razones ter-
modindmicas expuestas anteriormente, el signo de i/ en el caso general. Si bien
es cierto que cualquiera de los dos factores puede tener el signo, la naturaleza de
n' es muy distinta que la de n’; mientras que el primero mide la atenuacién, que
siempre tiene una direccidn, el otro mide la refraccidn, que si puede tener mas de
un comportamiento direccional; por otro lado, si el signo se le adjudicara a n”,
simplemente se perderia a lo largo de las expresiones, pues siempre aparece su valor
absoluto, mientras que los célculos dejan siempre los productos sgn(u') [n/|.

Esto nos sugiere muy fuertemente que debemos definir el indice de refraccién,
que sdélo habiamos introducido a través de su cuadrado, de manera precisa como:

en — ' + e ) e — e+ le
n(w) = sen()y | X 1+ |ep Ll 1A lep (3.6)
2ep 0 2e0ti0

y serd esta la definicién que tomemos en adelante.

3.2. n; real, ny complejo

Veremos qué sucede en el caso en el que la onda incide sobre un medio absor-
bente. En este caso, definiremos las propiedades relativas del medio como

L N2

=

!/ 11

~ €9 . €9

€= — +1—
o le1] (3.7)

S le

p |l

Con lo que a y B, las partes real e imaginaria de 722, quedan dadas por

7% = @+ 10 = Re[éfi] + isgn(uy) Im[éf] = % + isgn(nl)% (3.8)
1 1

Una vez mas usaremos el hecho de que la atenuacién y la normal tienen la misma
direccidn; esto hace que ©2 sea también el dangulo que forman k4 y k4. Como en
general este angulo no serd 7/2, podemos utilizar la solucién (2.13) que derivamos
para la relacidn de dispersién, con 1) = O, lo cual nos dice que el valor de k) es
k/Q ) _ k2 Qg + \/O{% + ﬂ% Se02(®2)

5 (02) = kg
2
Tomando esto y la relacién de dispersion para el medio 1 en cuenta, las condiciones
de refraccién (3.1), quedan como

[n1|sen(©1) = \/OZ2 + V0] + G 5ec*(6) sen(©2) (3.9)

2



3.2. N; REAL, N, COMPLEJO 41

Que es nuevamente una relacién entre ©1, O4 y las propiedades del medio. Siguiendo
la forma de esta relacién en el caso no disipador, podemos interpretar el factor que
multiplica a sen(©2) como un “indice de refraccién” funcional para los vectores
de onda. En términos de las propiedades relativas del medio, podemos definir esta
funcién como

_ k5(0s)

N =
(@2) kO |n1‘

(3.10)

para escribir
sen(©1) = N(O3) sen(O2)

El problema con esta relacién es que O estd dado de manera implicita; se necesita
conocer O, para calcular N(6©3). Un poco de algebra”3 nos permite poner N en
términos de ©1, quedando como sigue

sen?(01) + & + 1/ (sen?(01) — a)? +
2

N(©1) =

para escribir
sen(01) = N(O1)sen(O2) (3.11)

A diferencia del caso no disipador, este nimero que aparece como factor entre los
senos de los dngulos formados por los vectores de onda y la normal no es una
constante. Ademads, hay que considerar que en presencia de disipacién magnética,
estos dngulos y los de incidencia y refraccién pueden diferir en algo mas que el signo.

Dado nuestro sistema coordenado, tenemos que Sy = Sa(sen(6s),0, cos(62)).
La direccién de este, por el resultado (2.21), es también la direccién de

Haky + ks = ks (sen(©2), 0, cos(©2)) + 41y (0,0, k)
con lo cual,
poky
ks + poky ||
La norma que aparece en el denominador es la correspondiente al resultado (3.3),

que en este caso se puede escribir, tomando en cuenta la relacién (3.10) y las
propiedades relativas del medio (3.7) como

sen(fs) = sen(O2) (3.12)

lusks + usks 1> = (i3l (kS + kipizey)
= Rl (N + i)
Con lo cual la ecuacién (3.12) queda como
poky
sen
ko [na|[pal |2l /N?(©1) + €'
i

|/1| N2(@1) + g//ﬂ,, Sgn(ﬂl) ( 1) Sen( 2)

sen(f) =

(3.13)
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Utilizando la ecuacién (3.11), y siendo en este caso sen(f;) = sgn(uy)sen(©q),
tenemos que

~/

sen(fs)

Y N2 ® PP sen(9
|l (1) + fi"é

Notamos que N (©1) = N(61), con lo cual obtenemos el indice de refraccién funcio-
nal para incidencia de un medio con indice de refraccién real a un medio disipador:

01) = @ N2(6,) + ji"e" (3.14)

que nos permite escribir una vez mds la Ley de Snell,

sen(f1) = v(61) sen(62)

En el limite usual, es decir, cuando 7’/ — 0y 7/ — 7, tenemos que

sen?(©1) + 7? + [sen?(01) — i?|
2

N*(©)
v(01) — sgn(i)N(61)

en este limite tenemos dos posibilidades, la primera, que 72 > 1. Si esto pasa, sin
importar el valor de 61, |sen?(6;) — 7| = 7% — sen?(6:) y

sen?(61) + n? — sen?(6,) + n?
2

v(bh) = Sgn(ﬂ)\/

recuperando, como se espera, el caso anterior. Cuando 72 < 1, habrd dngulos que
hagan que sen?(f;) — 72 > 0, en cuyo caso

= sgu() [0

sen?(61) + n? + sen?(0,) — n?

v(61) = Sgn(ﬂ)\/ 5

Tenemos nuevamente el fenémeno del angulo critico, siendo una vez mds 6. =
arcsen(n) el infimo de los dngulos para los cuales pasa esto. A diferencia del caso
no disipador, en el que se dice que el angulo de refraccidn se indetermina, este limite
deja la Ley de Snell como

= sgn(f) [sen(61)]

sen(f1) = sgn(f1) [sen(61)| sen ()

para dngulos mayores al critico, lo que nos dice que el angulo de refraccién aumenta
como funcién del de incidencia, hasta llegar a 7/2si it > 00 —7/2si i <0, en
donde se estaciona.

Veamos algunas otras propiedades de la refraccion entre estos medios. Notemos
primero que la derivada de N

dN  sen(©1)cos(0) "
ao, 2N

sen?(©1) — &

\/(S6112(@1) —a)?2 + [
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se anula, en el intervalo [0, 7/2] en los extremos. Uno de los casos es el de incidencia
normal (61 = 0), en donde N coincide exactamente con |7/|; el segundo es el limite
de incidencia rasante (6, — m/2). Para cualesquiera otros dngulos, los ceros de
la derivada se dan cuando 3 = 0 y & > sen?(©;). Esto corresponde al caso no
disipador. Aqui ademds dIN/d©; es cero para todos los dngulos a partir de uno, lo
cual corresponde nuevamente al dngulo critico.

Si 3 = 0, entonces la derivada siempre es positiva en el intervalo (0,7/2),
y asi, en el caso disipador N es una funcién creciente del dngulo, lo que hace a
v en presencia de disipacién, una funcién estrictamente creciente para materiales
derechos y estrictamente decreciente para materiales izquierdos.

En presencia de disipacién magnética no puede haber dangulo critico, pues el
vector de Poynting siempre tendrd una componente en la direccién de k" (que
tampoco puede ser nulo, como ya mostramos). La dnica opcién para que hubiera
angulo critico con disipacién seria i = 0y ¢’ > 0. En esas condiciones, para que
v2(61) = sen?(fy), seria necesario que ¢/ = 0. Es decir, en presencia de disipacién
no hay dngulo critico.

Aparentemente, para caracterizar v dado un adngulo de incidencia son necesarios
cuatro pardmetros; por ejemplo, (€, i), (7, 1) 6 (72,€). En realidad, estas cuatro
cantidades no son independientes, lo que se puede notar recordando que, para los
casos que estamos considerando, i’/ = 0 implica ¢’ = i = 0.

Fijémonos en las proporciones de las partes imaginarias a las reales de € y i, y
el producto de sus partes reales,

=/

€
Te 1= ?
_ A (3.15)
ﬂ-/l' =
I
=&

Te ¥ 7, se pueden ver como una medida de la disipacién eléctrica y magnética
respectivamente, que ademds tienen el signo de ¢ y fi/, por las definiciones de las
mismas; es decir, son medidas de la disipacién que ademas tienen la informacién
del signo de la refraccién. m, es el cuadrado del indice de refraccién relativo en el
caso no disipador. Con ellas, podemos escribir

g//ﬂ// = T
& =m.(1—m,me)

B = sgu(u1)m,m, + sgn(er)mme

y, salvo en el caso de ausencia total de disipacién magnética,

|l /
? =sgn(m,) /1 + ﬂﬁ

. : ~, : B
pues, en esos casos, 7, tiene el signo de fi’. Como consideramos sgn (1) = sgn(er),

B = sgn(p1)m, (7, + me), y dado que este sélo aparece en forma cuadratica en las
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expresiones, siempre que " # 0, v(61) queda totalmente determinado con estos
tres pardmetros. No son pardmetros totalmente independientes, pues 7,7, debe
tener el signo de .

Es notable que, bajo el cambio 7, — —m, y mc — —m,, v(61) cambia por
—v(61). Esto quiere decir que, en medios izquierdos que estamos considerando (en
los que 7, > 0), no hay una diferencia con los medios derechos en lo que se refiere
a efectos de la disipacién. La dnica manera de observar diferencias entre medios
izquierdos y derechos, seria con 7, < 0, lo cual no consideraremos por las razones
expuestas previamente.

Llamaremos A7 a la diferencia entre el indice de refraccién funcional y el indice
en el caso no disipador, dividido entre este tltimo,

A o V1) = sE0(T)VE (6]
T smmvE Vm

Conocer cémo se comporta esta diferencia es importante para saber cudles serdn las
correcciones que proporciona la presencia de disipacién a los dngulos de refraccién.
Veremos las graficas de esta diferencia para distintos valores de 7., para 7. dado,
como funcién de .

~1 (3.16)

Estas graficas representan mas de una situacion, dadas las definiciones de los
parametros; en particular podemos pensar en aquella en la que € y ji’ estdn fijas,
por lo cual variar 7. y m, corresponde a variaciones en la disipacién para valores
fijos de un indice de refraccién en ausencia de disipacién.

Para incluir la dependencia angular, las graficas aprovechan la monotonia de
v. La curva para #; = 0 no se puede intersecar con la curva para cualquier otro
angulo, asi que las variaciones posibles para todos los dngulos intermedios estdn
comprendidas entre las graficas de estas. Veremos esas regiones entre ; = 0 y
01 = m/2, salvo en el caso en el que existe dngulo critico, en las que sélo llegan
hasta este.

Hay que notar que, en incidencia normal, el valor de An,

. 1+mume + /(1 +m,m)2 + (7, + 7e)?
Anly _o =sgn(m,)y /1 + 72 a VI 2” S+ (T ) (3.17)

es el mismo independientemente del valor de 7,., por lo que veremos todas las curvas
de 67 = 0 sobrepuestas.

También hay que recordar el fendmeno de la atenuacidn, que va en este caso
como nj4, y aumenta con 7, y 7. Esto hace importante estudiar con detalle el caso
de baja disipacidén, que es en el cual se pueden apreciar directamente la refraccidn,
y determinar qué magnitud pueden tener los efectos disipadores sobre el indice de
refraccién. Por ello se incluyen graficas logaritmicas de los mismos valores de 7.
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Figura 3.4: Gréficas de An para diversos valores de 7, (en colores, con valores
mayores a uno en la grafica superior y menores a uno en la inferior) y m. = 0 (sin
disipacién eléctrica). Estas gréficas incluyen el caso no disipador, en el limite en
el que 7, = 0. Como se espera, la grafica se va a cero conforme se acerca al eje
vertical. La grafica superior incluye todos los dngulos entre cero (linea sélida) y
/2 (linea punteada) En este limite, la grafica inferior tiene dngulo critico, por
lo cual se grafica hasta este.
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Figura 3.5: Gréficas de A para diversos valores de 7., con 7. = /. En este
caso no hay angulo critico, y todos los dngulos estdn entre 0 (linea sélida) y 7/2
(linea punteada). Los valores de la gréfica no van a cero conforme 7, va a cero,
pues, aunque la disipacién magnética disminuye, no deja de haber disipacion
eléctrica.
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Figura 3.6: Las mismas graficas para m. = 1. Representan casos de muy al-
ta disipacién. La diferencia puede ser hasta seis veces mayor que el indice de
refraccién en ausencia de disipacién, aunque la atenuacién es muy alta.
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Figura 3.7: Estas graficas muestran en detalle el comportamiento de baja disi-
pacién magnética, con nula disipacion eléctrica. Nuevamente, la grafica superior
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e = 0,0001

107° 1074 1073 1072 107t 1

Figura 3.8: Podemos ver que, aunque sigue habiendo baja disipacién se logran
cambios en el indice de refraccién, para 7, = 1076, de hasta el orden de la
unidad, para los valores de 7, mayores que uno. En contraste, en las graficas
para m. = 1076 que se iban a incluir en lugar de estas, no logran apreciarse

cambios con respecto a . = 0.
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T = 0,01
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Figura 3.9: Finalmente, las graficas de mediana disipacién, para 7. = 0,01. Hay
cambios importantes, atin para valores de 7, que corresponderian a, por ejemplo,

el agua (region roja de la gréfica superior), de cerca del 10 % del valor del indice
en el caso no disipador.
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3.3. n; complejo, ny real

En la éptica sin disipacién puede determinarse cudndo un haz es incidente o
refractado dada una interfaz, si se observa de qué lado de esta hay un rayo reflejado,
o si se puede comparar la intensidad de ambos haces. Sin embargo, si la reflexién
es suficientemente pequena, no se puede saber, de la simple observacién de los
mismos, cudl es el haz incidente; si se emite un rayo hacia la interfaz en la direccién
del refractado, seguird la direccién del incidente. Esta es una situacién reversible en
la que ambos medios son intercambiables.

La presencia de disipacién en un medio rompe esta simetria, pues la direccién
de la atenuacién con relacién a la normal debe apuntar siempre en direccién del
medio sobre el que incide la onda. Eso hace claro que este caso de incidencia desde
un medio disipador hacia un no disipador es diferente al caso inverso.

Dado que no estamos considerando materiales con ¢/u’ < 0, la onda incidente
desde un medio con indice de refraccién complejo no es homogénea, pues el medio
es disipador. Como el vector de Poynting tiene componente z positiva, también la
tiene el vector de atenuacidn, y, en consecuencia, la onda aumenta su amplitud
indefinidamente conforme z decrece. Es claro que esta situacién no es fisicamente
posible, y que en algin lado debe existir otra interfaz que delimite al medio disipador,
pero, dado que por el momento sélo estamos analizando los dngulos, y no las
amplitudes, no es relevante.

Por otro lado, si tuviéramos una fuente inmersa en el medio disipador, la ubica-
cién de esta determinaria la amplitud maxima, siempre finita, de la onda. Si ademds
esta fuente emite ondas homogéneas en un medio no disipador, al estar en un medio
disipador la onda inhomogénea tendria vectores de onda y de atenuacién colineales.
Esto deja la solucién a la relacién de dispersién (con 1 = 0) como

212,72

k" = kgny

"2 __ 1.2, 112

ky" = kgny
Ademas, como el medio 2 es no disipador, el vector de atenuacién es perpendicular

al de onda, y las condiciones de frontera (3.1) y (3.2) se simplifican:
k2n/? sen®(©1) = ki sen?(0s)

ol : (3.18)
k2 12 2 <) . kl/2 2 () :
on1 sen”(01) = ky” cos”(O2)

Este sistema de ecuaciones tiene solucién*:

In?|sen2(01) +n3 — /(In3]sen2(01) + n)2 — 4n3n7? sen2(0;)

[na| sen(©y) = 5

Definiremos las propiedades relativas del medio como en la seccién anterior, (3.7),
pero intercambiando los subindices 1 y 2, de tal manera que el indice de refraccién
funcional para los vectores de onda es en este caso

N(©y) = \/V’?| + csc?(01) — /(I +2csc2(®1))2 G
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N(©1)sen(0;) = sen(O3)
Finalmente, dado que la proyeccién del vector de Poynting promedio y el de onda
debe tener el signo de p} (y, bajo nuestra definicién, el de n}), tenemos que

sen(f1) = sgn(u})sen(01) = sgn(n}) sen(O1)

Y, como el angulo de refraccién es sen(f2) = sgn(uz) sen(©3), el indice de refrac-
cién funcional y la ley de Snell son en este caso

v(61) = sgn(@)N(61)
v(61)sen(f1) = sen(fs)

Si los vectores de onda y de atenuacién en el medio 1 no son colineales, el
problema es en general tridimensional. Generalizaremos este resultado cuando los
vectores de onda y atenuacién estan en el mismo plano que la normal, en cuyo

Figura 3.10: Incidencia desde un medio disipador a uno no disipador, cuando los
vectores de onda y de atenuacién no son colineales pero la normal permanece en el
plano generado por ellos.

caso las condiciones de frontera son

ki sen(©1) = kj sen(O2)

3.19
kY sen(©1 + ¢) = kg cos(02) (8.19)

ki y EY son fijos y estan determinados por las soluciones (2.15) y (2.14). Defi-
niremos

N Ky &+ /a2 + 32 sec?(q)
Tk - 2
0|2 (3.20)
N e a

- k0|n2\ - 2
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con esto, y abreviando s :=sen(01) y s, := sen(O; + 1), podemos expresar’®:

N2g2 +N”2512b 1 \/(N’252 +N”2512/) +1)2 — 4N"252

sen?(0y) = 5

o, definiendo

N’2+(1+N”2Si)$—2—\/(NIQ+<1—|—N”255})8_2)2—4N/28_2
2

N := (3.21)

como

sen(O2) = N(O4)sen(0;) (3.22)

Ahora hay que encontrar la relacidn entre el vector de Poynting promedio en el
medio 1 y el vector El. Para ello consideraremos el problema de encontrar, dado un
vector ¥ que se escribe como la suma de vectores @ y W, cuyas normas y producto
escalar se conocen, cudles son esos vectores Uy . En el anexo A7 se muestra que,
si ¥ apunta en la direccién positiva de z y @ y W tienen componente z positiva y
forman angulos 7 entre ellos, entonces los dos angulos que puede formar el vector
i con el vector ¥ son 6, = +arcsen(¥ sen(y)), y

4 = u (sen(fy),cos(dy))
W = (—usen(fy,),v — ucos(6,))

Como (S) = a('k' 4 1"K"), con a una constante positiva dada por la ecuacién
(2.21), podemos utilizar este resultado para encontrar la componente z de k),
identificando @ con (S1), @ con ay}k, y @ con au!/k!. Para que coincidan las
direcciones, hay que rotar los vectores por un dngulo 61, lo que deja a & como

@ = u(sen(6y + 6,),cos(61 + 0.,))

y entonces, siendo v = al|p} K, + /K|, w=a || K, y w = ap!/K}, tenemos que,
utilizando el resultado (3.3) y las definiciones (3.20), el angulo

//N//
0. = Farcsen i sen(y)
1™ |/1'1| N2 + ﬂ//g//

hace que augE; cumpla la igualdad
/40 (sen(©1) _ /1 (sen(fr + Q,u’lk’l)
apihy <cos(@1)> = almlk (008(91 + 01 r)
lo que nos da la relacién entre los dngulos ©1 y 64:

©1 = sgn(u) (01 + O,x;) (3:23)
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Falta por elegir el signo de 0,4, y el valor de . En angulo entre lgi y Ig’l’ es 1,
asi que, como pf nunca es negativo, v es ¢ cuando p} > 0, y ) —m cuando uj < 0.
Entonces, sen(y) = sgn(u})sen(v), y

sgn(py)pif N”
"ull N/2 + ﬂ//é‘/l

01/ = Zarcsen

Para saber si debemos escoger el signo positivo o el negativo, utilizaremos un hecho
interesante de este problema, que es que, adn en incidencia normal, el dngulo de
refraccién puede ser distinto de cero, pues si el vector de onda en el medio 1 tiene
componente tangencial, el del medio 2 debe tenerla.

Entonces, con 61 = 0, supongamos que el vector de Poynting sale con un dngulo
positivo; la proyeccidn del vector de onda en el medio 2 tiene entonces el signo de
o Entonces, si p) es positivo, el dngulo tiene el signo de la proyeccién, y si es
negativo, el dngulo tiene el signo opuesto. Si el vector de Poynting sale con un
angulo negativo, reflejamos sobre el eje z, y nos queda el mismo caso. Por tanto, el
angulo debe tener el signo de fi’. Utilizando las propiedades relativas del medio, y
el hecho de que el arcoseno es impar, escribimos finalmente

! //N//
0k, = arcsen _sen(i)i"NT_ sen (1)) (3.24)
|N| N2 + #//61/

Con esto, el dngulo ©1 queda bien determinado por la ecuacién (3.23) en térmi-
nos de cantidades conocidas, y el indice de refraccidn funcional para los vectores
de onda (3.21) se puede poner en términos de ;. En el medio 2, sen(©3) =
sgn(pz) sen(fs), y junto con las ecuaciones (3.23) y (3.24), la ecuacién (3.22) es-
crita como

sen(fz) = sgn(fi')N(01) sen(f1 + 6,51 ) (3.25)

nos da el angulo de refraccién en términos del de |nC|denC|a, el dngulo entre los
vectores de onda y de atenuacién en el medio 1, y las propiedades relativas de
los medios. En este caso, para escribir un incide de refraccién funcional hay que
expandir el seno de la suma,

v(6y) = sgn(i@')N (91)(005(9%;41) + sen(6,,x;) cot(61)) (3.26)

De las cantidades involucradas en estas ecuaciones, 0,4, N', N" 'y sy, todas,
excepto la dltima, se expresan en términos de las propiedades relativas entre los
medios. ©; depende del signo de i, y no sucede lo que en el caso de incidencia
desde un medio no disipador, en el que estos términos se perdian al tomar cuadrados.
Esto tiene una consecuencia muy interesante, y es que, al contrario del caso tratado
en la seccién anterior, hay una diferencia en los efectos disipadores entre medios
izquierdos y derechos, mas alld de un cambio global de signo.

Esto es geométricamente claro, pues, en el caso en el que el vector de Poynting
y k:1 estan en la misma direccién y el dngulo es 0 6 7, el angulo que forma k’ con
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la normal sélo cambia de signo entre medios derechos e izquierdos. Cuando éstos
forman dngulos distintos de 0 6 7 el dngulo entre ellos cambia de signo para signos
distintos de p}, pero el dngulo que forma E’l con la normal no puede cambiar de la
misma manera, a menos que 6; = 0.

Si utilizamos nuevamente las combinaciones adimensionales (3.15) presentadas
en la seccién anterior, y el signo de p}, podemos escribir todas las cantidades
involucradas en la Ley de Snell en términos de ellas, de manera muy parecida,
siempre que " # 0.

El caso tridimensional puede obtenerse con un procedimiento similar, pues el
problema tratado en el anexo A7 sigue siendo vélido para el plano en el que estdn
<§> K y E”; para llevarlo al sistema donde la normal coincide con z, habria que
hacer una rotacién en el espacio, con dos ejes distintos, lo que también modificaria
la expresion en términos de ©; para el angulo formado por la normal y el vector de
atenuacién.

Como vemos, este caso se complica mucho con respecto a los anteriores, pero
sin embargo es soluble exactamente. El (inico caso mds general es el de refraccidn
entre dos medios disipadores, que no tiene mucho sentido para fines practicos.






Capitulo 4

Electrodinamica en medios
inhomogéneos

4.1. Teoria del medio efectivo

“Consideremos un medio continuo, homogéneo e isotrépico...”. Frase tan fre-
cuente y comtn en la Fisica que muy seguramente a nadie con un poco de experien-
cia en la misma le suena ajena. No sélo comln, sino completamente entendible; al
observar un material, no vemos hoyos, ni cambios abruptos que no se suavicen con
una mirada suficientemente cuidadosa. Al menos lo es asi para nuestra experiencia
sensorial, y lo fue para la Fisica hasta antes del descubrimiento de los dtomos.

La revolucidon que trajo el mundo microscépico, tuvo necesariamente efectos
también sobre esta visién continua del mundo, antes poco cuestionada. Hasta donde
sabemos ahora, no sélo no hay medios continuos, sino que las inhomogeneidades,
por ejemplo, en la masa de un objeto, son tan extremas que, en la mayoria del
volumen (concepto también comiin, que se torna mds dificil de definir), no hay
masa, y en unos cuantos puntos hay concentraciones enormes de ella.

Si bien estas consideraciones son ciertas, también lo es que las matematicas
elaboradas para describir la naturaleza continua, y las teorias fisicas subyacentes
fueron y seguiran siendo de gran éxito, en el sentido de que tienen un acuerdo con
las observaciones, en el escenario correcto. En este contexto es claro que, de alguna
manera, las observaciones de un sistema discreto, pueden, a una escala apropiada,
reemplazarse por un sistema con un conjunto de propiedades continuas, que lo
describen apropiadamente.

Como ejemplo puede tomarse el agua y luz incidiendo desde el vacio. Al entrar
la luz en contacto con las moléculas del agua, estas la absorben y la reemiten, en
general en cualquier direccidn. Ademas, el viaje de la luz entre una molécula y otra
es en vacio, por lo que la luz reemitida viaja a velocidad c. Sin embargo, a nuestra
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escala, vemos una onda viajando en una direccién bien definida y con una velocidad
v # ¢, que ademds caracteriza a lo que llamamos indice de refraccién.

Los materiales izquierdos nacieron tedricamente en el escrito de Veselago, a
finales del milenio pasado. Muy seguramente, una razén para que en tantos siglos
del estudio de la éptica no se les hubiera considerado, fue la carencia de ellos en la
naturaleza explorada. Hubo de llegar el nuevo milenio para que se pudiera medir una
refraccién negativa, en un artefacto curioso: un cubo, hecho de espiras y alambres
metalicos, el “cubo Boeing”. j De qué esta hecho? Cobre. ; Qué material es? Cobre,

Figura 4.1: El “cubo Boeing”. Tomado de “Reversing light: negative refraction” (John
Pendry, David Smith), Physics today, 2003.

no. No conocemos frecuencia alguna en la que este metal (o algln otro) tenga
permisividad y permeabilidad simultdneamente negativas, que, como hemos visto,
es una condicién necesaria para invertir la refraccion. A este artefacto, como a los
construidos subsecuentemente, se les ha llamado metamateriales.

Las discontinuidades e inhomogeneidades en ellos son mucho més evidentes que
las del mundo microscépico. Siguiendo el razonamiento hecho para los materiales
usuales, cabe preguntarse si hay una manera de encontrar un sistema continuo
equivalente, con propiedades épticas caracteristicas. De ser asi, jcudl es la conexién
entre las propiedades de los componentes del material con las propiedades efectivas
de tal medio? y jbajo qué condiciones es valido estudiar dicho sistema?

Estas preguntas, que son las mismas que se plantean para el problema mi-
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croscépico, son temas de la teoria del medio efectivo. La teoria es enorme, y es,
por si misma, asunto de grandes libros y largas investigaciones. El propédsito de
esta seccidn no es desarrollarla ni presentar resultados extensos, sino simplemente
mostrar que es posible establecer esta conexién entre propiedades microscépicas
y efectivas, y hacerlo para un caso importante. Las respuestas serdn las que nos
permitan justificar la aplicacién a los metamateriales de los mismos modelos tedri-
cos utilizados para los materiales convencionales, como lo hemos desarrollado en el
presente trabajo, y tratar de determinar intervalos de validez de los resultados.

Mostraremos primero cémo se puede encontrar, en el caso de un arreglo periédico
de dtomos, una relacién entre la respuesta microscépica a un campo externo y la
susceptibilidad eléctrica macroscépica del material.

4.1.1. La relacion de Clausis-Mosotti

Presentaremos la deduccién hecha por Purcell [7]. Consideraremos un material
formado por dtomos equiespaciados. Un material asi, puede ser dividido imagina-
riamente en una red en la que cada dtomo queda encerrado en un cubo C de arista
d, y ubicado en el centro del mismo. El campo que siente un dtomo es la suma

[ ] ° :

[ ] [ ] ° [ ]
[ ] L] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [

Figura 4.2: Una seccién lateral del arreglo periédico de dtomos equiespaciados.

del campo aplicado al material y el campo generado por los demds dtomos de la
distribucién, que llamaremos el campo ajeno €,;, es decir, el campo neto € menos
el campo debido a si mismo, que denotaremos como propio €.

€aj = € — Epr (4.1)
En ausencia de campo externo, el campo promedio del material deberia ser, dadas
nuestras suposiciones, nulo, en cuyo caso, la densidad de carga de un atomo en
particular deberia ser simétrica al distribuirse los electrones homogéneamente alre-
dedor del nicleo. En este caso, el promedio del campo de cada dtomo sobre el cubo
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que lo contiene también deberia ser cero (€},,) = 0. Al aplicar un campo externo
al material, los componentes del &tomo, que a la escala de interés son (inicamente
nucleo y electrones, sentirdn una fuerza, que en general serd distinta para cada uno,
lo que deformara la distribucién de carga. Esto producird un campo propio promedio
distinto de cero en cada cubo.

Primero pensaremos en la situacidén de una sola carga positiva, situada al centro
del cubo, en donde colocamos nuestro origen de coordenadas. El campo de ésta
cumple también con que (€) . = 0, pues cada Iinea de campo en un punto 7 tiene
una correspondiente en —7 de igual magnitud y signo opuesto.

Figura 4.3: Una carga positiva, centrada en el cubo. El campo promedio producido
por ella en el cubo es cero.

Colocamos nuestros ejes de manera que las aristas de los cubos coincidan con
alguno de ellos y suponemos que, en algiin eje (digamos, el 2), la carga se desplazé a
la posicién zg > 0, por el efecto del campo ajeno (que, dado el signo de la carga,
estamos suponiendo con componente z positiva).

e

Figura 4.4: La carga, desplazada a una posicién zo, no tiene campo promedio cero en
el cubo. El campo promedio serd el promedio sobre la parte inferior del mismo.

Ahora el promedio sobre el cubo C' ya no serd cero, pues hay una parte del campo
en el cubo (correspondiente al desplazamiento de la carga) que no estd compensada.
El campo promedio serd entonces el promedio sobre este trozo de cubo C’ de altura
220. Las componentes x y y del campo propio, promediados sobre el cubo, siguen
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siendo cero, de manera que la Gnica contribucién serd la debida a la componente
z del campo propio ¢4, . Si ademds el campo ajeno no es demasiado intenso, la
distancia desplazada no serd muy grande comparada con el tamano del cubo, en
cuyo caso podemos considerar constante esta componente, e intercambiar la integral
de volumen sobre C’ por 2z veces la integral de superficie sobre la cara superior

de C":
/qudV o~ /eqzd(QZoa) = 220/6qzda

Para calcular la integral sobre esta cara, consideramos un cubo también con aristas
de longitud d, que tiene como centro a la carga desplazada. Dado que zy < b,
dentro del cubo no hay otra carga, y, utilizando la Ley de Gauss, la integral sobre
todo el cubo es —g/€p (con un signo menos pues todas las lineas de campo salen
del cubo). Por simetria, la contribucién sobre cualquiera de las seis caras del cubo
i - _a
es la misma, con lo cual [eq.da = —3L.
Con esto recuperamos la componente z del campo propio promedio de una
carga:

1 z0q
<€qz>c = <eqz>cf = B /eqzdv = _3€0d3
C/

Si ahora desplazamos la carga a una posicién 7 desde el origen, y aplicamos este

o i W _aF
resultado para cada direccidn, tendr-emf)s q.ule, para una carga, <eq>C ~ -3
En el caso general, tendremos una distribucién de cargas pdV, por lo que, para el
atomo completo, el resultado es

. 1 .
<ep,,>c ~ —m /rpdV

La integral es justamente el momento dipolar p’ del dtomo. Con esto, escribimos el
promedio de (4.1) de la siguiente manera
P

— 4.2
360d3 ( )

<€aj>c = <é>c +
La polarizacién de cada dtomo fue inducida tinicamente por el campo ajeno. En el
limite de bajas frecuencias, el momento dipolar del mismo es proporcional a este
altimo y la relacién entre ellos se llama polarizabilidad atémica, «:

El campo eléctrico macroscépico E es, como lo hemos dicho anteriormente, el
promedio de €. La regién sobre la que se promedia, sin embargo, no es el cubo, que
es en cualquier caso practico extremadamente pequefio. Sin embargo, una regién
realista en la que se promedie E, contendrd muchos cubos. Como consideramos
cada cubo idéntico, el promedio sobre dicha regién es muy parecido al promedio
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sobre alguno de ellos, es decir £ ~ (é’}c con lo cual, podemos combinar las dos
tltimas relaciones para escribir

P~ T _L E
36()d3

El campo de polarizacién macroscépico P es, como hemos visto, la densidad prome-

dio de momento dipolar inducido. Ademas, a escalas mayores que las de los cubos,

la densidad volumétrica de niimero de dtomos es simplemente m = 1/b%, de manera

que mp = p/b3 = P lo que permite escribir finalmente

am =3
_am
1 3Jeo

P~

Con lo que obtenemos que el campo de polarizacién es proporcional al campo
eléctrico macroscépico. La constante de proporcionalidad es, por definicién, ¢y veces
la susceptibilidad eléctrica e,

am
Xe = am

€0~ 73"
Asi, tenemos una conexién entre una propiedad microscépica del sistema (la polari-
zabilidad atémica) y una propiedad efectiva del medio (la susceptibilidad eléctrica),
que tiene sentido como pardmetro efectivo, a escalas grandes en comparacién con
los pardmetros espaciales del problema microscépico.

Esta deduccién puede ampliarse para incluir campos variables en el tiempo,
que tendrian como consecuencia la introduccién de disipacién en los pardmetros
efectivos, y también para considerar modelos mas cercanos a un material real que
un arreglo periédico. Sin embargo, los metamateriales son arreglos periédicos por
construccién, lo que hace innecesaria esa lltima extensién.

Algo importante de hacer notar es que, para poder hablar de propiedades efecti-
vas, se debe cumplir la hipdtesis de que la regidn sobre la que se realiza el promedio
para obtener el campo macroscépico debe contener muchos cubos; esto puede no
cumplirlo cualquier metamaterial, en especial los construidos para operar con gran-
des longitudes de onda, lo que siempre debe ser tomado en cuenta.

4.2. Metamateriales

Una de las acepciones del prefijo meta en el diccionario de la Real Academia
Espafiola es “después de”. Como hemos sugerido al inicio de este capitulo, existen
construcciones artificiales que poseen propiedades efectivas distintas a las de los
materiales de los que estan fabricados. Un metamaterial se caracteriza porque sus
propiedades extienden, van “mas alld", o estdn “después de” las propiedades de un
material natural.

El término fue utilizado por primera vez en 1999 [8] por Rodger M. Walser, de
la Universidad de Austin, Texas, quien definié metamaterial como
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un compuesto macroscépico hecho por el hombre, que posee una arqui-
tectura periddica celular y tridimensional, disefiado para producir una
combinacién éptima, no disponible en la naturaleza, de dos 0 mas res-
puestas a una excitacion especifica.

Aunque la construccidén de metamateriales no es reciente, estos han cobrado mu-
cha importancia desde la propuesta tedrica de Pendry para la elaboracién de un
metamaterial izquierdo, a tal punto que ahora parece utilizarse el término predomi-
nantemente para hablar de esta clase particular de ellos.

Esta propuesta, presentada en el articulo de Pendry, Holden Robbins y Stewart
[9] analiza diversos arreglos geométricos de conductores, a los cuales les calcula sus
propiedades efectivas. !

Las propiedades electromagnéticas efectivas de un medio lineal, homogéneo e
isotrépico, son aquellas que cumplen las relaciones
(B) = prefpo(H)
(D) = ecren(E)
Por otro lado, ecuaciones de Maxwell en forma integral para una superficie C de
frontera JC son

ac C
. d [~
df=—-— [B-da
/ 7 dt/ i
aC C

Si estas ecuaciones se le aplican a una celda unitaria de arista a a un sistema como
el descrito en la deduccién de la relacién de Clausius-Mosotti, y se selecciona una
cara de la celda, entonces los campos promedio sobre esa cara pueden calcularse
como

H)y=-[H. a7
(H) ; dr
1 [~

en donde el primer promedio se toma sobre una de las aristas del cubo y el segundo
se toma sobre toda la cara. El cociente del segundo y el primero sera el valor de la
permeabilidad magnética.

El primer arreglo que analiza es el de cilindros infinitos de superficie conductora,
radio r, separados sus ejes una distancia a y con una corriente j circulando sobre
la superficie de los cilindros perpendicularmente al eje. Entonces aplica un campo

1Como simplemente estamos presentando los argumentos principales del mismo, preserva-
remos el sistema de unidades original (C.G.S.), y la nomenclatura, que no siempre coincide
con la utilizada hasta ahora en este texto.
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I

i
Figura 4.5: El arreglo de cilindros de superficie conductora. Imagen tomada del articu-
lo.

externo Hy paralelo a los ejes de los cilindros, y calcula el campo dentro de ellos:

2
. mr- .
H——Ho-i-]‘f‘?J

en donde el segundo término es el causado por la propia corriente y el tercero
es debido al campo de despolarizacién, cuyas fuentes estdn en los extemos de los
cilindros. Ahade que, si éstos son suficientemente grandes, entonces este campo
serd uniforme en cada celda. Suponiendo que la superficie conductora es éhmica y
que tiene una resistividad o, obtiene la “fuerza electromotriz” inducida alrededor
de una de las circunferencias del cilindro:

2
r
fem = iwrripg <Ho +7 - 7;2]> —2mroj

y en base a esta ecuacién, asumiendo una dependencia arménica a frecuencia w de
la corriente, utilizando la ley de Faraday y el hecho de la fem total se balancea,
obtiene el valor de la corriente criculando por los cilindros:

Hy

mr2 ¢ 270
+ 1“”42“0

j=-

a2

El arreglo estd pensado de forma que cilindros distintos no se intersequen, lo que le
permite calcular (H) sobre una linea estrictamente ajena a ellos,

1 _|_1 20

_ wrpo
<H> = Ho _ ar? +i 2ro
a2 wr?pg

y, siendo el campo promedio (B) = uoHy, obtiene finalmente que, si la medicién
del campo se hace a lo largo de los ejes de los cilindros, el cociente entre (B) y

po(H) es
2 . 20 -1
a Wr o

En un conductor perfecto, o en el limite de altas frecuencias, p.s se reduce al
cociente entre los voltimenes del cilindro y la celda, lo que —sefala— serd importante
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para la medicién del efecto en diversos modelos. Esto sugiere que es conveniente
modificar la geometria de los componentes, por ejemplo, por prismas rectangulares
para aumentar esta proporcién. Aunque en este modelo la parte real de p.y no
puede ser negativa, estas observaciones serdn importantes posteriormente. También
menciona que se puede hacer una estimacién de la permisividad eléctrica por

1

2
T
11— 75

Eef:

Lo que hace que la velocidad de la luz en el medio siga siendo menor que la que
tiene en el vacio.

En el siguiente paso, hace un corte a los cilindros paralelamente a su eje, e
introduce en éstos otro cilindro del mismo estilo, pero de menor didmetro y con el
corte en el extremo opuesto. El corte en el cilindro impide a la corriente circular

Figura 4.6: El cilindro con un corte, y, en su interior, otro igual de menores dimen-
siones y rotado. Figura tomada del articulo.

alrededor del mismo e introduce un elemento extra en juego, la capacitancia del
elemento. En ese caso obtiene que, si F' es la fraccién del volumen de la celda que
ocupa el interior del cilindro, 712 /a?, y C = (dc3juo) ! (co es la velocidad de la luz
en el vacio) es la densidad superficial de capacitancia entre las dos hojas, entonces
la permeabilidad efectiva estd dada por

F

o 3 : 20
1 T2 pow2Cr? + luowr

Mele_

Algo muy importante de esta configuracidn es que, para ¢ = 0 hay una resonancia

en wy = ,/%. En consecuencia, hay una regién de frecuencias w > wy

para las cuales p.¢ toma valores negativos, como se puede ver en la grafica: El
tamafio de esta region depende de la diferencia entre la frecuencia resonante y
lo que llama “frecuencia del plasma magnético”, wy,y, que es el valor de w para
el cual pey = 0; esta diferencia es proporcional a su vez a F'. Teniendo esto en
mente, calcula posteriormente las propiedades magnéticas de una espiral cilindrica:
encontrando que C'= ¢y /d(N —1) y
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Hegr

= Heff =1

Figura 4.7: Gréfica de piey como funcién de la frecuencia. Hay una resonancia en wo,
lo que hace que p.r tome valores negativos en una cierta regién. Figura original del
articulo.

Figura 4.8: Una espiral cilindrica, con N vueltas y separacién d entre las hojas. Figura
tomada del articulo.

F

Nef:]-_ 20

1 .
1— 27273 o (N—1)2w2C + lwruo(N—l)

en donde la frecuencia de resonancia es

dc?
Wy = —5
07 223 (N — 1)

La presencia del término imaginario impide la divergencia de s, suavizando las

) t . el .
curvas de i, ¢ y fi. ;s alrededor de la resonancia; sin embargo, no impide, en principio,
encontrar una frecuencia para la cual ,u;f < 0.

Para que estos célculos sean validos en cualquier direccién, el articulo propone
que secciones de los cilindros sean colocadas en las caras de las celdas de manera
periddica, como podemos ver en la figura 4.9.

Sin demora se comenzaron a reportar experimentos sobre la medicién de refrac-
cién negativa en metamateriales. Por ejemplo, en [10] se muestra un metamaterial
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Figura 4.9: Secciones del arreglo cilindrico, colocadas en las caras de la celda del
arreglo. Figura tomada del articulo.

bidimensional con indice de refraccién negativo para las microondas, formado de
celdas de cobre (no circulares, sino cuadradas, como en la sugerencia del articulo
de Pendry) y resonadores en forma de anillo.

Figura 4.10: Un metamaterial bidimensional izquierdo en la regién de microondas.
Imagen tomada de [10].

El experimento consistié en una muestra en forma de prisma de este material.
Se colocé una fuente de microondas emitiendo un haz perpendicular a una cara del
prisma. Alrededor del dispositivo se colocé una guia de aluminio circular sobre la
que se movid un detector de microondas a diversos dngulos, registrando la potencia
transmitida (figura 4.11).

Para fines comparativos, se fabricé un prisma de teflén de las mismas dimensio-
nes, y se realizaron las mismas medidas sobre este. Los resultados que se obtuvieron
para los indices de refraccién se pueden ver en la figura 4.12.

Como se puede ver, hay una regién entre los 10 y 11 Gigahertz para la cual el
indice de refraccién es negativo. Por supuesto, aqui no se estd tomando en cuenta
la disipacién.
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Microwave absorber

Figura 4.11: El dispositivo experimental de [10].
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Figura 4.12: Resultados experimentales del indice de refraccién del metamaterial de
[10], comparados con la prediccién tedrica (linea roja continua) y los del teflén. Las
secciones punteadas representan regiones inaccesibles a la medicién.

Como es usual, se han propuesto muchas modificaciones, mejoras y sutilezas
en nuevos experimentos, lo que ha dado lugar a numerosisimos reportes de meta-
materiales izquierdos. También han habido nuevas propuestas para encontrar otras
configuraciones esencialmente distintas que den lugar a ¢/ y p’ simultdneamente
negativas. Entre otras razones, esto se debe a que, aunque en principio se podria
fabricar la configuracidn recientemente discutida a cualquier escala para obtener me-
tamateriales izquierdos para frecuencias cada vez mas altas, existe un limite practico
minimo en las dimensiones de los resonadores, lo que impide ir mucho mas alld del
infrarojo lejano.

Un intento mas reciente [11] exploré la fabricacién de un metamaterial de es-
feras no magnéticas. Estas se proponen ser compuestas de un cristal de LiTaOs3 y
recubiertas de un semiconductor particular que obedece el modelo de Drude.
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T2

1

Figura 4.13: Esferas no magnéticas recubiertas, propuestas como componentes de un
metamaterial izquierdo en [11].

Utilizando elementos tedricos mas elaborados, incluyendo la teoria del esparci-
miento de Mie, calculan los valores esperados de las funciones respuesta efectivas
de un metamaterial formado por tales esferas, encontrando que deben ser como en
las graficas siguientes.
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Figura 4.14: Predicciones de €, u y n segin [11] para el metamaterial formado de
esferas no magnéticas.
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Algo novedoso de esta construccién es que los calculos sugieren que las frecuen-
cias para las cuales el metamaterial es izquierdo corresponden a la luz infraroja.
Un inconveniente de esta propuesta particular es que, seglin podemos apreciar en
las graficas, en la regidn donde ¢’ y p’ son simultdneamente negativas las partes
imaginarias se disparan. No obstante, es claro que hay muchos mas pardmetros que
entran en juego en el disefo especifico del dispositivo, y otras tantas propuestas
que se investigan en este momento. También se puede apreciar que obtener una
permeabilidad efectiva negativa resulta mds complicado que obtener el equivalente
eléctrico.

Lo importante de toda esta presentacion es ilustrar que existen reportes de expe-
rimentos sobre la refraccidn negativa, y que hay un creciente nimero de grupos de
investigacion trabajando arduamente en el tema de la elaboracién de metamateriales
y prediccion de sus propiedades.

Por dltimo, no estd de mas mencionar que, en el fondo, si recordamos los efectos
(2.18) que producen los signos negativos y la disipacién entre los campos materiales
y los reales, podemos entender el problema de la construcciéon de un metamaterial
izquierdo como la pregunta jcémo lograr que el campo material y el campo neto se
desfasen totalmente?.






Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. La esfera

Comparemos las propiedades de la refraccién en una esfera de un material usual,
con las de un material izquierdo. Consideremos una serie de rayos paralelos que
inciden sobre la esfera, de indice de refraccién no, sumergida en un medio de indice
de refracciéon n; € R y de radio R. Un corte plano que pasara por el centro de la
esfera se veria como la figura 5.1.

Figura 5.1: Diagrama de rayos de una esfera

El rayo incide a una altura aR con respecto a la horizontal que pasa por el
centro, y forma un angulo #; con la normal, que coincide con el vector que apunta
del centro de la esfera al punto de incidencia. Interiormente, el rayo forma un angulo
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0> con la esfera en el punto de entrada. El triangulo que vemos en la figura, formado
por el rayo dentro de la esfera y los dos radios es isdsceles, por lo que el dngulo que
forma el rayo con la normal interior en el punto de salida también es 6. El dngulo
de salida es 03.

Calcularemos la longitud de camino dptico, es decir, la suma de las distancias
recorridas por un rayo, multiplicadas por el indice de refraccién del medio en el que
se encuentra. Esto nos ayudard a visualizar el frente de onda. Supondremos que los
rayos son emitidos desde una superficie plana, que en la figura corresponderia a una
linea vertical situada a la izquierda del circulo, a una distancia d.

La distancia recorrida por diferentes rayos, antes de llegar a la esfera sera la
misma para todos. Después de que el rayo central toca la esfera, el rayo emitido
a altura aR recorrerd una distancia extra [y = R(1 — a). Dentro de la esfera, la
distancia recorrida es simplemente lo = 2R |cos(fs)|. Fuera, la distancia recorrida
es 3. Con esto, la longitud de camino éptico cuando ns € R para un rayo dado es

U= [n1|(d+11) + [nalla + 013

5.1
= |ni|(d+ R(1 — a)) + |n2| 2R |cos(2)| + |n1| I3 (5-1)

Si buscamos los puntos que cumplen que [ tiene un valor constante [y, tendremos
la ubicacién geométrica del frente de onda para algtin momento. Como [ debe ser
constante, I/ |n1| — d — R también debe ser constante, asi que esta condicién es
equivalente a

c=—aR+2R|n||cos(b2)| + I3 (5.2)

para alguna constante c. Si ny € C, entonces esto se puede reemplazar por
c=R(2v(01)||cos(02)] —a) + I3 (5.3)

pues, para cada rayo, el indice de refraccién operativo v, dado por (3.14) es cons-
tante. Finalmente, utilizando la Ley de Snell (3.2) y notando que a = cos(f;),
escribimos esta condicién como

c= R(2y/v2(0)) — sen2(6;) — cos(61)) + I3 (5.4)

Asi, para cada rayo, encontramos la distancia I3 que cumple con la condicién de
longitud de camino éptico constante. Poniendo ademds 05 y 03 en funcién de 64,
se pueden encontrar los puntos que cumplen con tal condicién. A continuacién
podemos ver el diagrama de rayos y el frente de onda para una gota esférica de
agua:
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Figura 5.2: Diagrama de rayos para una gota de agua. Uno de los frentes de onda se
puede ver en color rojo.

Rotando esta imagen con respecto al eje horizontal, obtendriamos la esfera
tridimensional. Como se puede ver, en cierta aproximacion, la gota enfoca los rayos
paralelos que inciden sobre ella. Por el contrario, una gota de “agua izquierda” se
veria como la figura 5.3.

Como se puede ver, en el caso izquierdo los rayos son emitidos para todos lados,
y el frente de onda es aproximadamente uniforme alrededor de la esfera.

El resultado seria el mismo en el primer caso si tuviéramos una gota de agua
izquierda en aire izquierdo, y en el segundo si fuera una gota de agua en aire
izquierdo. Si ahora afiadimos disipacién a la gota, jcémo difieren estos resultados?.

La esfera es un caso en donde los vectores de onda y de atenuacién dentro no
forman un dngulo cero en general. Al incidir en la primera superficie, el vector de
atenuacién sigue la direccién de la normal (la direccién del radio en ese punto) vy el
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Figura 5.3: Diagrama de rayos y frente de onda para una gota de “agua izquierda”.

vector de onda toma un dngulo ©1. En el capitulo de refraccién, mostramos que atin
si las propiedades relativas entre dos medios no cambian, en presencia de disipacidn
si hay una diferencia cuando el rayo va de un medio izquierdo a un derecho con
respecto al caso inverso. Este es un buen ejemplo en donde puede notarse este
efecto.

Para que los cambios fueran visualmente significativos, se escogieron disipaciones
altas para los diagramas.

Los cambios en todos los casos son mucho mds sensibles a la variacién de 7,
que a la de 7, lo que es entendible, pues, aunque en la relacién de dispersién " y
ii” son intercambiables, hay una contribucién de i’ y i al vector de Poynting en
la que no interviene la parte eléctrica.

Cuando las propiedades relativas de los medios tienen signo positivo, podemos
ver que, al aumentar la disipacién, la regién en donde se concentran los rayos se va
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desplazando hacia el interior de la esfera, y el frente de onda se suaviza. Cuando
la disipacién no es tan alta sigue habiendo una cierta propiedad de enfoque (mejor
cuando la esfera es derecha), pero, conforme esta crece, y la regién entra a la esfera,
los rayos se vuelven divergentes. En estos ultimos casos, es menor la divergencia
cuando la esfera es izquierda.

En el otro caso, cuando los medios tienen propiedades de signos opuestos, se
puede apreciar que, conforme aumenta la disipacién, los rayos tienden a ocupar
mas el lado opuesto al de incidencia, y que, ademds hay una regiéon de mayor
concentracién de los rayos, que se acerca al centro de la esfera.

En ambas situaciones sucede ademas que, para las disipaciones mas altas, la
diferencia en los rayos cuando la esfera es izquierda o derecha se hace menos per-
ceptible.

Por otro lado, al crecer la disipacidn, el vector de Poynting dentro de la gota se
parece cada vez mds al de atenuacién, que siempre apunta en direccidn del centro
de esta. Esto hace imaginar que, si en el caso de muy alta disipacién lograramos que
el rayo en la segunda interfaz no se desviara (por ejemplo, con 7, = 1), desde fuera
de la esfera, veriamos (suponiendo que la atenuacién lo permitiera) rayos viniendo
desde un mismo punto. En efecto, esa configuracién se ve asi:

Figura 5.4: En el caso de muy alta disipacién para una esfera con m, = 1

Es decir, si el medio y la esfera fueran ambos derechos o ambos izquierdos la
esfera crearia una imagen puntual virtual de rayos paralelos.
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5.2. La lente perfecta

En un medio no disipador, se coloca un bloque de un material izquierdo de
ancho a con indice de refraccidon relativo n. A una distancia sg del bloque se sitia
una fuente luminosa puntual. El rayo que incide normalmente no se desvia. Otro
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Figura 5.5: Diagrama de rayos del bloque de material izquierdo.

rayo, incidiendo a un dngulo #; con respecto a la normal, invierte su direccién en
la primera interfaz por un angulo 65, e incide con el mismo en la segunda, saliendo
con un angulo 65.

Llamaremos s; a la distancia a la cual el rayo refractado interseca al rayo de
incidencia normal. La distancia sobre la superficie de la lente entre el punto de
interseccidn de éste y otro rayo que sale con un dngulo 05 es s; tan(fs). La distancia
vertical que recorre el rayo dentro del bloque es a [tan(f3)|, de manera que, de la
figura, s; tan(f3) = a|tan(f2)| — s, tan(6;) (donde escribimos el valor absoluto por
ser 02 negativo) 6

a|tan(02)| tan(6q)

%= tan(fs3) sotan(Qg)

Fuera del bloque, el vector de onda y el vector de Poynting coinciden en direc-
cién y sentido, y los dngulos que forman con la normal son los mismos. Dentro,
llamaremos ©5 al dngulo formado por el vector de onda y la normal.
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Como la proyeccién del vector de onda debe ser la misma en cada interfaz, y las
caras del bloque son paralelas,

ki sen(6y) = kjsen(©y) = kb sen(f3)
los angulos de entrada 6, y de salida 63 son iguales, con lo cual,

_|tan(6o)]
5; = QM — S, (5.5)

Si 7 es real, la ley de Snell (3.5), aplicada a la primera interfaz,
sen(f;) = nsen(62)

nos permite escribir la ecuacién (5.5) como

|sen(62)| cos(61) _a  cos(bh) _a cos(61) B
7 6,))>
1_ (sen§I 1))

- o

P = A = 8 =
sen(61) |cos(02)] 17| /1 — sen2(y)

Si n = —1, entonces s; no depende del angulo:
S; =a— S,

por lo que, si el punto estd situado a una distancia del bloque menor al ancho de éste,
todos los rayos se intersecan en un mismo punto, creando una imagen perfecta de la
fuente puntual'. Un plano colocado paralelamente a las caras del bloque proyectaria
una imagen sin distorsién y derecha, en una pantalla plana orientada de la misma
manera, que se colocara del lado opuesto de la lente a esta distancia. Ademas, se
puede mostrar que si € = i = —1, no existiria rayo reflejado lo que haria ademas
que se enfocara toda la luz que llegara a la lente.

Lo que veremos ahora es qué sucede con la lente perfecta cuando no estamos en
una regién de transparencia. Es claro que sélo un indice de refraccién relativo —1
produce este efecto. Por otro lado, sélo la condicidén &’ = i’ = —1 evitaria un rayo
reflejado, pero en presencia de disipacién estas no son condiciones compatibles. Para
construir la lente tomando en cuenta la disipacién, habria que decidir cual de las
dos condiciones es mds importante. Nosotros nos centraremos en las propiedades
del enfoque, asi que veremos las modificaciones que se dan al admitir una parte
compleja del indice de refraccién 7 = —1 + in”.

El indice de refraccién funcional y la Ley de Snell para la transmisién entre la
primera interfaz y la lente, es el que obtuvimos en (3.14)

1

v(0) = L1 /N20) + e

/

=

sen(61) = v(61) sen(6z)

IVeselago [1] fue el primero en proponer la configuracién que da lugar a la lente perfecta.
Posteriormente, Pendry [12] mostré que ademds del enfoque perfecto esta lente deberia poseer
otras cualidades, como un poder de resolucién mas alld de la longitud de onda.
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Figura 5.6: Diagrama de rayos que representa el enfoque de la lente perfecta. La
imagen de un punto en z = fa/2 — §; €s un punto en z = 3a/2 — S

Con estos, la distancia de enfoque (5.5) queda

__a cos(f1) e 4 cos(61) .
w(0h)] /1T —sen2(6;) ° V/12(01) — sen2(6;) ’

En general, esta distancia de enfoque no es constante. La imperfeccién en la imagen
dependerd de qué tanto se desvia v(6;) de la unidad.

Si

(5.6)

Sin importar los valores de la disipacidn, dado que v(6) tiende a infinito cuando
0, tiende a /2, siempre habra un dngulo a partir del cual la distancia de interseccién
es negativa. Esto no quiere decir realmente haya dicha interseccion, simplemente
es la que habria si prolongdramos el rayo dentro de la lente, es decir, la lente con
disipacién siempre tiene rayos divergentes. Mds ain, conforme la disipacién crece,
todos los rayos se vuelven divergentes y s; tiende a —s,; curiosamente, la lente
totalmente disipativa crearia una imagen puntual virtual perfecta.

A continuacién podemos ver la distancia s;/a graficada como funcién del dngulo
para distintos valores de la disipacién:

Podemos apreciar que, para valores casi nulos de la disipacién no hay diferencia
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Figura 5.7: En el limite de muy alta disipacién, la lente se vuelve perfectamente
divergente. Los rayos que se intersecan dentro de la lente son la prolongacién de los
rayos reales refractados.

entre una recta horizontal y la curva hasta dngulos muy pronunciados. Aln para
valores de la disipacién m. = 7, = 1/10, s; varia muy poco hasta dngulos alrededor
de w/4. En una lente real, con dimensiones finitas, serfan descartados todos los
angulos a partir de uno, determinado tanto por la distancia objeto sy como por
la altura de la lente, lo que disminuiria el problema. Conforme aumentamos la
disipacion, la regién en donde s; se aproxima a una recta es mucho mas estrecha,
lo que haria imposible decir que hay un enfoque.

Una segunda fuente de imperfeccidn serd la absorcién del medio. Si la fuente
emite luz con intensidad Iy, cada rayo, al salir del bloque tendra intensidad

1
IO e—2k‘2 a

pues k4 siempre apunta en direccién horizontal. Siendo k4 una funcién del dngulo,
dada por la solucién a la relacién de dispersion,

—a++/a? + 32sec?(0y)

k3 (©2) = ko 5

(5.7)
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Figura 5.8: Se muestra la proporcién entre la distancia imagen y el ancho de la lente
para cada angulo de incidencia. Los colores corresponden a valores de 7, y los estilos
de linea a valores de me. Naturalmente, modificar s, sélo desplaza la posicién del eje
horizontal.

cada rayo tendrd una atenuacién distinta. k” es una funcidn estrictamente creciente
de O en el intervalo [0, /2], el cual a su vez es una funcién creciente de 61, asi que
el rayo central serd el de menor atenuacién. Al salir del bloque, este tendrd una
intensidad

Ic — IO e—ZkOnga

Aunque la intensidad en un punto dependerd de cudntos rayos llegan a él, consi-
deraremos en primera aproximacioén que la intensidad del rayo con menor 6; domina
sobre las otras.

El lugar natural para buscar el enfoque de la lente con disipacién seria aquella
en la que convergen los rayos con dngulo de salida tendiendo a cero, pues son los
de mayor intensidad,

ok _ ||
Sp = 01111;1;1081(01) = GW So (58)

En el plano situado a esa distancia de la lente, se formard una imagen, que puede
ocupar incluso todo el plano. Sin embargo, dada la atenuacién, sélo serd visible
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una parte de ella. La intensidad de cualquier rayo serd I = I, e2a(kony —k3) - Como
parametro de medida, consideraremos aquellos que tengan una intensidad mayor a
1/ e de la del rayo central. La igualdad se da si

1

1" "
I=1.e" =1I.e*kom2=hra) — Bl — konl) + o

(5.9)

Llamaremos 6, al angulo de incidencia positivo para el cual se cumple esta igualdad,

y abreviaremos

v = ﬁ” + 1
' 2ak0 ‘Th‘

que resulta de dividir la dltima parte de la ecuacién (5.9) entre kg |n1]. De la relacién

de dispersién, sabemos que k52 = k4? + k2c. Esto nos dice que

k,/
2 72_’_0[

]C() |n1| h

Por otro lado, sustituyendo el valor de k4 de (5.7) y despejando sen(©3) de (5.9),
tenemos que

7
sen’(@g) =1— ——————
(292 +a)” —a?

Sustituyendo estas dos Ultimas ecuaciones en (3.9), obtenemos el valor del dngulo
de incidencia que buscdbamos

32
64 = arcsen (v+a)l1- 5—2
2v2+a) —a?

VAR + a2 + 32

292 + @&

(5.10)

= arcsen

Dado este angulo, y la distancia de proyeccién (5.8), queda determinado un
circulo sobre el plano situado a distancia s, de la lente. De la figura 5.5 podemos
ver que el radio R de este circulo estd dado por

R =tan(8q)(sp — si(64))

Debemos notar que la ecuacién (5.9) siempre tiene solucién en términos del
angulo que forma k) con la normal dentro de la lente, por ser k4 una funcién
creciente no acotada de ©2, que vale kgnf en 0. Sin embargo, en presencia de
disipacién no siempre puede encontrarse un angulo de incidencia que produzca un
O, dado; esto puede verse recordando que en presencia de disipacién no hay angulo
critico, y tomando el caso ;;” = 0 en donde el vector de Poynting y &/ coinciden
en direcciéon. Mas aln, hay todo un intervalo de angulos que es inaccesible a la
refraccion.
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En consecuencia, para valores de v suficientemente altos, 84 —al igual que R—
no estard definido. Valores altos de « implican valores pequefos de kga, es decir,
que la longitud de onda de la luz incidente es mayor que las dimensiones de la lente.
En este caso la aproximacién de la ptica geométrica (y en el fondo, la del medio
efectivo) no seria vélida. Por otro lado, para longitudes de onda grandes (aunque
no sean mayores que a), la atenuacién del medio es poca, y no tiene porqué haber
una circunferencia de intensidad como la que hemos propuesto.

Veamos cémo varia este radio para diversos valores de la disipacién y diversas
longitudes de onda. Tomaremos el nimero de onda en el vacio en unidades de 1/a.
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R

X ko = 51
22 }
18 F
14 }
eSS
-9 -7 -5 -3 ~1
R
~ % 100 ko = 10+
a a
5or
4 L
3|
2 -t 7 % 10

-9 -7 -5 -3 ~1

Figura 5.9: R como funcién de m, para diversos valores de .. Arriba, para
ko = 5% y abajo para kg = 10%. El eje horizontal estd ampliado diez veces, y el
vertical, diez veces en la grafica superior, y cien en la inferior.
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R
— x 10 ko = 1001
a

-9 -7 -5 -3 -1

Figura 5.10: R como funcién de 7, para diversos valores de m¢, con un valor de ko
igual a 100%. El eje vertical tiene una ampliacién de 10* y el horizontal una de diez.
Los valores de R son entre tres y cuatro 6rdenes menores que a.

Podemos ver que cuando kg no es muy lejano a a, R puede volverse muy
grande cuando la disipacidn es pequena. Esto no es raro, pues, con disipacién baja,
los rayos se atenuan poco; esto tiene como consecuencia que el dngulo para el cual
la intensidad relativa tenga un valor 1/ e sea uno cercano a 7/2 y salga refractado
muy lejos del rayo central. Esta situacién no seria importante en la situacién de una
lente real, con dimensiones finitas, como lo hemos establecido.

También puede notarse que, cuando el nimero de onda crece, el radio del circulo
aumenta, para 7 fija, como funcién de 7, hasta llegar a un méaximo, después del
cual decrece nuevamente. Esto puede entenderse recordando que los rayos dentro
de la lente, al aumentar la disipacién tienden hacia la direccién de la normal; si
la atenuacién fuera constante, el radio del circulo tenderia a una constante, pero,
como la atenuacién aumenta, la intensidad se da para dangulos menores cada vez.

Quizd lo mds interesante que se puede observar en estas graficas es la enorme
diferencia que hay al disminuir la longitud de onda. Mientras que con kg = 5/a el
radio es del orden de a, con kg = 10/a es dos 6rdenes menor, y con kg = 100/a es
entre tres y cuatro érdenes menor. En el primer caso lo que se observaria es realmente
una gran mancha. Es en los otros dos casos en los que se puede hablar realmente

T, X 10
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de una propiedad de enfoque, y esto nos permite ver que hay un compromiso entre
el tamafo de la longitud de onda y el desenfoque. Para una disipacién dada, a
longitudes de onda grandes habrad atenuacién baja pero mal enfoque, mientras que
en longitudes de onda pequeiias puede haber un mejor enfoque, pero hay una mayor
atenuacién.

Para finalizar, observaremos algunos diagramas de la lente con disipacién.
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4
> §
+

N

Diagramas de rayos de la lente imperfecta. Los del lado izquierdo tienen m, = 0
y los del derecho m = 1, y de arriba a abajo, 7, vale 1/2, 1y 3/2.
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Estos diagramas no toman en cuenta la atenuacidn, pero atn asi dejan claro que
no es muy dificil destruir el enfoque de la lente. En particular puede verse que con
los valores de la disipacién de cualquiera de los metamateriales que mencionamos
en la seccién anterior seria imposible construir la lente.






Capitulo 6

.Esta todo mal?

Aunque pasaron muchos afos entre la prediccién de Veselago y la propuesta
de Pendry, la espera entre los primeros reportes de experimentos con refraccién
negativa y las objeciones al respecto fue despreciable.

Como hemos dicho, un metamaterial en concreto tiene propiedades € y p efec-
tivas sélo cuando la longitud de onda de la luz utilizada en el experimento es
suficientemente grande en comparacién con los componentes del mismo. Esto con-
lleva una dificultad practica para fabricar estos dispositivos si la finalidad es realizar
experimentos de refraccién con luz visible. Como consecuencia, las primeras cons-
trucciones exitosas se realizaron para otras frecuencias; al principio, del rango de
las microondas. No es posible una visualizacién directa del efecto en ese caso. Una
manera de medir los pardmetros de la reflexién en dichos experimentos, es a través
de los coeficientes de transmisidn y reflexion.

Hay mas de un articulo que se refiere a la posible malinterpretacién de los re-
sultados de estos experimentos; por el momento no nos concentraremos en estas
objeciones, pues esta discusién va cambiando rapidamente, conforme se logra cons-
truir metamateriales con componentes mds pequeios. Es muy probable que dentro
de poco logren llegar a las frecuencias del espectro visible.

Otras objeciones provienen de la fisica tedrica. Se ha discutido sobre el problema
de que los materiales izquierdos permitan la transmisién de sefales superluminicas,
que la velocidad de fase esté mal definida para materiales izquierdos, que la presencia
de disipacién impida hablar del signo de la refraccidn, entre otras. Existen numerosas
respuestas —sobre todo provenientes del grupo de Pendry— a estas objeciones, y al
respecto de la disipacidn, este trabajo aclara algunas cosas. Me gustaria centrarme
en un articulo con argumentos muy fuertes en contra de la refraccién negativa que
provienen de primeros principios; dicho articulo tiene dos resultados centrales para
materiales lineales, que parecen mostrar que la refraccién negativa es imposible.
Aunque extiende también su andlisis para materiales anisotrépicos, me limitaré al
primero.
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La primera objecién del articulo, de Vadim A. Markel [13] puede plantearse de
la siguiente manera: si, siguiendo la misma linea utilizada para la deduccién del
teorema de Poynting en el vacio, consideramos el trabajo realizado por los campos
sobre las cargas inducidas en el material

Ho

- . B .
E - Jind =F- (V X — — antE) (61)

en ausencia de cargas externas, es claro que no hay diferencia matematica con el
trabajo realizado sobre las corrientes externas (2.9) y, en consecuencia, la misma
deduccién que se hizo en el vacio es valida dentro del material, y podriamos escribir

Lo E? 4+ 7' B2 . B
E-Jog=—0, (M)_v. BFx = (6.2)
2 Ho
lo que da lugar a pensar que el vector de Poynting deberia definirse como
- = B
S=FEx — (6.3)
Ho

En tal situacién, sin importar el valor de ¢ y u, el vector de onda y el vector de
Poynting promedio siempre serdn paralelos, y, como consecuencia, atin cuando exista
un material con una regidn en la que i/ < 0, no puede haber refraccién negativa.

Markel se pregunta posteriormente qué sucede si la corriente inducida es de la
forma -
Jind = Re[Jy e!FT=¢1)] (6.4)

Si utilizamos la ecuacién
Jind = 0P +V x M (6.5)

en el espacio de las frecuencias, y las definiciones de u, €, P y M, tenemos que,

para un campo arménico E = Re[Ey el(F7=«1)],

- . 1 1\k =
Jinda = —iw(e — o) B+ V X (( — > — X E) (6.6)

wo Mo

y utilizando la identidad V x (@ x F) =@V - F — (@-V)F y la condicién k- E = 0,
obtenemos la densidad de corriente inducida en términos del campo eléctrico y las
propiedades del medio:

Jind = Re Ki(eo —€)+e <1 - “)) wEy ei(E'F“t)} (6.7)

Ko

Con lo cual

(E - Jing) = = Re [—m (6“ - 60> E? e-z,;//f]
, fo (6.8)

why _ofr
=—e Im[ey]
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Markel argumenta que, como esta cantidad es proporcional al calor disipado, enton-
ces Im[ey] tiene un signo siempre positivo. Si tomamos en cuenta la parte imaginaria
de la relacién de dispersién (2.14), esta cantidad es una medida del producto escalar
entre los vectores de onda y de atenuacién. Como consecuencia, estos nunca pueden
formar un angulo negativo, lo cual enfrenta la refracciéon negativa con la segunda
ley de la termodindamica.

El problema estad adn abierto, pero lo que si podemos ver es la diferencia que
produce la definicién de Markel con respecto a la tradicional sobre los valores del
calor. Si llamamos -

B
Ho

1

OIEX

entonces, dado que H= E/Mo - M,

y, al tomar la divergencia,
V-§=V.-8 —V-(ExM)

Y ya que

=

(V- So) = (E-J)

obtenemos que . o o L
(V-8)=(E-J)— (V- (ExM))

Lo que nos hace ver que la diferencia en los valores observables entre la definicién
convencional y la propuesta por Markel es el segundo término del lado derecho de
la ecuacidn. Si integramos esta (ltima sobre un volumen finito V' de superficie A y
utilizamos el teorema de la divergencia, obtenemos que

/<§>.da:/<ﬁ- *>dvf/<ExM>-da

A \% A

lo cual se puede escribir como
/<§> -dc‘i:/<ﬁ-f)dV—/<E-M><ﬁ> -da
A 1% A

con 7 la normal a la superficie. Si suponemos que en el volumen p es constante
y cambia a u = pg en la superficie, entonces aparece una densidad de corriente
superficial, dada por

con lo cual
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el lado derecho de la ecuacién se puede identificar como QY + QF, un término
volumétrico de calor mas un término superficial. Es decir, los valores proporcionados
por V - s yV. Sy difieren en un término superficial. Markel estd consciente de ello
y sus argumentos muestran que ese calor debe ser tomado en cuenta por separado.

Es decir, aunque no habria diferencia en las mediciones en cuanto a los términos
termodindmicos, es claro que la propagacién de las ondas quedaria descrita de
manera muy distinta en el caso general por las dos definiciones. Esto por supuesto
no ha sido relevante en los experimentos Opticos, pues los materiales tienen para
estas frecuencias 1 = pyp.

Por el momento no hay alin respuestas a estas objeciones, lo que ha sentado
una duda razonable en el caso general sobre si el vector de Poynting realmente
representa lo que creemos, y que ha sido traida de nuevo a discusién por el tema de
los materiales izquierdos, esto a pesar de ser una cantidad conocida y estudiada hace
mdas de un siglo. Esta discusién tendrd una importante contribucién experimental
cuando haya metamateriales operando en la regién del espectro visible.

Algo interesante sobre los resultados obtenidos en este trabajo sobre la refrac-
cién en medios disipadores es que, de conocerse las funciones € y p para algtn
material por medios que no involucraran al vector de Poynting (como si lo hacen
los experimentos basados en coeficientes de transmisién y reflexién), se podria de-
terminar si este representa el flujo de energia en un medio disipador, teniendo en
cuenta que, si este es proporcional a E x B, los indices de refraccién funcionales
a medirse deberian ser los que denotamos por N, mientras que, si es proporcional
a E x H, los indices de refraccién que llamamos v son los que deben reproducir
los experimentos. Curioso y notable también es que jpara ello no se necesita de un
material izquierdo!...



Conclusiones

Un material con € y i reales y ambas negativas tiene la propiedad, segtin predijo
Victor Veselago, de exhibir dangulos de refraccidén 65 opuestos en signo a los angulos
de incidencia #; de la luz. Esto se llama refraccién negativa. El hecho fundamental
detras de ello es que en dichos materiales el vector de Poynting y el vector de onda
de una onda homogénea son antiparalelos.

(S) | -k
La refraccién en tales materiales obedece la Ley de Snell,
sen(f;) = nsen(6s)

con el indice de refraccién relativo i y el dngulo de refraccidén 6> negativos.

En afios recientes, la construcciéon de metamateriales se ha enfocado en lograr
la obtencién de propiedades efectivas como las del problema de Veselago. Si bien
numerosos experimentos reportan mediciones de funciones respuesta € y u efectivas
con partes reales negativas, también reportan partes imaginarias —y consecuente-
mente valores de la disipacién de energia— considerablemente grandes.

En este trabajo se analizé el efecto de la disipacidn de energia sobre la refraccidn
en estos medios. Se considerd la consecuente atenuacién de ondas electromagnéticas
propagandose en un medio disipador, por lo que hubo que caracterizarlas no sélo por
un vector de onda £/, sino también por un vector de atenuacién k. Se encontré que,
para una onda asi, en un medio con permeabilidad u = p' + iy”, la presencia de
disipacién tiene como consecuencia que el vector de Poynting en general no esté en
la misma linea que el vector de onda

() | WE + R

lo que tiene como consecuencia la modificacién de los teoremas de refraccion. Se
mostré que, aun en presencia de disipacion, tiene sentido hablar de refraccién ne-
gativa. También que ha de tenerse siempre en cuenta que una atenuaciéon muy alta
puede de manera practica impedir el paso de la luz a través de un medio disipador.

Asimismo, se hizo ver que el caso de luz incidente desde un medio disipador
hacia un no disipador es diferente al caso opuesto. Se mostré que, en ambos casos,
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se puede determinar los dngulos © formados por el vector de onda con la normal a
la superficie por medio de una expresién que preserva la forma de la Ley de Snell,

sen(01) = N(©1) sen(O2)

pero que tiene un “indice de refraccién” N dependiente del angulo de incidencia.

Siendo los angulos de incidencia y refraccién los determinados por el vector de
Poynting y no los determinados por el vector de onda, se tuvo que buscar una
expresidn para los primeros. Se encontré que también se puede escribir un teorema
de refraccién del estilo de la Ley de Snell para estos dngulos,

sen(61) = v(61) sen(bz)

tomando en cuenta la no colinealidad de (S) y k” en presencia de disipacién
magnética, y dando como resultado un indice de refraccién funcional v que no
siempre coincide con N.

Se utilizaron estos resultados para estudiar dos problemas de refraccién. El pri-
mero, el de una gota de agua, en el que se analizé la diferencia entre la refraccién
izquierda y derecha. El segundo, el de la “lente perfecta”, en el que el cilculo tanto
de los efectos de atenuacién (caracterizados por el tamafio de la imagen de una
fuente puntual) como de desenfoque (determinados por medio de la distancia de
interseccién de rayos) producidos por la disipacién permitieron ver que, para poder
considerar que hay enfoque, es necesario que las partes imaginarias de € y i sean
extremadamente pequenas.

Finalmente, se trajo a discusién una controversia fundamental, en la que, de
acuerdo a un articulo reciente, la definicién usual del vector de Poynting, E x ﬁ,
no representa el flujo de energia, mientras que si lo hace la cantidad E x g/uo;
siendo un tema atin no resuelto, se decidié exponer los argumentos principales del
articulo y realizar algunas consideraciones al respecto. Se sugirié que los resultados
del presente trabajo pueden plantear una resolucién experimental del problema,
pues, si el vector de Poynting es proporcional a E x B, coincidiria siempre en
direccién con £/, en cuyo caso, los angulos de refraccién deben obedecer la expresion
sen(61) = N(61) sen(f2), mientras que, en presencia de disipacién magnética, deben
comportarse de acuerdo a sen(f;) = v(61) sen(6s).



Anexos

A1l. Interpretacién fisica de P y M

Mostramos en detalle los calculos que permiten establecer los resultados relativos
a la interpretacion fisica de Py M.

El dipolo puntual eléctrico

Consideremos una configuracién de dos cargas opuestas, ¢ y —gq, situadas en R
y R+d respectivamente. El momento dipolar eléctrico de esta configuracién es

F=qR+ (—q)(R+d)=—qd

La densidad de carga de esta configuracién en un punto 7 se obtiene dividiendo la
carga total encerrada en un volumen V, en el limite cuando el volumen se va a cero;
como sélo hay carga en los puntos R y R+d, esto se puede escribir, utilizando la
distribucién de Dirac como

pp(™) = q(0(7—

En el limite en el que d — 0 (un dipolo puntual), el cociente tiende a la derivada de
¢ enla direccidén de d, que se puede obtener como un vector unitario en esa direccién
multiplicado escalarmente por el gradiente de §:

d

o= Vo - R).-qd=—-Vé(F—R) -§

pp(T) = qd V("= R) -
Para incluir la dependencia temporal de la densidad, consideraremos situaciones en
las que la densidad de carga es una funcién separable de la posicién y del tiempo,
es decir p,(7,t) = p,(F)T(t), con T una funcién expandible en serie de Fourier y
veremos qué sucede con la componente w:

Ppw(Frt) = —F- V(7 — R)eit
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La ecuacidn de continuidad nos proporciona la conexién entre la densidad de carga 'y
la densidad de corriente. Dado que ﬁes constante, V- (7 0(7— ﬁ)) = j-V§(F—R);
ademids, O,pp . = —iwp - VO(F — ) wt De estos dos hechos, obtenemos que
V - (iwp 6(F — R) e™t) = —dypy..,, asi que

-

Jpw(7t) = iwP 5(7F — )e“‘”

Potenciales dinamicos del dipolo eléctrico puntual

Ya podemos calcular los potenciales electrodindmicos asociados al dipolo eléctri-
co puntual oscilante. El potencial escalar en un punto 7 sera

II7— 7oII
—P V(7 — R) et~ )
Ppw (7o, ) = 47‘(‘60/ dv

17 = 7ol

Separando el argumento de la exponencial, y puesto que P no depende de las
variables de integracion, esto se puede escribir como

1wt VCS 1k0||7“ TOH
Gps (o ) = / av

47T€0 ||’I"—7“0||

siendo kg = w/c el ndmero de onda de esta componente en el vacio. Hay que
notar que se puede tomar cualquier volumen que contenga a R en su interior.
Haciendo G(7) = e'*"/r (una funcién de Green para este problema), nos queda
la cuestién de evaluar la integral de V§(7 — R)G(F — 7). Usando el hecho de que

[VFFAV = [ f(F)dd" y que fVg = V(fg) — gV, tenemos que
v av

/Vd(?— R)G(7—7)dV = /5(7?7 E)G(Fffo)dﬁf/é(vff R)VG(F —7)dV

14 oV \4

Ya que R no estd en la frontera de V, la primera integral se anula. La segunda
integral es simplemente la evaluacién de VG(7 — ) en ¥ = R, por lo que

iwt
¢pw(T0,t) = P-VG(F— )

(6.9)

TEQ F:R

El potencial vectorial se obtiene por integracién directa:

.= = I7=7o I
S po [ iwP §(7 — R)elwt="—="7)
APWJ (’r’o, t) = An ||’F

14

= dv
7ol

- Z; iwP §(F — R) e“'G(F — 7o)dV
\4

= Z—;J_le Q7 — )
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Potencial debido al campo de polarizacion

Ahora falta ver cudl es el potencial electrodindmico producido por la densidad
de carga inducida; si P, = Py(F) e™?, esta es, por construccién, pinq(7,t) = =V -
Py(7) e“!. El tratamiento es analogo al del caso estético, salvo que esta vez tenemos
el ndcleo G(7—7) en sustitucién de ||7#—75||~!. Tomando un volumen que contenga
propiamente al material, y recordando que P se anula fuera del mismo, obtenemos
lo siguiente:

1 [ V. B elw(t—1E=0l)
¢ind,w (FO; t) = / v O(F) c dv
4’/T60 ||’l" — ToH

1 o
= — /V~P(F)G(F—Fo)dv
dmeg
v

_ /v PAG(F = ))dV — /ﬁ(F)-VG(F—FO)dV

47eg
%4 14

_ ! /.ﬁ(f’)G(F—FO)~d6—/]3(F)~VG(F—FO)dV

47eg
A% %

- /VG(F—FO)~}3(F)dV

4meq
v

Potencial debido a las corrientes inducidas

De manera similar, nos interesa conocer el potencial generado por la corriente
inducida, que, como vimos, esta dada por dew =V x M+ =V x M—HwP

Esto en particular permite ver que, el requisito de que fuera deI materlal P se anule
y no existan corrientes inducidas, implica que el rotacional de M se anule; para
completar su definicién, y con la misma justificacién utilizada para P, pediremos
que también M sea cero fuera. Con esto, el potencial asociado es

A7y, t) = Z; et /(vwﬁmﬁ VG (F — 7)dV
Vv

El segundo sumando es precisamente el potencial calculado previamente para una
distribucién de dipolos eléctricos P. El primero, salvo constantes, puede integrarse
como sigue:

/G(F—FO)V x MdV = /V x (G(7— 7o) M (7))dV — / VG(— 7o) x M(7)aV
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Ya que [V x FdV = il eF'd@** -donde ¢ es el tensor de Levi-Civita-y M = 0 en
1% v

el exterior, la integral se reduce a

/G(F— )V x MdV = —/VG(F— 7o) x M(P)dV
\4 14
por tanto,

A7 1) = B0 ot / (WB(F) G(F — ) — VG(F — 7y) x M (7))dV

\%4

Gnicamente resta determinar la contribucién del segundo término. Con un célculo
andlogo al realizado para determinar los potenciales dipolares eléctricos, se obtiene
que los correspondientes magnéticos para un dipolo 7 situado en R son

—
—

Ao t) = —Z—;GMVG(F—FO)xm .
(bWL(FOat) =0

Asi que los potenciales producidos por la corriente inducida son equivalentes a la
superposicién de una distribucién dipolar eléctrica P y magnética M. De aqui que

los nombres de estos campos sean, con toda justicia, polarizacién y magnetizacién
respectivamente.

Es de notarse que, siendo todos los resultados exactos, se obtenga que Py M
sean la primera aproximacién a los potenciales correspondientes la configuracidn
electromagnética del material.

A2. Transformada de Fourier
Definicién

Sea f : R — R una funcién diferenciable e integrable en R. Definimos la
transformada de Fourier de f en un punto w como

Flw) = [ Oof(t) ewtdt

Transformada inversa

La funcidén f se puede recuperar si se conoce su transformada, a través de una
relacién integral

£0) = o / Flw) ety
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Linealidad

Si a es una constante, y ¢ es otra funcién con transformada de Fourier, de la
definicidn se sigue la propiedad de linealidad:

— ~

(af)(w) = af(w)
(f + 9)(w) = f(w) +§(w)

Derivada

La transformada de la derivada de f se puede obtener integrando por partes
cuando la funcién tiende a cero en infinito:

o0 o0
iy _ iwt 3, iwt 00 : wt 30 7
flw) = / ft)e“tdt = e« f(t)|700 — 1w/ ft)etdt = —iwf(w)
— 0 —o00
De modo que el operador de derivada se transforma, para estas funciones, como el

operador algebraico —iw.

Si consideramos la funcién

_Jf) sift] < M;
hM(t)‘{o si [t > M.

vemos que su transformada estd definida, al igual que la transformada de R/, (%),
pues el limite cuando hj; tiende a infinito es cero para cualquier M. Como hyy
coincide con f en un intervalo tan grande como se quiera, podemos concluir que la
transformada de f’ es —iwf independientemente de su limite en infinito.

Funciones de varias variables

En el caso de tener una funcién f : R® — R, se define la transformada de f
con respecto a la variable x; como

f(xl,...7ki,...,a:n) ::/ flzy, ... x,)eF®ida,
— 00

en este caso, se sigue de lo anterior, que el operador 0., debe reemplazarse por
—ik;.

Si la funcién ademas es separable, es decir, f(z1,...,2,) = fi(z1) - fu(zn),

~

entonces f(ZCh kil ,In) = fl(fﬁl) s .]?z(kz) . 'fn(xn).

A3. Relacién (3.9) en términos de O,

La relacién (3.9) se puede modificar para obtener O3 en términos de cantidades
conocidas. Si escribimos v := 2sen?(0;) y w := sen?(03), esta queda, en términos
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de las propiedades relativas del medio & := ay/n?, 8= B2/n? como

Dividiendo entre w, restando &, y elevando al cuadrado,

2 _ 904 <2, 2 9 22 A2(1 — 22
v vom;+aw (%75[) _py S _dd-w+p

w 1—w 1—w

multiplicando por w?(1 — w),

02 — waw + &2w? — v2w + aw? — &w? = dPw? — &2 + ﬂ2w2

3 — &2w? de ambos lados y agrupando,

sumando &%w
w? (3 — 2av) + w(v? 4 26v) — v* =0

por lo que

—0? — 2a0 £ /(02 + 2a0)2 + 4(F — 24002 v+ 2a % /(0 - 2a)° + 45
w = — =0 =
2% — 2a) 2(2a0 — 32)

Podemos notar que, por ser BQ > 0, el discriminante es siempre positivo, asi que
w siempre es real. Lo que no es claro es qué signo debe tomarse para el radical; el
requisito es que w > 0, y, de los coeficientes involucrados, sélo & puede cambiar de
signo. Escribimos w en la forma

w— —b+ Vb2 — dac

2a

donde a, by ¢ estdn determinados por la ecuacién (5), de tal manera que ¢ < 0.
Esto hace que vb2 —4ac > |b] sia > 0y Vb? —4dac < |b] si a < 0. Utilizando
esto se puede ver que, si escogemos el signo positivo, la combinacién a < 0 > b
hace que w no sea positivo mientras que las otras tres si; no obstante, puede verse
que la primera condicién implica que &@ < 0 < &, lo cual nunca ocurre. Si, por el
contrario, escogemos el signo negativo, sélo la combinacién a < 0 < b nos da w
positivo, mientras que las otras lo hacen negativo.

v+2a+1/ (v—28)2+432

Habiendo escogido el signo, podemos simplificar w multiplicando por —,
v+2a++/(v—2a)2+45

(v+28)% — [(v — 2a)% + 457]
2(260 — 44?) {v +2a +1/(v —2&)2 + 452]
2

w = v

= v
v+ 20 4 1/ (v — 2a)2 + 432
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En resumen, tenemos que, si

sen?(01) + & + /[sen(€1) — aJ? + 2
2

N(6y) =

entonces
sen(01) = N(0©1)sen(Os)

A4. Solucién al sistema de ecuaciones (3.9)

Resolveremos el sistema de ecuaciones

k3n/?sen?(01) = k sen®(Oy) (6.10)
kan'? sen®(©1) = kY? cos®(©3) (6.11)

Para abreviar, hacemos v := sen?(©1) y w := sen?(03). Sumando las ecuacio-
nes del sistema, tenemos que

k2 niv = k2w + kY2 (1 — w) = (k5 — kY)w + k52

usando la parte real de la relacién de dispersién para el medio 2, k%2 — k42 = k2n3,
esto se puede escribir como

kglnflv = k§njw + ky?

De la ecuacién (6.11),

v
k”2 — k% 3/2 1
Por lo cual
naw(l —w) + n?v = n?v(l — w)
Y, resolviendo,
w?n3 —w(ni + [n?lv) + n/fv =0
+ 4 2,,12
o w— n3 + [n}lv £ \/(nd + [n?[v)? — 4ndnfv
2n3

Para escoger el signo, nos fijamos en el caso limite en el que n? = |n}|:
nZw = n3 +njv £ ’n% — n§v|
2

Aqui obervamos que, si escogemos el signo negativo, antes del angulo critico se
recupera la ley de Snell sin disipacién para los vectores de onda; después del angulo
critico, tenemos el mismo comportamiento que analizamos en el caso de incidencia
desde un medio no disipador, en el que el dngulo de refraccién se vuelve cons-
tante. Escogiendo el signo positivo, se obtiene el comportamiento opuesto, que no
corresponde a la situacién fisica. Asf,

\/n? sen?(01) +n3 — /(Inf[sen?(01) + n3)? — 4ngnf sen?(0,)

|na| sen(©q) = 5
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A5. Solucién al sistema de ecuaciones (3.19)

Resolveremos el sistema (3.19):
k) sen(©1) = k} sen(©5)
kY sen(©1 + 1) = ki cos(02)

haciendo u = kZsen?(©1), v := ki%?sen?(©; + ¢) y w = sen?(O3), podemos
aprovechar el procedimiento utilizado en el anexo A4, para obtener

u+v = kinjw + ki?

v
"2 __
ky” =
1—w
con estas dos ecuaciones tenemos que
w
u+v = kZn3w
w—1

w?kin3 —w(u+v 4+ kin3) +u =0

\z

u+v+knd £ \/(u+ v+ k2n3)? — 4k2ndu
N 2k3n3

para reducirse al caso anterior cuando i = 0, hay que tomar el signo negativo
para la raiz. Utilizando las propiedades relativas 3.20, y siendo s := sen(©1) y
sy = sen(©7 + 1)) tenemos finalmente que

N/232+N//2812p+1—\/(N/232+N//2812b+1)2—4N/252

sen’(0,) = 5

A6. La funciéon sgn

Aunque es una funcién muy simple, fue importante en muchas partes del texto,
por lo que se incluye la definicién de la funcién signo y las propiedades que se utilizan
a lo largo del mismo.

Definicién
Si a € R, definimos
1 sia>0

sgn(a) := 0 sia=0
-1 sia<0
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Propiedades
- a=sgn(a)al

* |a] = sgn(a)a

» sgn(a)sgn(b) = sgn(ab)

» sgn(—a) = —sgn(a)

Ya # 0

» sgn(a) = sgn(a~!)

Supongamos que tenemos un vector ' y que sabemos que se escribe como la
suma de otros dos vectores i y W, cuyos tamafios, u y w, y producto escalar i - W
(o equivalentemente, el dngulo entre ellos, ) conocemos. jSe puede determinar

quiénes son U y w?.

El problema geométrico se puede ver como el de un tridngulo, con un lado
conocido y dos lados por establecer, cuando se conoce su longitud. Es claro que el
problema tiene solucién, aunque esta no es tinica, como nos puede dar una idea la

figura 6.1:

Figura 6.1: El problema de completar el tridngulo con un lado dado y los tamanos de

los otros dos conocidos esta bien planteado, aunque la solucién no es tnica.
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Situaremos ¥ sobre el eje z y apuntando en la direccién positiva: 7 = (0, v). El
problema en componentes queda entonces como

V=Uy + W,y
0

Uy + Wy

y entonces u, = —w,,. Para el problema que nos interesa, u y w tienen componente
z positiva, lo que hace v igual a

v=/u? —u2+ Jw? — w?
EE

Como ¥ = i@+, v? = u? +w? + 21 - W, asi que, elevando al cuadrado la ecuacién
y restando u? + w? nos queda que

-+ = /(P )0 — )

y, resolviendo,

(@ +u2)? = P — (@ + w?) + ul

Iy u“w
(@ - W)? + u22i - 0 = vw? — ul(u® + w?)
2 = wPw

202 — (- )% = u2w*(1 — cos?(7))

Asi, hay dos soluciones para u,. Como u, > 0, u, = y/u? — u2 y obtenemos que

w w2
U= +— 1— 2
d=u » sen(v), 4/ 3 sen 7)
. w ) 1 w2 2()
W= —sen(y),v —uy\/1 — — sen
:Fv Y)s ) Y

Lo que nos da las dos posibilidades para el angulo que forma u con v, 6,:

(6.12)

0, = Lt arcsen (% sen(7)>

y con lo cual @ y w se escriben como

i = u(sen(y), cos(6,))

W= (—usen(d,),v — ucos(6y))
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