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Introduccion

La Optica de Transformacién es una nueva herramienta para controlar y
manipular la luz. En ella, convergen principalmente: la 6ptica, la geometria
y la ingenieria de materiales. La intencién de esta tesis es presentar de un
modo simple, pero detallado, las ideas esenciales detras de esta teoria y sus
posibles aplicaciones utilizando metamateriales.

Sin duda, la idea mas importante detrds de la 6ptica de transformacion
es que los medios materiales establecen una geometria para la propagacion de
la luz. Esto quiere decir que, cuando la luz atraviesa un material, la “distan-
cia Optica” que recorre estd determinada por las propiedades del material.
Esta idea no es de ningin modo nueva; el matrimonio entre la éptica y la
geometria, de hecho, se remonta a los origenes mismos de la ciencia como la
conocemos. La optica de transformacion, sin embargo, lleva este matrimonio
un paso adelante, y abre la posibilidad de disenar materiales novedosos a
partir de transformaciones geométricas. No hay duda de que esta posibilidad
podria tener un enorme impacto tecnologico en el futuro, y, por esta razon,
la éptica de transformacion ha generado rapidamente gran interés dentro y
fuera de la comunidad cientifica.

Para entender un poco mas las ideas detras de la optica de transfor-
macion, regresemos a la conexién entre oOptica y geometria. Quiza el hecho
geométrico mas basico acerca de la luz es que, normalmente, viaja en linea
recta. Esto se corresponde con la idea intuitiva de rayo de luz, y simplemen-
te dice que, bajo circunstancias comunes y corrientes, la luz mantiene una
misma direccién de propagacién. En general, sin embargo, la direccion de
propagacién de la luz se ve afectada cuando atraviesa un material, y esto da
origen a muchos efectos e ilusiones opticas. El modo mas simple en que los
rayos de luz cambian de direccién es cuando pasan de un material a otro.
Este fenémeno se conoce como refraccion, y se puede observar facilmente,
por ejemplo, al poner un lapiz dentro de un vaso con agua. El fenémeno de la
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Figura 1: a) La luz viaja normalmente en linea recta. b) Transformar una linea
recta es como cambiarle la forme a un pedazo de hilo.

refraccion se hace evidente al notar que la parte sumergida del lapiz parece
quebrarse. Esto se debe a que la luz que sale de la parte sumergida del lapiz,
al tener que pasar por el agua, el vidrio y el aire, cambia de direccién antes
de llegar a los ojos. Que tanto cambia la direccién de los rayos depende de
las propiedades especificas de los materiales. Para medios materiales simples,
las propiedades Opticas se pueden resumir en un sélo nimero que se denota
como n, y se conoce como el indice de refraccion. Esta cantidad determina
justamente como son las distancias épticas dentro del material, y es en este
sentido que las propiedades del medio —dadas por el indice de refracciéon—
establecen una geometria dentro del material.

Para entender los detalles de la éptica de transformacién, sin embargo,
se necesita una descripcién mucho mas general de la que ofrece el indice
de refraccién. Primero, debemos reconocer que la luz es una onda electro-
magnética y, por tanto, cualquier descripcion general debe partir de las leyes
fundamentales del electromagnetismo. Estas leyes fundamentales se resumen
en un grupo de cuatro ecuaciones conocidas como las ecuaciones de Maxwell
(ver (1.1)). En el Capitulo 5, mostraremos explicitamente como el sistema de
coordenadas que usemos en estas ecuaciones se puede interpretar como un
medio material. Como la estructura del sistema de coordenadas determina la
geometria del espacio, concluiremos que, de un modo fundamental, los me-
dios materiales son como geometrias para la propagacion de la luz. La idea
novedosa de la 6ptica de transformacién es aprovechar este hecho y asociar di-
rectamente una transformacion geométrica con un medio material, pensando
primero en transformaciones entre sistemas coordenados y luego interpre-
tando el sistema coordenado transformado como un medio material. Estos
temas los trataremos en detalle y desde un punto de vista general, y haremos
especial énfasis en como podemos entender estas ideas en términos de los
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Figura 2: a) No podemos ver detrds de un objeto porque la luz rebota en la parte
posterior del objeto. b) Si lo cubrimos con un material que guie la luz alrededor
del objeto, éste se vuelve invisible.

rayos de luz. Este caso, de hecho, es mas facil de visualizar. Ya mencionamos
que las trayectorias que sigue la luz al propagarse son normalmente lineas
rectas. Transformar estas lineas rectas es simplemente cambiarles de forma,
y lo podemos pensar como cambiarle la forma a un hilo o cuerda (Figura 1).
Con esto, entonces, podemos disenar un material, primero transformando los
rayos de luz en la forma que queramos, y luego determinando las propiedades
electromagnéticas que tendrian el mismo efecto sobre la propagacion de la
luz.

Sin duda, el ejemplo que mas interés y entusiasmo ha generado es la po-
sibilidad teorica de construir una capa de invisibilidad. Para entender este
ejemplo, recordemos primero porque los objetos son visibles: cuando los rayos
llegan al objeto desde una fuente de luz (como el sol o una lampara), éstos
“rebotan” en el objeto y llegan a los ojos, lo que permite que el cerebro cons-
truya la imagen del objeto. Este mismo “rebotar” de la luz es el que impide
que veamos detras de la mayoria de los objetos, ya que la luz que rebota en
la parte posterior del objeto no llega al observador (Figura 2a). Con esto en
mente, un modo de hacer un objeto invisible es cubrirlo con una capa que no
rebote luz y que guie los rayos de luz alrededor del objeto como se muestra
en la Figura 2b. Como explicamos en el parrafo anterior, para diseniar un
material que logre esta hazana, sélo debemos encontrar una transformacion
de la estructura del espacio que haga que los rayos de luz tengan la forma
que deseamos y, a partir de esta transformacién, podemos simplemente cal-
cular las propiedades materiales necesarias (estas propiedades se calculan en
detalle en la Seccién 6.3). A pesar de que la capa de invisibilidad es uno
de los materiales mas interesantes que se han disenado usando la éptica de
transformacién, es importante recalcar que es solo una de las muchas posi-
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Figura 3: Que tantos detalles distingue una onda depende de su longitud de onda.
Si la estructura es mucho mas pequena que la longitud de onda, el medio se puede
aproximar como continuo.

bles aplicaciones de esta teoria. En el Capitulo 6 discutiremos otros ejemplos
sencillos.

Como hemos visto, la 6ptica de transformacion es una poderosa herra-
mienta de diseno, pero, una vez que se obtienen las propiedades materiales
de un medio transformador, surge un enorme problema: ningin material que
se encuentre en la naturaleza tiene las propiedades que se necesitan. Esto
pareceria indicar que la 6ptica de transformacion no es mas que una curiosi-
dad tedrica y que cualquier aplicacion practica es imposible. Este problema,
sin embargo, podria ser superado con el desarrollo de los metamateriales. La
disciplina de los metamateriales precede apenas por unos anos a la éptica
de transformacion, y ambas disciplinas han tenido un desarrollo conjunto.
Los metamateriales son materiales fabricados artificialmente y, en princi-
pio, pueden ser estructurados para tener casi cualquier propiedad éptica que
deseemos. Para que esto funcione, sin embargo, se necesita que la unidad de
estructura sea mucho mds chica que el tamano de la onda (la longitud de
onda) de modo que, al propagarse, la luz no distinga los detalles de la estruc-
tura y “vea” un medio continuo (Figura 3). En este caso, la estructura forma
un medio efectivo que se puede describir como un material ordinario. A pesar
de que esta nueva tecnologia ha tenido un gran desarrollo, los metamateriales
siguen enfrentando muchos retos y probablemente pasen todavia muchos anos
antes de que podamos apreciar su verdadero impacto tecnoldgico.

Aunque en el contexto de la relativida especial, probablemente el primero
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en darse cuenta de la relacién entre la geometria (la métrica) y los medios
materiales anisotrépicos fue Igor Y. Tamm” en un articulo publicado en 1924
[1]. En 1960, la idea fue desarrollada explicitamente por Jerzy Plebanski’,
quien incluso la propuso como técnica para controlar rayos de luz a través
de medios materiales [2]. El reciente interés, sin embargo, estd ligado a los
trabajos teéricos de Ulf Leonhardt y John B. Pendry™", en la Universidad
de St Andrews en Escocia y el Imperial College de Londres respectivamente.
En 2006, estos autores publicaron independientemente —en la misma edicién
de la revista Science— los articulos donde mostraban explicitamente como
la relacién entre la geometria y las propiedades de los materiales podia ser
usadas como herramienta para disenar medios materiales novedosos [4][5]. En
los anos posteriores a estos articulos seminales, la éptica de transformacion
ha seguido arrojando nuevos resultados y es todavia un area de investigacion
en expansion [6][7][8][9][10][32][30][31].

La disciplina de los metamateriales empez6 a desarrollarse en los anos
noventa, pero el interés en esta nueva tecnologia se disparé en el ano 2000,
cuando un metamaterial con indice de refraccién negativo —una propiedad
Optica que no se encuentra en la naturaleza— fue propuesto y construido por
un grupo encabezado por David R. Smith[11] en la Universidad de Califor-
nia en San Diego. Detras de esta propuesta también estaba el propio Pendry
cuyas contribuciones habian sido fundamental para establecer las bases tedri-
cas detras del diseno de metamateriales. Smith y Pendry, en colaboraciéon con
David Schuring, construyeron posteriormente (2006) la primera capa de invi-
sibilidad para microondas [12], confirmando que, en principio, construir una
capa de invisibilidad era posible. En la Seccién 6.3 desarrollamos en detalle el
diseno de este tipo de capas de invisibilidad. Estos primeros disenos, sin em-
bargo, aunque perfectos, resultan extremadamente dificiles de construir (la
capa construida en 2006 era solamente un prototipo aproximado). En 2008,
J. Liy J.B. Pendry propusieron un medio més simple (isotrépico) que podria
funcionar en circunstancias més restrictivas (para los detalles de este diseno
ver [13]). En 2009, a partir de este diseno, se realizaron dos experimentos (en
la Universidad Cornell y en la Universidad de California en Berkeley) en los

“Premio Nobel de Fisica en 1958 por el co-descubrimiento de la radiacién Cherenkov.
“Personaje importante en el desarrollo de la ciencia en México, ya que trabajé casi 40
afios en el Departamento de Fisica del CINVESTAV.
“Otro precedente interesante se debe al mismo Pendry y a A.J. Ward quienes, en 1996,
usaron esta idea para simplificar el uso de coordenadas en un método numérico para
calcular campos electromagnéticos en la materia [3].
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que se construyeron capas de invisibilidad para el infrarrojo-cercano [14][15],
y, posteriormente (Berkeley, 2011), para luz visible [16]. A pesar de estos
grandes avances, una capa de invisibilidad como las que se ven cominmen-
te en producciones hollywoodenses estd probablemente todavia muy lejana.
Como ya hemos dicho, tanto la 6ptica de transformacién como los metama-
teriales son disciplinas nacientes que contintian desarrollandose.

Como mencionamos al principio de esta introduccién, la intencién de la
tesis es exponer en detalle le teoria de la 6ptica de transformacion. Con esta
intencién en mente, se buscé que la tesis fuera lo mas autocontenida posi-
ble y esto se traduce en que gran parte de la tesis esta dedicada a explicar
los conceptos previos que se han considerado necesarios. En el Capitulo 1
expondremos la teoria basica de la interaccion entre la luz y la materia, y
partiendo de esta teoria basica daremos un sentido formal a los rayos de
luz y a la éptica geométrica en el Capitulo 2. Los medios que asociaremos
con transformaciones serdn, en general, anisotrépicos (que dependen de la
direccién de los rayos), por lo que discutiremos este tipo de materiales con
cierto detalle en el Capitulo 3. Crucial para entender las particularidades de
la optica de transformacion sera discutir estructuras geométrica y transfor-
maciones entre sistemas coordenados. Estos temas son parte de la geometria
diferencial, y expondremos unicamente los conceptos méds esenciales en el
Capitulo 4. Todos estos temas seran importantes para entender los detalles
de los Capitulos 5 y 6 en donde desarrollamos —finalmente— la teoria de
la éptica de transformacion y resolvemos algunos ejemplos. En el Capitulo
7, basandonos en [32][30][31], haremos un breve andlisis del sentido riguroso
de la invisibilidad y las condiciones de frontera que se deben considerar. Por
ultimo, en el Capitulos 8 expondremos brevemente las ideas mas importantes
detrés de los metamateriales.



Capitulo 1

Luz y Materia

1.1. La naturaleza electromagnética de la luz

Hace aproximadamente 150 anos, James Clerk Maxwell escribié las ecua-
ciones con las que completé y sintetizo la teoria electromagnética clasica. En
1831, Micheal Faraday —quiza el primer hombre en “visualizar” los campos
electromagnéticos— habia descubierto que el cambio en el tiempo de un cam-
po magnético generaba un campo eléctrico. Este descubrimiento permitié que
Faraday disenara el primer motor eléctrico. Inspirado en este fenémeno, Max-
well teorizé que, a su vez, el cambio en el tiempo de un campo eléctrico
generaria un campo magnético. Al explorar las consecuencias de su teoria,
Maxwell se dio cuenta que los campos electromagnéticos se podrian propa-
gar como ondas por el espacio vacio”. Cuando calculé la velocidad con la que
se propagarian estas ondas, encontrd que ésta coincidia exactamente con la
velocidad de la luz. En 1864, en el mismo articulo donde publicé por primera
vez las ecuaciones que llevan su nombre, escribié[17]:

“La concordancia de los resultados parece mostrar que la luz y el
magnetismo son afectaciones de la misma substancia, y que la luz
es una alteracién electromagnética que se propaga |[...] de acuerdo
a las leyes del electromagnetismo.”

“En realidad, Maxwell pensaba, como la mayorfa de sus contemporéneos, que las on-
das electromagnéticas eran una perturbacién en el éter luminifero; un medio que podria
establecerse como un sistema de referencia universal en reposo. La relatividad especial
de Einstein implicé que dicho medio no era posible y que la propagacién de la radiacion
electromagnética podia ser pensada en el vacio.

7
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Unos veinte anos después Heinrich Hertz probd experimentalmente la exis-
tencia de las ondas electromagnéticas predichas por la teoria de Maxwell, y la
naturaleza electromagnética de la luz quedé establecida. Esto implicé que la
Optica —una de las disciplinas mas antiguas de la civilizaciéon humana— que-
dara unificada junto con los fenémenos eléctricos y magnéticos bajo una sola
teoria. El descubrimiento de las ondas electromagnéticas mostro, ademas, que
la luz corresponde sélo a una pequena fraccién del espectro de frecuencias
de la radiaciéon electromagnética. La comprension de estos hechos trascen-
di6 rapidamente el ambito cientifico y sus posteriores aplicaciones fueron
pieza fundamental en el desarrollo sin precedentes de la tecnologia y las co-
municaciones en el siglo XX. Las ecuaciones de Maxwell representan las
leyes fundamentales que gobiernan la dindmica espacio-temporal del campo”
eléctrico E(r,t) y el campo magnético B(r,¢) en términos de las “fuentes”
de los campos: las cargas eléctricas p(r,t) y las corrientes eléctricas J(r,t).
Aunque aqui hemos escrito explicitamente que campos y fuentes son fun-
ciones de la posiciéon r y el tiempo t, esta dependencia serd sobreentendida
en muchos casos para simplificar las expresiones. En notacién moderna, las
ecuaciones que nos legd Maxwell se escriben en el Sistema Internacional de
Unidades (SI) como[18]:

p

v-E=L V-B=0 (1.1)
0

0B OE
VXE—FE:O VXB_E’:O/LOE:/LOJ

Las constantes gy v 1o son conocidas como la permitividad eléctrica™ y la
permeabilidad magnética™" del vacio, respectivamente. A partir de (1.1) se
puede encontrar directamente una ecuaciéon de onda para los campos, y son
justamente estas constantes, g y jio, las que se combinan para determinar la
velocidad de propagacion de las ondas en el vacio; esto es, a partir de estas
“constantes electromagnéticas” se puede determinar la velocidad de la luz en
el vacio:

1
c= ~3x108m/s 1.2
Veolo / (1.2)

“El campo eléctrico representa una fuerza por unidad de carga y el campo magnético
determina una fuerza en términos de carga y velocidad. La fuerza total es: F = ¢(E+v x B)
Teo ~ 8,854 x 107 12F/m
o =4 x 107"H/m

*
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1.2. Medios materiales

Al pensar en nuestra experiencia cotidiana con la materia nos damos
cuenta rapidamente que ésta, en su mayoria, es eléctricamente neutra. Este
hecho es una consecuencia de la escala macroscépica en la que vivimos, ya
que sabemos que los componentes de la materia, atomos y moléculas, tienen
una cierta distribucién de carga eléctrica. Esta carga eléctrica “escondida’”,
sin embargo, puede generar efectos macroscopicos que podemos observar y
medir cuando la materia esta expuesta a campos electromagnéticos externos.

Como una ilustracion simple pensemos en un atomo neutro; éste tiene
toda la carga positiva concentrada en el nicleo y alrededor una “nube” de
electrones cargados negativamente. Como el atomo es neutro, las cargas po-
sitivas y negativas son idénticas en magnitud, y, en ausencia de un campo
eléctrico externo, los campos eléctricos y magnéticos son nulos fuera del ato-
mo debido a que la distribuciéon de la carga eléctrica no posee momentos
multipolares (las cargas se acomodan, para todo fin practico, como dos esfe-
ras concéntricas de cargas opuestas (Fig. 1.1a)). Sin embargo, al “sentir” un
campo eléctrico externo las cargas positivas se desplazaran en direccién del
campo y las negativas contra éste, provocando que la distribucién adquiera
un momento dipolar, el cual tendra asociado un campo eléctrico apreciable
fuera del dtomo (Fig. 1.1b). En un medio material, esta redistribucién sucede
en todos los a&tomos que lo componen, y es este comportamiento colectivo lo
que genera efectos macroscopicos. En general, para un campo externo osci-
lante, el reacomodo de cargas estd acompanado de corrientes inducidas en
el material que dependen de la direccién, la magnitud y la frecuencia de
oscilaciéon del campo electromagnético externo.

Si el medio tiene electrones libres, es comun diferenciar las corrientes aso-
ciadas a estos electrones (llamadas corrientes de conduccién) de las corrientes
asociadas a la redistribucién de las cargas en los dtomos (llamadas corrientes
de polarizacién). En funcién de que efecto es dominante es comun clasificar
a los medios como conductores o dieléctricos, respectivamente. En esta tesis
buscaremos tomar un punto de vista general y no haremos explicitamente es-
ta distincion. La clasificacion conductor-dieléctrico, de hecho, no siempre es
de utilidad; si un material se comporta como dieléctrico o conductor depende,
entre otras cosas, de la frecuencia de oscilacion de los campos

También, es importante mencionar que los campos y fuentes que conside-
raremos en este capitulo son cantidades macroscopicas que surgen de prome-
diar los campos y fuentes asociados a fuentes microscopicas. La descripcion
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Figura 1.1: Esquema de distribucién de carga en un d4tomo neutro (a) sin campo
externo; (b) el 4&tomo se polariza en presencia de un campo externo.

de la materia en términos de cantidades macroscopicas (promediadas) no
siempre es posible, y, en esta tesis, asumiremos siempre que estamos en cir-
cunstancias tales que la vision macroscépica es adecuada. En el Capitulo 7
estableceremos una conexion simple entre el mundo microscépico y el ma-
croscopico.

1.2.1. Polarizacion y magnetizacion

El reacomodo de las cargas se puede expresar macroscopicamente como
una nueva densidad de cargas y corrientes inducidas dentro del medio. Con
esto en mente, distinguiremos entre dos tipos de fuentes, y escribiremos las
fuentes totales en (1.1) como dos sumandos independientes:

P = Pind + Pext J = Jind + Jewt (13)

Con esta separacion senalamos que los campos electromagnético estan dados
por dos tipos de fuentes: las fuentes inducidas (pina, Jing) tienen origen en la
redistribucién de cargas dentro del material debido a la presencia de los cam-
pos externos, y las fuentes externas (pest, Jezt) son las cargas y corrientes que
generan estos campos externos en primer lugar (las fuentes que permanecen
incluso en ausencia del medio).

Un modo de aprovechar estas ideas es pensar que p;,q es la “fuente” de
un nuevo campo P(r,t) tal que:

Pina=—V -P (1.4)

Podemos obtener una primera pista de como es este campo P notando que,
como las cargas inducidas son s6lo un reacomodo en un material previamente
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neutro, la integral de estas cargas sobre el volumen del material debe anularse.
Por tanto, si €2 es un volumen cualquiera que contenga por completo al medio,
usando el teorema de la divergencia, tenemos:

/p@-nddV:—/V-PdV:—/ P-nda=0 (1.5)
Q Q o0

donde 012 es la superficie del volumen €. Esto implica que, fuera del material,
P = 0, ya que s6lo de este modo la integral sobre cualquier (2 se anulara.
Notemos también que, como la integral de volumen de p;,q es cero, el campo
eléctrico asociado a estas fuentes carece de momento monopolar.

Al decir que las fuentes externas e inducidas son independientes queremos
decir que no se mezclan entre si. Esto implica que cada una debe cumplir
con la ecuacién de continuidad™ (V - J — %p = 0) por separado. Aplicando
ésta condicién a las fuentes inducidas y usando (1.4), obtenemos:

0 oP
El término entre paréntesis tiene divergencia cero y por tanto se puede escri-
bir como el rotacional de un nuevo campo que llamaremos M(r,¢). Usando
este hecho, podemos escribir la corriente inducida en términos de este nuevo
campo:

opP

Hasta ahora lo que hemos hecho es sustituir las fuentes inducidas por dos
nuevos campos, P y M, lo que parece simplemente trasladar el problema, e,
incluso, complicarlo, ya que, en principio, estos campos no estan definidos
univocamente’ . Sin embargo, debido a que es posible asignarles un sentido
fisico preciso, estos nuevos campos resultan de una gran utilidad.

El campo P(r,t) es conocido como la polarizacion del medio, y repre-
senta un momento dipolar por unidad de volumen en cada punto del medio
material. Por otro lado, M(r,¢) representa un momento dipolar magnético

* .z .z ’ .

Esta ecuacién se puede obtener de (1.1) y expresa la conservacién de la carga eléctrica
de un modo matematicamente idéntico a la conservaciéon de la masa en un fluido.

*ok , . . . , .

Como P estd definido como una divergencia se le podria sumar el rotacional de una
funcién arbitraria y seguiria representando las mismas cargas inducidas. También, debido
a que M estd definido como un rotacional, si se le suma el gradiente de una funcién
arbitraria sigue representando la misma corriente inducida.
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por unidad de volumen, y es llamado la magnetizacion del medio. Esta in-
terpretacion fisica esta basada en una comparacion rigurosa de los campos
asociados a P y M, y los que tendrian distribuciones de dipolos eléctricos y
magnéticos en cada punto del material. La interpretacion, ademads, ayuda a
definir tinicamente a los campos y es valida para cualquier frecuencia [19].
Debemos comentar, sin embargo, que la interpretaciéon se limita al contexto
macroscopico, y no implica que los componentes del medio sean necesaria-
mente dipolos fisicos.

Introducir la polarizacion y la magnetizacién trae un beneficio adicional, ya
que, a partir de estas cantidades, podremos definir campos auxiliares tal que
las ecuaciones de Maxwell queden expresadas iinicamente en términos de las
fuentes externas. Al sustituir directamente (1.3) en (1.1), y usando (1.4) y
(1.7), obtenemos:

V'EoE:pext_V'P V-B=0 (18)
0B 1 OE oP
E+ = SCBog = M+ &
V x + ot 0 V % 110 €o ot Jert+vx + ot

Si definimos los campos auxiliares:

1
D=¢gE+P H=—B-M, (1.9)
Ho

podemos reescribir las ecuaciones de Maxwell (1.1) como:

VD = pent V-B=0 (1.10)
0B oD
VXE—FE—O VXH_E—Jemt-

Estas ecuaciones son llamadas comunmente las ecuaciones de Maxwell en
medios materiales. El campo D es conocido como el campo de desplaza-
miento eléctrico y nos referiremos a H simplemente como el campo-H. Estos
campos auxiliares no tienen una interpretaciéon fisica tan directa como P y
M; y, en principio, solamente “esconden” los detalles de la polarizacion y
la magnetizacion, y senalan que, dentro de un medio material, los campos
electromagnéticos se ven afectados de algiin modo. Su utilidad recae en que,
una vez que establezcamos un modelo que nos diga como es la respuesta del
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material (polarizacién y magnetizacion) en la presencia de campos externos,
nos ayudaran a definir propiedades materiales con las que podremos descri-
bir y caracterizar de un modo relativamente simple a los materiales. En la
siguiente seccion estableceremos dicho modelo.

Para describir adecuadamente la radiacién electromagnética através de
medios materiales es necesario dar cuenta de como es transportada la energia.
En el vacio, la energia electromagnética es transportada en forma de fotones;
al pasar por un medio material, los fotones son absorbidos y reemitidos por
los componentes del medio, y, en este proceso, la radiaciéon puede “ceder”
energia al material. Esto se traduce en que, poco a poco, la energia de las
ondas es absorbida por el medio. Qué tan “poco a poco” sucede este proceso
es una propiedad que caracteriza a cada medio material.

Desde el punto de vista macroscopico —que es el que venimos desarro-
llando en esta tesis— este complejo proceso de transporte de energia puede
ser descrito de un modo relativamente simple. A continuacién desarrollare-
mos un primer concepto macroscépico importante. Primero, notemos que,
dentro del medio, podemos tomar " Pext, Jezt = 0. Con esto, directamente de
las ecuaciones de Maxwell en medios materiales (1.10), podemos obtener la
expresion:

oD oB
S & I
ar TP o

. . . . kk s .
Usando una identidad vectorial conocida ~ y reacomodando términos, rees-
cribiremos la ecuacion anterior como:

E- (VxH)-H:-(VXE)=E (1.11)

oD 0B
V- (ExH)=E-—+H.-—— 1.12
ViExH) =B (1.12)
A partir de esta expresion definimos:
S=ExH (1.13)

Este vector es conocido como el vector de Poynting y representa la densidad
de flujo de energia electromagnética [20]. El vector de Poynting nos dira,
entonces, en que direccion es transportada esta energia y cual es su magnitud
por unidad de volumen.

“Como obtendremos densidades de energfa, esto es equivalente a que, al integrar en el
espacio para obtener la energia, consideremos un volumen cuya superficie contenga sélo al
medio y excluya a las fuentes externas.

V- (AxB)=B-(VxA)-A (VxB)
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La ecuacién (1.12) es conocida como el teorema de Poynting, y expresa
el balance de las contribuciones energéticas asociadas a los campos electro-
magnéticos. Si suponemos que podemos despreciar la disipacién de energia,
la expresién general (1.12) se puede escribir como:

ou
V.S == 1.14
VvV-S 5 ( )

donde la cantidad u(r,t) representa la densidad de energia®, y estd dada en
términos de los campos electromagnéticos y el cambio en el tiempo de los
campos auxiliares (ver (1.12)). Podemos ver que (1.14) no puede tomar en
cuenta la disipacion de energia notando que establece precisamente la conser-
vacion de ésta, al expresar que el cambio total de energia se debe inicamente
al transporte de energia electromagnética. Esto es una consecuencia de que,
cuando los campos disipan energia en el material, la energia electromagnéti-
ca no puede establecerse como una variable de estado termodindmico™ . En
cualquier caso, el vector de Poynting siempre puede ser interpretado como el
flujo de energfa electromagnética [20].

1.2.2. Respuesta lineal

La idea crucial de la seccién anterior es que, en presencia de campos elec-
tromagnéticos externos, la respuesta de un medio material puede ser descrita
como una polarizacién y una magnetizacion del medio.

Cada material sostendra una polarizacion y magnetizacion distinta de-
pendiendo de su estructura interna y de las caracteristicas del los campos
externos mismos. Macroscopicamente, este proceso es modelado como un sis-
tema impulso-respuesta donde los campos son los impulsos y la polarizacion
y la magnetizacion son las respuestas resultantes. Si suponemos ademas que
mantienen una relacion lineal, la expresién impulso-respuesta toma la forma:

*Como no hemos hecho la distincién dieléctrico-conductor, debemos mencionar que esta
energia se compone tanto de energia electromagnética (asociada con los campos) como de
energia mecdnica (asociada a la conduccién de electrones).

“*Para intervalos de frecuencia donde la absorcién sea despreciable, es posible definir
una energia electromagnética. [20, p.304]



1.2. MEDIOS MATERIALES 15

P(r,t) = ¢ / Xe(r,t — tE(r,¢')dt’ (1.15)
]' > / / /

M(r, t) — —/ (£ — £YB(x, #)dt
Ko J -0

Las funciones . y xm son llamadas la susceptibilidad eléctrica y magnética
respectivamente. Estas funciones caracterizan el modo en el que cada medio
material responde a campos externos. Como estas funciones dependen de
la posicién, en principio, distintos puntos del medio pueden responder de
maneras distintas.

Matematicamente, las susceptibilidades representan la respuesta que re-
sulta a partir de un impulso unitario (un impulso delta)”, por lo que las
integrales en (1.15) nos dicen que la respuesta del medio es una superposi-
cién de impulsos “pesados” en cada tiempo ¢’ por las funciones y. y xm. Esta
operacion es conocida como convolucién. La dependencia t — t' nos asegura
que el sistema responderd a un impulso en ¢ = tg del mismo modo que lo
harfa para un impulso en t' = ty + 7, sélo que, correspondientemente, un
tiempo 7 después. Adicionalmente, esperamos que la susceptibilidad cumpla
con que x(t —t') — 0 cuando t —t' — o0, ya que el efecto de un impulso
debe disminuir conforme pasa el tiempo.

Fisicamente, esta no-localidad en el tiempo tiene origen en que, cuando
las frecuencias de los campos son comparables a las frecuencias atomicas o
moleculares que causan la polarizacion y la magnetizacion en la materia, los
componentes del material no logran estar en fase con los campos; esto es, no
logran “seguirles el paso” a los campos y por tanto dependen del valor de los
campos en tiempos anteriores. En este modelo hemos mantenido la localidad
espacial, esto significa que la respuesta en un punto dado dentro del material
solo depende del valor del campo en el mismo punto.

Es importante notar que hemos integrado hasta infinito en (1.15) a pesar
de que es claro que, para un tiempo dado ¢, la respuesta no puede depender
de impulsos futuros. Esto lo corregimos pidiendo que:

X, t—=t)=0 s t' >t (1.16)

“Vemos esto de (1.15), notando que, para un impulso en un tiempo t' = ¢y de la forma:
E(r,t') = 0(t' — to)é, la respuesta resultante es: P(r,t) = x.(r,t — to)é.



16 CAPITULO 1. LUZ Y MATERIA

Este requerimiento es conocido como causalidad y nos asegurard que sélo
impulsos anteriores a t afecten a la respuesta en el mismo tiempo t. Inte-
grar hasta infinito nos dara la posibilidad de simplificar considerablemente
la ecuacién (1.15) al permitirnos escribirla como un producto en el espacio
de frecuencias. Este hecho lo probaremos en detalle a continuacion.

Empecemos con la polarizacién. Este campo, como funcion de la frecuen-
cia, es la transformada de Fourier de P(r,¢) definida como:

Pr,w) = / P(r, ) dt (1.17)
La transformada inversa correspondiente es:
1 4 —iwt
P(r,t) = Dy P(r,w)e " dw (1.18)
™ —0o0

Muchas veces, en vez de usar el sombrero ~ para distinguir entre estas dos
funciones, simplemente explicitaremos si nos referimos a la polarizacién como
funcién de la frecuencia o como funcién del tiempo. Si sustituimos el modelo
lineal (1.15) en la polarizacién (1.17), se obtiene:

P(r,w) = ¢ /Oo (/_Oo Ye(r,t — t’)E(r,t’)dt’) et dt (1.19)

—00 o0

— 50/ (/ Xe(r,t — ") et d(t — t’)) E(r,t")e™! dt’

—00 o0

:50/ Re(r,w)E(r, t") e dt!

—00

~

= 50>A<e<r> W)E(ra OJ)

donde E(r,w) y Xe(r,w) son el campo eléctrico y la susceptibilidad eléctrica
como funcién de la frecuencia respectivamente. Estos campos estan dados
por las transformadas de Fourier:

Xe(r,w) = / Xe(r,7)e“Tdr  E(r,w) = / E(r,7)e“"dr  (1.20)
Si hubiéramos empezado con la transformada de Fourier M(r, w) de la mag-
netizacion M(r,t), usando el mismo procedimiento, llegarfamos a una expre-
sién analoga para el campo B(r,w) y la respuesta magnética en el espacio de
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frecuencias. Con esto podemos concluir que, como funcién de la frecuencia,
la relacion entre los campos y la respuesta del medio es una simple propor-
cionalidad dada por:

A A ~ 1 A
P(r,w) = eoxE(r,w) M(r,w) = —xXmB(r,w) (1.21)
Ho
Como la transformada de Fourier es un operador lineal, podemos obtener

. o1 .’ .k
directamente los campos auxiliares en (1.9) como funcién de la frecuencia :

D(r,w) = B + P = 5o(1 + %)E = e¢E (1.22)
X 1. 1 1 .
Hr,w)=—B-M=—(1-x,B=—4"'B

Ho Ho Mo

donde hemos introducido las importantes cantidades:

E(r,w) = (1 + Ye(r,w)) (1.23)
fi(r,w) = (1 = Xm(r,w)) ™"

£(r,w) y [i(r,w) son conocidas como la permitividad eléctrica del medio y
la permeabilidad magnética del medio respectivamente . Estas cantidades
son las que utilizaremos para caracterizar la respuesta de los materiales, y
las llamaremos colectivamente las propiedades del medio. Cuando no haya
ambigiiedad de que hablamos de las funciones en el espacio de frecuencias,
también las escribiremos simplemente como € y p.

1.2.3. Disipacion de energia

Notemos que la definicién (1.17) implica que los campos, como funcién
de la frecuencia, son cantidades complejas. Esto aplica también para las sus-
ceptibilidades x, y, por tanto, se extiende para ¢ y u. Este hecho nos permite

“En el caso magnético hemos ido contra la convencién que define a la susceptibilidad
magnética como: M = f(;nﬂ. Nuestra definicién es equivalente a la convencion en el sentido
de que define la misma permeabilidad magnética: i = (1 — Xm) "t = (1 +X%,).

“También es comin definir ¢ = (1 + Xe) ¥ & = po(l — Xm)~' . En cuyo caso las
funciones que hemos definido en (1.23) son conocidas como la permitividad relativa y la
permeabilidad relativa respectivamente.
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escribir las propiedades materiales como la suma de una parte real y una
parte imaginaria:

e=c¢ +ig" (1.24)

o .

po= At
Ambas componentes poseen un significado fisico preciso. Por el momento,
mostraremos que las componentes imaginarias son las que describen la ab-
sorcion de energia en el medio. Un poco informalmente, podemos notar de
(1.22) que las partes imaginarias (¢” y p”), aportardn una componente fue-
ra de fase al campo de desplazamiento, ya que i = e"™/2. Para simplificar
la demostracién, analizaremos unicamente el caso de una onda plana mono-

cromatica con frecuencia angular w y vector de onda k, cuyo campo eléctrico
esta dado por:

E(r,t) = Re{Ege'kTV} (1.25)

y E¢ no depende del tiempo. Aplicando la transformada de Fourier a esta
cantidad, el campo eléctrico como funcién de la frecuencia resulta ser”:

E(r,w) = 7 (Eoe'* 5 (w' — w) + Egje "5 (0’ + w)) (1.26)

Como en el espacio de frecuencias tenemos simplemente: D = ¢¢¢E, usando
la transformada inversa de Fourier (1.18), el campo de desplazamiento como
funcién del tiempo debe ser:

1 [~ ~ -
D(r,t) = %/ eoe(r, ' E(r,w)e ™  duw’ (1.27)
£

— 50 [e(r, w)Ege!® Tt | ¢(r, —w)ESe‘i(k'r_w”]

Se puede mostrar[21] que las funciones definidas a partir de transformadas de
Fourier —como en la seccién anterior—, cumplen con la propiedad: e*(w) =
e(—w), con lo que podemos escribir (1.27) simplemente como:

D(r,t) = Re{epe(r, w)Eoe' =D} (1.28)

“Para obtener el resultado sélo hace falta recordar[21] que la transformada de Fourier
de cos(wt) estd dada por: m(d(w — w) + 0(w' + w)).
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Con esto, hemos encontrado que, en el caso monocromatico, el campo de des-
plazamiento D(r,t) es simplemente la parte real del campo eléctrico E(r,t)
por la permitividad evaluada en w.

Podemos usar estos campos para calcular la energia que absorbe el medio
recordando que el transporte de energia estd dada por (1.12). Esta cantidad,
sin embargo, depende del tiempo por lo que, para medir la energia, debemos
establecer un periodo de medicién: T' > 27 /w, en el que consideremos el
promedio temporal” de (1.12):

oD 0B
) T )

Esta cantidad representa, entonces, el valor promedio del calor absorbido
por el medio (por unidad de tiempo y por unidad de volumen) durante el
periodo de medicién[20]. Si sustituimos los campos (1.25) y (1.28) en el primer
sumando de (1.29), (recordando: Re{z} = (z + z*)/2) obtenemos:

—(V-8)=(E (1.29)

oD 1 , 4 , .
E- i Z(Eoeld) +Efe ™) - (—iweoeEge™ + iweoe* Efe ™) (1.30)
’iw€0

== (" —e)Eo - E} +*Ep - Ege—%qs —¢E, - Eoe%‘b),

donde ¢ = (k- r — wt) es la fase de la onda monocromatica. Al tomar el
promedio temporal, los términos con e*?* desaparecen, ya que el promedio
de e*?! ge anula (cuando T' > 27/w). Con esto y Im{z} = i(z* — 2)/2,
obtenemos:

D w w

B 02 = 0 oymy By =

Para el segundo sumando de (1.29) notemos que, para el caso mono-

cromético, el campo-H tiene la forma: H(r, ) = Re{Hpe*}. Esta expresién

se corresponde exactamente con (1.25), por lo que, al repetir el procedimiento

anterior, escribiendo B(r,t) = Re{uou(r, w)Hoe} y sustituyendo los térmi-
nos correspondientes, obtenemos:

e0e" B} (1.31)

0B w oo,
(H- E> = 5#0/1 /Hg (1.32)

“El promedio temporal esta definido como: (A) = (fOT A(t)dt)/T.
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Juntando las dos contribuciones, la absorcién sistematica de energia (1.29)
queda expresada como:

(V-S) = g(gos”Eg + pop HZ ) (1.33)

Inmediatamente podemos ver que €” y " determinan por completo la manera
en la que la energia es disipada en el medio. Si en ausencia del campo externo
el material estaba en equilibrio termodinamico, la expresion anterior implica:
e’ 1 > 0, ya que el calor “cedido” al medio debe ser positivo[20]. Como
consecuencia de (1.33), notemos que tendremos un material perfectamente
no-absorbente sélo si se cumple la condicion:

e =0 7= 0, (1.34)

esto es, solo si las propiedades materiales son cantidades reales. Un material
con esta caracteristica, sin embargo, es necesariamente un material ideali-
zado, ya que los medios materiales verdaderos siempre presentan pérdidas
de energia. Esto es una consecuencia de que cualquier proceso real es, en
mayor o menor grado, termodindmicamente irreversible. Desde un punto de
vista formal esto se expresa en que, si las partes imaginarias de € y p son
exactamente cero, las correspondientes partes reales también se anulan. Este
hecho se deriva de que las partes reales e imaginarias cumplen con las llama-
das relaciones de Kramers-Kronig[19]; estas nos dicen que, rigurosamente,
la condicién (1.34) nunca se cumple. Sin embargo nada de esto excluye la
posibilidad de que las perdidas energéticas sean muy pequenas y que tenga
“sentido” suponer, en algunos casos, que la condicién (1.34) sea aproxima-
damente cierta. Los intervalos de frecuencias donde es posible suponer esto
son conocidos como regiones de transparencia[20]. En la mayor parte de esta
tesis discutiremos materiales para los que asumiremos propiedades materia-
les reales, y es importante no perder de vista que la aplicabilidad de los
resultados dependera fuertemente de que, en verdad, podamos despreciar la
absorcion de energia.



Capitulo 2

Rayos de luz

2.1. ()ptica geométrica

Visualizar la luz como lineas o rayos ha sido, desde tiempos antiguos,
una de las ideas mas exitosas y fundamentales de la éptica; ha servido para
resolver importantes problemas practicos a través de la historia y ha inspirado
el desarrollo de la fisica en general. Hemos visto, sin embargo, que, desde un
punto de vista mas fundamental, la luz es un fenémeno electromagnético. La
visién electromagnética es mas fundamental, en parte, porque puede tomar
la teoria de los rayos y revelarla como un caso particular.

Este caso es conocido como dptica geométrica y, en general, describe a
la luz como trayectorias (posiblemente curvas) que llamaremos simplemente:
rayos de luz. Desde la teoria electromagnética, esta descripcién es posible
cuando las cantidades relevantes (propiedades materiales y magnitud de los
campos) se distribuyen en el espacio tal que, para un tiempo dado, podamos
considerarlas localmente como constantes desde “el punto de vista” de la
onda. En otras palabras, el tamano de la longitud de onda (A\g = 27¢/w) debe
ser despreciable en comparacion con los cambios espaciales de las cantidades
relevantes. En la éptica geométrica, por tanto, al comparar Ay con otras
cantidades, tomaremos el limite":

Ao — 0 (2.1)

Para la luz visible las longitudes de onda son del orden de 10~"m por lo que,

“Este limite nos provee de una expresién simple pero es un poco informal. Equivalen-
temente se pide: A\g < A/|VA|, donde A es alguna cantidad relevante para el problema.

21
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si los cambios en las cantidades relevantes son de orden macroscépico, pode-
mos aplicar con confianza la 6ptica geométrica. Es importante, sin embargo,
siempre estar conscientes de esta aproximacién ya que, en la medida en la
que no se cumpla, serd imposible despreciar los efectos ondulatorios.

2.1.1. La onda cuasi-plana

Quiza la consecuencia mas relevante de (2.1) es que la propagacién de la
radiacién puede ser descrita, localmente, como la de una onda plana. Tal y
como fue escrita en (1.25), una onda plana monocromatica estéd caracterizada
por la fase: ¢ = (k- r — wt). La onda se llama “plana” porque se puede
visualizar como planos de fase constante desplazandose por el espacio en
direccién de k (Fig. 2.1a). Esta visualizacién es una consecuencia directa de
¢; por ejemplo: en t = 0 la ecuaciéon k - r = 0 define un plano donde todo
punto tiene fase: ¢ = 0; un tiempo t = t; después, el plano donde ¢ = 0
cumple ahora con k - r = wty, este plano tiene la misma orientacién que el
anterior, pero estd desplazado una distancia wt;/|k| en direccién del vector
de onda. Esto indica, ademads, que el plano se desplazd con la velocidad de
fase: v = w/|k|. Un argumento idéntico sirve para describir la propagacién
de cualquier plano que cumpla: k - r = constante. Tomaremos esta idea y la
generalizaremos definiendo la fase para una onda cuasi-plana monocromatica
como:

¢ = kol(r) —wt (2.2)

donde ky = w/c = 27/ Ag. Debido a que ¢ es adimensional, la funcién #(r)
tendra dimensiones de longitud. Vemos que, en este caso, la contribucion
espacial a la fase ¢ esta dada por el término ky/(r) en lugar de k- r, como en
el caso de la onda plana. El papel de ¢(r) queda claro notando que, para un
tiempo y una constante dados, todos los puntos sobre la superficie descrita
por la ecuacion:

{(r) = constante (2.3)

tendran exactamente la misma fase. Y, en analogia con la onda plana, pode-
mos visualizar la propagacién de la onda como superficies de fase constante
desplazandose en el espacio (Fig. 2.1b). Estas superficies se conocen como los
frentes de onda. Para un conjunto de constantes la ecuacién (2.3) representa
una familia de superficies y estas pueden dar nombre a distintos tipos de
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frentes de onda; por ejemplo: para una familia de planos, esferas o cilindros
tendremos ondas planas, esféricas o cilindricas respectivamente.

a) b)

k ko

///

Figura 2.1: Frentes de onda: (a) onda plana (b) ejemplo de onda cuasi-plana.

Los campos que corresponden a la fase (2.2) son:

E(r,t) = Re{Ey(r)e!®™-=01  H(r t) = Re{H(r)e!® @1 (2.4)

donde Eq y Hy pueden ser funciones complejas de la posicidn, en cuyo caso se
puede pensar que anaden un término espacial a la fase total ¢(r,t). Un poco
informalmente, podemos notar el caracter local de onda plana fijindonos en
un punto r + dr en la vecindad de r. En este caso, la parte espacial de la
fase se puede aproximar como: {(r 4+ dr) = {(r) + V{ - dr; y al sustituir en
los campos (2.4) (absorbiendo £(r) en el argumento de Eq y Hy) tendremos
exactamente la expresion para una onda plana con un vector de onda dado
por (comparar con (1.25)):

k = koV/{ (2.5)

La identificacién (2.5) permite que, en la localidad de un punto r, podamos
pensar que la onda viaja en direccién del vector V{(r) con velocidad de fase

v(r) = w/|koVE(r)|.
2.1.2. La ecuacion eikonal

Para seguir analizando las ondas cuasi-planas, debemos sustituir los cam-
pos correspondientes en las ecuaciones de Maxwell. Por el momento, nos
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fijaremos unicamente en el campo eléctrico. Del mismo modo que se obtuvo
(1.28), el campo de desplazamiento asociado a la onda cuasi-plana (2.4) es:

D(r,t) = Re{epe(r, wo)Ege!*ot—+1)} (2.6)

Debido a que los operadores diferenciales en las ecuaciones de Maxwell son
lineales, podemos manipular los campos complejos sin escribir explicitamente
que consideramos solo la parte real, y simplemente tomar la parte real del re-
sultado final”. Tomando esto en cuenta, al aplicar los operadores diferenciales
en (1.10) a los campos (2.4) y (2.6) obtenemos:

VD =¢%(V - (eEy) + iko VI - (cEy)) (2.7)
V x E = e(V x Eg + ikoV{ x Eg)
OD /ot = —e™(iweoeEq) = —e' (ikoceoeEo)

donde ¢ es la fase (2.2). El caso magnético es idéntico, sélo hace falta sustituir:
E - H, D — B, y ¢ — p. Usando las expresiones (2.7), las ecuaciones de
Maxwell en (1.10) quedan escritas como (tomando, como en la Seccién 1.2.3,

Pexts Jext - 0)

1 1
VKEEOZ——(VSE()) VKIUHO: ——<VIUH0)
1ko iko

1 1
Vi x EO — C,LLOILLHO =—-——V X EO Vi x HO + CE()&’SEO =—-——V X HO
Zk’o Zko
Usaremos ahora la aproximacion de la éptica geométrica, esto es, tomaremos
el limite (2.1), o equivalentemente: 1/ky — 0. De las ecuaciones anteriores se
observa directamente que el resultado del limite es:

Vi-cEy=0 V- uHy =0 (2.8)
Vi x EO — C,UOIUHQ =0 Vi x HO + C€0€E0 =0 (29)
Estas son las ecuaciones de Maxwell para la onda cuasi-plana definida en

(2.2) bajo la aproximacién de la éptica geométrica. Despejando Hy del lado
izquierdo de (2.9) y sustituyendo en el lado derecho obtenemos:

“Cualquier operador lineal V cumple: VRe{z} = V(z+2*) = $(Vz+Vz*) = Re{Vz}
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—1
VI x (’C‘Tw x Eo) + cz0cEg = 0 (2.10)
0

Si el medio material es isotropico, esto es, si no depende de la direccién de los

campos, la permeabilidad p es un escalar y podemos usar el triple producto
. kK .7 3

vectorial = en la ecuacion anterior para obtener:

(V(VL-Ey) — Eo(V)?) + cegeEg = 0 (2.11)
Clioft

El lado izquierdo de (2.8) implica que el primer término dentro del paréntesis
se anula por lo que simplificando llegamos a que:

1
(— (VO)? + 0505> E; =0 (2.12)
Clioft

Como esto se debe cumplir para cualquier vector Eg, llegamos finalmente a
una relacién entre el cambio espacial de ¢(r) y las propiedades materiales del
medio:

(V0)? = Peppioep = epp = n? (2.13)

Esta es la ecuacion eikonal™ y es de donde derivaremos el significado fisico
de la optica geométrica. Notemos que lo que hemos encontrado con esta
ecuacion es una relacion entre la evolucion espacial de la fase y las propiedades
del medio. De la ecuacion eikonal hemos definido directamente el indice de
refraccion como:

n®(r,w) = e(r,w)u(r,w) (2.14)

También de la ecuacién (2.13) obtenemos, al multiplicarla por k2, la rela-
cion de dispersion para la onda cuasi-plana bajo la aproximacién de la 6ptica
geométrica (ver (2.5)). Vemos este hecho a partir de que, para el caso de
onda plana, la ecuacién eikonal se reduce” a: |k| = kon = wn/c. La velocidad
de fase en este caso es: v = w/|k| = ¢/n, por lo que el indice de refraccién
no es mas que la razon entre la velocidad de la luz en el vacio y la velocidad

*

faxbxc=b(a-c)—c(a-b)
“*Del griego evk@r = imagen. También en castellano: iconal.
"De la ecuacién eikonal obtenemos realmente: |k| = +kon = Fwn/c. Asumiremos en
este seccién el caso positivo; en la Seccién 6.2 comentaremos el sentido fisico del caso
negativo.
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de la luz en el medio. Como la onda cuasi-plana es localmente como una
onda plana, n(r,w) es la razén correspondiente, pero definida en cada punto
r dentro del material. Para la optica geométrica en medios isotrépicos, las
propiedades materiales quedan completamente descritas por n(r,w).

2.1.3. Rayos en la teoria electromagnética

Ahora estamos en posicién de definir formalmente los rayos de luz en el
contexto electromagnético[22][20][7]:

Los rayos de luz son las lineas de flujo de energia de las ondas
electromagnéticas.

Como el flujo de densidad de energia esta dado por el vector de Poynting, los
rayos de luz deben ser las lineas de campo de S(r,t). Recordando la definicién:
S = E x H en (1.13), encontramos que el vector de Poynting para una onda
cuasi-plana (2.4) es:

1 ) ) ) .
S = Z(E(ﬂ?w + Eje ) x (Hoe™ + Hje )
1 ‘ ,
— Z_l(EO x Hj + Ejf x Hy + Eg x Hoe?™ 4+ Ef x Hie %)
1 ‘
— §Re{EO x H} + Eo x Hype*?}

donde ¢ es la fase en (2.2). Del mismo modo que en (1.29), consideraremos
sélo el promedio temporal de S(r,t). Al tomar este promedio, el término con
e?? se anula y el vector de Poynting para una onda cuasi-plana se reduce a:

(S) = %Re{EO < H} (2.15)

El hecho de que tomemos el promedio temporal implica que las trayectorias
de luz que consideraremos son estacionarias en el tiempo. Por supuesto, a
la luz le tomard un cierto tiempo recorrer la trayectoria: es la “forma” de la
trayectoria la que no cambia en el tiempo.

Si ahora asumimos que estamos en la aproximacién de la éptica geométri-
ca podemos despejar Hy del lado izquierdo de (2.9) y reescribir”:

“*Todos los resultados anteriores son validos para una funcién £(r) compleja pero de
ahora en adelante asumiremos que £(r) es una funcién real. Notemos de (2.13) y (1.34)
que esto implica que suponemos que el medio es no-absorbente.
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Eo x (VI x Ep) (2.16)

(S) = S

donde, como en (2.7), no escribimos explicitamente que sdlo tomamos la parte
real. En un medio isotrépico, p es un escalar y aplicando el triple producto
vectorial tenemos para este caso:

1 E?
= E,-E}) —E;(E,- =20
(S) 2CM(W( 0 Eq) — Eg(Eo - V) S

\Y/ (2.17)

donde hemos usado que Eq - V/ = 0 (ver (2.8)). Este es un primer resultado
importante ya que hemos encontrado que la direccion del vector de Poyn-
ting coincide con la direccion de VI y que, por tanto, el flujo de energia es
perpendicular a los frentes de onda (ver Fig. 2.1). Para esto, sin embargo,
asumimos que el medio era isotrépico y este resultado no se cumplird cuando
la respuesta del medio dependa de la direcciéon de los campos.

Ahora usaremos la ecuacién eikonal para encontrar una expresion para
los rayos de luz. Esto es: encontraremos una ecuacién para las lineas de
campo del vector de Poynting. Primero recordemos que las lineas de campo
son las trayectorias cuya direccién en cada punto esta dada por la direccion
del campo. Esto significa que los vectores del campo son tangentes a las
trayectorias de las lineas en todo punto. Formalizamos esta idea estableciendo
la siguiente definicién:

Las lineas de campo asociadas a un campo vectorial son las tra-
yectorias de las curvas — r(s) cuya deriwada dr(s)/ds coincide
en todo punto con el campo vectorial.

Podemos entender esta definicién en analogia a la trayectoria de una particu-
la. La trayectoria de la particula establece una curva parametrizada por el
tiempo, y la direccion y rapidez en cada punto de la trayectoria estan dadas
por la velocidad vectorial. Esta velocidad la obtenemos justamente derivando
la posicién con respecto al pardmetro. En esta analogia el campo vectorial es-
tablece un campo de velocidades que podemos visualizar, por ejemplo, como

“*Para simplificar la notacién dejamos indicada la curva como una posicién r como
funcién de un parametro s. Formalmente, una curva es una trayectoria parametrizada por
una funcién ~(s) : R — R3 donde la posicién de un punto sobre la trayectoria estd dada
por: r = y(s). (ver Apéndice 1)
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el flujo de un fluido, y es en este sentido que las lineas de campo representan
lineas de flujo.

Ahora simplificaremos nuestro problema notando que, como solamente
nos interesa la trayectoria de las lineas de campo del vector de Poynting
(nos interesa sélo la direccién y no la “rapidez”), si definimos un campo de
vectores unitarios ¢ que coincidan en todo punto con la direccién de (S),
las lineas de campo de ¢ seran exactamente las mismas que las del campo
del flujo de energia (S). Aprovechando (2.13) definimos este nuevo campo
unitario como:

% (2.18)

o

De (2.17) es claro que ¢ coincide en direccién con el vector de Poynting en
todo punto del espacio. Por tanto, si aplicamos nuestra definicién de lineas
de campo al campo dado por &, encontramos que los rayos de luz serdn las
trayectorias de las curvas dadas por la ecuacion:

dr W/

ds 7= n
Esta ecuacion define una familia de curvas, y al ser una ecuacién de primer
grado debemos proporcionar una posicion inicial para encontrar una trayec-
toria en particular. Aqui es muy importante notar que, el hecho de que los
vectores ¢ sean unitarios, determina el modo en que estan parametrizadas las
curvas que hemos definido. En este caso se puede mostrar que el pardmetro
s en (2.19) debe cumplir con (ver Apéndice I):

(2.19)

S12 = / ds (220)
ri

donde si5 es la longitud de la trayectoria entre el punto ry y el punto rs.
Usando la analogia de la trayectoria de una particula, s representa simple-
mente la distancia recorrida ya que, en este caso, el parametro “recorre” la
curva con rapidez unitaria (|dr/ds| = || = 1). En esta situaciéon decimos que
la curva estd parametrizada por longitud de arco y el parametro s es conocido
como la longitud de arco.

Ahora que hemos formalizado la idea de los rayos de luz podemos destilar
con mas precision la esencia de la éptica geométrica. Primero, usando (2.19)
y el hecho de que ¢ es unitario, obtenemos:
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1_dr dr
~ds ds

De esta expresion encontramos directamente que, sobre un rayo de luz, la
derivada total de ¢(r(s)) con respecto a la longitud de arco es:

V_Edr

p— 2.21
n ds ( )

drl dr

Recordando que kofl(r) es la contribucién espacial a la fase total ¢(r,t) en
(2.2), la ecuacién anterior implica que la razén de cambio de la fase total
(para un tiempo dado) sobre una trayectoria de luz estd dada por:

d¢ 4
kg — = 2.2
ds ko ds on (223)

En otras palabras: la evolucion de la fase, con respecto a la distancia recorri-
da (la longitud de arco), estéd determinada por el indice de refraccion. Este
resultado es el significado de la ecuacién eikonal en el contexto de los rayos de
luz. Aprovechando este hecho, y usando (2.22), podemos escribir el cambio
de la fase en términos del indice de refracciéon:

donde (15 = ¢(ry) — ¢(ry), multiplicada por kg, es el cambio que experimenta
la fase total (A¢) al recorrer un rayo de luz entre los puntos ry y rs dentro
del medio. La cantidad f5 por si misma es conocida como la longitud de
camino dptico entre los puntos ry y ry ya que, recordando n = ¢/v, podemos

reescribirla como:
r2 r2
Elg = / C—S = C/ dt = Ctlg (225)
rp v r]

donde v es la velocidad de la luz en el medio, y ¢35 es el tiempo que le toma a
la Tuz recorrer la trayectoria de r; a ro dentro del material. Vemos entonces
que /15 es proporcional a este tiempo y la constante de proporcionalidad es
la velocidad de la luz en el vacio. Con esto podemos interpretar a £15 como
la distancia que tendria que recorrer la luz en el vacio para tener el mismo
cambio de fase que experimenta al atravesar el medio caracterizado por el
indice de refraccién n(r,w), y es esta distancia la que es llamada longitud de
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camino éptico. Por lo general™™" en los materiales la luz va méas “lento” que
en el vacio (n > 1) y por tanto la longitud de camino 6ptico es generalmente
mayor que la longitud de la trayectoria de luz a través del medio material,
esto es: l19 > Sq9.

Por tltimo, directamente de (2.19) y (2.22) podemos obtener una ecuacion
para los rayos tnicamente en términos del indice de refraccién:

% (n%) _ dii(v@ _v (%) _Wn (2.26)

Esta es una ecuacién diferencial de segundo grado y por tanto requiere de
una posicién y una direcciéon inicial para ser resuelta. En la siguiente seccion
volveremos a obtener esta ecuacion pero a partir de un principio que nos
dara nueva intuicion fisica acerca del comportamiento de la luz.

Usemos ahora esta ecuacion para resolver el caso mas simple: un medio
con indice de refraccién constante ng. En esta situacién la ecuacién de los
rayos se reduce a:

2
Como ngy # 0, es claro que las soluciones deben ser lineas rectas (Fig. 2.2).
Este caso es tan comun que, para la mayoria de las aplicaciones, es suficien-
te considerar que los rayos de luz son siempre lineas rectas. Incluso el ojo
humano “asume” siempre que la luz viaja en lineas rectas. Hemos encontra-
do, sin embargo, que este fendmeno no es mas que un caso particular de un
comportamiento mas general.

Otro resultado basico que podemos recuperar es la ley de refraccién. Para
esto pensemos en dos medios con indices de refraccion constantes nq y ns.
Por simplicidad supongamos que la frontera entre los dos estd dada por una
superficie plana. De la definicién (2.19) tenemos:

j{n&'dr:]{Vﬂdrzo (2.28)

La integral debe anularse porque todo campo definido como un gradiente es
irrotacional (V x V¢ = 0). Tomemos ahora esta integral sobre un circuito

ok kok

Toda nuestra discusion a sido para alguna frecuencia en especifico por lo que al hablar
de la velocidad de la luz nos referimos a la velocidad de fase. Esta velocidad si puede
rebasar la velocidad de la luz en el vacio ya que, por si misma, una onda monocromatica
no puede transmitir informacion.
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Figura 2.2: La luz viaja en lineas rectas cuando atraviesa un medio con indice
de refraccién constante (por ejemplo: el aire a temperatura y presién constantes).

compuesto por un rectangulo con dos lados perpendiculares a la superficie y
los otros dos paralelos a la superficie. Al evaluar la integral las componentes
perpendiculares se cancelan y por tanto, para que toda la integral se anule,
las componentes paralelas deben cumplir: n10|1| = ngag. Si 6 es el angulo de
& con la normal a la superficie (recordando que & esta en la direccién de los

rayos), este resultado queda reescrito como:

ny sinf; = n9 sin Oy (2.29)

que no es mas que la conocida ley de Snell™™ por lo que podemos estar
seguros que hemos recuperamos la ley correcta. Notemos también que, debido
a que podriamos llevar a cero los lados perpendiculares del circuito que hemos
usado, la ley se seguird cumpliendo incluso si los indices de refraccién no son
constantes, en cuyo caso los valores de 6 y n en (2.29) son los correspondientes
a la frontera entre los medios.

2.1.4. El Principio de Fermat

Hace casi exactamente 350 anos, a mediados del siglo XVII, Pierre de
Fermat dedujo las leyes conocidas de la éptica (reflexion y refraccion) postu-
lando que eran consecuencia de un unico principio:

La trayectoria sequida por la luz al propagarse de un punto a otro
es la que minimiza el tiempo de recorrido.

ok sk ok ok

Publicada en el afio 984 por Ibn Sahl en Baghdad y redescubierta independientemente
por Willebrord Snell y René Descartes unos 600 anos después
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Postulando este mismo principio también es posible deducir los resultados
de la seccién anterior y en este sentido, el principio de Fermat, representa
una alternativa independiente al tratamiento electromagnético de los rayos
de luz". El principio no sélo nos permitira volver a encontrar las ecuaciones
de los rayos de luz, también nos da nueva intuicién acerca de la naturaleza
de la luz™: la luz “quiere” minimizar su tiempo de recorrido.

Matematicamente, el principio de Fermat es un principio variacional que
define a los rayos de luz como las trayectorias donde el tiempo de recorrido es
estacionario; esto significa que, al “variar” un poco la trayectoria, el tiempo
de recorrido no cambia a primer orden. Expresado de este modo, el principio
de Fermat permite también que los rayos sean trayectorias de tiempo maximo
o de punto de inflexién. El problema variacional queda escrito simplemente
como:

St1p =0 (2.30)

donde t15 es el tiempo que le toma a la luz ir del punto r; al punto ry. Por
convencién y conveniencia, en vez de pedir que el tiempo de recorrido sea
estacionario, pediremos que la longitud de camino 6ptico ¢15 sea estaciona-
ria. Esta cantidad fue definida en la secciéon anterior pero, para mantener
independencia con respecto a los resultados anteriores, en esta seccion lo de-
finimos directamente como: ¢15 = cty5. De esta definicion es claro que pedir
que la longitud de camino éptico sea estacionaria es completamente equiva-
lente a (2.30). El principio queda reescrito entonces como:

55122051512:5/ cdtzé/ n(vdt):5/ nds =0 (2.31)

donde hemos usado ademés que n = ¢/v. También hemos escrito la distan-
cia diferencial recorrida como ds por lo que, si usamos s como parametro,

“Notemos, sin embargo, que la visién electromagnética es més fundamental ya que es
posible deducir el principio de Fermat a partir de la teorfa electromagnética[22] mientras
que lo opuesto es imposible.

“Desde el punto de vista ondulatorio, el principio de Fermat puede verse como una con-
secuencia del principio de Huygens, donde la direccién que minimiza el tiempo es la tnica
donde las ondas interfieren constructivamente. Esto resuelve una aparente violacién de la
causalidad en el principio de Fermat, ya que pareceria que la luz debe saber como moverse
antes de moverse. En un contexto méds fundamental el principio es una consecuencia de
los postulados de la Electrodindmica Cudntica[23].



2.1. OPTICA GEOMETRICA 33

obtendremos curvas parametrizadas por longitud de arco (como en la sec-
ci6n anterior, ver Apéndice I). Usando esta parametrizacion, un rayo de luz
quedard representado por una curva: r(s) = (z(s),y(s), z(s)). Para explicitar
esta curva reescribimos la longitud de arco diferencial ds como:

dz\” dy 2 dz\? dr

ds = +/dz? + dy?> + dz? =d — — — | =]

5= Vet 4 dy? + dz S\/(ds) +(d3> +(ds) ds
(2.32)

De esta expresion notamos inmediatamente que |dr/ds| = 1, este hecho es
una consecuencia directa de que la curva r(s) estd parametrizada por longitud
de arco (Apéndice I).

Simplificaremos la notacion, siguiendo una convenciéon comun, denotando
a la derivada con respecto al parametro s como:

ds

d .

e
Usando esta nueva notacién y tomando en cuenta el resultado (2.32), la
longitud de camino 6ptico queda escrita como:

612:/ nd5:/ n|t|ds (2.34)
r| ry

Para distintas trayectorias esta integral tendra valores distintos, y por tan-
to {15 se puede pensar como una funcién del argumento de la integral™".
Llamaremos a este argumento L(r,T), y vemos de la expresién anterior que
esta dado por:

(2.33)

L(r,1) = n(r) |t| (2.35)

Esta identificacion nos permitira escribir el principio de Fermat como un
problema tipico del calculo de variaciones:

5/” L(r, #)ds = 0 (2.36)

ry
con lo que, escrito de este modo, el calculo de variaciones nos dice que la
funcién L(r,T) que cumple (2.36) debe ser solucién de la ecuacién de Euler-
Lagrange para cada coordenada (ver Apéndice 2):

kKK . . .2 . .
Este tipo de funciones, cuyo argumento es otra funcién, son conocidas como funcionales
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oL_dor oL _dor oL _don
oxr  ds 0% oy  ds Oy 0z ds 0% ’

Si sustituimos la funcién (2.35) en estas ecuaciones obtendremos la ecua-
cién que deben cumplir los rayos segin el principio de Fermat. Sustituyendo
primero en la ecuacién para la coordenada x tenemos:

onle))  d dnlt) i( x)

7]

ox ds Oi  ds

donde hemos usando que n(r) no depende de &. Si ahora tomamos en cuenta
que || = 1, la ecuacién se simplifica a:

on d dx

Para las otras dos coordenadas el calculo es idéntico por lo que la ecuacién
de Euler-Lagrange es:

(2.38)

d dr

que es exactamente la ecuacién para los rayos (2.26) que encontramos a
partir de la teoria electromagnética. Esto prueba la equivalencia del principio
de Fermat ya que, usando sélo este principio y el concepto del indice de
refraccién, hemos descrito correctamente el comportamiento de los rayos de
luz. El principio de Fermat no sélo nos aporta nueva intuicién acerca de la
naturaleza de la luz, en la siguiente seccion nos permitira desarrollar nuevos
conceptos y herramientas para su analisis.

2.2. El Hamiltoniano 6ptico

En mecéanica existe un principio analogo al principio de Fermat donde, en
vez de rayos de luz, se obtienen las trayectorias de un sistema mecanico (una
o varias particulas, por ejemplo). El principio se expresa exactamente en la
forma (2.36), con la funcién L(r,t) dada por la diferencia entre la energia
cinética y la energia potencial del sistema (L = T'— V). En este contexto esta
funcién es conocida como el Lagrangiano y la integral correspondiente, en vez
de dar la longitud de camino 6ptico, da una cantidad conocida como la accién.
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Este principio mecanico es conocido como el principio de Hamilton en honor
a Sir William Rowan Hamilton". A partir de esta “mecénica Lagrangiana”
es comun derivar otra reformulacién de la mecanica conocida como mecanica
Hamiltoniana. Esta reformulacion permite develar la estructura matematica
de la mecanica clasica y la muestra en un formalismo similar al de la mecanica
cuantica.

En analogia con estas ideas identificaremos a (2.35) como el Lagrangiano
optico y lo usaremos en esta seccion para desarrollar una 6ptz'ca Hamiltonia-
na. El primer paso de este formalismo es definir una nueva funcién H (r, p)
llamada el Hamiltoniano que, a diferencia del Lagrangiano L(r, ), depende
de la posiciéon r y una nueva variable p que llamaremos momento conju-
gado o momento optico. Esta nueva variable esta definida en términos del
Lagrangiano como:

oL oL oL
Al sustituir nuestro Lagrangiano éptico (2.35) obtenemos:
T Y z
|7 bR ||
con lo que el momento éptico en nuestro caso esta dada por:
—nl P =n’ 2.43
p=n PP =n (2.43)

Inmediatamente podemos dar un significado preciso a este momento 6ptico.
Al comparar esta tltima expresién con (2.19) y (2.13) podemos ver que p
se corresponde con el gradiente de la funcién ¢(r), la parte espacial de la
fase (2.2); esto es: p = V/. A su vez, mostramos en (2.5), en la Seccién 2.1,
que esta cantidad estd relacionada con el vector de onda local k, con lo que
tenemos la identidad:

*Originalmente, Hamilton desarroll su teorfa para analizar rayos de luz. En su articulo
Teoria de Sistemas de Rayos, publicado en 1827, introdujo la idea de la funciéon Hamil-
toniana y él mismo expandié esta teoria posteriormente a la mecanica desarrollando el
concepto de la accién en Acerca de métodos generales en dindmica publicado en 1834.
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A partir del momento conjugado el procedimiento normal es determinar el
Hamiltoniano aplicando la transformada de Legendre al Lagrangiano. En
nuestro caso, sin embargo, no podemos aplicar “exactamente” esta transfor-
macién ya que el Jacobiano del momento conjugado es singular (|0p;/0z;| =
0) y por tanto no podemos invertirlo para encontrar r = r(p) (ver Apéndi-
ce 3). Este “tecnicismo” se hace evidente al observar que simplemente no
podemos despejar 1 en (2.43). Este hecho es una consecuencia de que nues-
tro Lagrangiano es una funcién homogénea de primer orden en r, esto es:
L(r,at) = a L(r,r), y en estos caso se dice que tenemos un Lagrangiano de-
generado. A pesar de este problema propondremos el siguiente Hamiltoniano
que resultara adecuado para nuestro caso:

1. ) )
H(r,p) = 5(ipa +gpy + 2p. — L) (2.45)

Notamos que esta transformacion sélo difiere de la transformada de Legen-
dre “normal” por un factor de 1/2 (ver Apéndice 3). Al sustituir nuestro
Lagrangiano (2.35) y tomando |r| = 1, encontramos:

H— % (ﬂ _ n(r)> (2.46)

n

las ecuaciones de movimiento correspondientes son:

OH OH
P = = — 2.4
. OH . 0H
v= Opy Py = y
. OH ) OH
z= -
op. bz 0z

Si definimos V,, = (0/0p,, 0/0p,, 0/0p,) podemos escribir sucintamente es-
tas ecuaciones en coordenadas cartesianas como: r = V,H, p = —VH, y al
sustituir el Hamiltoniano (2.46) tenemos:
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. _ 1 2_ P

£ =V, = 2V, = P (2.19)
. 1. Vo, 1 Ip|? _
p=—VH=(—7IpP +Vn) = S("5 + 1)Vn = Vn (2.49)

Si despejamos de la primera expresién: ni = p, y derivamos con respecto al
parametro encontramos:

d dr )
I (n%) =p=Vn (2.50)

que es de nuevo la misma ecuacion de los rayos que encontramos a partir de
las ecuaciones de Maxwell (2.26) y a partir del principio de Fermat (2.40).
Esto demuestra ademés que hemos escogido el Hamiltoniano correcto ya que
las ecuaciones de movimiento (2.47) se corresponden exactamente con la
ecuacion del Euler-Lagrange para nuestro Lagrangiano (2.35).

2.2.1. Reparametrizaciéon del Hamiltoniano 6ptico

Hasta ahora hemos asumido que las trayectorias de luz estan parametri-
zadas por longitud de arco; notemos por ejemplo que las ecuaciones para los
rayos que hemos obtenido dependen de este hecho. Sin embargo, el modo en
el que hemos planteado el problema de los rayos a partir del principio de
Fermat es “naturalmente” independiente de la parametrizacion. De hecho,
esta independencia fue la que nos impidié aplicar la transformada de Legen-
dre ya que se tradujo en un Lagrangiano degenerado (ver Apéndice 3). Otra
consecuencia afecta directamente al Hamiltoniano; si despejamos de (2.46)
la expresion: 2nH = |p|? — n?, y comparamos con el momento 6ptico (2.43)
nos damos cuenta que:

H=0 (2.51)

En esta seccion mostraremos que esta independencia de la parametrizacién
nos permitird simplificar el Hamiltoniano a nuestro gusto. Estas “simplifica-
ciones”, ademas, las identificaremos como reparametrizaciones de las trayec-
torias de luz.

Lo primero que debemos hacer es plantear el principio de Fermat para
una parametrizacion arbitraria. En (2.31) el principio estd escrito en términos



38 CAPITULO 2. RAYOS DE LUZ

de la longitud de arco, por lo que reescribiendo esta cantidad en términos de
un parametro arbitrario u tenemos:

dr\? dy 2 dz\>
dS—dU\/(@) +<@) -l—(@) =

donde, a diferencia de (2.32), es claro que |dr/du| # 1. Usando esta parame-
trizacion, el principio de Fermat queda reescrito como:

5/ nds:é/ n

Este es, por su puesto, exactamente el mismo principio pero ahora el argu-
mento de la integral, el Lagrangiano, estd dado por:

dr

—\d 2.52
7| du (2.52)

dr
— | du = 2.
T u=0 (2.53)

dr
du
A partir de este Lagrangiano encontramos directamente el momento conju-
gado aplicando la definicién (2.43):

L = n(r) (2.54)

dr/du
|dr /du|

p=n Ip|* = n? (2.55)
De este resultado notamos que el momento 6ptico es independiente de la pa-
rametrizacion (quizé esto era ya evidente en (2.43)). Este hecho nos permite
mantener la interpretacién (2.44); esto es: nos asegura que nuestro momento
éptico siempre cumple con la ecuacién eikonal (2.13). Es notable que el prin-
cipio de Fermat y el formalismo Hamiltoniano nos permitieran rescatar un
hecho que, en principio, esta conectado con la naturaleza ondulatoria de la
luz. Si ahora aplicamos la definicién (2.45) encontramos que el Hamiltoniano

en esta caso esta dado por:
2
(Ipl ) _
—_——n —
n

donde H es el Hamiltoniano en (2.46). Aqui se hace evidente porqué no
pudimos aplicar la transformada de Legendre, no podemos despejar |dr/du|
solo en términos de p. Como u representa una parametrizacion arbitraria el
nuevo Hamiltoniano tiene la forma general:

dr
du

1 dr
H' = — -
(r,p) du

5 H (2.56)
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H =a(r)H (2.57)

con a(r) una funcién arbitraria de la posicién. Las ecuaciones de movimiento
correspondientes a este Hamiltoniano son (en coordenadas cartesianas):

d
i — V,H' = (HV,a + aV,H) = aV,H (2.58)
3—5 =—-VH =—(HVa+aVH)=—-aVH

donde hemos usado explicitamente que H = 0. Podemos ver que estas ecua-
ciones son equivalentes a (2.47) notando que: ds = adu. Con esto concluimos
que, a partir de cualquier Hamiltoniano de la forma (2.57), obtenemos las
mismas trayectorias de luz. Esta libertad nos permite simplificar el Hamilto-
niano segin nos convenga. Por ejemplo, tomando a(r) = kZn(r) obtenemos:

L, [pl° 1
donde ademas usamos la interpretacién (2.44). Como H = 0 podemos identi-
ficar inmediatamente en esta “forma” del Hamiltoniano la relacién de disper-
sién local (o equivalentemente la ecuacion eikonal (2.13)). La parametrizacién

que corresponde a este Hamiltoniano estd dada por: du = ds/a = ds/kin.

2.2.2. El Hamiltoniano en coordenadas cilindricas

Otra ventaja de los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano es que estan
“naturalmente” formulados en coordenadas generalizadas. En la seccién 6.2
desarrollaremos un ejemplo en coordenadas cilindricas (aunque en medios
anisotrépicos) y, por esta razon, en esta seccién destacaremos algunos he-
chos importantes. Un punto en coordenadas cilindricas (p, 0, z) esta dado en
términos de las coordenadas rectangulares (z,y, z) como:

p=\x?+ 1> 0= arctan(g) z=z (2.60)
T

Correspondientemente, las coordenadas rectangulares en términos de las coor-
denadas cilindricas son:
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x = psinf y = pcosb 2=z (2.61)
Sustituyendo en el Lagrangiano (2.35), en coordenadas cilindricas tenemos:

L =n|t] =n (2 + 5% + Y2 = n(p* + p26* 4 :*)1/? (2.62)

Al aplicando la definicién (2.41), podemos encontrar las componentes del
momento 6ptico en estas nuevas coordenadas:

_OL _np 0L np°0 0L nz

oL n oo L= 0= (2,63
PO T Mo W e B
Con lo que, de la definicién (2.45), el Hamiltoniano en este caso es:
11, 1 2
y las ecuaciones de movimiento correspondientes son:
oOH oOH
p=— Py = —— 2.65
app P ap ( )
- oH . OH
~ Ope P ""50
. OH ) oOH
Z = > = ——
op. b 0z

Con esto queremos mostrar que el Hamiltoniano no siempre tiene la forma
cartesiana, sino que depende del sistema coordenado que usemos.

2.3. Doblando luz: Espejismos

Como mencionamos en la Seccién 2.1.3, el ojo humano siempre asume que
la luz viaja en linea recta; esto es: el ojo registra la direccién en la que llega un
rayo de luz, extrapola de esta direccion una linea recta y asume que el objeto
de donde proviene la luz se encuentra en esta direccién (ver Figura 2.3). Sin
embargo, como es claro de la ecuacién de los rayos (2.26), cuando hay un
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gradiente de indice de refraccién las trayectorias de luz pueden ser curvas y
esto genera efectos 6pticos que se desvian de lo esperado por el ojo humano.
Uno de los ejemplos mas notorios es el espejismo. En un dia soleado es comuin
ver aparentes cuerpos de agua y el reflejo de los autos sobre la superficie de las
carreteras. Este fenémeno es consecuencia de un gradiente de temperatura en
el aire sobre la carretera. La carretera es calentada por el sol y esto ocasiona
que el aire cercano a la superficie tenga una temperatura mas alta que el aire
mas lejano. Esto a su vez se traduce en que la densidad del aire es menor
cerca de la superficie de la carretera y va aumentando con la altura conforme
el aire es mas frio. Como el indice de refraccion es proporcional a la densidad
(podemos pensar intuitivamente que a menor densidad la luz viaja “mas
facil”) n(r) también serd menor cerca de la superficie de la carretera y se
ird incrementando con la altura.

Figura 2.3: Un espejismo en la carretera es causado por un gradiente de tempe-
ratura, representado en la imagen como un degradado de tonos grises, que a su
vez genera un gradiente de indice de refraccién.

Utilizaremos las herramientas que hemos desarrollado en este capitulo pa-
ra analizar en detalle el fenémeno del espejismo. Lo primero que tenemos que
hacer es proponer un modelo en el que establezcamos como esta cambiando
el indice de refraccién. No nos interesa obtener un modelo exacto, sélo quere-
mos recuperar cualitativamente el fenémeno y senialar algunas caracteristicas
esenciales. El caso més simple es pensar que n(r) sélo dependa de la altura
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y que esta dependencia sea lineal:

n(y) = ay + no (2.66)

En este modelo a representa la rapidez con la que cambia el indice de re-
fraccién por unidad de distancia, y ng es el valor minimo de n(y) justo en la
superficie de la carretera (y = 0). El Hamiltoniano del problema lo obtenemos
sustituyendo esta n en la ecuacién (2.59).

1 1
H = 5(k2 — k2n?) = 5(1{2 — k2(a®y® + 2anoy + nd))

Con lo que las ecuaciones de movimiento son:

i = gli =k, km:—%—]jzo (2.67)

y = g—z =k, k, = —%—ZI = k2 (a®y + ang) (2.68)

Las curvas estdn parametrizadas por un pardametro’ 7 y por tanto en esta
seccién: *= d/dr. Inmediatamente de la ecuacion (2.67) resolvemos para x:

x = kT + xp, (2.69)

donde x,, es una constante de integracion. Si ahora derivamos el lado izquier-
do de (2.68) con respecto al pardmetro obtenemos:

j =k, = ki(a®y + ang) = kia®(y + EO)

.« kKK ., . .
La solucién  a esta ecuacién es (basta sustituir para comprobarlo):

no

y(1) = Acosh(koat) — —
a

Despejando 7 de (2.69) nos podemos deshacer del pardmetro para obtener
y(x):

“Para ser precisos: dr = kodu = ds/kon, donde u es la parametrizacién correspon-
diente al Hamiltoniano (2.59). Redefinimos el pardmetro para reescribir las ecuaciones de
movimiento en términos de los componentes del vector de onda.

"*Hemos descartado la solucién: Bsinh(koa), ya que la derivada de esta funcién nunca
es cero y esperamos que las trayectorias de luz tengan un minimo.
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y(x) = Acosh(@a(a: —Tp)) — o (2.70)

k. o
De esta ecuacién notamos que la altura minima (y,, = A —ng/a) se alcanza
en r = x,,, y esto justifica que hayamos elegido este nombre para la constante
de integracién en (2.69).

Para encontrar trayectorias de luz en particular debemos especificar con-
diciones iniciales. Establezcamos entonces que el rayo de luz viaja de izquier-
da a derecha y que pasa en x = 0 a una altura yy haciendo un angulo ¢
por debajo de la horizontal. Estas condiciones se traducen en las ecuaciones
como:

dy
— =t 2.71
y(0) = vo do| an ¢ (2.71)

Las condiciones también determinan k, através de la relacion de dispersion
local (k(y) = kon(y)) evaluada en yo:

k. = k(yo) cos ¢ = kon; cos ¢ (2.72)

donde llamamos n; al valor del indice de refracciéon en la altura gy, esto es:

n; = n(yo) = ayo + no (2.73)

Al sustituir las condiciones (2.71) en la solucién general (2.70) encontramos:

Ko Yo tno/a oy
cosh(—kxaxm) = 1 = (2.74)
. ko kr.tan¢g  n;sin¢
h(—-2 = — = 2.
sinh( kxoz:pm) oo A (2.75)

Con lo que aprovechando la identidad: cosh?(z) — sinh®*(z) = 1, podemos
despejar A:

(07;21)2_ (nisingb)z:l n; COS ¢

y con esto encontramos x,, directamente de (2.74):

aA = A= «a

(2.76)
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ke i i 1
Ty = Earccosh (;lA) _n C§S¢arccosh(cos¢) (2.77)
n; COS @

In(sec ¢ + tan ¢)

donde hemos usado la identidad: arccosh(z) = In(z? 4+ +v/z2 — 1), e ignoramos
el signo del argumento del coseno hiperbdlico usando la paridad de esta
funcion. La expresion general para los rayos es entonces:

n; CoS ¢

y(z) =

- OSh<ni CC:)S qu — In(sec ¢+ tan¢)) — % (2.78)
Esta expresion es exactamente una curva catenaria y es la misma forma que
tiene una cuerda colgando bajo su propio peso. Para analizar este resultado
haremos algunas estimaciones basadas en la Figura 2.4. Consideremos que
el auto se encuentra a unos 50m del observador y que éste ha tomado la
fotografia a una altura de 1,3m, los rayos que generan el espejismo y llegan
al observador salen de la defensa trasera del auto a una altura aproximada de
Yo = 0,5m. Como ya mencionamos, no esperamos obtener resultados cuanti-
tativos precisos ya que el modelo que hemos propuesto es muy simple y las
estimaciones no son exactas.

Tomando en cuenta los datos que hemos estimado, en la Figura 2.5 gra-
ficamos cuatro rayos sometidos a cuatro valores distintos de . En el sentido
de las manecillas del reloj, cada valor de « es progresivamente 10 veces méas
chico. Los cuatro rayos salen de yy con un angulo de 0,5° por debajo de la
horizontal. Vemos de la grafica que, para que el rayo llegue al observador a
un altura aproximada de 1,3m, el valor de a debe ser cercano a 1073 /m. La
tendencia también es clara: si quisiéramos que el rayo alcanzara esta misma
altura en una distancia mayor, el gradiente tendria que ser menor. Esto quie-
re decir que, para que el rayo de luz “cuelgue” una distancia considerable,
el cambio por unidad de distancia debe ser mucho mas chico que la propia
unidad de distancia. En un caso real el gradiente promedio es todavia mas
chico que en nuestro modelo, esto lo estimamos en base a que el cambio en
el indice de refraccién entre 0°C y 40°C es: An ~ 3 x 107>,

En la Figura 2.6 graficamos cuatro rayos que salen con distintos angulos
para un valor fijo de . En el sentido de las manecillas del reloj, el angulo
de salida es progresivamente el doble del anterior. Inmediatamente podemos
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Figura 2.4: Espejismo en la carretera.

observar que, diferencias relativamente pequenas en los angulos, generan tra-
yectorias considerablemente distintas. Esto significa que las condiciones para
que observemos un espejismo son relativamente justas y cualquier cambio
en éstas puede ocasionar que se desvanezca el espejismo (o que cambie de
posicién aparente). Otro aspecto que se hace evidente en la grafica es que, a
partir de un cierto dngulo critico, los rayos se estrellan con el piso; esto limita
el rango de angulos que pueden generar el espejismo ya que los rayos “estre-
llados” reflejaran el piso. Podemos encontrar facilmente este angulo critico
despejando de la férmula (2.78) cuando y(z,,) = 0:

¢ — arc cos @ = arc cos L (2-79)
n; Yo + no

Los angulos de salida que pueden generar un espejismo deben ser menores a
este angulo. En nuestro caso este angulo critico es: ¢ = 1,81°.

En la Figura 2.7 graficamos tres rayos que salen con el mismo dngulo pero
a tres alturas distintas, una es yy = 0,5m, como en las gréaficas anteriores,
y las otras dos estan dadas por y, = yo = 10cm. En la grafica es evidente
que los rayos son muy similares. Para analizar este hecho consideremos un
cambio en la altura inicial de la forma: y) = yo =+ €. El indice en esta nueva
altura es: n, = n; + ae. Si los rayos salen con el mismo dngulo, de la ecuacién
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x(m)

Figura 2.5: Rayos de luz para distintos valores de a.

(2.77), encontramos que la nueva distancia donde se alcanza el minimo es:

!/
x = B = (1+ %)xm (2.80)
1y L
de donde es evidente que si a es muy chica, como es nuestro caso, y € no
es muy grande, el minimo se alcanza practicamente a la misma distancia.
De igual modo podemos encontrar que la otra constante también cumple:
A" = (1 £ ae/n;)A, con lo que concluimos que, para alturas cercanas, los
rayos que salen con el mismo angulo son practicamente paralelos.

En este ejemplo nos hemos concentrado en el reflejo de los autos, pero
cualquier rayo que cumpla con las condiciones generard un espejismo in-
dependientemente de donde provenga. Si el rayo proviene de una montana
lejana el observador vera el reflejo de la montana en el piso, y si el rayo viene
del cielo en el horizonte, el reflejo del cielo aparecerd en el suelo. Justamente
este 1ltimo caso es el origen de los aparentes cuerpos de agua sobre el asfalto.
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Figura 2.6: Rayos de luz para distintos valores de ¢.

50

47



48 CAPITULO 2. RAYOS DE LUZ

0.2 | E

Figura 2.7: Rayos de luz para distintos valores de yyp.



Capitulo 3

Medios anisotropicos

Como mencionamos en la Seccion 1.2, la polarizacion y magnetizacion se
deben a que, cuando un medio material estd expuesto a campos externos, las
cargas dentro del medio se redistribuyen de tal modo que pueden describirse
como densidades de dipolos eléctricos y magnéticos. Los dipolos, como es
su naturaleza, querran alinearse con los campos externos, pero en algunos
materiales la propia estructura del medio impide este alineamiento, e impone
la direccion en la que se orientan los dipolos. La orientacion que establece la
estructura del medio depende, a su vez, de la direccién de los campos exter-
nos. En general, estos materiales son conocidos como medios anisotropicos,
y el fendmeno estd comunmente asociado a estructuras cristalinas; incluso,
en algunos contextos, su estudio es conocido simplemente como Optica de
cristales.

Al observar las ecuaciones (1.21) podemos darnos cuenta que, si las sus-
ceptibilidades x. y x.. son funciones escalares, la polarizacion estd necesa-
riamente en direccion del campo eléctrico y la magnetizacion, en direccion
del campo magnético. Esto significa que dos susceptibilidades escalares no
pueden dar cuenta de los fenémenos anisotrépicos. Si, en principio, la res-
puesta del medio puede estar en cualquier direccién, cada componente de P
y M debe depender de las tres componentes del campo eléctrico y magnético
respectivamente; esto lo podemos escribir como:

3 3
1
Pi(r,w) =g Z Xi; Ej(r,w) M;(r,w) = m Z Xij Bj(r,w) (3.1)
j=1 j=1

49
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Al tener tres susceptibilidades por componente, tenemos nueve funciones aso-
ciadas a la respuesta eléctrica P y nueve asociadas a la respuesta magnética
M. Para un medio anisotrépico necesitamos entonces dieciocho susceptibili-
dades, en vez de las dos que necesitdbamos para un medio isotrépico (cuando
la respuesta siempre es en direccién de lo campos). Estas funciones forman las
componentes de dos tensores de segundo rango: x.(r,w) y Xm(r,w) que iden-
tificamos como los tensores de susceptibilidad eléctrica y magnética. Usando
estos tensores podemos escribir la respuesta anisotrépica (3.1) como:

P(r,w) = coxE(r,w) M(r,w) = MiimB(r,w) (3.2)
0

Esta expresion es un caso particular de la expresion general (1.21), por lo que
podemos rescatar muchos de los resultados que obtuvimos en las secciones
anteriores, donde no hayamos supuesto explicitamente que las susceptibili-
dades hayan sido cantidades escalares o tensoriales. Por ejemplo, podemos
notar de la Seccién 1.2.2 que, al definir la polarizacién y la magnetizacién
como un producto en el espacio de frecuencias, los campos correspondientes
como funcién del tiempo (que se obtienen aplicando la transformada inver-
sa de Fourier) provienen de un modelo impulso-respuesta donde los campos
externos son el impulso y la respuesta resultante es la polarizacion P y la
magnetizacion M. Recordemos también que esto implicé que las susceptibili-
dades son, en general, cantidades complejas; este hecho se cumple ahora para
cada componente de los tensores Y.(r,w) y Xm(r,w).
De nuevo, como en la Secciéon 1.2.2, podemos definir las propiedades del
medio como:

£= (I + )ZCe) ﬁ = (I - im)_l (3'3)

donde ahora I representa el tensor identidad de segundo rango. Con estas pro-
piedades tensoriales podemos encontrar directamente los campos auxiliares
en medios anisotrépicos:

Notemos de estas expresiones que, debido a que tenemos propiedades ten-
soriales, en general, D no es paralelo a E, ni B es paralelo a H. Como
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consecuencia de esto, a diferencia del caso isotropico, la direccién del vector
de onda (que describe los frentes de onda) no coincide, en general, con la
direccién del vector de Poynting (que describe el transporte de energia), esto
es:

kJS (3.5)

De la propia definicién del vector de Poynting (S = E x H) vemos que E
y H son paralelos al plano definido por S; por otro lado, de las ecuaciones
de Maxwell (3.11), vemos que D y B deben ser paralelos al plano definido
por k. Pero, como vimos en (3.4), la direccién de D y B no coincide con
la de E y H; esto es: en general no son coplanares, y, por tanto, k y S no
pueden describir el mismo plano. Esto es simplemente otro modo de decir
(3.5). Debido a que los rayos de luz estan definidos como las lineas de flujo
de energia, coinciden con la direccién del vector de Poynting y, en el caso
anisotropico, no pueden ser pensados como perpendiculares a los frentes de
onda. Esto invalida la ecuacion para los rayos (2.40) ya que ésta implica que
los rayos coinciden con la direccién del vector de onda (el resultado surgié de
(2.17)). En esta tesis no nos ocuparemos de describir los rayos de luz para
medios anisotrépicos generales, desarrollaremos el tema tnicamente para el
caso particular de la siguiente seccion.

3.1. Propiedades materiales tensoriales

Cualquier tensor de segundo rango puede ser representado como una ma-
triz de 3 x 3. Con esto podemos escribir todas las componentes de las pro-
piedades materiales definidas en (3.3) como:

Exz Eaxy Euxz Hex Moy Hzz
E= |y Eyy Ey2 P=\ Hyz Hyy  Hye (3.6)
Ezz Ezy Ezz Mz Hzy Hzz

Como mencionamos en la seccién anterior, las entradas de estas matrices
son, en general, complejas. En la Seccion 1.2.3, encontramos que el promedio
temporal de la ecuacién (1.30) representa la absorcién de energia eléctrica
dentro del medio material. Este resultado sigue siendo valido para el caso
anisotropico, por lo que recuperamos la expresion:
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B 2= Y0 ), B (37)
donde, en este caso, * denota el transpuesto conjugado. Como vimos en la
propia Seccion 1.2.3, el caso magnético es idéntico, y, por tanto, podemos
concluir que no habré absorcién de energia en el medio si se cumple la con-

dicién:

F=¢ =i (3.8)

esto es, si las propiedades materiales se pueden expresar como matrices Her-
mitianas (en términos de los indices: €;; = ¢7;). Como toda matriz se puede
separar en una parte Hermitiana y una anti-Hermitiana, en este caso, a dife-
rencia de (1.34), es la parte anti-Hermitiana la que esta ligada a la absorcién
de energia, ya que ésta debe anularse para que podamos asegurar que el
medio es no-absorbente.

Si no tenemos un campo magnético externo, esto es, distinto del campo
magnético asociado a la onda electromagnética (lo que excluye la actividad
6ptica natural, por ejemplo) las propiedades del medio son, en general, ten-
sores simétricos:

)

— =it (3.9)

donde el superindice T indica la matriz transpuesta. Este hecho se cumple
para entradas complejas o reales (en ausencia de campo magnético externo).
No demostraremos este resultado, pero vale la pena mencionar que es una
consecuencia’ del balance de energfa (1.12). Notemos que esto implica que,
en este caso, un medio no-absorbedor (que cumple, ademads, con (3.8)) tiene
solamente entradas reales (gfj = ¢j; = €;;). En este caso’, por tanto, pode-
mos asegurar que siempre se puede encontrar un sistema coordenado (el que
forman los eigenvectores de las matrices (3.6)) en el que las matrices (3.6)

. *okk
son diagonales™ :

“El resultado se sigue de las llamadas relaciones de Onsager, que son relevantes en la
termodindmica fuera de equilibrio [20].
“Suponiendo la ausencia de un campo magnético adicional, pero sin suponer necesaria-
mente que el medio es no-absorbedor (Hermitiano).
“*Este resultado depende fuertemente de que tengamos matrices reales, las matrices con
entradas complejas no son, en general, diagonalizables [24].
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e={0 ¢ 0 i=|0 u 0 (3.10)
0 0 e 0 0 mu

Esto reduce drasticamente las funciones que necesitabamos, de dieciocho a
solo seis, tres para la respuesta eléctrica y tres para la respuesta magnética.
Los ejes del sistema coordenado donde las matrices son diagonales son cono-
cidos como los ejes principales, y asumiremos siempre que estamos en estos
ejes. Cuando tenemos anisotropia eléctrica y magnética, en general, no pode-
mos asegurar que € y i sean simultdneamente diagonalizables, esto es porque,
potencialmente, las matrices en (3.6) no tienen los mismos eigenvectores. En
esta tesis nos interesa en particular el caso € = ji, donde es evidente que po-
demos diagonalizar simultaneamente. En la Seccion 3.3 desarrollaremos este
caso en detalle.

3.2. La relacién de dispersion anisotrépica

Una vez que hemos establecido como describiremos los medios anisotrépi-
cos, para analizar el comportamiento de los campos en este tipo de medios,
debemos recurrir a las leyes fundamentales del electromagnetismo, esto es: a
las ecuaciones de Maxwell. Del mismo modo que en el Capitulo 2, asumire-
mos que los campos externos son ondas monocromaticas cuasi-planas de la
forma (2.4) con una fase dada por: ¢ = ¢(r) —wt. Aplicando la aproximacién
de la 6ptica geométrica (A9 — 0) encontramos que, en este caso, las ecuacio-
nes de Maxwell estan dadas por (2.8) y (2.9). De nuevo, al analizar el modo
en el que obtuvimos estas ecuaciones, podemos notar que nunca supusimos
explicitamente que las propiedades materiales fueran cantidades escalares o
tensoriales, lo que quiere decir que las ecuaciones siguen siendo vélidas en
el caso anisotrépico. En esta seccion aprovechamos la interpretacion del vec-
tor de onda local: V/(r) = kok, para simplificar notaciéon. Tomando esto en
cuanta, reescribimos las ecuaciones de Maxwell (2.8) y (2.9) como:

k-ZE)=0 k-7iHy=0 (3.11)
k x EO—OJ,LLOILZL H():O kXHo—FOJEQgE():O (312)

Al despejar Hy del lado izquierdo de (3.12):
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1 _
HO = — ! k x EO (313)
WHo

y sustituir en el lado derecho, obtenemos:

2
kx ik x Bg+ =2 By =0 (3.14)
C

Podemos escribir esta ecuacion en términos de un solo operador, que actte
sobre Eg, como: KEy = 0. Para esto definimos primero un operador que
funciona como kx:

0 —k. k,
M=k 0 -k (3.15)
—k, ky 0

con lo que (3.14) queda reescrito como:

KE; = (MM + k28 )Eg = 0 (3.16)

Esta ecuacién significa que el operador K debe ser singular (para Eq # 0) y
por tanto debe tener determinante cero:

det(K) = det(MA™'M + k22 ) =0 (3.17)

Esta es la ecuacién que hemos encontrado a partir de las ecuaciones de Max-
well. Para determinar (3.17) supondremos que € y f tienen los mismos ei-
genvectores y usaremos estos vectores como sistema de coordenadas (ejes
principales). Como vimos en la seccién anterior esto implica que tenemos dos
matrices diagonales:

e=[0 ¢ o0 i=(0 u o (3.18)

Usando estas matrices y el operador M podemos escribir explicitamente las
componentes del operador K:
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Mykf; + :uzkg Kk

ke, - —L—= J £
Hy bz Mz Hy
. kaky k2e — paky + pok? kyk.
K= 0%y
Mz Mz flz x
kmkz kykz k28 . Mﬁk‘i + /’Lykz
Hy He " Hafby

(3.19)
Para encontrar el determinante de este operador notemos que esta repre-
sentado por una matriz simétrica, y para cualquier matriz simétrica A, si
denotamos las entradas como a;;, el determinante puede escribirse como:

det(A) = 11092033 + 2&12&13&23 — ((111(1%3 + (122(131 + (133(132) (320)

Aplicando directamente esta férmula encontramos que en nuestro caso:

det(K) = (k(Q)gtc - MmAz|M|_1) (kggy - :uyAy‘:u’_l) (k(Zng - :uzAZ|/~L|_1) + 2k§k§k§|ﬂ|_l

k2k2 kK2 N

— | (koea — ool ") =257 + (Koey — Ayl ™) =52 (koes — paAlp ™) =52
12 12 12
(3.21)

donde || = det(p) = pugpeypt.. También, para simplificar el desarrollo, defini-
mos las cantidades:

Ay = pygky + pak? Ay = okl 4 ekl A= okl + gkl (3.22)

as{ mismo denotaremos: |¢| = det(e) = ¢,¢,¢,. Desarrollamos el determinante
que hemos obtenido, multiplicando por |u| y acomodando términos segun la
potencia de kg que los multiplique:
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jden(R) = Rlell — kil (228, + 228, 4 2201, )
z Y

z

Ex 11| 2.2 Ey | 2,2 €z || 2 2>
+k2 (— AJA, — k2R + L(ALA, — —k2K) + = (A, — — Kk
0 um( Y [T ) uy( Hy ) uz( TR )

k2k? 272 k2k2 AAA
+[ J ZA$+kwszy+ YN, 4 2Kk - ]

[ha [y [hz )

Si se desarrollan los términos dentro del paréntesis cuadrado, se puede verifi-
car que estos se anulan. Estos términos eran los tinicos donde habia potencias
de sexto grado, por lo que la expresion que hemos obtenido se reduce a una
ecuacion de cuarto grado. Esto tiene consecuencias fisicas ya que, dada una
direccién de propagacién, esperamos a lo mas dos soluciones para |k|? en
vez de las tres que una ecuacion de sexto grado permitiria. Por tdltimo, para
escribir el determinante de un modo conciso, definimos las cantidades:

Ny = Eylls + Exlly Ny = Exfls + Exfly Ny = Exfly + Eylls (3.23)

con lo que la ecuacién (3.17) se reduce a:

(Exﬂmki + 5yﬂyk3 + 5ZNzkj) - k(Q) (nxgxﬂxki + nygyﬂyki + Uzgzﬂsz) +
(nakok? + nyk2k2 + nk2k2) + kglellul = 0 (3.24)

si definimos la matriz: n = diag(n., 1y, 1), la expresion se puede escribir en
notaciéon matricial como:

(k-Ek)(k-fik) — kg (Fk 0 k) + Kylellp| =0 (3.25)

Esta es la relacion de dispersion anisotropica y, al ser un polinomio de cuarto
grado, representa, en general, una superficie de cuarto grado en el espacio
(ky, ky, k-). En algunos casos este tipo superficies se pueden factorizar como
dos superficies cuadraticas. Los puntos sobre la superficie se corresponden
con los valores posibles para el vector de onda local k, notemos que la super-
ficie misma esta determinada por las propiedades del medio y la frecuencia.
Usualmente, en las referencias estdndares (por ejemplo: [20][22]) se aborda
el problema de los medios anisotrépicos suponiendo que los medios son no-
magnéticos (u = 1), por lo que, la expresiéon que hemos obtenido, es mas
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general que la que se encuentra en estas referencias. Sin embargo, es impor-
tante notar que hemos supuesto que £ y i son simultdneamente diagonales,
por lo que (3.25) no es la expresién més general para el caso anisotrépico.

3.3. El caso no-magnético (y=1)

A partir de la relacién de dispersion que hemos obtenido, podemos ob-
tener algunas propiedades esenciales de los medios anisotrépicos. Primero
analicemos brevemente uno de los casos mas estudiados, el llamado medio
uniazial” . Este tipo de medios son no-magnéticos (i = I) y estan carac-
terizados por un tensor dieléctrico de la forma & = diag(e,, e,,¢.); esto es:
solo con dos componentes independientes. En este caso: n, = n, = ¢, + €.,
n, = 2e,; con lo que, al sustituir en (3.25), tenemos:

(k-EK) K" —k§ ((e2 + coe2)kl + (€3 4 o2 )kl + 2e,.k2) +kgle] = 0 (3.26)

y dividiendo por |e] = £2¢, se obtiene:

2+ k2 k2 |k|? 24+ k2 k2 |k[?

que podemos factorizar como:

K2+ k2 k2 k|2
(—y+——k§)(€ —kg)zo (3.28)

£, Ex T

En esta expresién vemos claramente que, dada una direcciéon de propagacion,
tenemos dos soluciones posibles para |k|?, y por tanto tendremos dos posibles”
velocidades de fase (v = w/|k|). Como consecuencia, cuando un rayo llega al
medio desde el vacio, las dos velocidades de fase se traducen en dos direcciones
de propagacién distintas, y el rayo se “parte en dos” al propagarse dentro del
medio. Este fenémeno es conocido como birrefringencia o refraccién doble, y
es una de las propiedades mas importantes de los medios anisotropicos. En

Kok Kok

Son medios uniaxiales, por ejemplo, los cristales con estructura hexagonal o tetragonal.
* . . oy . .
Consideramos solamente las soluciones positivas. Las otras dos soluciones con -|k|
describen ondas que viajan en la direcciéon opuesta.
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el caso uniaxial podemos reconocer los dos tipos de superficies cuadraticas
que estan representados’ en (3.28): un elipsoide en el paréntesis izquierdo
y una esfera en el derecho. En el caso de la esfera, |k| no depende de la
direccién de propagacién (es simplemente el radio de la esfera) y, por tanto,
se puede escribir como en el caso isotrépico: |k| = kgn,, donde es comtin
definir: n? = ¢,. Por esta razén se dice que la esfera describe rayos ordinarios.
Por el contrario, en el caso del elipsoide, la magnitud de k depende de su
direccion y, a modo de contraste, se dice que describe rayos extraordinarios.
Bajo este esquema se dice que un rayo que incide sobre un medio uniaxial se
divide en un rayo ordinario y uno extraordinario. Para otro tipo de medios
anisotropicos, sin embargo, los dos rayos resultan “extraordinarios”, esto es:
dependen de la direccién del vector de onda.

3.4. Elcasoc=[

El objetivo principal de esta tesis es describir los medios materiales que
se obtienen a partir de la Optica de Transformacién (Capitulo 5). Estos ma-
teriales son, en general, anisotrépicos, y, ademds, deben cumplir con tener
permitividad eléctrica y permeabilidad magnética idénticas, esto es: € = .
Debemos remarcar de antemano que, ademas del vacio, ningin material en
la naturaleza presenta esta caracteristica. Incluso veremos en el Capitulo 5
que, un medio con esta propiedad es, de algin modo, analogo al vacio. A
pesar de esto, nuevos desarrollos en la ciencia de materiales, especialmen-
te los relacionados con los llamados metamateriales (Capitulo 7), prometen
fabricar medios materiales cuyas propiedades efectivas pueden cumplir con
estos requerimientos.

En esta seccién nos ocuparemos principalmente de encontrar las carac-
teristicas esenciales de estos materiales a partir de la relaciéon de dispersion
anisotropica (3.25). Si tenemos € = i entonces las constantes 7 de la seccién
anterior estan dadas por: 1, = 2e,e,, 1, = 2e46., N = 2e4€,, con lo que
(3.25) se reduce a:

(k- £k)* — 2[elkj(eokl + e k) + e.k2) + |e]*kg = 0 (3.29)

que, al ser un binomio cuadrado perfecto, se puede escribir como:

ok , .
Suponemos para esto que: €., ¢, > 0, y ademds que son cantidades reales. Otros casos
resultan en distintas superficies cuadraticas.
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(k-Ek —[e|k2)* =0 (3.30)

Encontramos entonces que, en este caso, tenemos una solucién doble y, por
tanto, la ecuacion general de cuarto grado se reduce a una de segundo grado.
Esto significa que este tipo de medios no presentan birrefringencia y, dada
una direccién de propagacién, tienen una tnica velocidad de fase (una tnica
solucién para |k|?). Explicitando los términos vemos que, en este caso, la
relacion de dispersion representa una tnica superficie cuadratica dada por:

k2 4+ e kl + e k2 — |e|k§ =0 (3.31)

Si las entradas de £ son positivas la superficie representa un elipsoide, cuya
ecuacion es:

ke Ry, K
TR b 1 (3.32)
donde los ejes del elipsoide estan dados por:
2 2lel 2 5 le] 2 5 |e]
Ay 0 s ay 0 5y Qa, 0 £, ( )

Con este elipsoide podemos encontrar la solucién para |k|, dada una direccién
de propagacién, simplemente encontrando la interseccion de esta direccién
con el elipsoide. Si las entradas de € son negativas o complejas, tendremos
en general, otro tipo de superficie cuadratica. A partir del elipsoide pode-
mos hacer una observacion que nos servira como preambulo a los capitulos
siguientes. Si re-escalamos los ejes del espacio (k, k,, k,) usando los ejes del
elipsoide, esto es, si establecemos una transformacién de coordenadas dada
por:

(3.34)

entonces, en las nuevas coordenadas (k7,, k, , k. ), la ecuacién (3.32) se reduce a
una esfera y (3.31) representa una onda propagéndose en el vacio (|k'| = ko).
Esto es una consecuencia directa de la condicién € = [, y serda una de las

ideas esenciales que desarrollaremos con mas generalidad en el Capitulo 5.
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Tal y como concluimos en la secciéon anterior, en el caso anisotrépico, no
podemos dar uso de la ecuacién para los rayos (2.40). El principio de Fermat,
sin embargo, sigue siendo valido y recordemos que fue a partir de este prin-
cipio que desarrollamos la 6ptica Hamiltoniana. Aunque las ecuaciones que
obtuvimos en las Seccién 2.2 también se limitan al caso isotropico, tomare-
mos a modo de “inspiracién” el resultado (2.59) donde fue posible escribir el
Hamiltoniano como la relacién de dispersiéon. A partir de esta idea y (3.31)
proponemos para este caso:

1
H(k,r) = 5(533/@3 + eykl + ek — |e|kG) (3.35)

Recordemos de la Seccion 2.2 que el Hamiltoniano tiene asociadas dos ecua-
ciones de movimiento, una describe las trayectorias de los rayos y la otra el
cambio del momento 6ptico sobre estas trayectorias. La ecuacién que descri-
be a los rayos se corresponde con el gradiente con respecto al vector de onda
de la funcién H (k,r). Para el Hamiltoniano que hemos propuesto, podemos
calcular directamente que este gradiente es:

V.H = £k (3.36)

donde Vi = (0/0k,,0/0k,,0/0.). A partir de las ecuaciones de Maxwell
(3.11) encontramos que este vector cumple con:

ViH-E=:k-E=k-ZE=0 (3.37)
ViH - H=jak-H=k-gH=0

donde usamos explicitamente que € = i estan representados por una matriz
diagonal (el resultado serfa vélido, en general, para propiedades Hermitianas).
Esto significa que (3.36) es perpendicular tanto a E como a H; con lo que,
recordando la definicién del vector de Poynting (S = E x H), podemos
concluir que:

ViH || S (3.38)

Debido a que los rayos estan en direccion del vector Poynting, éste es un pri-
mer indicio de que hemos definido un Hamiltoniano adecuado, ya que implica
que podemos usar VH para describir las trayectorias de luz, estableciendo
la ecuacién:
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dr
= 6V H (3.39)

donde f(r) es una razén de proporcionalidad, por lo que, en principio, u
puede ser cualquier parametro.

Como la longitud de arco es el parametro de referencia mas importante
(ver Apéndice 1), determinaremos el valor de § para este caso. Denotando:
"= d/ds, tenemos:

i = BV,H = pek ¥ = BIEk| = 1 (3.40)

En este caso, 1 es un vector unitario en direccion del vector de Poynting, por
lo que, de (3.31), la proyeccién de k sobre S resulta ser:

k-S _
con lo que, en términos de esta proyeccioén, encontramos:
ks
b =—— (3.42)
kglel

Este es el valor que debe tener § en (3.39) para que la curva esté parametri-
zada por longitud de arco (u = s).

La proyeccién kg no puede depender del pardmetro de la curva, y por
tanto debe poder expresarse sin hacer referencia a (. Para esto, primero
invertimos (3.40):

1_
k=—-&"'r 3.43
5 (3.43)
con lo que la proyeccion kg se puede expresar también como:
1 _ k2|el _
ks=1-k=—(r-& %)=Y= (f-& 3.44
=T 3 (r-&'r) s (r-& ') (3.44)
que implica:
k% = kg (|ele - &7'r) (3.45)

En la Seccion 5.3 mostraremos que la proyeccién kg representa el cambio de
la fase sobre los rayos de luz.
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Hasta ahora no hemos demostrado todavia que (3.35) sea efectivamente
el Hamiltoniano correcto para nuestro caso. En principio, sélo hemos esta-
blecido una de las dos ecuaciones de movimiento, y, dar sentido a ambas
ecuaciones (falta: dk/du = SV H), es crucial ya que estan acopladas. Para
esto, sin embargo, nos esperaremos hasta el Capitulo 5 donde daremos una
nueva interpretacion al tensor & = [i, que nos permitird dar un nuevo sentido
al significado de los rayos de luz.



Capitulo 4

Coordenadas y
Transformaciones

La teoria de la Optica de Transformacién surge de una reinterpretacién
de las ecuaciones de Maxwell en coordenadas generalizadas, y, por esta razon,
para entender en detalle los resultados de esta teoria, en este capitulo desa-
rrollaremos las ideas basicas detras de las coordenadas generalizadas y las
transformaciones de coordenadas. Estos temas son objetos de estudio de la
Geometria Diferencial [25][26][27], y, en fisica, estdn comtinmente asociados
con la teoria de la Relatividad General [28].

A partir de este capitulo usaremos la convencion de suma de Einstein.
Esta convencién dice que, si un mismo indice aparece dos veces en una ex-
presién, una vez arriba (como superindice) y otra abajo (como subindice),
entonces hay una suma implicita sobre el indice. Para ejemplificar esta con-
vencion pensemos en la expansién de un vector arbitrario a. Dados 3 vectores
linealmente independientes {ej, 3, €3} podemos expresar a como:

3
a=a'e; + a’ey + a’e; = Z a'e; = d'e; (4.1)
i=1

donde decimos que los vectores {e;, eq, e3} forman una base y los nimeros
{a',a?, a®} son los componentes del vector a relativos a dicha base. Notemos
que hemos puesto el indice arriba a las componentes del vector y el indice
abajo a los vectores en la base. En principio, esta distincion nos permite
hacer la suma, ya que la definimos para indices repetidos sélo si uno aparece
arriba y el otro abajo. Sin embargo, en las siguientes secciones veremos que,

63
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debido a que las componentes de vectores y los vectores de la base son objetos
fundamentalmente distintos, es importante distinguir entre ellos. Ademads, la
posicion de los indices nos permitirda escribir de un modo conveniente las
reglas para los cambios de coordenadas.

4.1. Coordenadas Generalizadas

La posicion de un punto en el espacio esta caracterizada por 3 niimeros: las
coordenadas del punto. Estos niimeros dependen del sistema de coordenadas
que usemos: cartesianas, cilindricas, esféricas, etc. Intuitivamente podemos
pensar que un sistema de coordenadas {z!, z?, 3} es un modo de etiquetar a
cada punto del espacio. Para que el sistema coordenado tenga sentido, todos
los puntos deben tener una etiqueta y ésta debe ser tnica.

Distintos sistemas coordenados asignaran distintas etiquetas a un mismo
punto, lo que hace evidente que el punto mismo es independiente de la etique-
ta que lo identifica. Esta independencia es especialmente importante cuando
trabajamos con campos vectoriales, ya que éstos asignan un vector a cada
punto del espacio, sin importar el modo en el estén etiquetados los puntos.
A pesar de esto, las componentes de los vectores y la base en la que es con-
veniente representarlos dependen de la estructura del sistema coordenado, y
es justo esta dependencia la que nos interesa desarrollar en general.

4.1.1. La base

Un modo de pensar al eje-z, en un sistema cartesiano, es como la linea
perpendicular al plano yz, que surge de dejar correr continuamente x man-
teniendo y, 2z = 0. Con esto en mente, llamemos a todas las lineas perpen-
diculares al plano yz las lineas coordenadas de x. Andlogamente, llamemos
a las lineas perpendiculares al plano xz las lineas coordenadas de y, y a las
lineas perpendiculares al plano xy, las lineas coordenadas de z. Considerando
estas lineas, si no nos fijamos en las etiquetas (coordenadas) de los puntos,
no podriamos distinguir que punto es el origen, ya que por cualquier punto
pasa una unica linea coordenada de x, una de y y una de z, que forman un
sistema de 3 ejes perpendiculares.

Estas ideas se pueden generalizar para un sistema de coordenadas arbi-
trario {x!, 22, 23}. Si dejamos correr continuamente x'!, dejando 22, z* cons-
tantes, obtendremos alguna trayectoria en el espacio que llamaremos una tra-
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yectoria coordenada de z'. Por ejemplo, en coordenadas cilindricas {r,6, 2},
si dejamos 7, z constantes y consideramos # continua, obtenemos un circulo
de radio r a una altura z (ver Fig. 4.1a). Para caracterizar una trayecto-
ria, en el caso general, tomemos un punto arbitrario O en el espacio, y con
él construyamos un vector r = OP, donde P = (2!, 2% 2?) es algiin punto
sobre una trayectoria de x!. Si dejamos que z! sea un pardmetro continuo,
manteniendo z%, x® constantes, tenemos que r(z!, 2%, z3) es una curva que
representa la trayectoria coordenada de x' que pasa por P. Dos valores del
parametro: !, ' + Ax! se corresponden entonces con dos puntos sobre la

curva, y con ellos podemos construir un vector independiente de O como:

Ar = r(z' + Ax', 2%, 2%) — r(at, 2%, 2°)

Mientras més chica sea la cantidad Ax!, mas parecido serd Ar al vector
tangente a la trayectoria de z' en P; y en el limite Az! — 0, la razén
Ar/Ax! es exactamente:

or(z!, 2% x3)
Ozt

Esto define un vector tangente a la trayectoria coordenada de x! en el punto
P. Analogamente, para las otras dos coordenadas, podemos construir:

e = (4.2)

or(z!, 2% x3) or(z!, 2% x3)

€y = e; =
2 0x? 3 ox3

Con lo que hemos encontrado una triada de vectores tangentes a las tra-
yectorias coordenados en el punto P. Con estos vectores podemos expandir
cualquier vector a como en (4.1) y establecer una base en cada punto del
espacio, que surge “naturalmente” de la estructura del sistema coordenado.

Como construimos la base en el punto P, en general, la base puede ser
distinta para cada punto, y, en principio, nada impide que los vectores e;
puedan no ser unitarios ni ortogonales entre si (e; - e; # 0;;). Por esto,
para que los vectores formen realmente una base necesitamos comprobar
que sean independientes. Podemos encontrar una condicién suficiente para
esto, recordando que el volumen del paralelepipedo sustentado por 3 vectores
esta dado por:

V=e; (e xe3) (4.3)
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P= (To,QQ,ZO) P= (ZEl,JTZ,ZL'g)

Figura 4.1: (a) Coordenadas cilindricas: Si consideramos # continua con r =
ro, 2 = 2z obtenemos un circulo; con r continua y 6 = 6y, z = zp una linea recta; y
con z continua y r = rg, # = 6y una recta perpendicular a la anterior. En este caso
los vectores tangentes forman una base ortogonal. (b) Curvas coordenadas por un
punto P en coordenadas generalizadas y los vectores tangentes correspondientes.

Si V # 0 los vectores no son coplanares y podremos asegurar que establecen
una base en cada punto. El factor V definido en (4.3) representa ademads
un volumen natural inducido por la base” y lo podemos pensar como una
escala natural asociada a las coordenadas. Este volumen también puede ser
expresado como el determinante de una matriz B cuyas filas son los vectores
de la base:

€1
B = €9 V= e - (62 X 63) = det(B) (44)
€3

Este modo de escribir V nos sera de utilidad mas adelante. En términos de
B la condicién para que los vectores e; formen una base es: det(B) # 0.

La definicién (4.3) también nos permitird establecer un simbolo de per-
mutacion asociado a las coordenadas. Recordemos que el triple producto vec-
torial es invariante ante una permutacion par de los indices, esto es:

* . o . , . . . .
En principio V podria ser negativo, en cuyo caso se dice que la base es izquierda.
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e -(eyxe3)=e;z (e Xxey) =ey-(e3Xxe) (4.5)

Por otro lado, de las propiedades bésicas del producto cruz™, podemos notar
que, bajo una permutacion impar de los indices, obtendriamos —V, y si se
repite algiun indices tendriamos 0. Esta informacién puede ser condensada en
la siguiente expresién:

€ijk = €; - (€ X ey) (4.6)

donde definimos €;;;, como:

V  (4,],k) permutacién par de (1,2, 3)
€ijk = —V (1,7, k) permutacién impar de (1,2,3) (4.7)

0 se repite algun indice

Para explicitar que este simbolo estd asociado a un sistema de coordenadas
en particular, definimos é;;;, como el caso V. =1 en (4.7) (que es la definicién
del llamado tensor de Levi-Civita), y escribimos el simbolo de permutacién
asociado al sistema general e; en términos de este caso como:

€ijk = \Y €ijk (4'8)

El simbolo €;j;, es independiente de las coordenadas y podemos pensarlo como
el simbolo de permutacién unitario. En particular coincide con ser el simbolo
de permutacién en coordenadas cartesianas.

4.1.2. La base dual

En un sistema coordenado generalizado, a diferencia de un sistema carte-
siano, las componentes a’ en (4.1) no representan la proyeccién del vector a
en los vectores de la base. Esto es debido a que la base puede ser no-ortogonal
(e; - €j # 0;;). Este problema motiva a que definamos unos nuevos vectores
e’ con los que podamos obtener las componentes como un simple producto
punto:

a'=a-e = (dej)- € (4.9)

“a x a =0,y anticonmutatividad: a x b = —b x a
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. ek ; .
de esta definicién es claro que los vectores €' deben cumplir:

ei-ejzai.:{o 7] (4.10)
1 1=

A partir de esta condicién podemos encontrar una expresion para los nuevos
vectores €' en términos de la base original:

el = —(92 X 63) e’ = —(63 X 61) e = —(e1 X eg) (4.11)

\Y% \Y \Y
Basta sustituir en (4.10) para comprobar que estos vectores cumplen con
nuestra definicién, y que, dada una base {e, e, e3}, el conjunto {e!,e? e*}
es tnico. Ademds, usando una identidad vectorial conocida™ y la definicién
(4.3) podemos calcular:

e (e’ xe’) = %(eg x e3) - [(e3 x e1) X (e; x e;)] (4.12)
1 1
= W[eQ -(e3 x e1)]les - (e1 x ey)] = v

como V # 0, los tres vectores son independientes, y, por tanto, cualquier
vector puede ser expresado como una combinacién lineal de ellos:

a = q;e' (4.13)

Esto quiere decir que hemos establecido una nueva base a partir de la base
que obtuvimos “naturalmente” a partir de las coordenadas. Ademas, usando
la propiedad (4.10), las nuevas componentes a; se pueden obtener como una
proyeccion del vector a en la base original, esto es:

a; = 5Zaj = (ajej) €, = a- e (414)

Esta expresién es andloga a (4.9) y, en este sentido, ambas bases se comple-
mentan. Debido a esto, la base {e!,e? e} es conocida como la base dual o
reciproca de la base {e, ey, e3}.

“Otro modo de motivar esta definicién es encontrar una base para las funciones lineales
f:X — R, donde X es el espacio de los vectores. En este contexto las funciones f’(a) = a’
son conocidas como uno-formas, ya que tienen sélo un argumento. Esta definicién es mas
general, ya que, a diferencia de (4.9) no supone que tengamos un producto escalar definido.

axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)
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El modo en el que una bases y su dual son complementarias no es una
simple curiosidad; ambas bases son necesarias para poder expresar relaciones
en términos de componentes, sin escribir explicitamente los vectores de la
base. Por ejemplo, pensemos en el producto punto de dos vectores dados a,
b; expresado solamente en términos de las componentes de la base o la base
dual, tenemos:

a-b=adb(e e a-b=ab;e-e) (4.15)

De estas expresiones es claro que, para una base no-ortogonal, a diferencia
de un sistema cartesiano, no podemos escribir el producto punto como la
simple suma de estas componentes; esto es: no podemos escribirlo ignorando
los vectores de la base. Esta limitaciéon puede ser superada, aprovechando
(4.10), al considerar una combinacién de componentes de la base y la base
dual correspondiente:

a-b= (aiei) . (bjej) = aibj(ei . ej) = (55 aibj = aibi (416)
= (aiei) . (bjej) = aibj(ei . ej) = (5; aibj = CLibi

En la seccion 4.2.3 mostraremos que la forma de esta expresiéon es invariante
ante cambios de coordenadas, esto nos permitird expresar en términos de
componentes el hecho de que el valor de (a - b) debe ser independiente de
las coordenadas. En este contexto llamaremos componentes contravariantes
a las componentes de la base y componentes covariantes a las componentes
de la base dual.

También, en analogia con (4.7), podemos construir un simbolo de permu-
tacion asociado a la base dual:

ik = e (e x e) (4.17)

Notemos de (4.12) que en este caso el simbolo unitario estd dado por:

€

eIk = %éij’“ (4.18)

Por tltimo notemos que, de la expresién (4.11), en un sistema ortogonal,

los vectores en la base y en la base dual estan en la misma direccién, y, a lo
mas, pueden diferir en magnitud. En un sistema cartesiano, la base y la base

dual son idénticas y por eso, en este caso, no hay necesidad de diferenciarlas.



70 CAPITULO 4. COORDENADAS Y TRANSFORMACIONES

4.1.3. La métrica

Tenemos entonces dos bases complementarias y, con esto, dos conjun-
tos de componentes: las componentes contravariantes, asociadas a la base, y
las componentes covariantes, asociadas a la base dual. Como obtuvimos la
base {€'} a partir de la base {e;}, usando estos vectores, debemos de po-
der establecer un mapeo entre componentes covariantes y contravariantes.
Directamente de (4.9) podemos ver que las componentes estan relacionadas
como:

a;=a-e; = (de;) - e; = gjja (4.19)

donde hemos definido:

e e e;-ey e;-e3
Gij = (ei . ej) G= €€ €ey2-€ey €y-6€3 (420)
€3-€e; €e3-€ey e3-e€3

El mapeo esta dado entonces por un tensor de segundo rango, que podemos
representar como una matriz de 3 x 3. Este tensor es conocido como la métrica
del sistema coordenado y, ademés de mapear entre distintos tipos de compo-
nentes, encontraremos que contiene informacién suficiente para caracterizar
por completo al sistema coordenado.

Anélogamente, si definimos el tensor: g% = (e-e’) encontramos el mapeo
inverso:

a'=a-e = (ae) e =ga, (4.21)

Para mostrar que efectivamente son mapeos inversos, basta combinar las
expresiones (4.19) y (4.21):

a; = gi;a = gij(gjkak) = gijgjk = 51; (4.22)
por lo que el tensor ¢¥ se corresponde con la matriz G~'. También, de la
definicién (4.20), como el producto punto es simétrico, la métrica debe estar
dada por un tensor simétrico: ¢;; = g;; (G = GT en términos matriciales).
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La métrica ademas se pude pensar como una funcién que permite en-
contrar el producto punto de dos vectores usando tnicamente componentes
covariantes o contravariantes:

= a;b;(e" - €) = g”a;b;

Los vectores en la base y en la base dual estdn asimismo relacionados
por la métrica. Combinando las expresiones (4.19) y (4.21) encontramos la
expresion:

a-e =aq; = gijaj = gij(a~ ej) = a- (gijej)

por lo que podemos concluir que:

e = gije’ e =dje = g7(gire’) = g7e, (4.24)
donde obtuvimos la expresion de la derecha aprovechando (4.22).

La razén por la que el tensor g;; es conocido como la métrica es porque
puede ser pensado como la funcién que mide distancias en el sistema coorde-
nado. Dada una curva r(u) = (x'(u), 2*(u), z*(u)), donde u es un pardmetro
arbitrario, la distancia entre dos puntos sobre la curva es: s19 = f:f ds, donde

ds es la distancia infinitesimal recorrida por la curva, y estd dada por (ver
(2.52), Apéndice 1):

dr dr\'? dat dai\'?
ds=|—-— du = | gij—— d 4.25

° (du du) " (gj du du) N (4.25)
También el volumen que definimos en (4.3) puede escribirse en términos

de la métrica. De la definicién (4.20) vemos que podemos escribir G usando
la matriz B definida en (4.4) como:

€1
BBT = (SD) <61 (SH) 63) =G

€3

De esta expresién es claro que: det(B'B) = det G, y, por otro lado, de la
ecuacién (4.4) tenemos: det(BTB) = (det B)? = V2, por lo que:
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V = /det(G) = /g (4.26)
donde hemos definido g = det(G).

4.2. Transformacion de Coordenadas

Hasta ahora hemos desarrollado la estructura que surge a partir de un
sistema coordenado {x!,z? 23} en particular. En esta seccién nos interesa
ver como se modifica esta estructura cuando cambiamos de coordenadas. Un
cambio de coordenadas es simplemente un re-etiquetamiento de los puntos
del espacio. Como los sistemas coordenados etiquetan a todos los puntos de
un modo 1nico, debe existir una funcién F que, dado un punto, tome la
etiqueta en el sistema {z!, 22, 23} y le asigne la etiqueta correspondiente en
el nuevo sistema {z', 2%, 2%}

(z', 22, 2%) 5 (2V, 2%, 2%) (4.27)

Esto lo podemos lograr haciendo que cada nueva coordenada sea una funcién
de las coordenadas anteriores:

2V = 2V (2, 22, 1)
? = 2% (2!, 2%, %) (4.28)
1’3, _ $3,(1‘1, x27 333)

. ’ / ’ .
Si {x', 2% 2%} representa un verdadero sistema de coordenadas, debe ser po-
sible establecer el re-etiquetamiento inverso, esto es, debe existir una funcién
F~1 tal que:
Vo2 3 FTloo1 2 3

(7,27, 2°) —> (7, 2%, 2°) (4.29)
Ademas de esta ultima exigencia, la funcién F' es arbitraria, por lo que nos
sera conveniente analizar el cambio de coordenadas localmente. En este caso,
usando las derivadas parciales de (4.28) (y las de las correspondientes funcio-

nes inversas), podemos establecer una relacion lineal entre un desplazamiento
. . . -/ .
infinitesimal en coordenadas {z"} y uno en las coordenadas {z'}:
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7

. axl . . (9:1:1 -/
"= —dx' ' = —dx’ 4.
dx o dx dx e dx (4.30)
Al escribir las derivadas parciales como:
y oz ) ox’
Y Oat v ox? (4:31)

podemos verlas como las entradas de dos transformaciones lineales dadas por
las matrices:

oxt  ox' Ozt ort" ozt oxV
oxt  0x? 0x% oxl  0z2 023
ox?  0x® 0x? . or? oz? 0x%
A= oxt  0x? 0x% A= oxrl! 0z2 Ox3 (4.32)
ox3  0x3 0z ox¥  ox¥ 0%
oxl 0x? 0Ox¥ oxrl  0x?2 Ox3

La matriz A es conocida como el Jacobiano de la transformacion y es analoga
a la derivada en el sentido de que representa la transformacién lineal mas
parecida a la transformacién general en un punto (el término lineal en un
desarrollo de Taylor). Siguiendo una convencién [6][10], hemos llamado A
al Jacobiano de la transformacién F~! en (4.29), y A~! al Jacobiano de la
transformacion F' en (4.27). En términos de estas matrices la condicién de
invertibilidad es:

det(A) # 0 (4.33)

En este caso la condicion estd dada localmente. Usando las entradas de las
matrices podemos comprobar inmediatamente que, si las derivadas en (4.31)
existen y son distintas de cero, la condicién de invertibilidad local se cumple:

o Oxt 9zt Ot .
ALANY = . - = - = 4.34
YT 0¥ O Oad 0; (4.34)
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4.2.1. Transformando la base

En la Seccién 4.1.1 establecimos una base en cada punto usando derivadas
parciales. Las parciales en el nuevo sistema coordenado estan dadas por la
regla de la cadena:

o0 _oio 0

ox?  Ox¥ 01’ " O
A partir de esta identidad podemos ver directamente de (4.2) que, en términos
de la base original, la nueva base estd dada por:

or . Or .
€y = — = A)— = AZ-,eZ- 4.35
ox’ v Ozt ! ( )
Aprovechando (4.34) encontramos que la transformacion inversa correspon-
diente es:

e, =0dle; = AV (Ae;) = Aley (4.36)

4.2.2. Transformando componentes de vectores

Los vectores son independientes de las coordenadas, son las componentes
y la base las que dependen de un sistema coordenado en particular. Para
un vector dado, por tanto, la representacion en distintos sistemas debe ser

. ; s/ . .
equivalente: a = a'e; = a' e;. A partir de esta igualdad y usando la regla de
transformacién (4.35) podemos encontrar que:

Vo, — gdler — a7

a ey =ae =ali\ey
Con lo que la regla de transformacion para las componentes de vectores debe
ser:

/

i AT i Y NV N I

a =ANa a' =650’ = Ay (Aja’) = Na (4.37)
-/

Notemos que, para encontrar las nuevas componentes a*, hemos usado la
inversa de la transformacion que usamos para encontrar los nuevos vectores en
la base e; en (4.35). Esta es la razén por la que estas componentes se llaman
componentes contravariantes, porque se transforman de forma contraria a la
base.
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4.2.3. Transformando la métrica

La regla de transformacién para la métrica se obtiene directamente de la
definicion (4.20) y el resultado (4.35):

gitjr = (el-/ : ej/) = A;A?,(ez : ej) = A;/A;,gw (438)

En términos matriciales esta expresién se debe escribir como:

G'=ANTGA (4.39)

esto surge de que Al g;; es una combinacién de las filas de las matrices y la
multiplicaciéon matricial estd dada por una combinacién de filas y columnas.
De la expresién anterior encontramos directamente que el determinante de
la nueva métrica es:

g = (det(A))*g (4.40)

Y de (4.26) concluimos que el volumen asociado a la base se modifica como”:

V' = det(A)V (4.41)

Con la métrica podemos encontrar las reglas de transformacién que nos
faltan. Del resultado (4.37) vemos que las nuevas componentes asociadas a
la base dual estan dadas por:

;1 = gi/j/ajl = A;,Az,gleilak = Az,gw(Ai,A{;ak) (442)
= £y gij(61a") = Nygya = Ny

Aplicando la inversa, como en los casos anteriores, tenemos: a; = Aﬁ/ai/. Las
reglas de transformacion para este tipo de componentes es la misma que para
los vectores en la base (4.35), y por eso son conocidos como componentes
covariantes, porque cambian con la base.

Para transformar los vectores en la base dual, aprovecharemos de nuevo
que un vector a debe tener representaciones equivalentes en las distintas
bases:

*Si det(A) es negativo entonces: V' = —|det(A)|V, y la nueva base es izquierda (ver
Secci6n 4.1.1).
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y ‘ L
aye’ =ae" =N\ aye'

con lo que la regla de transformacién debe ser:

y o, . L,
e =Ae e'=Aje (4.43)
De este resultado, el tensor métrico inverso en el nuevo sistema es:

i i N AT AT (A N A Addd
g7 =(e-e)=AAj(e-e)=A A g (4.44)
Los simbolos de permutacion (4.7) y (4.17) estan dados por los vectores de
las respectivas bases. Usando las reglas de transformacion para estos vectores,

la regla de transformacién, por ejemplo, para el simbolo asociado a la base
dual es:

BIE NG -/ -/ / -/ -/ / . . -/ -/ VAR
IE = el . (e x ek) =A; Ag- Aﬁ e (e x ek) =A; A; A',j ik (4.45)

Por 1ltimo, comprobaremos que la forma del producto de componentes
covariantes y contravariantes es invariante ante cambios de coordenadas:

a-b= aibi = A;Af/ai/bk/ = (5§/ai/bk/ = ai/bi/ (446)

. -y . / -/ / -/
== aib’ == AZ é/ai/bk = (Sliwlilbk == ai/bl

Con lo que, en cualquier sistema coordenado, podemos calcular el producto
punto como un producto de componentes sin necesidad de usar la métrica o
los vectores de la base. Es claro que este resultado en consecuencia de que
las reglas de transformacién de componentes covariantes y contravariantes
son inversas entre si. En general, de este resultado podemos concluir que un
producto entre componentes covariantes y contravariantes serd una expresion
valida en cualquier sistema coordenado.

4.3. Operadores Diferenciales en Coordena-
das Generalizadas

Para caracterizar el comportamiento de los campos vectoriales en el es-
pacio, debemos de poder calcular las derivadas del campo con respecto a las
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coordenadas y los operadores diferenciales en términos de estas derivadas. En
particular nos interesara calcular los operadores diferenciales que aparecen
en las ecuaciones de Maxwell (1.1): la divergencia y el rotacional.

4.3.1. La derivada covariante

En la Seccién 1.1 mostramos que, en general, los vectores en la base
pueden ser distintos para distintos puntos del espacio. Esto tiene como con-
secuencia que, cuando calculamos la derivada parcial de un campo vectorial
A = Ae;, debemos tomar en cuenta el modo en el cambia la base, esto
es: las derivadas de la base. Esto se hace evidente tomando directamente la
derivada:

0A 0 0A* oey,

oxi Ot G ox?
Como las derivadas de los vectores e; son, a su vez, vectores, debemos poder
expresarlos en términos de la base misma; esto es:

(A*ey) ey, + AF (4.47)

8ek

ox’

. ] s, . k%

donde los 27 coeficientes I}, se conocen como los simbolos de Christoffel ",
y vemos que no son mas que las componentes de las derivadas de la base. La

derivada parcial (4.47) es también un vector, y aprovechando los simbolos de
Christoffel podemos escribirla como:

=T7.e (4.48)

OA 0N

0w or T AT e; = (Vid))e; (4.49)
donde renombramos indices mudos en el primer sumando y definimos:
. OA ;
Vid! = =+ AFTY, (4.50)
IZ

Esta cantidad es conocida como la derivada covariante y representa las com-
ponentes de la derivada de A con respecto a z°. Si las derivadas de la base
se anulan, (4.50) se reduce a la parcial de las componentes del campo.
Notemos que, debido a que expandimos A usando la base {e;}, la derivada
(4.50) involucra las componentes contravariantes del campo. Para obtener la

““En general, los coeficientes Fii no representan las entradas de un tensor [6].
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derivada de las componentes covariantes, debemos de expandir las derivadas
de la base dual {e’} como en (4.48). Aprovechando que la base y la base
dual estan relacionadas, podremos hacer esta expansion usando exactamente
los mismos simbolos de Christoffel. Para probar esto, veamos que de (4.10)
tenemos:

o8 o . Y . Je el ,
0= g = gn(® e =g et =g et T e
el W .
Za—i'ekﬂLFLiézJ:a_;'ek""rii

con lo que, recordando a; = a - e;, las derivadas de la base dual en términos
de la propia base dual estan dadas por:

oe’

ox’
Encontramos entonces que las componentes de las derivadas de la base y la
base dual difieren en signo. Con este resultando, al tomar directamente la
derivada tenemos:

= —T7.e (4.51)

0A 0 . 0A; . del 0A; :
= ) = el . — Jal _ A.TI o
ozt Oz' (4;¢') dxi © 4 dzi  dxi Aile
0A; . ,
= <agj‘zj — Akffz)ej = (ViAj)eJ

con lo que la derivada de las componentes covariantes es:

_ 94,

Vid; = oz’

— AT, (4.52)

4.3.2. La divergencia

La divergencia es una medida local del flujo del campo vectorial, y en
coordenadas cartesianas se calcula como la suma de las parciales. En coor-
denadas generalizadas, como debemos tomar en cuenta el modo en el que
cambia la base, debemos usar la derivada covariante (4.50):

DA

A=V A=
v Vi oxt

+TF A (4.53)
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En general, el simbolo de Christoffel se puede expresar en términos de las
parciales del tensor métrico (Apéndice 4). En particular, para el caso de la
expresion anterior, se puede mostrar que esta relacion se reduce a:

10
Th=— \/57 (4.54)
V9 oz
Probaremos este resultado en detalle en el Apéndice 4. Al sustituir en (4.53)
obtenemos:

OA"
ox’
Y RN

- ﬁ(\/gax’ * Ot A

que podemos escribir como una sola suma de derivadas:

) . i 0 ,
V-A=V,A =2 4TkA = ‘Z)fi +% a\fA’

voa-Lt 9

Vg oz

Recordando de (4.26) que /g representa una escala natural asociado al siste-

ma coordenado, el resultado es exactamente como en el caso cartesiano, una

suma de parciales, donde simplemente hemos tomado un re-escalamiento de
coordenadas.

(vgA") (4.55)

4.3.3. El rotacional

El rotacional es una medida de la tendencia local del campo a rotar
con respecto a un punto. En coordenadas cartesianas se calcula como el
producto cruz entre las parciales y las componentes del campo. Igual que con
la divergencia, en coordenadas generalizadas, no podemos considerar solo las
parciales sino que debemos usar la derivada covariante:

V X A = by A _ijk%_ !
X =€ VZA]ek =€ ( i Alfji)ek (456)
Notemos que, en este caso, hemos usado la derivada (4.52). Para simplifi-
car esta expresién, primero debemos notar de (4.2) que los indices de las
derivadas de la base son intercambiables; esto es:
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de; 0 (or\ _ or; 0 Or\ _ Oe, (4.57)
Ord  Oxd \ ozt )  0xidxt  Oxt \ 9z )  Ox '

Con lo que, de la definicién de los simbolos de Christoffel (4.48), tenemos:

k _ 1k
k= 1k (4.58)

y esta propiedad implica a su vez:

e = @M = Y = =T, = @ =00 (4.59)

En la primera igualdad en la izquierda, s6lo renombramos indices mudos, en
la segunda usamos la propiedad (4.58), y en la tltima usamos el hecho de
que, bajo un cambio impar de indices, el simbolo de permutacién cambia de
signo. Con este resultado, las componentes del rotacional son:

oA
o’

AT = ik 02 (4.60)

(V X A)k = eijkViAj = Eijk( i

1 rijk 94,

V9 oxt

donde hemos usado el simbolo de permutacién unitario (4.18), para hacer
explicito el sistema coordenado.

4.3.4. Transformando Operadores Diferenciales

La divergencia y el rotacional, al ser propiedades del campo vectorial
en si, son independientes del modo en el que estén etiquetados los puntos.
Sin embargo, de las secciones anteriores es claro que, en la préctica, estas
cantidades se calculan en términos de las componentes del campo, y éstas
si dependen del sistema coordenado. A pesar de esto, las expresiones para
estos operadores mantienen la misma forma ante cambios de coordenadas
en un modo andlogo a (4.46). Formalmente, esta invariancia se sigue de que
hemos podido expresar estos operadores sin hacer referencia a los simbolos
de Christoffel (que, en general, no se transforman como tensores) y de que el
Jacobiano de la transformacion no depende de las nuevas coordenadas:
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0 (4.61)

8/\2/ 0 oz’ B 5%, B

oxk Oz (8%) COrt
Con lo que podemos mostrar directamente la invariancia de la divergencia
ante transformaciones:

1 0 o ldetAloa” 9 T
ﬁaxi(\@“_ w axzaxz<|detA|A’A>

|det A|] 1
= AN, (/g A7)
Ve | detA] Zaz Vo

= ﬁw(\/?/li/)

Del mismo modo, la expresion para el rotacional mantiene la misma forma:

V-A= (4.62)

1 0A,; 0A; 0A;

V x A = \/g Azjk v ek — ezjka_xjek — ez'j]gAz:fA;IAk/ o iy (463)
_ Z/j’k/ 814]/ en = 1 Az/]’k/ aA U e
ox? Nz oz

4.4. Geodésicas

Dados dos puntos en el espacio, una geodésica es la trayectoria de minima
distancia que los conecta. Esto es: el modo maés eficiente de ir de un punto
a otro en términos de distancia recorrida. Del mismo modo que el princi-
pio de Fermat (Seccién 2.1.4), dada una métrica, encontrar las trayectorias
geodésicas correspondientes se puede plantear como un problema variacional
donde debemos encontrar las trayectorias cuya distancia de recorrido no cam-
bie a primer orden (distancia de recorrido estacionaria). Matemdaticamente
escribimos esto como (Apéndice 2):

(5812 = (5/ ds =0 (464)

Como vimos en la Seccién 4.1.3, el desplazamiento infinitesimal ds esta deter-
minado por la métrica. Para una curva arbitraria r(s) = (z'(s), 2%(s), 23(s)),
la distancia recorrida queda escrita como:
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ry ry

donde hemos supuesto que la curva esta parametrizada por longitud de arco
(en esta seccién: ~ = d/ds). Con esto, para el problema variacional (4.64),
identificamos el Lagrangiano del problema como:

L(r,¥) = [¢] = (giyi'd’)"/? (4.66)

El hecho de que hayamos impuesto una parametrizacion por longitud de arco
impone una condicién sobre este Lagrangiano (Apéndice 1):

i| = (gy3'a7) =1 (4.67)

Las curvas geodésica seran entonces las soluciones de la ecuacién de Euler-
Lagrange (Apéndice 2):

oL B iaL B
ort  dsdit

En vez de sustituir directamente el Lagrangiano (4.66) en esta ecuacion,
definimos el momento de la curva p = p;e’, como:

(4.68)

donde hemos usado explicitamente la condicién (4.67). Este momento, por su
puesto, no tiene ningun significado fisico. Mateméaticamente podemos darnos
cuenta que las componentes p; resultan ser las componentes covariantes de
|F|. En términos del momento de la curva, la ecuacién de Euler-Lagrange

para el Lagrangiano (4.66) se puede escribir como:

Di

,_ 4oL oL _ A , 4
D= s0i ~ 9ai - 2L o 2 0zt (4.70)
Usando la identidad (ver Apéndice 4):
dGijt . 8glm
opi  Judmk o (4.71)

la ecuacion de las geodésicas se puede escribir sin hacer referencia a las com-
ponentes z*:
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19g" 19g™
- gk — 472
Pi = =55 9 9mid’ 3 = =5 = Pipm (4.72)

A partir del momento de la curva que hemos definido, podemos hacer un
planteamiento Hamiltoniano del problema de las geodésicas. E1 Hamiltoniano
del problema es:

H(rp) = 3 (pid' — 1) (4.73)

Notemos que, del mismo modo que en la Seccion 2.2, este Hamiltoniano no
es exactamente la transformada de Legendre de (4.66), debido a que este
Lagrangiano es degenerado (ver Apéndice 3). Tomando la condicién (4.67) y
sustituyendo de (4.69): ©* = ¢g“p;, el Hamiltoniano queda escrito como:

H(r,p) = %(gijpz‘pj —1) (4.74)

Las ecuaciones de movimiento asociadas a este Hamiltoniano son:

oH .. , OH  19g™

it = —— = g"p; bi= =55 = —5 5 PiPm (4.75)

Que son exactamente las ecuaciones: (4.69), (4.72). Esto quiere decir que efec-
tivamente podemos obtener las geodésicas a partir del Hamiltoniano (4.74).

Por lo general, el problema de las geodésicas no se plantea usando un
Hamiltoniano sino que, a partir de Euler-Lagrange, se llega directamente a
una ecuacion de segundo grado para las curvas de minima distancia. Esta
ecuacion se puede obtener de nuestras ecuaciones de movimiento. Tomando
la derivada del lado izquierdo de (4.75) se obtiene:

L d o5"
i ds(g pi)=g"pi+ == G P (4.76)

donde hemos renombrado indices mudos en ambos sumandos. Tomando p;
de (4.70) y usando la identidad (A.41) obtenemos:
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it = %g (%’gl’“;ﬂ ’f) gzzgglégmpn.
— %g (aanglkxjxk) _ gil%i%k
- %9 (%g;zk ”l’k) - %g“ (% - %) i
-5 | (G e )|

Como mencionamos en la Seccién 4.3.2, los simbolos de Christoffel (4.48)
se pueden escribir en términos de las derivadas de la métrica. La relacién
general entre estas cantidades es (ver Apéndice 4):

i 1|99, Ogu _ 9gjk
ik 29 oxk ~ Jzi Ot

con lo que la ecuaciéon de segundo grado para las geodésicas se puede escribir
como:

(4.77)

i+ sz:vj:v =0 (4.78)

Que es la ecuacion que se encuentra comunmente en las referencias [28][25][26].
Como toda ecuacién de segundo grado se puede escribir como dos ecuaciones
de primer grado, las ecuaciones de movimiento del Hamiltoniano (4.74) se
corresponden con un desacoplamiento de esta ecuacion.



Capitulo 5

Optica de transformacién

Como vimos en el Capitulo 3, en general, las propiedades electromagnéti-
cas de un medio material estan descritas por los tensores de permitividad
eléctrica y permeabilidad magnética: €;; y p;5. Por otro lado, del Capitulo
4, sabemos que la estructura de los sistemas coordenados esta determina-
da por el tensor métrico g;;. Esto es: la métrica determina la geometria del
espacio. La idea fundamental de la 6ptica de transformacién es que, en el
caso €;; = [4;j, las ecuaciones de Maxwell no distinguen entre estas propieda-
des tensoriales y la métrica g,;. Esto tiene como consecuencia que, para los
campos electromagnéticos, una geometria es como un medio material y, a su
vez, un medio material es como una geometria. En este capitulo desarrollare-
mos este hecho en detalle y mostraremos como, a partir de esta idea, usando
transformaciones de coordenadas, es posible disenar medios materiales que,
en teoria, controlen la luz en casi cualquier modo que pueda ser imaginado.

5.1. Ecuaciones de Maxwell en coordenadas
generalizadas

Los campos vectoriales con los que describimos los campos electromagnéti-
cos son, por supuesto, independientes del sistema coordenado que usemos;
estos sistemas son solamente el modo en el que etiquetamos los puntos del
espacio. Las ecuaciones de Maxwell son relaciones que cumplen los campos
mismos, y podemos ver de (1.1) que involucran directamente a los vectores
E y B. En la practica, sin embargo, debemos poder expresar estas relaciones
en términos de los componentes de los campos, y, como vimos en el capitulo
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anterior, estas cantidades si dependen del sistema coordenado que usemos. A
pesar de esto, encontramos en la Seccién 4.3 que podemos expresar la diver-
gencia y el rotacional, usando las componentes de los campos, de un modo
invariante; esto es, manteniendo la misma “forma” sin importar el sistema
coordenado. En la Seccion 4.3.4 comprobamos explicitamente que esta forma
es invariantes ante transformaciones de coordenadas. Estos operadores dife-
renciales son los inicos que aparecen en las ecuaciones de Maxwell, por lo que
estas ecuaciones heredan esta invariancia. Con esto, usando (4.55) y (4.60)
podemos escribir (1.1) en términos de componentes para cualquier sistema
coordenado como:

1 0 P 1 0 o

1 0B, 0B 1 ,..0B; O

~ijk giik

N AR Vi o "M

= Moji

En estas ecuaciones hemos elegido usar el simbolo de permutacién unitario
(4.18). También, notemos que las ecuaciones involucran tanto componentes
covariantes como contravariantes.

5.2. Interpretacién material de la métrica

Mostraremos ahora que hay dos modos indistinguibles de interpretar las
ecuaciones (5.1). En principio, hemos escrito estas ecuaciones como las ecua-
ciones que deben cumplir los campos electromagnéticos en el vacio. Los cam-
pos estan dados en términos de sus componentes contravariantes en cada
punto como:

E(r,t) = E'e; H(r,t) = H'e; (5.2)

donde {e;} es una base arbitraria. Al estar en el vacio, el campo-H es sim-
plemente: B = poH. Para hacer explicito el sistema coordenado que estemos
usando, usaremos la métrica para reescribir las ecuaciones (5.1) tnicamente
en términos de componentes covariantes”:

* . , .z
Recordemos que las componentes covariantes estan conectadas con la proyeccién del
vector en la base (E; = E - ;).
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8 Z" _ a Z"

amﬁfovﬁgjﬂb)==p axiﬂkn/ﬁgjf%)==0 (5.3)
OB 0 )
GJka—; + 5 (o9 Hy) =0 €jk%f — 5 (V99 Ej) = J

donde también hemos redefinido las fuentes como: p = /g p, Ji= V9 J'. Este
re-escalamiento es como si consideraramos fuentes en un sistema cartesiano
(el elemento de volumen es: dV = /g da'dz?dx?). También hemos sustituido
al campo magnético por el campo-H en el vacio.

Cambiemos radicalmente de tema por un momento. Recordemos las ecua-
ciones de Maxwell en medios materiales (1.10). En términos de componentes,
los campos auxiliares (3.4) se pueden escribir como:

D' = gc” E; B' = puou” H; (5.4)

donde £, ;1% representan los tensores de permitividad eléctrica y permeabili-
dad magnética. Si las componentes son cartesianas, las ecuaciones en medios
materiales (1.10) se escriben como:

0 . 0 g
(€0e” Ej) = p (pop” Hy) =0 (5.5)

ort oz’
) P nOH 9 ;
e]ka—xija(uoujHj):O Ejkan—a(&“oé“jEj):J

Al comparar estas ecuaciones con las ecuaciones en el vacio (5.3), nos pode-
mos dar cuenta que si se cumple la identidad:

e’ = = /99" (5.6)
no tenemos modo de distinguir si (5.3) representa las ecuaciones para un
medio material en coordenadas cartesianas (5.5), o las ecuaciones en el vacio
en coordenadas arbitrarias (5.1). Esto implica que ambas interpretaciones
son vélidas, por lo que, siempre que se cumpla (5.6), podemos interpretar
una métrica como las propiedades materiales de un medio. En las siguien-
tes secciones explotaremos esta interpretacién material de la métrica como
estrategia para disenar propiedades materiales a partir de transformaciones.
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Las ecuaciones que hemos considerado en esta seccién son para las com-
ponentes de los campos. Al tomar la interpretacién material, sin embargo,
hemos cambiado de sistema coordenado manteniendo las mismas compo-
nentes, lo que se traduce en que hemos transformado implicitamente a los
campos. Esto es: F; era una componente covariante del campo en el sistema
arbitrario caracterizado por g;;, pero ahora estamos interpretando que es una
componente del campo dentro de un medio en un sistema cartesiano. Esto
implica que, bajo la interpretacion material, los campos ya no estan dados
por (5.2) sino que tenemos nuevos campos dados como:

E= Elew + Egey + Egez H= Hlex + ngy + ngz (57)
Esto es, las entradas cartesianas del vector E estan dadas por: E, = Ey, Ey =
E5, etc. Este nuevo campo (dentro del medio) puede escribirse en términos del
campo original (en el vacio). Para esto consideremos un sistema cartesiano
en el vacio que denotaremos como: (2,1, 2') = (zV, 2%, 2%). Los campos en
el vacio (5.2) los podemos representar tanto en el sistema arbitrario como en
este sistema cartesiano primado: E = E;e! = Eye, donde las componentes
estan relacionadas como: E; = AY Ey. Con esto, (5.7) se puede escribir como:

E=(AN'Ey+A E,+ AN E)e,+ (A Ey + A E, + A E.\)e,
+ (AYEy + A Ey + AZE.e.

en notacion matricial esto es:

[El. = A T[E]. H], = A "[H]. (5.8)

donde [E]C = (Ex, Ey, Ez)T, es el arreglo columna de las entradas del vector E
en coordenadas cartesianas. Es importante hacer esta distincién porque esta
formula solo es valida cuando las entradas son cartesianas. También hemos
denotado la transpuesta de la matriz inversa como: —T. Vemos entonces que
el campo dentro del medio se puede ver como una transformacion del campo
original en el vacio, y la transformacion estd dada por el Jacobiano del cam-
bio de coordenadas, del sistema arbitrario en (5.2) a un sistema cartesiano.
Notemos que realmente no hicimos explicitamente ninguna transformacion de
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coordenadas, sino que, la interpretacion material de la métrica implico una
transformacion de los campos.

En (5.6) usamos las componentes contravariantes de la métrica, y sabemos de
(4.21) que la matriz correspondiente es G, Por tanto, en notacién matricial,
(5.6) se escribe como:

E=p=,gC" (5.9)

De donde podemos encontrar directamente” el determinante det (&) = |¢|, en
términos del determinante de la métrica:

g2

) = L =
g

Nz (5.10)

Usando este resultado podemos escribir (5.6) como:
g7 = —& (5.11)

Con lo que también podemos interpretar las ecuaciones materiales (5.5) como
las ecuaciones de Maxwell en el vacio, escritas en un sistema arbitrario carac-
terizado por una métrica que cumple con (5.11). En este sentido, un medio
material es equivalente a un sistema coordenado arbitrario en el vacio. To-
mando en cuenta los resultados de la Seccion 4.1.3, es claro que, en términos
de componentes covariantes, (5.6) es simplemente: ¢;; = V9 9i5- Con esto
podemos encontrar la inversa del tensor de permitividad eléctrica como:

e = 99" gin = |el?d, = 5;3'1 = | Z|]2 = ’g_w‘ (5.12)
£ €
o en notacién matricial: &' = 7' = G/|e|. Por tltimo, notemos que la

distincion entre componentes covariantes y contravariantes sélo es valida en
el sistema arbitrario en el vacio, bajo la interpretacion material, debido a que
estamos en un sistema cartesiano, no existe tal distincion.

“Usando la multilinealidad del determinante: det(aA) = a®det(A), donde A es una
matriz de 3 x 3. También usamos: det(A™') =1/ det(A).
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5.3. Medios y Transformaciones

Hemos visto que las ecuaciones de Maxwell en el vacio, escritas en coor-
denadas arbitrarias, se pueden interpretar como las ecuaciones cartesianas en
un medio material. Las propiedades materiales correspondientes estan dadas
por (5.6). Vimos también que esta reinterpretacién implicé una transforma-
cion de los campos. Mostraremos ahora que también es posible identificar las
propiedades del medio con esta transformacion.

5.3.1. Transformacién desde espacio
electromagnético Cartesiano

Empecemos, como en la seccién anterior, con un espacio vacio. Diremos
que éste es el espacio electromagnético y lo pensaremos en principio como un
espacio virtual de referencia. Consideraremos primero que los puntos en este
espacio estan etiquetados con coordenadas cartesianas, y denotaremos estas
coordenadas como un sistema primado: (z/,v/, 2') = (z', 2%, 2%). La métrica
en este caso es:

g =" Vo =1 (5.13)

donde ¢’ es el determinante de la métrica. En presencia de campos elec-
tromagnéticos E y H, las ecuaciones para las componentes en este sistema
cartesiano primado se escriben como:

8 il a il
W(&J(S TEp)=0p 57 (od* 7 Hy) =0 (5.14)
~il il /aEkJ 3 il it il 3K aHk/ 8 il i’
7 Gy + E(MMS THy)=0 &/ g o E(ﬁofS TEy)=J

Si consideramos estos mismos campos representados en algiin otro sistema
coordenado arbitrario (z!, 2%, 2®), las ecuaciones para las componentes toman
la forma general:
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0 g 0 g

i OF 9 i i OH 0 i i
e T g oVag ) =0 @ — S (e0Vag Ey) = Vg

donde ¢ es la métrica que caracteriza al nuevo sistema arbitrario. En la Sec-
cion 4.3 vimos como deben transformarse, tanto la métrica como las compo-
nentes, de modo que efectivamente las ecuaciones (5.14) y (5.15) representen
los mismos campos. En particular, la métrica en este nuevo sistema debe es-
tar conectada con la métrica cartesiana por el Jacobiano de la transformacién
entre ambos sistemas coordenados como:

. oy Vg 1
U= AN, = = — 1
J v 7 det A~ detA (5.16)

Como discutimos en la Seccién 4.2, podemos interpretar el cambio de coorde-
nadas como un re-etiquetamiento de los puntos en el espacio electromagnéti-
co, o como una transformacién del espacio. Para destacar este hecho, dire-
mos que esta métrica caracteriza un espacio electromagnético transformado.
Si ahora tomamos la interpretacién material de la métrica en las ecuaciones
(5.15), tenemos de (5.6) que, en este caso, las propiedades del medio estén
dadas como:

L. .. .. ]_ . ; ot sl
e = il = \Jgg" = Py Ay A, 0% (5.17)

Con lo que hemos escrito estas propiedades inicamente en términos del Ja-
cobiano de la transformaciéon de coordenadas. En notacién matricial estas
cantidades quedan escritas como (ver Seccion 4.2.3):

- 1

El medio material que hemos obtenido se encuentra inmerso en el espacio
fisico. Este espacio y el espacio electromagnético no estan conectados por una
transformacién, sino por la interpretacion material de la métrica, por lo que
los consideraremos como espacios distintos. Notemos de la Seccion 5.2 que las
propiedades que hemos obtenido asumen que los campos estdn expresados en
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Espacio Espacio EM Espacio
Electromagnético Transformado Fisico

. L. . ol .
Métrica: 0y ——  Métrica: g;; = A; Aj 0y Métrica: ;5

Medio: ¢ = u =1 Medio: ¢ = p =1 —— Medio: 7 = p” =, /gg"
Campos: E, H Campos: E; H Campos: E,; H
Transformacion Interpretacion
de coordenadas material de la métrica

Figura 5.1: Para obtener un medio material a partir de una transformacién dis-
tinguimos dos pasos. En el primero realizamos una transformacién de coordenadas
desde un sistema cartesiano a un sistema arbitrario. Al aplicar la interpretacién
material a este sistema arbitrario, obtendremos un medio material que podemos
asociar con la transformacién.

coordenadas cartesianas. Como en la seccion anterior, los campos en el espacio
fisico se pueden obtener a partir de los campos en el espacio electromagnético:

[E]c = A_T[E]c [H]c - A_T[H]c (5'19>

Como los campos dentro del medio se obtienen como una transformacion
de los campos en el vacio, podemos pensar que el medio material efectia
activamente una transformaciéon sobre los campos. Diremos que este tipo
de medios son medios transformadores. La transformacion sobre los campos
es A™1) que es localmente como la transformacién de coordenadas (Seccién
4.2). Con esto, la estrategia de disenio consiste en que, podemos obtener un
medio que modifique a los campos del modo que queramos, sélo necesitamos
plantear la transformacién correspondiente.
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Por tdltimo, notemos que, como la interpretacion material se toma en todo
el espacio, si pensamos en campos que inciden en el medio desde el vacio,
debemos considerar una frontera para nuestro medio transformador. Esto lo
podemos conseguir delimitando esta frontera en el espacio electromagnético y
solo considerar un cambio de coordenadas no-trivial dentro de esta frontera.
Al tomar la interpretacion material, obtendremos un medio material delimi-
tado por la frontera, fuera de la cual, tendremos espacio fisico vacio (ver Fig.
5.2).

5.3.2. Transformacién desde espacio
electromagnético general

Para obtener las propiedades materiales de los medios transformadores
hemos considerado dos espacios y tres métricas (ver Fig. 5.1). En la seccién
anterior usamos coordenadas cartesianas tanto en el espacio electromagnéti-
co como en el espacio fisico. En parte, esto fue consecuencia del modo en
el que planteamos la interpretacién material en la Seccién 5.2. En esta sec-
cién, mostraremos como generalizar esta interpretacién para otros sistema
coordenados (cominmente coordenadas cilindricas, esféricas, etc).

Asignemos ahora al espacio electromagnético vacio un sistema coordena-
do no-cartesiano (xl 2% x ) Las ecuaciones para las componentes en este

sistema primado quedan escrltas COMoO:

Z-/~/ 6 Z'/'/
W(&)\/Eg TEp) =g @(MO\/EQ " Hjr) =

~il 5! /8E / (9 i3l NL / /8H / i
Ejka]k &(MO\/EQJH]‘/)ZO ]kaf 60\/_ng Z\/EJ
(5.20)

Del mismo modo que en la secciéon anterior cambiaremos de coordenadas a
algin sistema arbitrario caracterizado por una métrica ¢¥. Las ecuaciones de
las componentes en el nuevo sistema toman la misma forma general (5.15),
pero, en este caso, la nueva métrica estd dada en términos de la métrica
primada como:

IV INT vy
97 =Ny Aj g VI =108 (5.21)
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También queremos que, en el espacio fisico, las ecuaciones de las componentes
estén expresadas en algin sistema coordenado caracterizado por una métrica
no-cartesiana 7. En este sistema coordenado las ecuaciones no tienen la
forma (5.5), sino que se escriben como:

/D’ o/B’

oxt VP ox’ 0 (5-22)
OBy OB GinOH, 0\ D" ,
i7k — ijk - — )
Cow T o i T G

donde 7 es el determinante de v¥. Los campos auxiliares mantienen la forma:

Di = 80€UEJ' B’L = ,LLO,Uzinj (523)

con la diferencia de que estan expresados en el sistema coordenado carac-
terizado por 7;;. Al comparar (5.22) con (5.15) vemos que, en este caso, la
interpretacion material nos lleva a la identidad:

b gy VTN
Nai V7Y detA

Esto es: si se cumple esta expresion, podemos interpretar las ecuaciones (5.15)
para el espacio vacio en un sistema arbitrario, como las ecuaciones (5.22)
en un medio material en el sistema coordenado caracterizado por 7;;. En
notacién matricial (5.24) queda escrita como:

(5.24)

. 7 AG AT
E=Q= Vo AGT A (5.25)
VY detA

donde G’ es la matriz con componentes g;;,. Notemos que estas propiedades
asumen que los campos estan dados en el sistema coordenado caracterizado
por i

A diferencia del caso cartesiano, ahora tenemos una estructura geométrica
no-trivial en el espacio fisico. En este caso, debemos tener cuidado en expresar
los campos en sus componentes contravariantes (las componentes vectoriales,
ver Seccion 4.1.2). Tomando esto en cuenta, escribimos la expresion (5.23)
como:
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D = ¢VE; = ¢y, E* [D], = [E], (5.26)

Q]

donde [D], = (D', D?, D*)T es el arreglo columna de las componentes con-
travariantes de D en las coordenadas caracterizadas por la métrica ~;;. Del
mismo modo que en la Seccién 5.2, denotamos al campo dentro del medio
como E, para distinguirlo del campo en el espacio electromagnético.

Como en el caso cartesiano, la interpretacién material implica una trans-
formacion de los campos. De nuevo, la transformacién de los campos estd da-
da por el Jacobiano de la transformacion de coordenadas:

B =~1E; = ~IN By = v\ g EF (5.27)

Para expresar esta relacion en términos de componentes contravariantes, tam-
bién hemos usado la métrica del espacio fisico y la métrica original en el
espacio electromagnético. En notacién matricial:

[E], = FilAiTG/[E]g’ H], = FilAiTG,[H]g’ (5.28)
donde [E]W, [E], representan las componentes contravariantes de los campos
en los respectivos sistemas coordenados.

Recordemos que los sistemas coordenados que hemos considerado no son
necesariamente ortogonales ni unitarios. Esto fue porque obtuvimos la base
directamente del sistema coordenado. En muchos contextos, sin embargo, es
comun expresar los campos en una base normalizada’”. Para encontrar las
componentes en estos sistemas normalizados, consideremos las siguientes dos
matrices de normalizacion:

N, = diag(lei|, [e2], [es]) Ny = diag(ley], x|, |ex|) (5.29)

Si representamos los vectores en la base coordenada como una matriz B, del
mismo modo que en (4.4), podemos relacionar estos vectores con los de la
base normalizada como: B, = NgB, donde B es la matriz con los vectores en la
base normalizados. Esto resulta en que podemos relacionar las componentes

* . . . .
Como este tipo de bases no se obtienen directamente del sistema coordenado, se co-
nocen como bases no-coordenadas.
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como: [E] g = N;l[ﬁ] g, donde [E] 5 es el arreglo columna con componentes en
la base normalizada. Con esto, la relacién matricial queda escrita como:

Bl = N, A TGN, By (5:30)

Muchos de los sistemas coordenados més comunes en fisica (coordenadas
cilindricas, esféricas, por ejemplo) tienen una base ortogonal. Para estos sis-
temas, la métrica es diagonal, y esto nos permitira simplificar la ecuacion
anterior. Al recordar la definicién de la métrica (y;; = e; - €;), podemos ver
que en este caso: N,I'71 = N;l, y analogamente: N;G' = Ng. Con lo que
(5.30) se reduce a:

[E]; = NJ'A™'Ny [Ely (5.31)

Aqui debemos notar que, aunque ambas métricas tengan la misma “forma”
(ambas sistemas cilindricos, por ejemplo), debemos considerarlas como métri-
cas distintas ya que pertenecen a espacios distintos.

Por 1ltimo, notemos que, para una base ortogonal normalizada, la expre-
sién (5.26) de los campos auxiliares es:

D], = N,EI'N;'[E}; = éT [E], (5.32)

por lo que, en ambos casos, las propiedades materiales quedan descritas por
la matriz: €T

5.4. Rayos como geodésicas

En esta seccion, mostraremos como calcular las trayectorias de luz aso-
ciadas a un medio transformador, y desarrollaremos una nueva estrategia de
diseno de materiales a partir de esta relacion.

5.4.1. El Hamiltoniano optico anisotrépico

La 6ptica Hamiltoniana es el modo maés directo para el analisis de los ra-
yos de luz (ver Seccién 2.3). En la Seccién 3.3 propusimos un Hamiltoniano
basado en la relacién de dispersién y demostramos que describe correcta-
mente una de las ecuaciones de movimiento. En esta seccion, terminaremos
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la demostracion encontrando este Hamiltoniano directamente del principio
de Fermat.

Primero notemos que, para el caso anisotrépico, no tenemos ningun con-
cepto de indice de refraccién, por lo que no podemos expresar el camino éptico
como en la Seccién 2.1.4. Sin embargo, recordemos de (2.24) que el sentido
original del camino éptico fue como la integral definida de la contribuciéon
espacial a la fase, con la fase dada como:

donde k es el vector de onda local en cada punto. Esta fase es la que llamamos
fase de onda cuasi-plana en el Capitulo 2. Tomando en cuanta que, para un
tiempo dado, el cambio infinitesimal de esta fase esta dada por: d¢ = kyd/,
podemos escribir el principio de Fermat como:

5512:5/ dézé/ iﬁ:o (5.34)
0

ri ri
Sobre una trayectoria de luz, el cambio de la fase por unidad de distancia
(longitud de arco) esta dado por:

%:koj—ﬁ:kOVﬂi‘:k-i‘:ks (5.35)
donde, como en la Seccion 3.3, kg es la proyeccion del vector de onda en la
direccion de los rayos. Hasta ahora no hemos supuesto nada acerca del medio,
por lo que, en general, el camino 6ptico entre dos puntos se puede escribir
como:

ro k
by = / k—sds (5.36)
ri 0

Para el caso isotrépico, esta ecuacién es exactamente (2.23). En este con-
texto, ks/ko es la generalizacién del indice de refraccién. En particular, para
un medio con £ = fi, encontramos en (3.45):

ks = ko (|eli - E78) ' = ko(leley} il i) /2 (5.37)

Si recordamos que la interpretacién material de la métrica implico: |€|5;j1 =
gi; (ver 5.12), encontramos que la longitud de arco esta relacionada con la
geodésica transformada como:
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ro ro
(o :/ (leles}d’a') 2 ds :/ (giji'a7)2ds = 519 (5.38)
ry ry

donde 515 es la longitud de la trayectoria geodésica transformada. Esto sig-
nifica que las distancias en el espacio transformado se corresponden con las
distancias dpticas en el espacio fisico. Este resultado es el sentido de la épti-
ca de transformacion en la éptica geométrica. Esto también implica que el
principio de Fermat se reduce al problema de las geodésicas en el espacio
transformado:

(5612 - (5512 == 0 (539)

El Lagrangiano 6ptico se puede escribir entonces en términos de las propie-
dades materiales o de la métrica del espacio transformado:

Lir, 1) = (|eleij'@'#")"/* = (gi;d"d")"/* (5.40)

Notemos que, como 4° representa las coordenadas en el espacio fisico, L =
ks # 1. En la siguiente seccién discutiremos en detalle como interpretar este
resultado. Directamente del Lagrangiano calculamos el momento 6ptico:

8[/ gZZL'j k‘o 1. k’z
Pi= o= — = —lele;'d = =

. 41
o (giji'ljfj)l/Q ks ]{?0 (5 )

donde, en la ultima igualdad, usamos el resultado (3.43). Con esto vemos
que, como en el caso isotrépico (Seccién 2.2), podemos identificar el momento
optico con el vector de onda local como:

El Hamiltoniano de los rayos de luz es entonces exactamente el Hamiltoniano
de las geodésicas (4.74). En términos de las propiedades materiales podemos
escribirlo como:

1, 1 [e¥
Hp) = 300 -1 = o (Tl - ) 6)

Si multiplicamos este Hamiltoniano por a = kZ2|¢| obtenemos:

1 ..
H'(r,k) = S(7kik; — [elkf) (5.44)
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Espacio Espacio EM Espacio
Electromagnético Transformado Fisico
,// ) // //
]
_— /I 1 ] I _—
/ /
W W J/
7 4 d

Figura 5.2: Esquema para el diseno de medios transformadores a partir de trans-
formacién de rayos de luz. En esta ilustracién, tanto el espacio fisico como el espacio
electromagnético son cartesianos.

que es el Hamiltoniano que propusimos en (3.35). Con esto demostramos que
las ecuaciones de movimiento para este Hamiltoniano describen correctamen-
te las trayectorias de luz dentro del medio transformador:

dx*  OH' dk; OH'
du ok; du ox? ( )
Como en (4.75), parametrizamos las ecuaciones de movimiento por longitud

de arco. El parametro para las ecuaciones que acabamos de establecer es:
du =ds/a = ds/(k|e|).

5.4.2. Transformando rayos de luz

Hemos encontrado entonces que la ecuacién para los rayos de luz en un
medio transformador (con propiedades (5.6)) es idéntica a la ecuacién para
las geodésicas de la métrica g;;. Como en el caso de los campos, podemos
interpretar que el medio material transforma los rayos desde un espacio elec-
tromagnético virtual, donde la transformacion estd dada por un cambio de
coordenadas.

A partir del Hamiltoniano podemos analizar directamente el modo en
el que interpretamos la transformacién de los rayos. Primero analizaremos
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el caso donde el espacio fisico y el espacio electromagnético estan descritos
por una métrica cartesiana. De (5.41) encontramos que las componentes del
vector de onda en el espacio fisico y en el espacio electromagnético vacio
estan relacionadas como:

ki = ko gijj:i = k’o Aggi/j/jsi/ = k’o Az:lpi/ = A:,k‘l/ (546)

Con esto, podemos escribir el Hamiltoniano de cuatro modos distintos:

2H = 6" kyky — k2 (5.47)
= "7 NN kikj — kG (5.48)
=g kik; — k] (5.49)
= %kkj — k] (5.50)

Cada una de estas “formas” del Hamiltoniano tiene una interpretacién en
particular. La primera representa rayos de luz en el espacio electromagnético
vacio en coordenadas cartesianas. Como estos son rayos en un espacio vacio,
las trayectorias son necesariamente lineas rectas. La segunda y la tercera
representan los rayos en el espacio transformado. Estos se pueden interpretar
como una trayectoria transformada en el mismo sistema cartesiano, o como
la misma trayectoria recta en un nuevo sistema coordenado caracterizado por
gi;- La cuarta expresion representa los rayos a través del medio transformador
en el espacio fisico. Como en este espacio también tenemos componentes
cartesianas, la trayectoria debe coincidir con la trayectoria transformada.
Notemos que la transformacién entre (5.47) y (5.50) es exactamente la que
propusimos en (3.34).

Si el espacio fisico y/o el espacio electromagnético no estéan descritos por
una métrica cartesiana, debemos considerar la estructura geométrica en cada
espacio. Para discutir este caso, denotaremos al vector de onda dentro del
medio como k. En la expresién (5.46) no supusimos explicitamente ningin
sistema coordenado, pero ésta es una expresion sélo para componentes co-
variantes. Esto es, si k; representa las componentes del vector de onda en el
espacio EM transformado, tenemos: k; = k;. Las componentes contravarian-
tes, sin embargo, estan relacionadas como:

k= Yk = 'yijgﬂkl (5.51)
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Con lo que el Hamiltoniano en términos de componentes contravariantes
queda escrito como:

2H = guy kK — kg = guy A] A KR — I3

= giik'K — k§ = g7y jmk K™ —

_ 81]7jm TA7m 2
= Yk K™ — kg (5.52)
B

Notemos que £%7;; son las componentes ij de la matriz la matriz 1. Las
formas de este Hamiltoniano se pueden interpretar como en el caso anterior.
La primera igualdad representa las mimas trayectorias rectas de luz en el
vacio, pero ahora en las coordenadas caracterizadas por la métrica gy ;. En
este caso, para que las trayectorias transformadas coincidan con las trayec-
torias de luz en el espacio fisico, la métrica en este espacio y en el espacio
EM vacio deben tener la misma forma (ambas coordenadas cilindricas, por
ejemplo).

Esto también sugiere otro modo de disenar medios transformadores. Si
definimos primero las trayectorias que queremos que sigan los rayos de luz
dentro del medio, al establecer una transformacion que lleve lineas rectas a
estas trayectorias, las propiedades del medio estaran dadas, en términos de
esta transformacién, por (5.24). Como en la Seccién 5.3.1, si limitamos la
transformacion en una regién del espacio electromagnético, obtendremos un
medio inmerso en el vacio en el espacio fisico (ver Fig. 5.2).

Algunas de las generalizaciones que vale la pena mencionar —pero que
no discutiremos en la tesis— son la posibilidad se usar transformaciones mas
complicadas (entre espacios no-euclidianos) y la expansién de los resultados
al espacio-tiempo (ver [8][9]).
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Capitulo 6

Medios transformadores

Aplicaremos los resultados de la seccién anterior para disenar tres me-
dios materiales de transformacién. Las transformaciones serdn una compre-
sién/dilatacién, un doblez (que se corresponderda con un medio con indice
negativo) y un “hueco” en el espacio (que se corresponderd con una capa
de invisibilidad). Mostraremos y discutiremos las principales caracteristicas
fisicas de cada medio.

6.1. Compresién/Dilatacién del eje 6ptico

El ejemplo més simple de la éptica de transformacién es un medio que
comprima o dilate el espacio en una direcciéon dada. Analizar este caso nos
permitird confirmar los resultados de la seccién anterior, y nos servirda pa-
ra entender ejemplos mas complicados. Como vimos en la secciéon anterior,
para disenar un elemento 6ptico, debemos confinar la transformacion a la
regiéon donde queremos que se encuentre el medio transformador. El medio
que definiremos sera una tablilla de longitud L que se correspondera con la
transformacion:

Z 2 <0
r=ux y=y z=1 a? 0<7z <L (6.1)
7 —L(l—a) 2 >1L

Donde « es el factor de compresion/dilatacion, y puede ser cualquier nimero

103



104 CAPITULO 6. MEDIOS TRANSFORMADORES

Figura 6.1: Diseno de un medio que comprime el espacio en una direccién usando
éptica de transformacién. La transformacién correspondiente es (6.1). En esta
ilustracion: o = 1/2.

real positivo”. La transformacién divide el espacio en 3 regiones. En la regién
z < 0, tenemos una transformacién trivial (z* = z"); en la regién 0 < z < L,
el espacio es comprimido/dilatado por el factor « en direcciéon z; y en z > L,
el espacio es trasladado una distancia L(1 — «/). El espacio se contrae o se
extiende bajo las condiciones:

e Compresion: 0 < a <1 e Dilatacién: 1 < o

Las propiedades materiales que se corresponden con (6.1) estan dadas
en términos del Jacobiano de la transformacién (ver (5.6)). En las regiones
z <0, z> L, el Jacobiano es simplemente la matriz identidad (ver (4.31)),
por lo que, en ambas regiones, el medio resultante es el vacio (e=u=1). En la
regiéon 0 < z < L, por otro lado, el Jacobiano y las propiedades resultantes
son:

100 aar (Yo 00
A=lo 1 0 f=fi=o=|0 1/a 0 (6.2)
00 a et 0 0 «a

Notemos que el medio que hemos definido se expande infinitamente en los
ejes x v y. Como, ademas, las fronteras son dos planos perpendiculares al eje

* . . .z . .
En la siguiente seccién analizaremos brevemente el caso negativo



6.1. COMPRESION/DILATACION DEL EJE OPTICO 105

z, tenemos simetria rotacional con respecto a este eje; y, por tanto, el eje z
se corresponde con el eje dptico.

Como vimos en la seccién anterior, podemos calcular muchas cantidades
relevantes directamente de la transformacion. Por ejemplo, si pensamos que
un rayo incide en el medio en el punto z, z = 0 con un angulo 6; (con respecto
al eje z), entonces podemos encontrar el angulo dentro del medio notando
que, en el vacio, la recta tendria una altura tan#; en z = 1, mientras que la
recta transformada debe alcanzar esta misma altura en z = «, por lo que la
pendiente del rayo en el medio transformador es:

tan = étan 0; (6.3)

donde 6 es el dngulo que hace el rayo con la normal dentro del medio. Tam-
bién, de la transformacién (6.1) se puede encontrar que los rayos salen del
medio como si hubieran tenido un cambio de foco en direcciéon z dada por:

Az=L(1-—-) (6.4)
!

El valor de este cambio de foco es exactamente la traslacion de la trans-
formacién inversa (donde: 2/ = z/a) en la regién z > L. Esto lo podemos
interpretar como que, para la luz, el salir del medio es equivalente a una dila-
tacion/compresién dada por 1/« (ver Fig.6.1). Notemos que las traslaciones
no se traducen en ninguna propiedad material; esto es: en la region z > L, el
medio continua siendo el vacio. En nuestro caso, sin embargo, la traslacion
es necesaria para que la transformacion sea continua en todo el espacio. Esta
continuidad es deseable por dos razones: Por un lado permite que la frontera
que definamos en el espacio EM sea exactamente la misma que la que contie-
ne al medio en el espacio fisico (sin la continuidad, la frontera serfa distinta
en el espacio EM transformado y, por tanto, en el espacio fisico). Segundo,
notemos que sélo si la transformacién es continua podemos interpretar el
efecto que tiene el medio sobre la luz exactamente como la transformacion.
Es decir, sin la traslacién en la regién z > L habriamos obtenido el mis-
mo medio material, pero no tendriamos una correspondencia exacta con la
transformacion.
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a=1/2 a=1/2
L= oSS L =06
Az =—1 5' | L Az=-06 :
a=2 o=
L=1 5 : L=0,6
Az =0,5 : {1 L Az =03
-1 0 L -1 0 L

Figura 6.2: Rayos através de una tablilla transformadora de anchura L. La trans-
formacién es una compresién/dilatacién en direccién z. Los rayos salen de la tablilla
con un aparente cambio de posicién en direccién z. Tanto L como Az estdn dados
en unidades arbitrarias de distancia.
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6.1.1. Condiciones de frontera

Como vimos en el capitulo anterior, también los campos se pueden obte-
ner a partir de la transformaciéon. En esta seccion, sin embargo, los obten-
dremos directamente a partir de la relaciéon de dispersién y las condiciones
en la frontera, comprobando que coinciden con los resultados de la 6ptica
de transformaciéon. Llamaremos region 1 a la regiéon que contiene al vacio
(z < 0), y regién 2 a la que contiene al medio de transformacién (0 < z < L).
Las propiedades materiales de cada regién seran entonces:

/o 0 0
81:M1:1 52:[:12: 0 1/Oé 0 (65)
0 0

Con esto, en la region 1, la relaciéon de dispersiéon es simplemente:

ki, + kK, + ki, =k (6.6)

donde ky = w/c. En la regién 2, dentro del medio, la relacién de dispersién
estda dada por (ver (3.31)):

€2$k§x + €ka§y + Ezzkgz = ‘82|k8 (67)

donde |e5| = det(e3). Como la proyeccion de k en la frontera debe conservarse,
tenemos: ko, = kig, Koy = kiy. Usando este hecho, podemos encontrar una
relacién entre las componentes normales despejando de (6.7):

1 1

1

Como la proyeccion en z del vector de onda incidente y transmitido es posi-
tiva, podemos escribir:

1
kQZ - ak’lz (69)

Que es exactamente el resultado que predice la 6ptica de transformacién en
(5.46). También, la componente normal del campo D debe conservarse, esto
es: D1, = Dy, lo que implica:
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1
glelz == 522E2z = EQZ = aElz (610)

Anélogamente, debido a la conservacién de la componente normal del campo
B tenemos:

1
Hy, = —H,. (6.11)
(6]

Notemos que, de nuevo, estos resultados coinciden con las relaciones (5.19),
que obtuvimos a partir de la 6ptica de transformacion.

6.1.2. Direccién de campos y rayos

Como el medio de transformacion que hemos obtenido es anisotrépico,
la direccién de propagacion de los rayos y la direcciéon de propagacion de
los frentes de onda no coinciden. Tampoco coinciden en direccién los cam-
pos electromagnéticos con sus respectivos campos auxiliares. En esta seccion
encontraremos el angulo entre estos campos en funcion del factor de compre-
sién/dilatacién «. Con esto, también comprobaremos que la direccién de los
rayos que encontramos en (6.3) se puede obtener directamente a partir de las
propiedades materiales.

Figura 6.3: Direccién de los campos en un punto dentro del medio transformador
para polarizacion-p.

Por simplicidad, pensemos que el plano de incidencia es el plano xz y que
el campo eléctrico no tiene proyeccion en el eje y (polarizacién-p). Como el
tensor € es diagonal, de la relaciéon constitutiva D = ¢o€E obtenemos:
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D, eE, 1E,
D, &E, a’E,
Siguiendo la Figura 6.3, donde S es el angulo que hace el campo eléctrico
con la direccién normal (la direccién z) y 6 el dngulo que hace el campo de

desplazamiento, la relacién anterior implica:

(6.12)

1
tand = &tanﬁ (6.13)

Ademas, sabemos de las ecuaciones de Maxwell que: k-D = 0, que en nuestro
caso se puede reescribir como:
k D
=== (6.14)
k. D,
Si n es el dangulo que hace el vector de onda k con la direccién normal, la
ecuacion anterior implica:

-1 —a?

tano tan

tann = (6.15)

Como el campo eléctrico y el vector de Poynting son ortogonales (E-S = 0),
del mismo modo en que se obtuvo la ecuacién (6.15), encontramos (ver Fig.

6.3):

—1

tand =
tan (3

(6.16)

donde 0 es el angulo que hace el vector de Poynting con la normal, esto es:
la direccién de los rayos. Juntando los resultados (6.15) y (6.16) obtenemos:

1
tanf = Etann (6.17)

Ahora, pensemos en un rayo que incide en el medio desde el vacio con un
angulo ;. Antes de incidir, el vector de onda y el vector de Poynting estan en
la misma direccién. En (6.9), mostramos como cambia la componente normal
del vector de onda, y, como la componente paralela se conserva, el angulo de
k dentro del medio esta relacionado con el angulo de incidencia como:

tann = = = atan 6, (6.18)
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Sustituyendo (6.18) en (6.17) recuperamos la “ley de refracciéon” que obtu-
vimos en (6.3) para nuestro medio transformador:

tanf = 1 tan 0; (6.19)
a

En la Figura 6.4 graficamos el angulo de los rayos dentro del medio como
funcion del angulo de incidencia para distintos valores de a. Al comparar
(6.19) con (6.18) nos podemos dar cuenta de que las lineas de campo del
vector de onda se transforman de modo inverso a los rayos. Esto es: si a es
una compresion, las lineas de k cambian de direccion del mismo modo que
lo harfan los rayos en una dilataciéon dada por 1/a. Con esto, si cambiamos
a por 1/a, la Figura 6.4 se corresponde con la grafica de la funcién 7(6;).

/2

0

0

Figura 6.4: La direccion de los rayos dentro del medio dependen del angulo de
incidencia y del factor de compresién/dilatacién «.

El angulo entre el vector de Poynting y el vector de onda depende tanto
del angulo de incidencia como del factor . De (6.19) y (6.18), este dngulo
esta dado como:
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1
E=0—n= arctan(a tan 6;) — arctan(a tan 6;) (6.20)

Como k y S son perpendiculares a D y a E respectivamente, el angulo entre
estos vectores también es €. Este angulo, entonces, nos da informacion sobre
que tan anisotropico es el medio. En la Figura 6.5 podemos ver que, mientras
mas extremo sea el valor de a, no sélo se llegan a valores mas pronunciados
de &, sino que se alcanzan cada vez mas rapido. También, en la Figura 6.5
podemos ver que la separacién méaxima se alcanza en 6; = /4 para cualquier
valor de «.

/2

_7T/2 C 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 /4 /2
Figura 6.5: El dngulo entre k y la direccién de los rayos (el vector de Poynting)
depende del dngulo de incidencia y del factor de compresién/dilatacion .

Podemos usar el angulo & para describir como depende la distancia éptica
que tiene que recorrer la luz dentro del medio con respecto al angulo de
incidencia. En (5.35) mostramos que, en general, podemos escribir el camino
optico como: kodl = kgds, donde kg es la proyeccién del vector de onda
en la direccién de los rayos (el vector de Poynting). En nuestro caso, como
tenemos un medio homogéneo, si integramos entre dos puntos dentro del
medio encontramos:
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2] = ks = Ll cos & (6.21)

S12 ko ko
donde si5 es la distancia que recorre la luz en el espacio fisico. Por ejemplo,
si integramos a lo largo de una tablilla de longitud L tenemos: s;, = L/ cos6
(recordemos que en el medio homogéneo la luz viaja en linea recta). La
expresion (6.21) representa entonces la razén entre la distancia fisica y el
camino o6ptico entre dos puntos dentro del medio. En la Figura 6.6 hemos
graficado esta cantidad como funcién del angulo de incidencia para distintos
valores de «. En un medio isotrépico, esta razén no depende del angulo
(l12/s12 = n, donde n es el indice de refracciéon) por lo que, en nuestro
caso, podemos pensar que la anisotropia se origina en el hecho de que sélo
hemos comprimido el espacio éptico en una direccién (ver Fig. 6.1) . En este
sentido, kg/ko resulta ser la generalizacién del indice de refraccién para el
caso anisotropico.

4

0 /4 /2
Figura 6.6: El camino optico através del medio se puede entender en términos
de la transformacién. La dependencia con el dngulo (la anisotropia) surge de que
s6lo hemos dilatado/comprimido en una direccion.
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Por 1ltimo, notemos que el caso para polarizacion-s es idéntico, solo de-
bemos sustituir: E — H, D — B, y &€ — . Que los dos casos de polarizacién
sean el mismo es una consecuencia directa de que la respuesta magnética y

la respuesta eléctrica son idénticas (£ = [1), ya que sdlo asi las pendientes de
los respectivos vectores son las mismas.

6.1.3. Transferencia de energia

La transmitancia es la razon entre el flujo incidente y el flujo transmitido
de energia. Si n es la normal a la superficie (en nuestro caso: n = z), la
transmitancia estd definida como:

So-n Sy,
S,-n Sy

Para un medio anisotrépico, al sustituir kx E = wB = wuopuH en la definicion
del vector de Poynting (S = E x H) tenemos:

T —

(6.22)

1 _
S=—Exi Yk xE 6.23
S x i (kX E) (6.23)

Tomando la componente z de la expresion anterior en la regién 2, encontra-
mos:

1 1
w,U/OSZz = EQI_(kZzEQx - k22E2z) - EQy_(k2yE2,z - k2zE2y) (624)

M2y /"LQ"E

ki, Ei. Ey. ki
:ampéafwu;)—awwwi_l

o Ely)

= WStz

donde usamos (6.9), (6.10) y el hecho de que las componentes paralelas se
conservan (ki, = kog, E1p = Fa,.). Este resultado implica inmediatamente
que:

T=1 (6.25)

Esto significa que toda la energia incidente es transmitida y, por tanto, la luz
no sufre ninguna atenuacion al atravesar el medio. También, este resultado
confirma que el medio se corresponde exactamente con la transformacién, ya
que ésta no implicé ninguna atenuacién de los campos.
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6.1.4. Impedancia del medio

Si toda la energia es transmitida no puede haber un campo reflejado. Es
decir, nuestro medio transformador debe ser perfectamente no-reflector para
cualquier dngulo y polarizaciéon. Un medio con esta caracteristica se dice que
tiene la impedancia exacta del vacio. La impedancia es una medida de la opo-
sicion del medio al cambio cuando es aplicada una fuerza y esta relacionada
con la magnitud de los campos reflejados. Para polarizacion-p, la impedancia
y el coeficiente de reflexién estan definidos como:

r, = Z,=—= (6.26)

De las ecuaciones de Maxwell (3.12) tenemos que, para una onda plana (o
cuasi-plana) monocromadtica, en ambos medios se debe cumplir:

_ k.
kxH=—-wegE = E, = H, (6.27)
WENEL

donde nos hemos fijado tinicamente en la componente z. Al calcular Z, en la
regién 2 encontramos:
EQm o k2z (klz/a) klz

wep/ WE

Zop = =
2y WEpE2y

donde, de nuevo, hemos usado(6.9). Para polarizacién-s la impedancia y el
coeficiente de reflexion estan definidos como:

Z25 - le E
s = =5 ZS = _y 628
" ZQs + le Ha: ( )
Ahora, tomamos de las ecuaciones de Maxwell:
_ k.E
kxE=wppH = H,=—- Y (6.29)
Who g

con lo que la impedancia para polarizacion-s en la region 2 esta dada por:

Ey WhoH2z Wit/ Wity
Z s = Y = — = — = — — Z s 630
2 H23} k2z (klz/a> klz ! ( )
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Hemos mostrado, entonces, que la impedancia del medio transformador es
la misma que en el vacio, y que, por tanto, los coeficientes de reflexion se
anulan:

T Ts =0 (6.31)

En la Figura 6.7 ilustramos este resultado mostrando |E| para una onda pla-
na que incide sobre el medio transformador. La grafica se obtuvo a partir
de un modelo numérico realizado en el software comercial COMSOL™. Este
resuelve directamente las ecuaciones de Maxwell usando el método del ele-
mento finito; el material estd contenido en la region 0 < z < L, y las otras
dos regiones contienen aire (n ~ 1). En las dos gréficas superiores, los campos
atraviesan un medio isotrépico con indice de refraccién n = 2. Este medio es
transparente, pero presenta un patron de interferencia debido a los campos
reflejados. La magnitud de los campos reflejados depende del angulos de inci-
dencia y del indice de refraccién. En el caso del medio compresor/dilatador,
por otro lado, no vemos ningiin campo reflejado, lo que comprueba numéri-
camente que el medio es perfectamente no-reflector. También notemos que
la onda se comprime/expande de acuerdo con la transformacion.

6.2. Indice negativo como transformacion

Quiza lo primero que se debe decir acerca de los materiales con indice
de refraccion negativa es que, hasta la fecha, no se ha encontrado ningin
medio natural con esta propiedad. A pesar de esto, en 1967 Victor Veselago
mostro que la existencia de este tipo de materiales no estaba prohibida por
ninguna ley fundamental de la fisica; y que, de hecho, un medio con €, u < 0
debe tener un indice de refraccién negativo. Veselago también estudio otras
propiedades interesantes de este tipo de medios, pero, tras la publicacion de
estos resultados tedricos, el hecho de que no se encontrara ningin material
con estas caracteristicas en la naturaleza hizo que el interés se disipara rapi-
damente. Con los avances de la tecnologia de materiales, sin embargo, la idea

"*No. Licencia 3073222
“En muchas referencias el ano aparece como 1968 porque fue hasta este afio en que el
articulo de Veselago se publicé en inglés.
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fue retomada por John B. Pendry™ y David Smith —entre otros— en el afio
2000, y se convirtié en una de las principales inspiraciones para el desarrollo
de los metamateriales y la éptica de transformacién (ver Introduccién).

—L 0 L

Figura 6.8: La transformacion se puede visualizar como un ”doblez” del espacio.

A pesar de que originalmente no fue pensado asi, un medio con indi-
ce negativo se puede ver también como una transformacion del espacio. La
transformacién es, de hecho, un caso particular de la transformacion de la
seccion anterior, donde ahora tomamos valores negativos para el factor de
compresion/dilatacion «. En esta seccidén, consideraremos el caso més sim-
ple con o = —1, y llegaremos a la conclusién de que se corresponde con un
medio isotrépico con indice de refraccion n = —1. Sustituyendo a = —1 en
la transformacion (6.1) tenemos:

z' 2 <0
=1 y=1 2= =2 0<z <L (6.32)
2 —2L 2 >1L

Del mismo modo que en la seccién anterior, hemos considerado una tabli-
lla de ancho L, y hemos dividimos el espacio en tres regiones: en z < 0
aplicamos la transformacién identidad, en la regién 0 < z < L tenemos la
transformacion z = —z’, y para z > L tenemos una traslacién por un factor
2L. Recordemos de la seccién anterior que esta traslacion es necesaria para

%k .z s . ’ . . .«
Pendry descubrié, ademas, que un medio con indice negativo es también una lente
perfecta, es decir, sin limite de resolucién.
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que la transformacion sea continua, y no se traduce en ninguna propiedad
material. La transformacion es multi-valuada y lleva la recta 2z’ = L a la recta
z = —L, por lo que podemos visualizarla como un “doblez” del espacio (ver
Figura 6.32, [8]).

—L 0 L 2L —-L 0 L 2L

Figura 6.9: Rayos através un medio con indice de refraccién n = —1 y ancho L.

Este doblez implica que la luz debe parecer transmitirse inmediatamente del
plano z = —L al plano z = L como si la regién —L < z < L no existiera
(ver Figura 6.9). Podemos decir, por tanto, que la transformacién “anula” el
espacio 6ptico —L < 2z’ < L. Este comportamiento debe implicar que el medio
negativo “regresa”’ el avance de la fase, y esto, a su vez, debe traducirse en
que la fase (los frentes de onda) viaja en direccién contraria a la propagacién
de los rayos de luz, dada por el vector de Poynting.

A partir de (6.32) se puede calcular facilmente el Jacobiano de la trans-
formacion y las propiedades materiales del medio transformador correspon-
diente:

AAT B
det A

-1 (6.33)

o~ O
o O
o
Il
=i
Il
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donde I es la matriz identidad. En este caso hemos obtenido un medio
isotrépico con las propiedades materiales: € = 4 = —1. Para asignar un indice
de refraccién recordemos que definimos originalmente n? = ey (ver (2.14)), si
tuviéramos propiedades de signo opuesto (eu < 0) el indice seria puramente
imaginario y no habria propagacién de luz, cuando ambas cantidades tie-
nen el mismo signo (ex > 0), por otro lado, tenemos un medio transparente
que propaga radiacién electromagnética. Si las propiedades materiales son
positivas el indice de refraccion debe ser positivo, y si tenemos cantidades
negativas debemos tomar el signo negativo. Este hecho es una consecuencia
directa de las ecuaciones de Maxwell. Notemos que, de las expresiones:

k x E=wuH k x H= —weE, (6.34)

tenemos que k,E H forman una triada de vectores ortogonales. La orienta-
cién” —derecha o izquierda— de la triada de vectores depende del signo de
las propiedades materiales como se puede ver en la Figura 6.10. Si ambas
son positivas (¢, > 0) tenemos una triada derecha y si ambas son negati-
vas (g, < 0) tenemos una triada izquierda” . Como S = E x H, la triada
ortogonal S, E, H siempre es derecha, y, por tanto, cuando ¢, u < 0, tiene la
orientacién opuesta a k,EE H. Esto se traduce en que S y k son antiparalelos
dentro del medio negativo.

a) b) c)
E E ki, S; k

H k.S k

e, >0 e, u <0

Figura 6.10: En un medio con e, > 0, k y S van en la misma direccién (a); si
g, < 0, van en direcciones opuestas (b). Como k| debe conservarse, si la luz va
de un medio derecho a uno izquierdo, los rayos se refractan negativamente (c).

“Si tenemos signos opuestos no es posible definir una orientacién. Esto se corresponde
con que, en este caso, no se puede definir un indice real.
“Por esta razén empezé a conocerse a los materiales de indice negativo como materiales
izquierdos.
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Cuando la luz incide desde el vacio en un medio negativo, la componente
paralela de k debe conservarse (este hecho es una consecuencia de la conti-
nuidad de la fase [18]) y S debe alejarse de la frontera, por lo que el vector
de Poynting se refracta en el tercer cuadrante (ver Figura 6.10c) en vez de
en el cuarto cuadrante como en el caso ordinario. Ese fenomeno se conoce
como refraccién negativa. Notemos también de la Figura 6.10c que, como los
rayos de luz van en direccién del vector de Poynting, si queremos conservar
la misma ley de la refraccion:

sin 02
= 6.35
sin ( )
el indice de refraccion n debe ser negativo cuando €, < 0. En el caso que
obtuvimos a partir de la transformacién (6.32) (¢ = yp = —1), el indice debe
ser por tanto: n = —1.

Por su puesto, como los materiales negativos no se han encontrado en
la naturaleza, un medio de este tipo debe ser construido artificialmente. En
el siguiente capitulo discutiremos las ideas esenciales detras de estos medios
artificiales(metamateriales) y los retos que enfrenta esta disciplina naciente.
El primer medio negativo, de hecho, fue construido en el ano 2000 por David
Smith en la Universidad de California en San Diego [11]. A pesar de esta
evidencia y otros experimentos subsecuentes, debemos mencionar que los
materiales con indice negativo han sido objeto de polémica desde el momento
en el que fueron propuestos[19]. Aunque algunas voces criticas permanecen,
el consenso general es que la refraccion negativa tiene sentido y que es un
fenémeno que vale la pena seguir explorando™ .

6.3. Capa cilindrica de invisibilidad

Una de las primeras aplicaciones de la 6ptica de transformacion fue el
diseno de una capa de invisibilidad (ver Introduccién). Este ejemplo es, sin
duda, la aplicacion que mas interés ha generado, e, incluso, la 6ptica de trans-
formacion es comunmente conocida como la teoria detras de la invisibilidad.

“*No olvidemos, sin embargo, que estamos tratando con modelos idealizados y esto
impone limites en la aplicabilidad de estas ideas. No hemos considerado disipacién y sélo
hemos tratado con cantidades macroscopicas(homogeneizadas), por ejemplo.
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Es claro, sin embargo, que las posibilidades de la 6ptica de transformacién
trascienden este caso.

La optica de transformacién permite el diseno de capas de invisibilidad
de cualquier forma[10], pero el caso més simple es el de una capa cilindrica y,
por tanto, es el que desarrollaremos en esta seccion. La idea de la transforma-
cion es hacer un “hueco” en el espacio electromagnético que se traduzca, en el
espacio fisico, en una region que no interactie con los campos electromagnéti-
cos. Para esto, tomamos una regién cilindrica ' < b y la comprimimos en
una region a < r < b en el espacio transformado. La transformacion mas
simple que cumple con estas caracteristicas se puede escribir en coordenadas
cilindricas como:

ar'+a 1 <b ) ) 6.36
y e ¢=0¢ (6.36)

donde « representa un coeficiente de compresion dado por:

a7 (6.37)
b

En términos de este coeficiente, la transformacion comprime una region de
radio b en una region anular de radio ab = b — a. Fuera del cilindro exterior,
en la regién ' > b, tenemos una transformacién trivial, por lo que esta re-
gién permanecera sin cambios en el espacio fisico; esto es: seguira siendo el
vacio. Notemos que en ' = b tenemos r = b, por lo que la transformacién es
continua en la frontera. Como en la Seccién 6.1, este hecho se traducira en
un medio perfectamente no-reflector. El “hueco” en el espacio transformado
surge porque la transformacién manda la recta ' = 0 (el eje 2’) al volu-
men cilindrico » < a. En términos de la transformacion inversa, es como si
colapsaramos toda la regiéon » < a en una sola linea recta, es decir, la trans-
formacion lleva el volumen r < a a una regién con un volumen infinitamente
pequeno.

6.3.1. Propiedades materiales

Como definimos la transformacién en coordenadas cilindricas, nos con-
vendrd usar estas coordenadas tanto en el espacio EM como en el espacio
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fisico. En la Seccion 5.3.2 mostramos que, para el caso de sistemas coorde-
nados arbitrarios, las propiedades materiales estan dadas en términos de la
transformacién como (ver (5.25)):

_ VIAGTAT (6.38)
VA detA '
donde G’ es la métrica del espacio electromagnético y 7 es el determinante

de T', la métrica del espacio fisico. En la region r < b el Jacobiano de la
transformacion (6.36) es:

Q1

=i

or or or
or’ 00" 0z a 00
00 00 00

A= — — —|= 1 )
or' 00 072 0 0 (6.39)
N EN
or’ 00 0z

En la regién r > b el Jacobiano es simplemente la identidad (A = I). No-
temos que el Jacobiano que hemos obtenido tiene la misma forma que el
Jacobiano de la compresién/dilatacion (6.2). Esto se corresponde con que la
transformacion (6.36) es esencialmente una compresiéon del espacio. La dife-
rencia es que el Jacobiano en este caso esta dado en coordenadas cilindricas.
Este hecho implica que debemos usar explicitamente la métrica del espacio
electromagnético y la métrica del espacio fisico:

G’ = diag(1,7%,1) I = diag(1,7%1) (6.40)

De esta expresion, es claro que, aunque ambas tienen una “forma” cilindrica,
debemos de considerarlas como métricas distintas ya que ' # r. Con el
Jacobiano y las métricas podemos calcular el coeficiente escalar en (6.38):

/ /r./
L = — (6.41)

VY detAar
Antes de calcular las propiedades del medio, recordemos que, si usamos un
sistema coordenado arbitrario, debemos denotar las propiedades como: 1"

(esto es una consecuencia de que (6.38) es vélida unicamente para com-
ponentes covariantes, al multiplicar por I' las convertimos en componentes
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contravariantes (vectoriales). Ver Seccién 5.3.2). Tomando esto en cuenta y
aprovechando que s6lo tenemos matrices diagonales, encontramos:

ar’

— 0
r! ' r
El=—G 'A°T=] 0 — 0 (6.42)
ar ar o
0o 0 —
ar

Al sustituir ' = (r — a)/«, las propiedades del medio quedan escritas como:

r—a T r—a
He = €9 = Mz =E; = —
T r—a Q

fr = Ep = (6.43)

r

donde eI" = i I" = diag(e,, €9, £.). Un medio con estas propiedades materia-
les, por tanto, no permitird que los campos electromagnéticos penetren en la
region r < a en el espacio fisico. Para un valor de z constante, esta region
serd equivalente a un punto, y, por tanto, cualquier cosa dentro de esta region
no afectard de ningin modo a los campos: serd invisible.

Las propiedades materiales (6.43), a diferencia de las que obtuvimos en
la Seccién 6.1, ademds de ser anisotropicas son inhomogéneas. Estas, sin em-
bargo, dependen unicamente del radio cilindrico. Las propiedades materiales
sOlo estan definidas en la regién anular a < r < b, que es donde se encuentra
el medio transformador. En la Figura 6.11 hemos graficado estas propiedades
para distintos valores de a.

Como con los medios transformadores anteriores, las propiedades que he-
mos obtenido tienen valores extremos. Por ejemplo, €, es siempre menor que
1, y, como hemos comentado, esto puede limitar el efecto de invisibilidad
a un rango muy reducido de frecuencias (Ver Seccién 7.2). Las propiedades
m&s extremas se encuentran en la frontera interior (r = a). Directamente de
(6.43) vemos que, cuando 7 — a, tenemos: &,, &, — 0y g9 — 00. Este ultimo
valor no es sélo extremo sino simplemente imposibles de alcanzar. Recorde-
mos, sin embargo, que las propiedades (6.43) se corresponden con una capa de
invisibilidad perfecta. Es posible proponer diversas propiedades simplificadas
basadas en (6.43) para una capa de invisibilidad imperfecta. En la Seccién
6.3.3 exploraremos brevemente esta posibilidad. Una estrategia alternativa
es proponer alguna otra transformacién que también se traduzca en una re-
gién invisible en el espacio fisico. Recordemos que la transformacion (6.36)
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fue el modo mas simple de hacer un “hueco” en el espacio electromagnéti-
co y alguna otra transformacién podria resultar en propiedades materiales
mas accesibles. No exploraremos esta posibilidad en esta tesis, pero el lector

puede encontrar algunas propuestas en [29].

1
1/« o
1t 1t
@ o)
0 0
€
1/
=04
1/« “=5
1t 1t
« : o :
0 0,6 1 0 0,7 1
r/b r/b

Figura 6.11: Las propiedades materiales de la capa cilindrica de invisibilidad son

inhomogéneas y anisotrépicas.

En la frontera exterior (r = b), al evaluar las propiedades (6.43) encontramos

que éstas resultan ser:



6.3. CAPA CILINDRICA DE INVISIBILIDAD 125

a 0 0
El,mp=10 1/a 0O (6.44)
0 0 1l/a

que es exactamente como la compresion del eje éptico en la Seccién 6.1,
con la diferencia de que, en este caso, la compresion es en direccion radial.
Esto quiere decir que, justo en la frontera exterior, cada punto del medio
es exactamente como un medio de compresion simple —donde, ahora, el eje
optico es la direccion radial—, y ya hemos mostrado que estos medios son
no-reflectores para cualquier angulo y polarizaciéon. Esto también significa
que el rayo cumple la misma ley de refraccién (6.19) al entrar al medio:

1
tanf = — tan6; (6.45)
«

donde los angulos se miden con respecto a la direccién normal a la frontera
(la direccién radial).

Aqui es importante mencionar que la capa esférica de invisibilidad (el
ejemplo de éptica de transformacién mas estudiado después del caso cilindri-
o) no tiene problemas con valores divergentes, pero no estd exento de valores
extremos, ya que las propiedades materiales también se anulan en la fron-
tera interior. Tanto en el caso cilindrico como en el esférico, sin embargo,
es importante plantear el problema de las condiciones de frontera con cui-
dado, ya que los resultados estandares no son aplicables en este caso. Las
condiciones de frontera adecuadas fueron estudiadas por Ricardo Weder en
2008 [30][31][32] quien mostré de un modo formal que, efectivamente, los
disenos ideales propuestos constituyen capas de invisibilidad perfectas. En
el Apéndice 5, mencionamos brevemente las ideas esenciales detras de esta
demostracion.

6.3.2. Simulaciéon numérica en COMSOL

Para apoyar los resultados que hemos discutido se realizé una simulacion
numérica en el software comercial COMSOL". Este software utiliza el método
de elemento finito (FEM). El esquema que se uso en la simulacién se muestra
en la Figura 6.13. Para simular un medio infinito se usaron condiciones PML

*No. Licencia 3073222
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Figura 6.12: Magnitud del campo eléctrico.

(Perfectly Matched Layer) en las fronteras del dominio. El objeto que se cu-
brié con la capa de invisibilidad fue un cilindro conductor eléctrico perfecto
(PEC). En la Figura 6.12 se muestra la magnitud del campo eléctrico a través
del dominio de la simulacién en 4 casos. En a) la onda atraviesa el vacio, y en
b) hemos colocado tinicamente el conductor PEC. En este tltimo caso, nota-
mos claramente el campo esparcido y la “sombra” que genera el conductor.
En ¢) y d) hemos cubierto el conductor PEC con una capa de invisibilidad
con coeficientes de compresién a = 0,5 y o = 0,7, respectivamente.
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PML
Bpe™h” PEC
Ll
Capa

Figura 6.13: Esquema de la simulacién en COMSOL.

6.3.3. Trazado de rayos

El modo mas simple de realizar el trazado de rayos es usando el Hamiltoniano
éptico. En (5.52) encontramos la forma general del Hamiltoniano para un
medio de transformacién en cualquier sistema coordenado. En nuestro caso,
tenemos una métrica cilindrica en el espacio fisico (I' = diag(1,7?,1)), por lo
que el Hamiltoniano toma la forma:

k’2
2H = e, k? + agr—g +e.k? — |e|kd (6.46)

Antes de evaluar para las propiedades materiales (6.43), notemos que pode-
oS expresar £y, £, y |e| inicamente en términos de €, y «:

1
—&, le| = erege, = ?67« (6.47)

Con esto, podemos simplificar el problema definiendo el nuevo Hamiltoniano:

1 2 ki Ly 2
Of — €—T2H=kr+%+@(k2—ko) (6.48)
o1
:kf—i_m—i_@(kﬁ_k?})

Este Hamiltoniano es mas simple porque sélo ky estd multiplicada por un
término no-constante. Los rayos asociados al Hamiltoniano H’ son los mis-
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mos que los que se obtendrian con H, la unica diferencia estara en la para-
metrizacion de las curvas (ver Seccién 2.3.1). Las ecuaciones de movimiento
para este Hamiltoniano simplificado son:

OH' . oOH' k2
= =k, by =—— = —2 6.49
' Ok, or (r—a)? (6.49)
. OH' ko . oOH'
Okg  (r—a)? 00
. OH' 1 . OH'
T ok, a2t b=y =0
donde d/du =", con u el pardmetro asociado a H'. Nos podemos deshacer

de este parametro si consideramos que todas las cantidades sean funcién del
angulo cilindrico 0, esto es: r = 1(0) y k, = k.(0). A partir de las ecuaciones
de movimiento, las derivadas con respecto de 6 quedan escritas como:

d - k
" Z r(r—a)z

dk, k. ke
o § r—a (6.50)

Encontrar las soluciones a estas ecuaciones se puede simplificar definiendo
una nueva funcién p(#) en términos de (), como:

1 dp -1 dr
r—a o (r—a)?df

p(6) = (6.51)

En términos de esta funcién, las ecuaciones (6.50) quedan escritas como:

dp . _k?r dkr
d9 ke db

Tomando la derivada del lado izquierdo y sustituyendo el lado derecho, en-
contramos que la solucién general para p(f) es:

&?p  —1dk,

A2~ ke dO

—p = p(0) = Acosf + Bsinb (6.53)
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Figura 6.14: Rayos desde una fuente puntual através de una capa cilindrica de
invisibilidad. En ambas graficas hemos fijado b = 1m.

Y sustituyendo en la definicién (6.51), la solucién general para () es enton-
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ces:

1

r(®) = Acosf + Bsind ta
Con esto, ya podemos obtener el comportamiento de los rayos de luz para
el caso 2D (para un valor fijo de z). En la Figura 6.14 hemos graficamos
estos rayos a partir de una fuente puntual para dos valores del coeficiente de
compresiéon . Ademés de (6.54), para graficar los rayos se debe considerar la
refraccion en la frontera exterior (ver (6.45)). Como es claro en la imagen, los
rayos “evitan” el interior del la capa y salen exactamente como si hubieran
atravesado el vacio; esto es, por su puesto, exactamente lo que esperabamos.
Para graficar los rayos en 3D nos falta resolver las ecuaciones de movimiento
para la coordenada z. Del mismo modo que para las cantidades anteriores,
directamente de (6.49) la ecuacién para z(6) es:

dz %k, , k. 1 ?
do 6 a2k (r—a)” = ok (Acos@+ Bsin@) (6.55)

NN \

(6.54)

Figura 6.15: Rayos de onda plana através de la capa cilindrica de invisibilidad.

Y la solucién a esta ecuacion resulta ser:
k sin 6
0) = z 6.56
() a?kyA (ACOSQ+Bsin9> 2 (6:56)

Hemos graficado los rayos para este caso general en la Figura 6.15. En la
imagen, los rayos estan asociados a una onda plana. Algo interesante en
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el resultado que hemos obtenido es que, como el Hamiltoniano no depende
explicitamente de z, podemos pensar que “el momento 6ptico” se conserva
en esta direccién (kz = 0). Esto tiene como consecuencia que, si conside-
ramos rayos en un plano definido por algiin angulo de incidencia, los rayos
permanecen en el plano al atravesar el medio.

6.3.4. Propiedades materiales reducidas

Como se explicé en la Seccién 6.3.1, las propiedades ideales (6.43) que
obtuvimos a partir de la transformacién (6.36) son —estrictamente— impo-
sibles de alcanzar. Por tanto, sera de interés buscar propiedades materiales
mas simples que aproximen el efecto de la capa de invisibilidad; esto es, pro-
piedades para capas de invisibilidad imperfectas. Una primera idea es sim-
plemente proponer propiedades “suficientemente cercanas”, y esperar que el
comportamiento sea equivalentemente “cercano”. Como los valores mas ex-
tremos se alcanzan justo en r = a, se puede proponer un medio “parecido”,
que tenga las mismas propiedades que la capa ideal, pero con un radio inte-
rior ligeramente més grande en r = a + . En este material, la funcién pg(r)
no diverge en la frontera interior y toma el valor finito pg(a 4+ ). Que tan
parecido es el efecto en comparacion con el caso ideal depende del tamano de
0. Para este material se puede calcular que, a pesar de que en el limite 6 — 0
se recupera exactamente la capa de invisibilidad perfecta, la convergencia es
muy lenta, e incluso valores muy pequenos de d resultan en notable disper-
sion en la frontera exterior y penetraciéon en la frontera interior de la capa
[33]. Esto, aunado a que es muy complicado controlar la respuesta magnética
(ver Seccién 7.3), indica que esta estrategia no lleva a propiedades practicas.

Para medios anisotropicos, sin embargo, es posible desarrollar una es-
trategia completamente diferente para encontrar propiedades simplificadas,
aprovechando una “ambigiiedad” en las ecuaciones de Maxwell. En esta sec-
cion explicaremos esta estrategia en detalle usando coordenadas cilindricas,
y aplicaremos la técnica para encontrar propiedades reducidas para la capa
de invisibilidad. La idea detras de esta estrategia fue propuesta —aunque de
modo incompleto”— por Schuring, Smith y Pendry en 2006; quienes, usando
estas ideas para encontrar propiedades simplificadas, construyeron, ese mis-
mo ano, la primera capa de invisibilidad para microondas[12]. En esta seccién
no llegaremos a las propiedades materiales usadas en este experimento, pero

Los autores no consideraron la condicién dada en (6.65).
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las comentaremos brevemente en la Seccion 7.4 junto con algunos detalles de
la capa de invisibilidad que se construy®é.

Lo primero que hay que nota es que, si se fija una polarizacion, se reduce el
nimero de propiedades que debemos especificar. Para ver esto, consideremos
una onda TE tal que campo eléctrico tiene la forma E = F.é,. La ecuacion
del rotacional para este campo en coordenadas cilindricas se escribe como|21]:

_10E.  _0F
00T or

Si suponemos que tenemos propiedades diagonales” (fi = diag(p,, itg, 112)), 1a
expresién anterior implica:

V xE &g = iwiH (6.57)

1 OE, 1 OF,
. Hy = —-
iwpr 00 iwpg Or

H, = (6.58)

Por otro lado, en coordenadas cilindricas, la componente z de V x H = iwéE
esta dada por:

10 10H
——(rHy) — ——=
ror r 06
Notemos que, para la polarizacién que hemos fijado, las tnicas cantidades
relevantes son €., u,., fg; ya que soélo éstas aparecen en las ecuaciones an-

teriores. Al sustituir (6.58) en (6.59), tenemos la ecuacién de onda para el
campo eléctrico:

1 9 (r OE, 1 9 (1 0E. ,
9 (L E. = 6.60
g,ror (,ug or ) * e,r 00 (Hﬂ" 00 > T 0 (6.60)

= —iwe, E, (6.59)

Si suponemos du,./00 = 0 (condicién que cumplen las propiedades ideales)
podemos reescribir la ecuaciéon anterior:

2
1 a(a&) L Ou0F, | 1 O°E. | ap g (6.61)

e g7 Or “or )~ g3 Or Or e ur? 062

* s 17 . .

Aqui, a pesar de que estamos en coordenadas cilindricas, no hemos necesitado la
métrica cilindrica para escribir las propiedades (2 I' = € T'), porque usamos una base
unitaria (no-coordenada) en (6.57).
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En esta expresion se hace evidente la ambigiiedad en las ecuaciones de Max-
well. Notemos que el comportamiento de £, no depende de los valores indivi-
duales de €., ., 1, sino de productos entre estas cantidades. Si recordamos
las propiedades ideales (6.43):

r—a r r—a
r r—a T

fir = (6.62)

y las sustituimos en los productos correspondientes en (6.61), encontramos:

1 2
=« 6.63
Ezl49 ( )
2
L _ @ ( T ) (6.64)
Ez r—a

1 Oug o a

= 6.65
.3 Or r o r—a (6.65)

Como estos productos determinan la ecuacion de onda, un campo TE que
atraviese un medio con cantidades €', pi.., iy que cumplan con las condiciones
(6.63-6.65), tendrd la misma ecuacién de onda para E, que un campo através
de una capa de invisibilidad perfecta. Notemos que tenemos tres ecuaciones y
cuatro incégnitas (e,,u,,19 Y Opg/0r), por lo que es claro que tenemos cierta
libertad en el sistema. En vez de buscar propiedades que cumplan exactamen-
te” con (6.63-6.65), buscaremos propiedades que cumplan aproximadamente
con las condiciones, pero que sean significativamente mas simples que (6.43).
Para esto, haremos la aproximacién mas cruda para py(r), y propondremos
una propiedad simplificada tomando tinicamente el término constante en la
serie de Taylor alrededor de ™. Este término constante es la funcién valuada
en la frontera exterior (uy(b) = 1/a), con lo que proponemos:

1
oy = ~ (6.66)

«

“Es posible obtener una familia de soluciones exactas notando que la solucién general
de (6.65) es: pg = Cr/(r —a), con C una constante. Estas soluciones, sin embargo, no nos
ayudan a “simplificar” el problema.

“Es decir, de la expansién pg(r) = > oo cu(r — b)"/n!, donde ¢, = (0"ug/Or™)|r=b,
nos quedamos unicamente con el término n = 0.
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Sin duda, esta propiedad es significativamente mas simple (una constante en
vez de una funcién divergente), pero —como Juy/Or = 0— sélo cumple con
la condicién (6.65) si 7 > a. A pesar de esto, podemos cumplir exactamente
con (6.63-6.64) si las otras dos propiedades estédn dadas por:

1 1 /r—a)\?
a1 uiz—(r ) (6.67)
(0%

Como so6lo hemos hecho una aproximacién esperamos que las propiedades
primadas rescaten varios aspectos de la capa de invisibilidad. Por ejemplo,
en la frontera exterior, las propiedades primadas siguen teniendo la forma:
p = diag(a, 1/, 1/a), por lo que el material simplificado también es un
medio no-reflector. Vale la pena recalcar que la simplificacién es notable, ya
que solo una cantidad depende del radio y las otras dos son constantes.

El caso para polarizacion TM es idéntico, s6lo debemos sustituir las pro-
piedades correspondientes (E <+ H, D <» B, y € <> [1). Debemos mencionar
que, aunque hemos usado explicitamente las propiedades de la capa de invisi-
bilidad y coordenadas cilindricas, muchas de las ideas que hemos desarrollado
en esta seccién son generalizables.



Capitulo 7

Analisis riguroso de
invisibilidad y condiciones de
frontera para propiedades
materiales degeneradas

Las propiedades materiales de las capas de invisibilidad que estudiamos

en el Capitulo 6 tienen valores degenerados y/o divergentes en la frontera
interior, y, por tanto, las condiciones de frontera deben atenderse con cui-
dado, ya que los resultados estandares no son aplicables en este caso. Las
condiciones de frontera adecuadas fueron estudiadas por Ricardo Weder en
2008 [32][30][31], v, en este capitulo, mencionaremos de modo relativamente
informal los resultados esenciales.
Como la transformacién con la que diseniamos la capa de invisibilidad es
singular (ver Seccién 6.4), debemos definir con cuidado el dominio y la imagen
de la transformacién. Si tenemos una capa de invisibilidad centrada en el
origen, definimos la transformaciéon como:

FiQy—Q (7.1)

donde €2y es el dominio de la transformacion en el espacio electromagnéti-
co (vacio) y 2 es la correspondiente imagen en el espacio fisico (donde se
encuentra el medio transformador). Estos conjuntos estdn dados como:

Qo =R*\ {0} Q=R*\ K (7.2)

135
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donde K representa los puntos dentro de la esfera interior de la capa (la
regién invisible).

Para analizar la dindmica en ambos conjuntos debemos recurrir a las
ecuaciones de Maxwell. Definiendo el operador aq en el espacio fisico como:

ag(B,H)" = (6'VxH, - 'V xE)" (7.3)

podemos expresar las ecuaciones de Maxwell en medios materiales como
(comparar con (1.10)):

.0

"ot
Los campos solucién a esta ecuacion deben formar parte de un espacio de
Hilbert H de las funciones medibles, C*-valuadas, definidas en €2, cuadrati-
camente integrables con peso €7 y producto escalar:

(E,H)T = ag(E, H)" (7.4)

(B Bs = [ BB (75)

Q
Anélogamente, denotamos como Hpy al espacio de Hilbert de las funciones
medibles, C3-valuadas, definidas en Q, cuadraticamente integrables con peso
1y producto escalar:

(HY H®) oy :/Hi(l)ﬂin;Q)dxs (7.6)
0

Al fijarnos en el modo en el se construyé el objeto con el que representamos
a los campos en (7.4), el espacio de Hilbert de los campos con energfa finita
en {2 es simplemente la suma directa de los espacio definidos anteriormente:

Ho=Hrp ®Hu (7.7)

Si tomamos la minima suposiciéon de que las ecuaciones de Maxwell se cum-
plen en un sentido cldsico fuera de la frontera 02, el dominio de agq es
el conjunto de las funciones C®-valuadas, con soporte compacto y conti-
nuamente diferenciables en 2, conjunto que denotamos como: C}(€2). Con
este dominio, aq es simétrico en Hg, esto es: ag C ag, donde ag es el
operador adjunto de aq. Dado un operador B en un espacio de Hilbert
H, el operador adjunto B* correspondiente estd definido por el dominio
Dom(B*) = {y € H : 3z € H : (Bx,y) = (z,2) Vx € Dom(B)} y B*y = =.
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Un operador B es simétrico si (Bz,y) = (z, By) para todo z,y € Dom(B). Si
el dominio del operador es denso, como es nuestro caso, esto es equivalente a
Dom(B) C Dom(B*). Si B* = B se dice que el operador es auto-adjunto. Un
operador auto-adjunto C establece una extension auto-adjunta de un ope-
rador simétrico B si Dom(B) C Dom(C') y Clpom(s) = B. Con esto, para
construir una dinamica que preserve la energia debemos analizar las exten-
siones auto-adjuntas de ag, que en términos fisicos significa que debemos
precisar en que sentido resolvemos las ecuaciones de Maxwell en los dominios
que nos interesan. Esto es, para construir soluciones (E(t), H(¢))T € Hq a la
ecuacion (7.4), con energia constante, debemos pedir que los campos electro-
magnéticos con una energia finita inicial pertenezcan al dominio de una de las
extensiones auto-adjuntas de aq. Dependiendo de las condiciones de frontera
que se establezcan, un operador simétrico puede tener una tnica extension
auto-adjunta, una infinidad de extensiones auto-adjuntas o ninguna exten-
sién posible. Si en algin momento inicial ¢ = 0, los campos (E(0), H(0))T
tienen la energfa finita (E(0), E(0))qr + (H(0), H(0))on < o0, la solucién de
energia finita es:

(E(t), H(1))" = ™2 (E(0), H(0))" (7.8)
de donde es claro que tendremos una dinamica tnica solo si tenemos una tni-
ca extension auto-adjunta Ag. Para el caso de la capa de invisibilidad, esto es
precisamente lo que se demostré en [32][30][31]. A continuacién mostraremos
la idea esencial detras de esta demostracion.

Anélogamente al operador que definimos en el espacio fisico (7.3), defi-
nimos en el espacio electromagnético (en el vacio) el operador ag. En este
caso denotamos los campos como (Eg, Hy)” y las propiedades materiales”
como &f y puy. Las ecuaciones de Maxwell en este espacio se pueden escribir
entonces como:

.0

"ot
En analogia con el espacio fisico, el espacio de Hilbert Hog de los campos
eléctricos es el espacio de las funciones medibles, C3-valuadas, definidas en
R3, cuadraticamente integrables con peso Eéj y producto escalar:

(E(), HO)T = CLO(E07 HO)T (7-9)

B B o = [ BB (7.10)

* . . S Y . ij ij _ ij
Como estamos en el vacio: g5 = €06 y pg = pod™
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y Hom es el espacio de las funciones medibles, C3-valuadas, definidas en R3,
cuadraticamente integrables con peso pj y producto escalar:

B o = [ HG (7.11)
R

Notemos que hemos podido definir los campos en todo R3 porque €y sélo
difiere de este conjunto en {0}, que es un conjunto de medida cero.

El espacio de Hilbert de los campos electromagnéticos correspondientes
lo denotamos en este caso como Hg = Hor D Hoy. Si tomamos como dominio
de ag a C{(R?), el conjunto de funciones continuamente diferenciables con
soporte compacto en R? y CS-valuadas, entonces ag es simétrico en Hy y es
posible mostrar (ver [32][30][31]) que tiene una tnica extensién auto-adjunta
Ap. Lo que significa, como es de esperarse, que, en el caso del vacio, existe una
unica manera de establecer una dindmica que mantiene la energia constante.

En el Capitulo 5 vimos que los campos y las propiedades materiales en el
espacio electromagnético y en el espacio fisico estan relacionadas através del
Jacobiano de la transformacion. Esto quiere decir podemos usar el Jacobiano
para establecer la transformacién:

U(Eo, Ho)" (x) = (A} (x) Eow (x'), A] (x') Ho (x')) T = (B, H)T(x)  (7.12)

donde x’ es un punto en el espacio electromagnético y x el correspondien-
te punto en el espacio fisico bajo la transformacién. La expresién anterior
establece una transformacién unitaria de Hy sobre Hg, y, a partir de esta
relacién unitaria, se demostré en [32][30][31] que:

El operador agq es esencialmente autoadjunto (tiene una inica
extension auto-adjunta) y su unica extension autoadjunta cumple

con: Aq = UA U*.

Como la extensién Ag es unitariamente equivalente al generador Ay en el
vacio, la inica dindmica que preserva la energia en €2 es unitariamente equi-
valente a la dinamica en el vacio.

Para completar el andlisis en el espacio fisico, debemos considerar las
soluciones a las ecuaciones de Maxwell dentro de K. En este caso, podemos
definir un operador ax analogamente a como se hizo para la region €2, donde
definimos los campos (y los productos interiores) en la regiéon K. Si denotamos
el espacio de Hilbert que forman los campos solucién como Hpg, el espacio
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de Hilbert para campos con energia finita en todo el espacio fisico se puede
expresar como:

H=HqoPHk (7.13)

Si consideramos ahora el operador a = ag @ ag con un dominio dado por la
suma directa de los dominios de aq y ax (ver detalles en [31][30][32]), éste
sera simétrico en ‘H y todas las extensiones auto-adjuntas se pueden expresar
como una suma directa de la forma:

A=Ag e Ag (7.14)

donde Ak es una extensién auto-adjunta de ax que, en general, puede puede
tener mas de una extensiéon auto-adjunta. Esto implica que las soluciones
dentro y fuera de K estan completamente desacopladas, y que son, en general,
discontinuas en OK. Notemos que 0f) actiia como un horizonte para las
ondas electromagnéticas que se propagan en €2, ya que la dindmica en (2
esta determinada unicamente sin necesidad de considerar el interior de K.

También se demostré en [32][30][31] que las amplitudes de dispersién se
anulan para cualquier onda plana incidente, y que la matriz de dispersién,
para todo paquete de onda incidente, es la identidad. Estos resultados tam-
bién son consecuencia de que se puede establecer la transformacion unitaria
(7.12) entre los campos en el espacio vacio y los campos en el espacio fisi-
co €2, y confirman rigurosamente que las propiedades materiales propuestas
representan capas perfectas de invisibilidad.

Con respecto a la dispersion de ondas planas incidentes, cabe destacar
que no tenemos energia finita en todo el espacio, solamente se tiene energia
localmente finita. Esta condicién se expresa como:

/ Eie"E;dx® + / Hyp"Hydz? < oo (7.15)
o o

donde las integrales son sobre subconjuntos acotados O C (2. Esto implica
que los resultados de [32][30][31] demuestran rigurosamente la invisibilidad
en el dominio de frecuencias, adicionalmente al analisis en el tiempo hecho
para el caso de energia finita. Con esto, K es indetectable para todas las
frecuencias.

Las condiciones a la frontera que se corresponden con la extension auto-
adjunta Aq = UA U* son:
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Exn=0 Hxn=0 en 0K, (7.16)

donde 0K, representa la frontera exterior de K y n el correspondiente vector
normal a esta superficie. Esta condicion de frontera se cumple siempre, y
la podemos visualizar pensando que, como todo vector es “normal” a un
punto, y el origen va a la superficie K bajo la transformacién, los campos
permanecen normales a esta superficie.

En OK_ la condicién a la frontera puede ser cualquier condicién auto-
adjunta del generador de Maxwell en K. La condicién de frontera que to-
mara la naturaleza depende de las propiedades especificas del medio dentro
de K. En [31], se determina la condicién a la frontera apropiada para el ca-
so en el que la permitividad y la permeabilidad estan acotadas por arriba
y por abajo, es decir, que cumplen con ¢; < 5% < ¢, donde c¢q,co > 0,
y andlogamente para //,? (medios de este tipo son los de mayor interés en
las aplicaciones). En este caso, incluso si existen corrientes en la frontera, la
condicién adecuada resulta ser:

(VXE) n=0 (VxH) -n=0 en OK_ (7.17)

Los campos solucién, por tanto, para el caso de una capa de invisibilidad,
deben cumplir con las ecuaciones de Maxwell y con las condiciones de frontera
(7.16) y (7.17).



Capitulo 8

Metamateriales

Del capitulo anterior, es claro que la 6ptica de transformacién requiere de
un control total de las propiedades materiales. Estas propiedades, en princi-
pio, pueden tomar cualquier valor, y no esperamos que se presenten en los
materiales que encontramos en la naturaleza. Esta enorme dificultad prome-
te ser superada con el continuo desarrollo de los llamados metamateriales.
Estos materiales permitirian construir artificialmente medios materiales que
tendrian casi cualquier propiedad que deseemos. Este es justo el sentido del
prefijo griego ueTa que significa “mas alla” y sefiala que estos materiales pue-
den ir mas alla de las propiedades que ofrecen los medios naturales. Como
la disciplina de los metamateriales estd todavia en desarrollo, no existe atin
una definicién que sea aceptada universalmente. En esta tesis tomaremos la
definicién que propone Vladimir Shalaev, uno de los pioneros de esta nueva
rama de la fisica[29]:

Un metamaterial es un material estructurado artificialmente que
obtiene sus propiedades, no [directamente| de los materiales que
lo constituyen, sino a partir de una unidad de estructura. Un me-
tamaterial tiene una escala de inhomogeneidad mucho mas chica
que la longitud de onda de interés, y su respuesta electromagnéti-
ca se expresa en términos de parametros materiales homogenei-
zados.

La idea fundamental detras de los metamateriales es entonces que las pro-
piedades del medio material quedan establecidas a partir de una unidad de
estructura, en vez de, por ejemplo, la composicién quimica del material. Lla-
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maremos meta-atomo a la unidad de estructura que se menciona en la defi-
nicién y pensaremos que forma parte de una arquitectura celular que puede
ser periddica o no-periddica[34]. Otro aspecto esencial de la definicién es que
requiere que los meta-atomos sean mucho mas chicos que la longitud de onda
de interés. Esto es justamente lo que permite que las propiedades materiales
sean expresadas en términos de pardmetros homogeneizados”. Vale la pena
mencionar que, aunque hablaremos tunicamente de metamateriales electro-
magnéticos, la idea de metamaterial se puede extender a cualquier fenémeno
ondulatério (metamateriales acisticos, por ejemplo).

La ciencia de los metamateriales es relativamente nueva (el término em-
pezé a usarse en 1999), pero ha tenido un enorme desarrollo y ha generado
un gran interés dentro y fuera de la comunidad cientifica. A pesar de esto, el
desarrollo de los metamateriales sigue siendo una disciplina naciente que en-
frenta todavia muchos retos. En este tltimo capitulo, no tenemos la intencién
de exponer en detalle los métodos y técnicas usadas en el estudio y diseno de
metamateriales, sino intentaremos simplemente destacar de un modo sencillo
las ideas fundamentales. A pesar de que todos los medios que propusimos en
la seccién anterior son anisotropicos, asumiremos de ahora en adelante que
tratamos con medios isotropicos.

8.1. Medios Efectivos

Para describir los metamateriales, por tanto, debemos poder establecer la
respuesta macroscopica del medio a partir de los componentes individuales
del material. Estos componentes pueden ser dtomos, moléculas o meta-dto-
mos. En el Capitulo 1 desarrollamos la teoria de los medios materiales a
partir de campos macroscopicos homogeneizados (promediados en el espa-
cio), y describimos la respuesta del material a campos externos a partir de la
polarizacion P y la magnetizacién M. Estos campos representan densidades
de momentos dipolares eléctricos y magnéticos, y, por tanto, podemos usarlos
para establecer una conexion entre la respuesta homogeneizada y la respuesta
de cada componente del medio. Si p y m representan los momentos dipolares
eléctricos y magnéticos de los componentes del medio, la polarizaciéon y la
magnetizacion se pueden escribir como:

* . . 7z . 7

Debemos mencionar que, en algunos casos, los llamados cristales fotonicos también
pueden ser descritos con propiedades homogeneizadas a pesar de que sus componentes
tienen un tamano comparable con la longitud de onda.
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P =n.p M = n,,m (8.1)

donde n. y n,, dan el nimero de dipolos por unidad de volumen (la densidad
volumétrica). Por simplicidad, supondremos que todos los componentes del
medio son idénticos, y, por ahora, discutiremos tinicamente el caso eléctrico.
Si los campos no son muy intensos, se puede pensar que el momento dipolar
de cada componente responde linealmente con el campo:

p=aE, (8.2)

donde « se conoce como la polarizabilidad y Ej, representa el campo local que
“siente” cada componente individual. Este campo local esta definido como
el campo promedio sobre cada componente debido al campo externo y a los
demds componentes del material, y, por tanto, no esperamos que coincida
exactamente con el campo promedio total E.

Para estimar este campo local consideraremos un radio R alrededor de
algin componente cualquiera donde queramos calcular el campo. Tomaremos
este radio tal que, fuera de él, el material pueda se aproximado como un me-
dio continuo, y los tinicos componentes discretos que debamos considerar son
los vecinos dentro del radio. Bajo algunas circunstancias (arreglos ciibicos o
aleatorios de componentes) los campos asociados a estos componentes veci-
nos se anulan entre si y no contribuyen al campo local. Este resultado resulta
razonable en muchas circunstancias[35] y supondremos que estos campos son
despreciables. Si R es despreciable en comparacion con el tamano total del
material, el campo debido al medio continuo fuera del radio es simplemente
el campo promedio total E que se compone tanto del campo externo como
del campo de depolarizacién (el campo respuesta promedio). Bajo las supo-
siciones que hemos hecho, por tanto, el campo local sélo se diferencia del
campo promedio total por un campo Eg debido a las cargas superficiales
justo en el radio R. La densidad de carga superficial esta dada en términos
de la polarizacién como: ¢ = —P -n, donde n es la normal externa a la super-
ficie de la esfera. El campo que produce esta densidad dentro de la esfera es
uniforme y en direcciéon de la polarizacién. Si hacemos coincidir el eje z con
esta direccién, la magnitud del campo es: Es = Eg - z, y podemos calcular
en coordenadas esféricas:

1 —o cost 2P [T P
Eg = R*d0 = 20 sinfdf = — 8.3
o 471'80 /S R? 471'80 \/0 o8 S 380 ( )
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Notemos que, aunque este resultado no depende de R, hemos hecho varias
suposiciones que dependen de haber tomado un radio adecuado. El campo
local es, entonces, el campo promedio mas la contribucion que acabamos de
calcular:

P go(e — 1) 1
LT ( T35 e+ 8.4)
donde hemos usado la identidad macroscépica: P = gox.E = go(e — 1)E
(ver Seccién 1.2.2). De esta misma identidad y el resultado que acabamos de
obtener, la polarizacién y el campo local quedan relacionados como:

e—1
P = —1E=3 E 8.5
gole ) 50€+2 L (8.5)

Recordando que la polarizacién es la densidad de momentos dipolares (ver
(8.1) y (8.2)) también tenemos:

P =n.p=n.Ef (8.6)

por lo que la polarizabilidad en términos de la permitividad del medio debe
ser:
_ 3gpe—1

= Ne €+ 2 (8.7)

Este resultado es conocida como la relacion de Clausius-Mossotti. Si recor-
damos que ¢ es una cantidad que relaciona campos homogeneizados, pode-
mos ver que la relacién de Clausius-Mossotti establece una conexién entre
el mundo microscépico (de las componentes individuales del material) y el
macroscopico (de las cantidades homogeneizadas).

Ahora usaremos Clausius-Mossotti para determinar la respuesta de un
medio compuesto de una mezcla de materiales. Supondremos que el com-
puesto se puede pensar como un medio efectivo en el que las propiedades
de los medios que lo conforman se mezclan. En esta seccion analizaremos el
caso de un medio compuesto de dos materiales, uno de los cuales llamaremos
medio matriz y al otro medio inclusion. El medio matriz lo consideraremos
como un medio de fondo, y es comunmente un dieléctrico (éxido de silicio
o aire, por ejemplo). El material inclusién pensaremos que esté disperso en
el medio matriz, y tomarda el lugar de los componentes del material en la
discusion que llevé a (8.7) (en ese caso, el fondo era simplemente el vacio).
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Comunmente las inclusiones son esferas de algiin metal noble como oro o pla-
ta. El grado en que las propiedades de la matriz y la inclusién se combinan
depende de la proporcién de volumen que ocupe la inclusion. Usando dis-
tintos materiales y controlando este factor de llenado podemos controlar las
propiedades del medio efectivo. Para incluir los efectos del medio matriz en
Clausius-Mossotti s6lo debemos sustituir en (8.7) una permitividad relativa”
dada por: € = e.5/ep,, donde &, es la permitividad del la matriz y e.; es la
permitividad del medio efectivo; la relacion en este caso es entonces:

_ 3co (gepfem) =1 3eg €ecf —Em

— 8.8
n (gef/em) + 2 n Eef + 2em (8:8)

Si suponemos que las inclusiones son esferas, la polarizaciéon P; de cada in-
clusién estara dada en términos del campo local como en (8.5), pero con una
permitividad relativa: € = ¢;/e,,, donde ¢; es la permitividad de la inclusion.
El momento dipolar total p; de cada esfera es la polarizacion veces el volumen
de la inclusion; si a es el radio de las esferas, esto es:

i = —a'P; =4 —E 8.9
Pi= g T e, * (8.9)
La polarizabilidad de las esferas es entonces:
€ —€
= drateg—— 8.10
« Ta 0€¢ T ( )

Como (8.8) y (8.10) deben representar la misma polarizabilidad, tenemos la
igualdad:

Eef =Em € —&m

= 8.11
Eef T 26m €; + 2ep, ( )
donde f es la fraccion de llenado y estd dada por:
4
f= ga?’n (8.12)

que no es mas que la proporcién de volumen que ocupa la inclusién. No olvi-
demos que, para obtener (8.11), supusimos explicitamente inclusiones esféri-

*Si tenemos un medio de fondo en vez de sélo vacio, el campo de desplazamiento se
modifica como: D/e,,, de donde: €. = £,ne0(1 + Xe)-
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cas . Directamente de (8.11), podemos despejar la permitividad efectiva del
medio en términos de la permitividad de la matriz, la permitividad de la
inclusion y el factor de llenado:

(e; + 2em) + 2f(e; — €m)
(€ + 2em) — flei —€m)
Este resultado es la féormula central de la llamada teoria de Mazwell-Garnett
(MGT). Un impedimento de esta formula es que distingue necesariamente
entre el medio matriz y la inclusiéon. Una buena aproximacion para conside-
rar los materiales de un modo simétrico es la llamada férmula de Bruggeman.
Para motivar esta formula pensemos que ahora tenemos dos tipos de inclu-
siones dispersas en un medio matriz. Los medios estan caracterizados por
las permitividades: €1 y €5, y el volumen que ocupan esta dado por sus co-
rrespondientes fracciones de llenado: fi, fo. En este caso (8.11) se reescribe
como:

(8.13)

Eef = Em

Eef —E €1 —¢€ €9 — €
ef m :fl 1 m +f2 2 m (814)
Eef +26m €1 — 2, €9 — 2e,,
Si suponemos que el medio sélo estd compuesto de los medios caracterizados
por €1 y €2, el medio de fondo debe ser el medio efectivo mismo: e.¢ = &y,
con lo que:

0= ft— | 2o (8.15)
€1 — 2€¢f €9 — 2€¢f
Con la condicién de que los factores de llenado cumplan: f; + fo = 1. La
formula de Bruggeman que acabamos de obtener es uno de los resultados
mas importantes de la teoria del medio efectivo.

Debemos de tener en cuenta que tanto la férmula de Bruggeman como
la de Maxwell-Garnett son aproximaciones en las que hemos hecho muchas
suposiciones. Un modo de mejorar estas aproximaciones es tomar en cuenta
las fluctuaciones asociadas a los promedios de los campos. Para cerrar esta
seccién, consideraremos brevemente una propuesta por Rubén G. Barrera[36]
donde se incluyen las fluctuaciones de la polarizacién en una polarizabilidad
renormalizada a*. Pensemos en un medio con N inclusiones esféricas idénticas

*"Para inclusiones elipsoidales, se tiene la expresion: (e.; — &)/ (gcs + kem) = f(ei —
em)/(€i + Kem), donde k contiene la informacién geométrica de la inclusién y, en general,
depende de la direccién de los campos externos. Notemos de (8.11) que, para inclusiones
esféricas, k = 2.
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de radio ag y con polarizabilidad «. Para calcular la polarizacion sobre una
inclusién i, no usaremos el campo local como en (8.6), sino que usaremos
directamente la interaccién dipolar con todas las demas inclusiones. Esto se
puede escribir como:

P, = a (E +) Ty APJ-> (8.16)

J

donde el segundo sumando toma en cuenta las fluctuaciones del campo de
polarizacion AP, = (P; — (P)), y el tensor T;; es el llamado tensor dipolar,
y da el campo eléctrico en la posicién ¢ debido a un dipolo en la posicion
J. Este tensor depende tunicamente de la distancia entre los puntos i y j.
El otro sumando es el campo: E; = Ec;i /e, + >, Tij - (P), que incluye al
campo externo, con el medio matriz de fondo, mas la interaccién dipolo-dipolo
debido al campo de polarizacién promedio. Si suponemos que la polarizacion
se puede expresar unicamente en términos de este campo como: P = o*E,
la cantidad «* incorpora los efectos debido a las fluctuaciones y la podemos
pensar como una polarizabilidad renormalizada. Notemos que a* = « implica
AP; = 0. En [36] se muestra que a* cumple una expresién de tipo Clausius-
Mossotti (8.7), y que debe cumplir con la ecuacién cuadratica:

iy > p) (200X
pap-aaa=o g [TE0 e s

donde a* = a*/ay . es una fraccién de llenado efectiva dada en términos
Y

la funcién p®. Esta funcién describe la distribucién radial de la densidad de

particulas, con ¢ como punto de referencia, y también da informacién sobre

la correlacién entre pares de particulas.

8.2. Respuesta eléctrica

En el Capitulo 1 también mostramos que, debido a que los atomos y
moléculas no siempre le pueden “seguir el paso” a los campos, la respuesta
del medio, en general, es funcién de la frecuencia de oscilacién los campos.
De hecho, definimos originalmente a £ y p en el espacio de frecuencias y no
como funciones del tiempo. Para modelar esta dependencia pensaremos que
los componentes del medio reaccionan como atomos con un electréon atado a
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un nicleo positivo por medio de un resorte amortiguado. Si d(t) es el vector
de desplazamiento que apunta del nicleo al electrén, el momento dipolar
sera simplemente: p = —q.d, donde —q. es la carga del electrén. Para un
campo oscilante, la fuerza que siente el electrén es: F(t) = —¢.E(t), por lo
que la segunda ley de Newton se escribe como:

L) aw = — gy 8.18

(g7 + s +d ) 0 =~ B0 (5.18)
donde k* = m.w? es la constante del resorte, m.y es la constante de amor-
tiguamiento, y m, es la masa del electron. Notemos que si la carga fuera un
multiplo de ¢., habriamos obtenido la misma ecuacién porque la masa se in-
crementaria por el mismo factor. Si tomamos la transformada de Fourier de
ambos lados de la ecuacién (ver 1.17), las derivadas temporales se convierten
en:

d

de donde el desplazamiento y el campo en el espacio de frecuencias cumplen
con la ecuacion algebraica:

(—w? —iyw + wy) d(w) = ——E(w) (8.20)

El momento dipolar de los componentes del material como funcién de la
frecuencia es entonces:

p(e) = —qud(w) = LM g, (1) (8.21)

R
Wy — w* — yw

con lo que la polarizabilidad debe ser:

2

qz/me

a(w) = T
wi — w? —iyw

(8.22)

Al sustituir este resultado en la identidad (8.6), la polarizacién en el espacio
de frecuencias se escribe como:

P(w)=npw) = ———7" Er(w) (8.23)

donde hemos definido:
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2
Neqe

= (8.24)

EoMe

¥
Esta cantidad se conoce como la frecuencia del plasma y se corresponde con
la frecuencia natural de oscilacion del mar de electrones cuando el campo
dentro del medio es puramente longitudinal”. Los cuantos de energfa de es-
tas oscilaciones se llaman plasmones (también: plasmones de volumen, para
distinguirlos de los plasmones de superficie). Usando de nuevo la identidad
macroscépica’ : P = gox.E = g¢(¢ — 1)E, la permeabilidad como funcién de
la frecuencia es:

w2

=1 P 8.25
e(w) + PRy (8.25)

De este resultado podemos analizar inmediatamente dos casos limite: cuando
w < wp la permitividad tiende al valor real: ¢ — 1 + wf) Jwi, y cuando
w > wy tenemos ¢ — 1. Al recordar que la absorcion es proporcional a la
parte imaginaria de la permitividad (ver Seccién 1.2.3), vemos que, en ambos
casos, las pérdidas de energia son despreciables. Esperaremos, entonces, que
las pérdidas de energia se concentren alrededor de la frecuencia de resonancia.

Los medios materiales reales, a diferencia de (8.25), tienen varios procesos
de absorcién de energia y cada uno tendra una frecuencia de resonancia ca-
racteristica. Ademaés de las excitaciones de electrones que hemos considerado
otros procesos pueden ser rotaciones moleculares o vibraciones atémicas. Para
tomar en cuenta distintas frecuencias de resonancia w; podemos simplemente
reescribir (8.25) como:

f.
ew)y=1+ o= oy (8.26)
i !

En estos casos wg pierde la interpretacién que le hemos dado y se sustituye
por un factor f; que caracteriza la intensidad de cada resonancia.

* ’ e , .

En el vacio las ondas electromagnéticas sdlo se propagan transversalmente, en medios
materiales, sin embargo, pueden consistir en una combinacién de modos transversales y
longitudinales. Un modo longitudinal puro esta caracterizado por € = 0.

k% , , .

Aqui, como en la mayoria de las referencias [29][18], supondremos que el campo local
es igual al campo promedio (E;, = E). Esto se corresponde con un medio cuyos compo-
nentes estén muy diluidos. Considerar (8.5) resulta en una permeabilidad que se expresa
exactamente como (8.25), pero con la frecuencia de resonancia reducida: wi = wi —w? /3.
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Figura 8.1: Modelo de Lorentz

En la Figura 8.1 hemos graficado la parte real y la parte imaginaria de
(8.25). Las expresiones para estas cantidades son:

d=1+ w1 = ) g = 1 (8.27)
(R — ) + 7 (=) + 7 |

En la grafica hemos usado valores puramente ilustrativos para w, y v . El
modelo que hemos desarrollado hasta ahora se conoce como el modelo de Lo-
rentz, y la curva que describe &’ se conoce como Lorentziana. En las gréficas
se hace evidente uno de los retos mds grandes en el desarrollo de los meta-
materiales. Como hemos mencionado, lejos de la resonancia la permitividad
se mantiene relativamente constante. La region donde tenemos acceso a una
amplia gama de valores para la permitividad es, por tanto, la vecindad de
la frecuencia de resonancia; valores negativos o cercanos a cero, por ejemplo,
sOlo se alcanzan en esta region. Alrededor de la resonancia, sin embargo, es
donde tenemos la mayor pérdida de energia, como se ve en el pico caracteristi-
co de €”. Esto hace que los metamateriales en general y especialmente los que
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incluyen inclusiones metalicas sean altamente disipadores. Este hecho limita
severamente los efectos que se pueden alcanzar y puede complicar incluso la
interpretacién de los resultados del Capitulo 6. Recientemente (2010) se ha
propuesto que la inclusién de medios activos podria aminorar las pérdidas.
Intentos en esta direccién de pueden encontrar en [37].

En los metales, los electrones de conduccion no estan asociados a ningun
atomo o molécula en particular y, por tanto, no esperamos que estén des-
critos correctamente por (8.25). Los electrones de conduccién, sin embargo,
se pueden modelar como particulas libres mas un término de friccién, y la
ecuacién dindmica para este modelo es exactamente (8.18) menos la fuerza
de restauracion del resorte. Esto se traducird simplemente en sustituir wy = 0
en (8.25):

oy

flw)=1

Esta descripcién de los electrones libres se conoce como el modelo de Drude.
En este caso, si 7 es pequenia en comparacion con w,, cuando w <K wy, la
parte real de la permitividad toma valores muy negativos hasta llegar a w,
donde € =~ 0, y pasando este punto € — 1 como en el modelo de Lorentz. La
parte imaginaria toma altos valores positivos en la regién w < w, y tiende
rapidamente a cero pasando la frecuencia del plasma. Esperamos, entonces,
que los metales sean opacos para frecuencias menores a w, y se vuelvan
transparentes para frecuencias mayores. Para altas frecuencias los campos
pueden excitar transiciones interbanda en los metales y, por tanto, para un
metal real, no es suficiente considerar sélo electrones de conduccién. Las
transiciones interbanda se pueden modelar usando el modelo de Lorentz, por
lo que simplemente una suma de términos de la forma (8.25) y (8.28) nos
dara una mejor aproximacion para la permitividad de un metal real.

8.2.1. Arreglo de tubos metalicos

Un arreglo de tubos metéalicos en aire, como el de la Figura 8.2, es quiza el
ejemplo mas simple de un metamaterial. El arreglo esta caracterizado por
tubos de radio a y una constante de red d, si estos parametros son mucho mas
chicos que la longitud de onda de interés, el medio se puede describir con una
permitividad efectiva dada por el modelo de Drude en (8.28). Supondremos
que el campo eléctrico es paralelo a los tubos. En este caso, no necesitamos
las formulas de mezclado generales de la seccién anterior, ya que podemos
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Figura 8.2: Metamaterial compuesto de tubos de metal con el que es posible
sintonizar la respuesta eléctrica.
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aprovechar que tenemos un arreglo ordenado para poder dar directamente
los pardmetros necesarios en (8.28).

El estudio de la respuesta electromagnética de este arreglo tiene varios
precedentes, pero fue John B. Pendry en 1996 quien lo reintrodujo y lo puso
en el contexto de los metamateriales en [38]. De hecho, este articulo es uno
de los trabajos seminales en metamateriales. En el articulo, Pendry propone
que el medio se puede describir como un metal donde debemos considerar
una densidad volumétrica efectiva y una masa efectiva del electron:

7Ta2

2.2
Mef = Me—p Mef = % In(d/a) (8.29)
El ajuste en la densidad volumétrica se debe a que los electrones, al estar
confinados en los tubos metélicos, s6lo ocupan una fraccién del volumen de
la red. El segundo ajuste a considerar se debe a que la auto-inductancia de
los tubos se opone al cambio de la corriente eléctrica, y Pendry propone que
este efecto se puede representar como un aumento en la masa efectiva del
electréon. A partir de estos pardametros efectivos la frecuencia del plasma esta
dada, segun (8.24), como:

2 2
9 MNesq 2mce
w = = 8.30
P gomes  d*In(d/a) (8:30)
Notemos que la frecuencia del plasma queda expresada tinicamente en térmi-
nos de las caracteristicas geométricas del arreglo, por lo que podemos ajustar
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w, simplemente tomando distintos anchos y densidades para los tubos. Co-
mo la densidad volumétrica disminuye y la masa efectiva aumenta, el efecto
final es una disminucién en la frecuencia del plasma, esta disminucion puede
ser de varios ordenes de magnitud. Aqui debemos comentar que el aumento
en la masa efectiva del electréon es una suposicion limitada que no se puede
aplicar de modo general. Otros métodos, sin embargo, llevan a expresiones
similares a (8.30) (ver [29]). Esto, por otro lado, es una buena muestra de
que, en general, la descripcién precisa de arreglos, incluso los més simples,
puede ser una tarea compleja.

8.3. Respuesta magnética

Controlar la respuesta magnética de los medios es otro de los grandes
retos que enfrentan los metamateriales. Los medios naturales, de hecho, no
presentan respuesta magnética alguna en el éptico. El libro de texto de Lan-
dau y Lifshitz [20], una de las referencias més respetados en fisica tedrica,
menciona al respecto:

En contraste con e(w), [...] cuando se alcanza el dominio de las
frecuencias épticas, carece de sentido utilizar la permeabilidad
magnética p(w), y al estudiar los correspondientes fendmenos de-
bemos usar = 1.

En [20], los autores calculan el acoplamiento eléctrico y magnético de un
atomo y muestran que, en comparacion, siempre se puede despreciar el aco-
plamiento magnético. El argumento es, por su puesto, correcto pero depende
crucialmente del tamano del atomo, y los meta-atomos son, en general, mu-
cho mas grandes que atomos y moléculas. Esto implica que los meta-atomos
y, por tanto, los metamateriales, no estan sujetos a la restriccion descrita por
Landau y Lifshitz.

Una vez que se admite la posibilidad de una respuesta magnética el tra-
tamiento es muy parecido al caso eléctrico. Recordemos de (8.1) que la mag-
netizacion M es un momento dipolar magnético por unidad de volumen Yy,
andlogamente a (8.2), si introducimos la polarizabilidad magnética o, co-
mo: m = «,,H, la magnetizacién en términos del campo-H es: M = n,,«,,, H.
Usando ahora la identidad macroscépica: B = pg(H + M), la permeabilidad
magnética efectiva del medio se puede expresar como:
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B M (8.31)
ol 7= My O, .

En el caso eléctrico pudimos establecer un modelo general pensando en elec-
trones ligados y en electrones libres. En este caso, sin embargo, un modelo
tan general no es posible y, para determinar «,,, debemos saber exactamen-
te el modo en el que el meta-atomo adquiere un momento magnético. En
la siguiente seccion analizaremos brevemente el meta-atomo magnético méas
estudiado.

M:

8.3.1. Resonador de anillo cortado (SRR)

El inico modo de obtener una respuesta magnética es, por tanto, con un
material estructurado artificialmente. En 1999, John B. Pendry propuso un
meta-atomo que podria lograr esta hazana: el resonador de anillo cortado
o SRR por sus siglas en inglés (Split-Ring Resonator),” y exploré explici-
tamente la idea de estructurar un medio magnético (ver [40]). Este anillo
resonador es, sin duda, el meta-atomo mas famoso y es un simbolo para los
metamateriales en general.

>d € | |
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Figura 8.3: Un resonador de anillo cortado es como un circuito LC.

En la Figura 8.3 mostramos el esquema bésico de un resonador de anillo cor-
tado. El radio promedio del anillo es R, y la circunferencia tiene un pequeno
corte de largo d. El anillo tiene una seccion transversal circular de radio a.
En [40], Pendry calcula que la polarizabilidad «,, para una estructura de

“El término SRR fue acufiado originalmente por W.N. Hardy y L.A. Whitehead en
1981 para un resonador muy parecido (cilindrico) al propuesto por Pendry. Los autores
usaron este resonador en experimentos de fisica nuclear [39].
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este tipo tiene la forma (8.22). La respuesta magnética, por tanto, presen-
ta una forma Lorenziana (ver Figura 8.1) caracterizada por una frecuencia
de resonancia wy, una frecuencia de plasma magnético w;,, y un término de
amortiguamiento ~. La respuesta del meta-atomo, ademas, se puede modelar
como un circuito LC. Cuando un campo magnético atraviesa perpendicu-
larmente el plano del anillo se forma una corriente inducida por lo que el
anillo funciona como un inductor, y las cargas acumuladas en el corte del
anillo funcionan como un capacitor. Si aproximamos la inductancia por la
de un anillo cerrado”™: L ~ pomR, tomando la capacitancia: C' = gyma?/d, la
frecuencia de resonancia para el circuito LC es:

1 c d
T o

donde c es la velocidad de la luz en el vacio. Vemos entonces que la frecuencia
de resonancia depende tinicamente de los detalles geométricos del anillo. Este,
por su puesto, es un céalculo muy aproximado y no da cuenta de posibles
efectos que pueden tomar relevancia. Por ejemplo, una mejor aproximacion
muestra que, cuando a — 0, el anillo se satura y tenemos wy — cte, por lo
que el uso de anillos cortados es limitado y no se pueden usar en cualquier

escala. (ver [29])

Figura 8.4: a) SRR doble, b) meta-atomo compuesto de tubo metélico y SRR
doble.

“"El campo magnético en el centro de un anillo cerrado es: B = gl /2R, donde T es
la corriente através del anillo. Como m = 7wR?I es el momento magnético del anillo, la
energia magnética en términos de la inductancia es: LI?/2 = mB = uomRI? /2.
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En su articulo seminal, Pendry no propone exactamente el anillo cortado
simple como el de la Figura 8.3, sino un anillo doble como el de la Figura
8.4a, en el que se forma una capacitancia adicional entre los anillos. Inmedia-
tamente después de esta propuesta, se intentaron varios experimentos para
corroborar la teoria de Pendry. Uno de los experimentos mas significativos fue
llevado a cabo por David J. Smith —quién se convirtié en uno de los colabo-
radores mas cercanos de Pendry— y Richard A. Shelby en 2001(ver [41]). El
objetivo del experimento fue construir un medio con indice de refracciéon ne-
gativo (Seccion 6.2), para lo cual, se necesita que € y u sean simultdneamente
negativos. El reto es, entonces, lograr que ambas cantidades tomen valores
negativos en el mismo rango de frecuencias. La idea para el diseno del medio
fue combinar el medio de tubos metélicos (ver Figura 8.2) con anillos corta-
dos como se muestra en la Figura 8.4b. En la Figura 8.5 se muestra una foto
del medio utilizado, en este caso se usaron anillos cuadrados y, en vez de tu-
bos, se usaron tiras de cobre; ambos elementos fueron impresos sobre tablillas
dieléctricas para circuitos. El experimento midi6 el angulo de salida de un haz
de microondas através del metamaterial, y el indice de refracciéon se obtuvo
directamente de la ley de Snell. Los resultados del experimento mostraron
claramente una refraccién consistente con un indice de refraccién negativo.
La grafica en la Figura 8.5 muestra la potencia normalizada como funcién del
angulo para el metamaterial y un medio control hecho de Teflén. Notemos,
sin embargo, que, como la gréafica s6lo muestra la potencia normalizada, no
se aprecian las enormes pérdidas de energia asociadas al metamaterial.
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Figura 8.5: Metamaterial de refraccion negativa y resultados experimentales to-
mados de [41]
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Por dltimo, debemos mencionar que controlar la respuesta magnética si-
gue siendo un reto enorme, y en muchos prototipos de metamateriales se ha
buscado usar propiedades simplificadas para no tener que lidiar con u(w).

8.4. Capa de invisibilidad

Como ya hemos mencionamos, la primera capa de invisibilidad (ver Sec-
cién 6.3) fue disefiada y construida por Schuring, Smith y Pendry en 2006
[12]. Para la construccién de este medio artificial también se usaron resona-
dores de anillo cortado para controlar la respuesta magnética.

Figura 8.6: Capa de invisibilidad para microondas disenada y realizada por Schu-
ring, Smith y Pendry en 2006.

Como las propiedades exactas para la capa de invisibilidad (6.43) son muy
complicadas, en la Seccién 6.3.3, mostramos como se pueden obtener pro-
piedades simplificadas para una capa de invisibilidad imperfecta. Para esto,
recordemos que necesitamos fijar una polarizacién. Los autores de [12] usa-
ron un procedimiento parecido, usando polarizacion TE, pero ignoraron la
condicién (6.65) y sélo consideraron las condiciones (6.63-6.64) dadas por:

1 1 (r—a)\’
HeE» = ? HUrEy = ? , (833)

Para encontrar nuevas propiedades, los autores hicieron una aproximacién
todavia mas cruda que la hicimos en la Seccién 6.3.3 para py(r), proponiendo
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ty = 1. Para cumplir con las condiciones, las otras propiedades simplificadas
deben ser:

1 r—a\’
E = () (.34)

A diferencia de las propiedades que obtuvimos en la Seccién 6.3.3, estas
propiedades no cumplen con ser no-reflejantes. La impedancia del medio, de
hecho, esta dada por:

o _b—a

Z: _— =
€, “ b

(8.35)

De las propiedades simplificadas, vemos que el reto se reduce a controlar la
respuesta magnética en direccién radial. El material que disené Smith y sus
colaboradores consistio en 10 cilindricos concéntricos con anillos resonado-
res impresos en la superficie (ver Figura 8.6). Para controlar la respuesta
magnética se fueron cambiando las caracteristicas de los anillos resonadores
como funcién del radio para simular la inhomogeneidad. En el experimento
se colocé al material sobre una placa conductora frente a una guia de onda
plana, rodeada de un absorbedor de onda. Una antena colocada en una placa
conductora superior se usé para medir la fase y la magnitud del campo. El
campo se midié para un anillo de cobre sélo y para el anillo cubierto por la
capa de invisibilidad (ver Figura 8.7b). Moviendo la placa superior se hizo un
mapeo del campo dentro del absorbedor (flechas negras en la Figura 8.7a).
Se usé una frontera exterior para el material de b &~ 5,9¢m, una interior de
a =~ 2,7cm, y se encontré que la capa trabajaba a una frecuencia 6ptima de
8.5 GHz.
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Figura 8.7: a) El dispositivo experimental usado en [12]. b) La capa de invisi-
bilidad cubrié un anillo de cobre, y se corroboré una disminucién en el campo
dispersado y en la “sombra” del anillo.
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Conclusiones

La Optica de Transformacién es una nueva manera de controlar y mani-
pular la luz, y aporta una nueva perspectiva para la comprension de la luz.
La teoria se sustenta en el hecho de que las ecuaciones de Maxwell en el vacio
con una geometria dada por una métrica g;; son idénticas a las ecuaciones
para un medio anisotrépico, si las propiedades materiales cumplen con:

el = = /99" (C.1)
Este hecho se conoce como la interpretacion material de la métrica y permite
que podamos identificar explicitamente una métrica con un medio material.
Este resultado se puede aprovechar para disenar medios materiales novedosos
a partir de transformaciones si notamos que, por ejemplo, la métrica en la
ecuacion anterior se puede pensar como un nuevo sistema coordenado que se
obtiene a partir de un sistema Cartesiano a partir de la transformacion:

g7 = AyAL 57 (C.2)

donde A}, es el Jacobiano de la transformacién, y 67 es la delta de Kronec-
ker. En el capitulo 6, desarrollamos en detalle estas ideas y mostramos como
se pueden aplicar estas ideas en distintos sistemas coordenados. También,
hacemos especial énfasis en el modo de usar la técnica pensando en trans-
formaciones de rayos de luz. Esto surge al identificar los rayos de luz con las
geodésicas de la métrica g¥.

La implementaciéon de los materiales disenados a partir de la éptica de
transformacién puede ser posible con el uso de metamateriales. Con los me-
tamateriales se puede controlar las propiedades materiales a partir de una
unidad de estructura. A pesar de que ha habido avances en esta nueva tecno-
logia es importante estar consciente de los enormes retos que atiin enfrenta.

Las propiedades
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Apéndices

A.1. Curvas Paramétricas

Sea I' una coleccién de puntos en el espacio R? y [a,b] un intervalo de
nimeros reales a <t < b. Decimos que una funcién

() : [a, 0] = T (A.1)

es una parametrizacion de la curva si y(t) = (71(t), v2(t),73(t)) es continua
y sobreyectiva, esto es, si cada punto sobre I' se corresponde con algin (t)
para al menos una t € [a,b]. La variable ¢ es conocida como el pardmetro de
la curva. En esta tesis, siempre asumimos, ademas, que la parametrizacion
es diferenciable y que v/(t) = (71(t),v5(t),75(t)) # 0 (en este caso se dice que
la curva es suave).

Notemos que, formalmente, tenemos dos aspectos asociados a una curva,
por un lado tenemos una trayectoria I" en el espacio y por otro debemos espe-
cificar un “modo” de recorrer dicha trayectoria (la parametrizacién). Como
existen infinitas maneras de recorrer una trayectoria I' dada, tenemos in-
finitas parametrizaciones posibles. Aprovechando que, para una trayectoria
dada, distintas parametrizaciones deben tener la misma imagen, podemos es-
tablecer una relacion de equivalencia entre ellas. Para mostrar esto, pensemos
en una curva parametrizada por «y(t) como en (A.1), si consideramos alguna
otra parametrizacién a(u) : [¢,d] — I, donde [c, d] es algin otro intervalo de
numeros reales, las parametrizaciones seran equivalente si podemos estable-
cer una biyeccion u(t) : [a,b] — [c, d], donde u(t), ademds, debe ser continua
y creciente (u'(t) > 0). Las parametrizaciones quedan relacionadas entonces
como:

a(u(t)) = (¢) (A.2)
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Expresado de esta modo, decimos que a(u) es una reparametrizacion de la
curva descrita por y(t), y u es el nuevo pardametro.

La longitud total L de una trayectoria I' es independiente de la parame-
trizacion y esta dada por:

L= / (@) de (A3)

Esta longitud se puede usar para definir un pardametro natural conocido como
la longitud de arco. Para definir esta parametrizacién, consideremos una fun-
cién que nos de la longitud del camino recorrido hasta algin punto a <t < b:

)= [ (@) ds (A4)

Esta funcién establece una biyeccién s(t) : [a,b] — [0, L] creciente, ya que,
del teorema fundamental del célculo, tenemos §'(t) = |7/(t)| > 0. Con esto,
definimos la parametrizacion por longitud de arco como: o(s(t)) = v(t). Una
de las caracteristicas mas notables de esta parametrizaciéon es que el vector
derivada (tangente) siempre tiene magnitud unitaria, hecho que podemos ver
directamente de la regla de la cadena:

o' ()l s'() =1 (B = lo'(s)| =1 (A.5)

La parametrizacion, ademas, es inica para una trayectoria I' dada, y, como
este desarrollo siempre es posible, cualquier curva (trayectoria parametriza-
da) puede ser reparametrizada por longitud de arco.

En el Capitulo 2 se optd por usar una notacién donde no se explicita
la parametrizacion como en este apéndice, sino que, dado un punto r € T,
denotamos la curva como: r(s) = o(s). En este caso, distinguimos que para-
metrizacion usamos directamente del parametro usado. Esta, por su puesto,
es una notaciéon informal, pero ayuda a simplificar algunos argumentos y no
se presta a confusiones.

A.2. Ecuacién de Euler-Lagrange

Dada una cantidad S definida como una integral entre los valores extre-
mos u; y ug (sélo analizaremos el caso cuando estos extremos estan fijos),
el problema bésico del calculo de variaciones es determinar el conjunto de
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funciones {z;(u)}, con i = 1,2,...,n (en esta tesis n = 3), tales que el valor
de S dada por:

u2
S = / L(z;(u), &;(u); u)du (A.6)
ul

tome un valor extremo, esto es, maximo, minimo o de punto de inflexién. El
integrando depende de un parametro independiente u, de las funciones z;(u)
y de las primeras derivadas de estas funciones &; = dz;/du. Si, por ejemplo,
tenemos un conjunto de soluciones, tales que S toma un valor minimo, cual-
quier variacion a estas soluciones debe hacer que el valor de S se incremente.
Definimos esta variacién paramétricamente como:

zi(o,u) = 2;(0,u) + an(u) (A.7)

donde z;(0,u) son las soluciones que minimizan S, y n;(u) son funciones
arbitrarias con derivada continua y que se anulan en los extremos (n;(u;) =
ni(ug) = 0). La cantidad S se vuelve, entonces, una funcién del parametro
« con minimo en o = 0, y, por tanto, cualquier @ > 0 debe incrementar el
valor de S. Al escribimos (A.6) como:

S(a) = / L(zi(a,u), (o, u);u)du (A.8)
u2
la condicién para que S tenga un valor extremo se expresa como:
S
— =0 A9
5l (A9)

Directamente de (A.8) la parcial esta dada por:

oL ax, 0L 0i;
/ Z (8:17Z O 81'2- 804) (A.10)
Y notando de (A.7) que podemos escribir las parciales con respecto a a en
términos de las funciones 7;(u):

= ni(w) = i(w) (A11)

sustituyéndolas en (A.10) tenemos:
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a8 2 " /0L oL
— = d —n + =" A12
Ja / “;(axi” +ag;~,-”) (A.12)
Integrando por partes’ el segundo sumando se obtiene:
“2 0L oL 2 “ d oL
— i du = ——n; — ——mn;(u)d Al
/ul o, 1 = )| /u du 9, W (A.13)

Notando que el primer sumando se anula (recordemos 7;(u1) = 1;(ug) = 0),
la expresién (A.12) se reduce a:

0S b -

“ i=1

oL d oL

Como n;(u) son funciones arbitrarias, la expresién anterior sélo se cumple si
el termino entre paréntesis se anula para toda 7, esto es:

oL d oL 0
Con lo que hemos obtenido n ecuaciones, que deben cumplir las funciones
x;(u) para ser solucién de (A.9). La expresion que hemos obtenido es conocida
como la ecuacion de Fuler-Lagrange.

En muchas referencias —y en esta tesis— el problema variacional se escribe
en la llamada notacion §. Para esto simplemente definimos:

(A.15)

4S = Z—Sda dx; = Oz, dov (A.16)

« Oa

Con lo que la condicién (A.9) se puede escribir como:

58 =0 (A.17)

A.3. Transformada de Legendre y Lagrangiano
degenerado

En la descripcién de sistemas mecanicos —y en otros contextos— el inte-
grando en (A.6) se conoce como el Lagrangiano del problema, y la dindmica

Kok

Judv =uv — [vdu
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del sistema queda descrita por la ecuacién de Euler-Lagrange (A.15), una
ecuacion diferencial de segundo orden. En algunos casos, el problema puede
ser simplificado definiendo una nueva funcién H (z;, p;), conocida como el Ha-
miltoniano, tal que podamos separar la ecuacién (A.15) en dos ecuaciones de
primer orden (lineales). Esta funcién se puede encontrar normalmente apli-
cando la transformada de Legendre al Lagrangiano en (A.6). En el Capitulo
2, sin embargo, no fue posible aplicar directamente esta transformacion al La-
grangiano 6ptico (2.35). En este apéndice, mostraremos en detalle las razones
detras de este hecho.
Primero mostraremos como se puede separar la ecuacion de Euler-Lagrange.

El primer paso es definir la nueva variable p; = dL/0%;, conocida como el
momento conjugado. El Hamiltoniano sera funcién de esta nueva variable y
de las funciones x;(u), pero no de las derivadas #;(u). Tomando en cuenta la
definicién del momento conjugado, las ecuaciones asociadas al Lagrangiano
son:

OL oL d (8L):pi (A18)

El Hamiltoniano, la transformada de Legendre correspondiente, esta definido
en términos del momento conjugado y L(z;, &;) como:

H(zi,pi) =Y dwpe — L(wi, ) (A.19)
k=1

Las ecuaciones de movimiento asociadas a esta funcion son:

OH . 9 OL Oy
Opi ;(pk Op; Oy, Op; ) ( )
oH oL

- _ — _p. A21

Podemos ver que estas expresiones reproducen exactamente las ecuaciones
en (A.18), notando que (A.20) es exactamente el lado izquierdo de (A.18), y
que (A.20) contiene implicitamente la ecuaciéon de Euler-Lagrange (ver expre-
sién dentro del paréntesis). Este proceso, sin embargo, supone que podemos
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despejar &; en términos del momento conjugado p;, esto es, supone que la
funcién p; = p;(&;) es invertible. Para esto, se debe cumplir:

8p2- 82L
= A.22
det ( ax,j) det ( D 0@) #0 ( )

Esto es, el Jacobiano de p;(z;) (el Hessiano de L(z;,4;) con respecto a las
variables #;) debe ser no-nulo. El Lagrangiano (2.35) que definimos a partir
del principio de Fermat en el Capitulo 2 no cumple esta condicién, y, por
tanto, no pudimos simplemente aplicar la transformada de Legendre para
encontrar el Hamiltoniano correspondiente. Mencionamos que la razén por
la que el Lagrangiano no cumple con la condicién es por ser una funciéon
homogénea de primer orden. A continuacién demostramos este hecho. Una
funcién es homogénea de primer orden en las variables z; si cumple con:

. ’ * . . .
donde a > 0 es cualquier nimero real . Con esta identidad, definimos una
funcién de a como:

g(a) = L(z;, at;) — al(x;, &;) (A.24)

Es claro que, para toda a, la funcién cumple con g(a) = 0, y, por tanto, la
derivada también debe anularse (¢'(a) = 0). Al calcular la derivada encon-
tramos:

by "\ OL(x;, ai;)
g'(a) = W

k=1

donde en el primer sumando hemos usado la regla de la cadena. En particular,
para a = 1 tenemos la identidad:

Z M Ty = L(x;, ;) (A.26)

Este resultado es conocido como el teorema de Fuler para una funcion ho-
mogénea de primer orden. De esta identidad podemos mostrar directamente

“En el caso del Lagrangiano (2.35): L(r, at) = n(r)|at| = a n(r)|¢| = aL(r, )
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que la matriz Hessiana (de las segundas derivadas) tiene determinante ce-
ro. Para esto, derivamos con respecto a @; de ambos lados de la igualdad
anterior:

~ 0L oL oL
—— 1 —0) = =—— A2
kzl(azjafck Bt 5504 = g, (A.27)
por lo que:
—~ 9’L
Ly = A.

Esto quiere decir que las tres filas 5 son perpendiculares al vector con entradas
T y, por tanto, se encuentran en un plano y no pueden ser linealmente
independientes. Esto hecho implica directamente que:

2L
— A2
det ( 57 ag;«k) 0 (A.29)

Con lo que hemos demostrado que si el Lagrangiano es homogéneo de primer
orden, la matriz Hessiana correspondiente tiene determinante cero.

Este resultado esta conectado con la libertad de parametrizaciéon que
mencionamos en el Capitulo 2. Para mostrar esto, notemos que, de la regla de
la cadena, las derivadas bajo distintas parametrizaciones estan relacionadas
como:

dr dudzx dx
= — =—— =q— A.
v ds ds du adu (A.30)

donde hemos denotado: a = du/ds. Este cambio de parametrizacién en un
Lagrangiano homogéneo de primer orden se puede expresar como:

) = aL(azi,%) (A.31)

dx;

L i7.i =L )
(i, 4;) (x a

Si definimos un nuevo Lagrangiano: L'(z;, dz;/du) = a L(z;, dx;/du), la nue-
va funcién cumplird exactamente con la misma ecuacion de Euler-Lagrange
(A.15) con respecto al nuevo pardmetro v (a simplemente se cancela).
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A.4. Algunas identidades del tensor métrico

En este apéndice demostraremos algunas identidades del tensor métrico
que se usaron en el Capitulo 4 sin una prueba explicita.

Primero mostraremos la identidad (4.54) que usamos en la Seccién 4.3.2.
La identidad es una relacién entre I'¥; y el determinante de la métrica g.
Para esto, notemos que podemos expresar la cantidad /g en términos de los
elementos en la base como:

af = axz (el ' (82 X 83)) = 8_3 ' (62 X 63) +eq - %(62 X 63> <A32)

Recordando que triple producto escalar cumple con:a- (b xc) =c-(axb) =
b - (c x a), podemos desarrollar el segundo término en la derecha como:

0
e - oy (82 X 83> =€ (82 X 83;%) + e (agj@ X 83> (A33)
Oe Je
= aaj (e1 X 82) + axf : (83 X e1) (A34)
Y sustituyendo en la expresién original obtenemos:

0\/g Oe Oe Oe
a\—g = a:; (g X e3) + a—xj - (e3 X e1) + a—xj (e X ey) (A.35)
=T%e, (ex xe3) +The, (e3xe) +The, (e x e) (A.36)
=V (F%z + ng + ng) =9 ng (A.37)

donde usamos explicitamente las propiedades (4.7). Con esto tenemos direc-
tamente la identidad que buscabamos:

10
V9 Ox'
En la Seccién 4.4 usamos la expresion (A.41) sin demostrarla. La identi-
dad se obtiene notando que, como g% gik = 5;?, tenemos:
a(f]ljgjk) 3(531?)

= =0 (A.39)
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Con lo que, la regla de la cadena implica:

8" gji) _ 1 Ok tg dgl
ox’ ox? oy

De donde despejamos:

=0
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(A.40)

(A41)

Los simbolos de Christoffel se pueden expresar, en general, en términos

de la métrica como:

; 1 ;1909  Ogue  Ogjk
e — - il J v J
ik 2g oxk + oxJ ox!

(A.42)
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