Introduccién a la Fisica Cuantica
Tarea 7

A entregar: Miércoles 28 de noviembre de 2018

Spin y sistemas de dos estados

Prob. 31. Matrices de momento angular j = 1.

En clase discutimos que para cada valor de momento angular o spin j =
1/2,1,3/2,2,5/2,3, ..., existen espacios de Hilbert de matrices 2x2, para j =
1/2; 3x3 para j = 1; 4x4 para j = 3/2, etc. En todos esos espacios se deﬁnen
las matrices correspondientes a los operadores de momento angular J

iJ,+ JJ —|—sz, con i, j y k vectores unitarios cartesianos. Se acostumbra usar
la letra “J” para denotar momento angular para incluir tanto al momento

angular orbital como al spin. El que los operadores J sean de “momento
angular” es porque obedecen el siguiente algebra:

| =ind L | =ind, [, 0] =, (1)
' i) =0 [Ri)=0 [24] = o

con J? = J2 + J2 +J2.
Usando J2 y J, como conjunto completo de operadores, la base del sube-

spacio de Hilbert (27 + 1) x (2j + 1), con j = 1/2,1,3/2,25/2,3,..., es, en
notacion de Dirac,

Pljym) = B+ 1)|j.m)  Lljm) = hmlj,m) (3)
conm=—j,—j+1,---,j— 1,4, un total de (2j + 1) valores.

Para j = 1, las matrices correspondientes son,

o, {010\ [0 -0 ) 10 0
Jo=—2=|101] J=-"% 0 —i | Jy=m|00 0
V2o 1 0 V2 0 00 —1



a) Escriba la representaciéon en forma de vector columna de los estados base
’17 1>7 |170> y ’17 _1>

b) Muestre explicitamente que las matrices j = 1 obedecen las expresiones

(1), 2)y (3).

Prob. 32. Matrices de Pauli como una base de matrices Hermi-
tianas 2 x 2.

Considere la siguiente matriz 2 x 2:

A a
A= 11 @12 (5)
Qg1 Q22
a) Escriba las condiciones que deben satisfacer los elementos de matriz a;;

para que la matriz A sea Hermitiana.
b) Muestre que si A es Hermitiana, se puede escribir como,

A=al+ o, + o, + do, (6)

donde 1 es la matriz unidad 2 x 2 y 0,,, con n = z, v, z son las matrices de
Pauli. Identifique los coeficientes «, 5, v y d en términos de los elementos de
matriz a;;.

Prob. 33. Diagonalizacion de matrices 2 x 2 como “rotaciones”
en el espacio de Hilbert.

a) Considere la siguiente matriz:
U _ e—iay6/2 (7>

Muestre que se puede escribir como:

0 0

U= icosé—iaysiné (8)

Note que puede obviar el factor 1. Muestre ademds que UU =1. A las
matrices que su inversa es igual a su hermitiana conjugada se les llama wuni-

~

tarias. Sugerencia: Para resolver este inciso, muestre que af, =1..ylo



mismo para las otras 2 matrices de Pauli.

b) Considere ahora la siguiente matriz,
H = ac, + bo, (9)

con a y b reales. Muestre que se puede escribir como

ﬁ:R(COSH sin 6 ) (10)

sinff —cos6

Identifique R y cosf en términos de a y b.

c¢) Diagonalice la matriz H, es decir, encuentre sus eigenestados y sus eigen-
valores.

d) Considere ahora la matriz

A~

K = Ro,
= R((l) _01> (11)

Obviamente, los eigenvalores son £R y los eigenestados son,

Muestre que H del inciso anterior y K estén relacionados por,
I = e—i00/2 [ pioy0/2 (13)
y que los eigenestados de H estan dados por,

efiay9/2‘+> y efioy9/2|_>. (14>

Concluimos que la matriz U representa una “rotacién” positiva (contraria
a las manecillas del reloj), por un dngulo 6, alrededor del eje y: es decir, usted
mostro que,

e 1ov025 o1900/2 — 5 cosh + o, sin 6. (15)



Intente el caso general (no tiene que entregarlo). Considere la matriz,

A

B =x0, +yo, + 20, (16)
con z, y y z reales. Encuentre la matriz de rotacién U tal que
B = RUo, U (17)

con R = (224 y?>+ 2?)'/2 ... si usted aprende a usar estas matrices U, nunca
jamas tendra que diagonalizar matrices 2 x 2! ... le serd muy util.

Probs. 34 y 35. Oscilaciones de Rabi

Considere el siguiente problema (muy realista!): Sea un cristal con a&tomos
con spin s = 1/2. El material se encuentra en presencia de un campo
magnético uniforme en la direccion z, By = Byz. Al mismo tiempo se le
hace incidir al material una onda electromagnética clasica de frecuencia w y
polarizada de tal manera que el campo magnético de la onda apunta en una
direccion b perpendicular a z, es decir, b -z = 0. Suponiendo que los spines
no interactiian entre ellos (por ejemplo, para un material paramagnético),
podemos considerar un sélo &tomo para analizar el problema. En ese caso, el
spin del atomo percibe a la onda electromagnética como un campo magnético
oscilante, EEM =bB cos(l; -1, — wt), donde 7, es la posicién del dtomo en
el cristal. Como la vibracién del atomo en el cristal es muy pequena, pode-
mos considerar la posicion 7, como constante e ignorarla. Es decir, podemos
suponer que el campo magnético de la onda es Bgy ~ bB cos(wt).

El propésito del problema es estudiar las transiciones entre los estados del
spin, inducidas por la onda electromagnética ... Este modelo fue usado por
[saac Rabi en sus estudios experimentales de resonancia magnética nuclear
por los que recibié el Premio Nobel en 1944. Este modelo es la base no sélo
de la comprension de las resonancias de spin, sino de muchos mas estudios
de la fisica atémica y de la optica cuantica.

El Hamiltoniano de un spin en presencia de estos campos magnéticos (en
la llamada “aproximacién de onda rotante”) se puede escribir como,

A

H(t) = gupBoo. + gupBo, coswt + gupBo, sin wt (18)



Suponga primero que la onda electromagnética no esta presente, es decir,
hacemos B = 0 en la expresién anterior y obtenemos que el Hamiltoniano
H(t) (denotado Hy cuando B = 0), es

A 1
H(] = §AEO 0, (19>
donde AEy = 2gupBy es la separacion de energia de los estados |—) y |+).
Al tiempo inicial £ = 0, el estado del sistema es |1(0)) = |—) y a partir de
ese instante incide la onda electromagnética. El propdsito es hallar el estado
al tiempo ¢, |1(t)), en presencia de la onda electromagnética, y calcular la
probabilidad de hallar al sistema en el estado |[+) como funcién del tiempo y

como funcién de la magnitud del campo B y como funcién de la frecuencia w.

El problema es, pues, resolver la ecuacién de Schrodinger,

0 3

tho [0 (1)) = H({t)[ (1)) (20)
con condicién inicial |1(0)) = |+) ... El problema técnico es que en esta
ecuacion el Hamiltoniano depende del tiempo y, por lo tanto,

[(t)) # e O 0)) (21)

a) Verifique que el enunciado de la ecuacién (21) es cierto, es decir, suponga
igualdad en dicha ecuacién y muestre que no es solucién a (20).

Existe un “truco” para resolver el problema. Definimos una transformacién
del estado [1(t)) como,

[ (1)) = e~ <) (t)) (22)
o equivalentemente como,
(1)) = = (1)), (23)

b) Muestre que la ecuacion de Schrodinger que obedece el estado transfor-
mado [(t)) es,

L0 - -
Zﬁalw(t» = Hr|y(t)) (24)

5



donde el Hamiltoniano Hy no depende del tiempo y estd dado por:

~ h AFE
Hrp = (w — T) 0.+ gupBo, (25)

Muestre también que el estado inicial es |1)(0)) = |—). Sugerencia: Puede
usar los resultados del Prob. 32.

¢) Resuelva la evolucién temporal del estado transformado |¢)(t)), es decir,
notando que podemos escribir,

(1)) = ar()|+) +a-(t)]-) (26)

halle explicitamente los coeficientes a (t) y a_(%).

d) Regresando al problema original, es decir, al estado |1(t)), encuentre la

probabilidad de hallar al sistema en el estado |+) al tiempo ¢ (dado que inici6
en |—)). Llamela P_(t).

e) Muestre que la probabilidad de transicion P_, (t) es siempre menor que
1siw# AFE/2y que P_(t) oscila entre 0 y 1 s6lo si w = AE/2, es decir,
cuando la frecuencia w de la onda electromagnética es igual a la diferencia de
energia AFE (dividida por h) del Hamiltoniano H,, producido por el campo
uniforme en z. Al fenémeno de lograr una transicién de un estado (|]—)) a
otro (]+)), con probabilidad 1, se le llama resonancia.

f) Para el caso de resonancia, es decir, w = AE/2, grafique P_, (t) y encuen-
tre la frecuencia wg con la que dicha probabilidad oscila entre 0 y 1. Estas
son la oscilaciones de Rabi y wg se llama la frecuencia de Rabi.

Probs. 36. La constante de Planck y el kilogramo. OPCIONAL
PARA MEJORAR CALIFICACION

El dia de hoy (16 de noviembre de 2018), la Comisién Internacional de
Pesas y Medidas voté unanimemente que la “constante” de Planck es ya una
verdadera constante fundamental, con un valor exacto:

h = 6.62607015 x 1072 J - s



Esto tiene como consecuencia que el kilogramo queda redefinido usando una
balanza de Kibble. Realice una pequena investigacion del funcionamiento de
dicha balanza y de como, con la constancia de h, se puede medir el peso de
cualquier cuerpo con una enorme precisiéon. Haga un breve reporte (minimo
2 cuartillas) de su investigacién. Para explicar lo anterior necesitard cono-
cer también un poco sobre el efecto Josephson y el efecto Hall cuantico.
Dediquele un parrafo, al menos, a cada uno de estos conceptos.



