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1. Ondas esféricas

Una onda esférica es aquella que sus frentes de onda son esferas, es decir, que en cada
esfera el valor de la onda es el mismo, para un tiempo dado.

De la clase, recordemos que hemos considerado dos tipos de ondas (lineales) (7, t):
No dispersivas si obedecen la ecuacion

VR 1) - 57 ) = 0 0
mt) — ==—=Y(r,t) =

’ 2ot

con v la velocidad constante de todas las ondas y, dispersivas si, por ejemplo, obedecen
una ecuaciéon del tipo,

V2(T,t) + mgtzp(ﬁ t)=0 (2)

con a una constante.

Una onda esférica es resultado de que en un punto, digamos 7 = 0, el origen, una
fuente puntual emite la onda. Buscamos entonces soluciones a las ecuaciones anteriores,
tales que

@Z)(ﬁ t) = ¢(T7 t) (3)
donde r = |7] es la magnitud del vector 7. Es decir, buscamos una onda que sélo dependa
de la coordenada r y no de los angulos. Por lo tanto, para todo valor r y ¢ dados, la onda
¥(r,t) es la misma. Como r = cte es una esfera, la onda entonces tiene dicha simetria. Esto
sugiere, evidentemente, que consideremos coordenadas esféricas para describir dicha onda.

Recuerde primero que, en coordenadas esféricas (r, 0, ¢), el Laplaciano estd dado por
10 0 1 0 0 1 0?
V2=~ ([r?- ——— [ sinf— —_— . 4
r2 Or (r 87“) + r2sin 0 00 (sm 89) + r2sin? 0 Op? (4)
Ahora considere la siguiente forma de la onda,

A i (b F—w
Y(r,t) = ?ez(k g (5)
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con A una constante compleja. Si el vector de onda lo suponemos k = k#, con 7 = 7*/r el
vector unitario radial, entonces

Y1) = et ()
r
que es una onda que viaja radialmente del punto donde se genera la onda a cualquier
punto r. Muestre que la forma anterior de la onda es soluciéon a ambas ecuaciones de
onda, no dispersiva o dispersiva, si en la primera w = kv y si en la segunda w = k*/a.
Note el factor 1/r en la onda; sin ese factor no puede ser solucién a las ecuaciones. Si
ahora calculamos la intensidad de la onda, obtenemos,

[(Fv t) = ¢ (Fv t)w<7?7 t)
14

r2

(7)

Notamos, pues, que la intensidad se va haciendo menor conforme nos alejamos de la fuente.
Si integramos la onda en una esfera de radio r, obtenemos,

27 s
/ [(F,)dS = / dip / sin 0d6 12 1(7 1)
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= / d(p/ sin Od6 r* |—|
0 0

r2

= 4r|AJ>. (8)

Esto nos muestra que, a pesar de que la amplitud de la onda va decayendo conforme r
crece, la integral de la intensidad en cada esfera r se mantiene constante. NOTA: En
la integral usamos que la diferencial de superficie, en coordenadas esféricas, es dS =

r? sin OdOdp.



2. Interferencia: el experimento de Young de las dos
rendijas.

Este es un experimento clasico que Thomas Young realizdé en 1801 para demostrar
que la luz era una onda. Consiste en suponer que una onda plana incide normalmente
sobre una placa delgada con dos rendijas (o agujeros), tales que estas sirven de “fuentes
puntuales” de dos ondas esféricas que emanan (en fase) de cada rendija o agujero. Vea la
figura. Este experimento evidencia el fenémeno de interferencia y, como veremos adelante,
evidencia también la esencia de la Mecanica Cuantica.

patron de interferencia

¥

F

¥

placa con 2 rendijas pantalla “detectora”

Figura 1: Experimento de Young de las dos rendijas. El patrén de interferencia de la
derecha del diagrama es lo que se observa sobre la pantalla, en ese caso, con un laser rojo
y unas rendijas caseras.

Para estudiar el problema, colocamos el origen de las coordenadas en el punto medio
entre la rendijas. La coordenada z va a lo largo de la placa con las rendijas, x es perpen-
dicular a dicha placa y el dibujo esta en el plano y = 0. Denotamos por d la distancia
entre las rendijas y consideramos que la pantalla donde se realiza la observacion, esta a
una distancia L de las rendijas. Por simplicidad, supondremos que L > d.

El papel de la onda plana incidente jugara un papel importante en la discusion poste-
rior sobre aspectos cuanticos. En este momento, es s6lo una manera practica de realizar
que, de cada una de las rendijas, emana una onda esférica y que no sélo ambas tienen la
misma frecuencia w y la misma longitud de onda A, sino que estan en fase. Es decir, que
cuando emanan de las rendijas tienen el mismo valor. Esto nos permite concluir que la
onda resultante, evaluada en un punto arbitrario del espacio, digamos un punto P de la
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Figura 2: Diagrama del experimento de Young de las dos rendijas. El origen de las coor-
denadas se coloca en el punto medio entre las rendijas. La coordenada z va a lo largo de
la placa con las rendijas, x es perpendicular a dicha placa y el dibujo estd en el plano
y = 0. En el texto se describen las demds variables.

pantalla como se muestra en la Figura 2, se puede escribir como la suma de dos ondas
esféricas que emanan cada una de las rendijas:

\II(F7 t) = \111(7?7 t) + \112(F7 t)
A A

— 7€i(kr17wt) + 76i(kr27wt) (9)
1 T2

donde A es una constante compleja en general, k = 27/\ es el nimero de onda, y r;
y 79 son las distancias de las rendijas al punto de observacion, como se muestra en la
Figura 2. Expresamos ahora las distancias r; y 75 en términos del vector de posicién 7 o,
equivalentemente, en términos de r la distancia del origen a P y 6 el angulo entre 7 y el
eje x:

Fl :7:’—

N

d

lo que nos da,

2 d?
r = 7’2—7‘dsin9—|—z Ty = 7’2+TdSin‘9+Z' (11)



Como hemos supuesto que L > d y dado que r es evaluado sobre la pantalla en y = 0,
tenemos que r = v/z2 + L2. Por lo tanto, es cierto que r > d. Esto implica que a primer
orden en d/r, r1 y 9 pueden escribirse como,

rlzr—ﬁsiné rzzr+§sin0. (12)

Sustituimos estas aproximaciones en la onda (7, t), Ec. (9), y obtenemos,
A - d _: A . d .
Ft) & ez(k(rfi sin ) —wt) + el(k(r+§ sme)fwt). 13
vire) T—gsine 7"+gsin6 (13)
Notamos que mientras la correccién (d/2)sin@ puede ser despreciada en los denomina-
dores, debido a que s6lo modificaria ligeramente la evaluacién de las distancias no es asi
en las fases de las exponenciales. Esto se debe a que la funciéon exponencial compleja
es armoénica (periddica) y es sensible a pequenos cambios. Esto nos permite aproximar
funcién 1, obteniendo,

A

A ) ) )
'Qb(’?, t) ~ ?ez(k(r—% sin 0) —wt) + ?ez(k(r-i-% sm@)—wt). (14)
Esta expresién puede finalmente escribirse como,
2A kd ,
(1 t) =~ . COS(? sin ) efkr=wb), (15)

Esta expresion corresponde, aproximadamente, a una onda que emana del origen, pero
con una amplitud que depende del dngulo 6 debido a la interferencia de las dos ondas.
Analicemos ahora la intensidad de la onda resultante,

[(Ta 9) = ¢ (7_'; t)w(ﬁ t)

2
= 44| COSQ(de sin 0). (16)
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Recordando que k = 27w /\, podemos escribir la expresion anterior como,

_4AP

r2

I(r,0) 0082(7T>\d sin @) (17)

y, otra forma también 1til se puede hallar usando la identidad cos* a = (1/2)(1 — cos 26),

Al2 A2
I(T,é’):| | —|—| | +

r2 r2 r2

2
214 005(27;0[ sin §). (18)

En esta tltima expresién notamos que |A|?/r? es la intensidad de una séla onda, en r,
cuando la otra no esta presente.



Tanto de la expresién (17) como de (18), observamos que la intensidad I(r, ) tiene
mdzimos cuando:
41A2 . wd

i sinf =nm, n=0,£1,+2,... constructiva (19)
r

I(r,0) =

y en este caso decimos que existe interferencia constructiva. Note que el valor méaximo de
la intensidad es 4 veces la intensidad si s6lo estuviera presente una de las ondas (en ese
punto (r,0)). Por el contrario, la intensidad es cero (o minima), si

d 2 1
I(r,0) =0 si 7TTsinﬁz n2—|—

m, n=0,%1,42 ... destructiva (20)
y la llamamos interferencia destructiva.

Una forma mas sugerente es reescribir las condiciones anteriores son
: : . A :
dsin@ = n\ constructiva; dsinf = (2n + 1)5 destructiva; n =0,+1,£2,... (21)

Esto nos dice que la cantidad d sin 6 juega un papel esencial en determinar la interferencia.
Veamos.

La interferencia constructiva, que es cuando la onda alcanza valores méaximos, se debe
a que la crestas (o valles) de las ondas llegan en fase, es decir llegan las dos crestas o los
dos valles al mismo punto de manera simultdnea. Como se indica en la Figura 3, esto s6lo
puede ocurrir si la diferencia de las distancias |r; — 79|, al punto de observacion, es igual a
un nimero entero de longitudes (n A) . Por el contrario, si la diferencia |r; — ro| es igual a
un nimero impar de medias longitudes de onda ((2n+1)\/2), entonces las ondas llegaran
una en una cresta y la otra en un valle y se cancelaran dando lugar a la interferencia
destructiva. A la distancia A = |r; — ro| se le llama la diferencia de camino dptico de la
ondas. Podemos entonces, en general, establecer la regla de las interferencias en términos
de la diferencia de camino 6ptico:

A
A =n\ constructiva; A = (2n + 1)5 destructiva; n=0,+1,+2, ... (22)

Tanto de la Figura 3, como de la aproximaciones dadas por Egs.(12), concluimos que la
diferencia de camino éptico A es, aproximadamente, dsinf,

A = |T1—T’2|
d d
~ =5 =+ 5)]
= dsind. (23)
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Figura 3: Diferencia de camino 6ptico. La diferencia entre las distancias r y 79, al punto
de observacion P, se define como A = |r; —ry|. De la figura observamos que dicha distancia
es aproximadamente A ~ dsinf si L > d, ya que en este caso las rectas ry y r; son casi
paralelas cerca de las rendijas. La cantidad A determina el cardcter de la interferencia,
vea el texto.

Ahora analicemos los diferentes patrones de interferencia que podemos obtener de-
pendiendo del valor relativo entre d, la separacién de las rendijas, y A, la longitud de
onda. Recordamos que siempre consideramos que la pantalla esta “lejos” de las rendijas,
es decir, L > d. Los diferentes casos se ejemplifican en la Figura 4. En la figura, el valor
de la intensidad I es, ,
5=

que es el valor en el centro de la pantalla, z =0, x = Ly y = 0.

(24)

Caso A:d 2 2)\.
En este caso la distancia d es ligeramente mayor que 2, es decir, A\/d < 1/2. Por lo tanto,
escribiendo la la condicion de interferencia destructiva como,

2n+1é
2 d

observamos que el primer cero de interferencia destructiva cuando cuando el angulo 6
obedece sin ) = +X/2d, es decir, el dngulo existe pues sinf) < 1. Este caso se ilustra en
la Figura 4 (A) para d = 5\ y se observan varios minimos y maximos. Note que si n se
incrementa lo suficientemente grande, entonces |(2n + 1)A/2d| > 1 y ya no hay solucién
a la ecuacién 25. Este es el caso mas eficiente para observar con claridad al patréon de
interferencia.

(25)

sinf =

Caso B: 2d < \.
Ahora d es menor que A/2. En esta situacién ya no es posible tener ceros de interferencia
destructiva, pues |(2n + 1)A/2d| > 1 siempre, para toda n, es decir, la ecuacién (25) no
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tiene soluciones. Esto se ejemplifica en la Figura 4 (B). Note, sin embargo, que si hay
interferencia. De hecho, lo que ocurre es que el pico central del patron de interferencia se
hace muy ancho, mas si d se hace mucho menor que \.

Casos C y D : d > A. Este es un caso muy interesante e importante. Se tiene que
la distancia d es muchisimo mayor que la longitud de onda. Es similar al caso (A) en
el sentido que existen ceros de interferencia, pero difieren desde la perspectiva que son
muchos ceros. Considere el caso n = 0 en la expresién (25), que corresponde al primer
cero en la direccién positiva de z:

sinf = A <1 (26)
2d

Esto indica que el déngulo # también es muy pequeno. Es decir § ~ \/2d < 1y, eviden-
temente, existe un niimero enorme de maximos y minimos, més mientras mas grande sea
d comparada con \. La Figura 4 (C) muestra el caso d = 10000\. La gréafica se observa
casi como continua, es decir, no se observan las oscilaciones debido a que el grosor de la
linea azul del patron es mas grueso que la resolucion necesaria para observar las oscilacio-
nes del patréon. En la vida real, esto es mas contundente ya que cualquier detector de la
intensidad de una onda tiene una minima resolucion. Es decir, existe un tamano minimo
del detector, abajo del cual ya no puede resolver las oscilaciones y, como consecuencia,
promedia lo que detecta.

En la Figura 4 (D) tenemos 2 curvas, una continuaa y otra de puntos con una pequena
irregularidad. Para obtener esta dltima se tomé el patron de la Figura 4 (C) y, en el eje
z, se consideraron 100 intervalos (o cajitas) del mismo tamario, y se promedi6 el valor de
I(r,0) en cada intervalo. El resultado es la grafica de puntos. Otra manera de hacer este
promedio es usando la ecuacién (18) y promedidndola directamente:

2 2 s R
I(r,0) = |1;12| + |f2| + 2|:;’ cos(zjd sin 6)
A2 AP

r2 r2

debido a que el promedio de un coseno es cero (lo mismo se obtiene usando la ecuacién (17)
y recordando que cos? @ = 1/2). La curva continua de la Figura 4 (D) es este promedio.
El resultado es muy profundo: Hallamos que el promedio es equivalente a cancelar el
término de interferencia, dando como resultado que la intensidad es tan sélo la suma de
las intensidades de las ondas por separado. Decimos entonces que, si d > A, no existe
interferencia ... las ondas se vuelven rayos ... la ondas se vuelven particulas.
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Figura 4: Patrones de interferencia.
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