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Notas sobre la termodinamica y la fisica estadistica de la radiaciéon de cuerpo

negro.

I. INTRODUCCION, HISTORIA, RELEVANCIA

Es una observacién experimental y empirica que todos los cuerpos reflejan, absorben
y emiten radiacion electromagn?etica. La emisién es més evidente mientras mayor sea la
temperatura del cuerpo. Los ejemplos mas comunes son el fuego, los focos, las estrellas,
es decir, cuerpos que estan calientes. Los humanos emitimos radiacién infrarroja que no
podemos ver, pero ahora con las tecnolog?”as modernas sabemos que es asi. El ejemplo mas
claro de absorcion lo vemos ahora en los hornos de microondas: el agua absorbe fuertemente
esas ondas y se calienta. Por qué los cuerpos emiten y absorben radiacién tiene su explicacion
ultima en el hecho que la materia esta compuesta de atomos y moléculas. Estos son los que
absorben y emiten la radiacin por medio de un proceso que es la esencia de la mecanica
cuantica. Discutiremos este hecho mas adelante.

Tres aspectos de gran importancia: 1) problema importante en el Siglo XIX, teorema
de Kirchhoff, Ley de Stefan-Boltzmann. Planck lo usa como ejemplo para “demostrar” que
la Segunda Ley de la Termodinamica es exacta. Fracasa en tal intento pero descubre la
Mecénica Cudntica. 2) El gas de fotones es uno de los pocos ejemplos de “gas ideal” que
es exacto. 3) Tiene enorme relevancia en estudios actuales de Astronomia y Cosmologia: la
radiacién de fondo del Universo obedece de manera espectacular la distribucién de Planck

a una temperatura de 7' = 2.725 K.



II. UNA CAVIDAD “VACIA” ...

La manera mas sencilla de iniciar este estudio es considerar un sélido a temperatura T’
al cudl se le hace una cavidad de geometria arbitraria, vea la figura 1. Es decir, suponemos
que la cavidad esta “vacia” pues no tiene materia. Veremos que realmente no esta vacia
sino que dentro de ella se forma un “gas” de radiacién electromagnética, o de fotones, en

equilibrio termodinamico a la misma temperatura 1" del cuerpo.

“vacio” con
radiacion EM

T

FIG. 1: Cuerpo negro en equilibrio con radiacién en cavidad

Estando a temperatura T los dtomos y/o moléculas del cuerpo se excitan y desexcitan
(tipicamente por colisiones con sus atomos vecinos) y como parte de este proceso emiten
radiacion electromagnética, o de manera “moderna”, emiten fotones. Esta radiacion entra a
la cavidad y al alcanzar las paredes opuestas ocurre que, o es reflejada o es absorbida por los

atomos de la pared opuesta. Tales atomos, tarde o temprano vuelven a emitir parte o toda



esa energia absorbida de nuevo a la cavidad y, una vez mas, ese proceso se repite. Esto no
era claro a mediados del Siglo XIX, sin embargo, es ahora bien explicado por la Mecanica
Cuéntica y lo consideraremos como un hecho. Es importante recalcar que la emision de
radiacion, por ser espontanea, es altamente isotrépica. Es evidente que eventualmente se
alcanza un balance, o estado de equilibrio, entre la radiacién emitida y absorbida por las
paredes. De la misma manera, y en cada momento, la radiacién misma se encuentra en
equilibrio termodinamico con las paredes y, por tanto, tiene la misma temperatura 7'

El estado de equilibrio es tal que la radiacion en cada elemento de volumen de la cavi-
dad es homogéneo, isotropico e independiente de la polarizacion. Es decir la cantidad de
energia electromagnética en cada elemento de volumen es la misma; el flujo de energia en
cualquier direccion es también la misma; y, en promedio, la polarizacién es cero en cualquier
direccién. Si no fuera asi, entonces podriamos hallar la manera de producir algun flujo de
energia en alguna direccién u orientaciéon. Con este flujo podriamos transportar energia y
producir algin tipo de trabajo. Lograr esto es equivalente a violar la Segunda Ley de la
Termodindmica (enunciado de Kelvin).

Es claro que debido a las caracteristicas del cuerpo, esto es, de cual material esté hecho, las
frecuencias de la radiacién seran sélo aquellas en las que el cuerpo emite y absorbe. Sea v una
de estas frecuencias presentes. La pregunta fundamental es, cudl es la cantidad de energia de
energfa electromagnética I(v, T), por unidad de volumen en el cuerpo, con frecuencia entre v
y v+dv a temperatura 7?7 Por el enunciado del parrafo anterior, I(v, T') no puede depender
ni de la posicién 7 del elemento de volumen considerado, ni de la direccién k de la radiacién,
ni de la polarizacion ¢ de la misma. Una vez que la densidad de energia electromagnética
es conocida, el problema esta esencialmente resuelto y los diferentes resultados sobre las
caracteristicas de la radiacién en equilibrio, pueden ser deducidas. Note que desde el punto
de vista cudntico, I(v,T) es la densidad de energia de un gas de fotones de frecuencia v a
temperatura 7.

Las consideraciones anteriores indican que si el cuerpo puede absorber y emitir en un
cierto intervalo de frecuencias A(vy), alrededor de alguna frecuencia vy, la energia contenida

en la cavidad puede escribirse como,
E(V,T)=V / [(v,T)dv, (1)
A(vo)

donde V es el volumen de la cavidad. Cabe mencionar brevemente en este momento el



Teorema de Kirchhoff, a reserva de discutirlo mas fondo después. Desde los 1850’s era
entendido que si un cuerpo recibia radiacién de frecuencia v, esta podia ser reflejada o
absorbida. En el ultimo caso, se sabia también que de una cantidad dada de radiacion
sélo una fraccién es absorbida. Sea A(v) el llamado coeficiente de absorcién del cuerpo con
respecto a radiacion de frecuencia v. Esta cantidad es adimensional varia de cero a uno,
0 < A(v) < 1, dependiendo del cuerpo. Un cuerpo que absorbe radiacién de frecuencia
v también emite radiaciéon de la misma frecuencia. Kirchhoff mostré que si un cuerpo
se encuentra en equilibrio termodindmico con radiacién electromagnética de frecuencia v,
entonces la cantidad de energia J(v) que emite por unidad de tiempo y por unidad de édrea

del cuerpo en el intervalo de frecuencias v y v + dv es,
J(v,T) = cAW) (v, T), (2)

donde ¢ es la velocidad de la luz. Debido a que I(v,T) es una propiedad exclusiva de la
radiacién, entonces, la razén J(v,T')/A(v) es universal. Si consideramos un cuerpo hipotético
que absorba radiacién con A(v) = 1 para toda frecuencia v, entonces su espectro de emisién
es precisamente la distribucién de energia de la radiacién I(v,T). Un cuerpo que absorba
toda la radiacién que reciba no se “veria”, o alternativamente, se veria “negro”. Por lo
tanto, a ese material ideal se le llamé cuerpo negro[l]. Este fue considerado como uno de
los grandes problemas del Siglo XIX y grandes mentes de la época se avocaron a entenderlo.
Su estudio culminé en 1900 con el descubrimiento de la Mecanica Cuantica por Planck y en
la introducciéon del concepto corpuscular de la luz por Einstein en 1905.

Entonces, para una cavidad de volumen V' dentro de un cuerpo negro a temperatura 7T,

la energia contenida es

E(V,T)=V /OOO I(v, T)dv. (3)

El propésito de este capitulo es deducir la termodinamica asociada a este fenémeno y, por

supuesto, deducir la densidad de energia I(v,T). Nétese que podemos identificar

u(T) = /0 S (0, T dv (4)

como la energia (total) por unidad de volumen de la cavidad. Es muy importante recalcar

que es una funcion solo de la temperatura 7T'.



III. EL PUNTO DE VISTA DE LA ELECTRODINAMICA Y LA
TERMODINAMICA CLASICAS

A. Electrodinamica Clasica

Dentro de la cavidad, las ecuaciones de Maxwell en el vacio deben ser obedecidas (en

cgs):
V-E =0
V-B=0
, 10 =
VxE = _cgtB
vXﬁ:i;E (5)

Es un ejercicio sencillo mostrar (hdgalo!) que estas ecuaciones implican que las siguientes

ecuaciones de onda son simultdneamente obedecidas,

- 1 6% =
-~ —FE =0
v c? Ot?
-1 0% .
2 —

Es decir, existen las ondas electromagnéticas no dispersivas y con velocidad ¢ de propagacion.

Es también un ejercicio sencillo mostrar que una solucién son las ondas planas,

E(Ft) = 6,8, e (Frt)
B(7t) = G2By (k1) (7)
si
w= ‘E‘ c (8)

donde w = 27r es la frecuencia de la onda, k es el vector de propagacién de la onda,
k| = 27 /A, A = ¢/v con A la longitud de onda, y &, y &5 son vectores unitarios indicando la

direccion de la onda. Usando las ecuaciones de Mawell (5), se hallan las siguientes relaciones,

By = Ey con Ejy complejo

=

&1'5’2:0 6’1X&2:’E’ (9)



es decir, la onda electromagnética es una onda transversal con los vectores E y B ortogonales
entre si. Debido a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, el campo electromagnético en
cada punto e instante, es la suma o superposicion de todas los campos correspondientes a las
diferentes frecuencias. Esto quiere decir también que los campos de diferentes frecuencias
no interactian entre ellos, es decir, apareceria como si la radiacién fuera un “gas ideal”
de ondas electromagnéticas de diferentes frecuencias. Mas adelante cuando introduzcamos
conceptos cuanticos veremos que esto es una realidad, aunque en términos de fotones.

De la ecuaciones de Maxwell también podemos deducir la ley de conservacién de energia

(electromagnética),
N g0 (10)
ot B
donde
1 o % o D
u:§JEJ?+Bl” (11)

es la densidad de energia electromagnética (usamos la misma letra “u” que antes de manera
completamente deliberada), y

S="Exp (12)

47
es el vector de Poynting, que describe el flujo de energia electromagnética. La radiacién no
sélo lleva energia sino también momento (cantidad de movimiento). Se puede mostrar que
P=2S /c es la densidad de momento de la radiacién. Esto origina que la radiacién produzca
presion, la llamada presion de radiacion, al incidir sobre cualquier superficie, ya sea en el
seno de la cavidad o en la paredes que la componen.

En las secciones siguientes mostraremos el importantisimo resultado, que se adjudica
originalmente a Maxwell, que la presién p producida por radiacién homogénea e isotropica
esta dada por

1

p=gu. (13)

Es muy sencillo visualizar que la presién debe ser proporcional a la densidad de energia, lo

importante es el factor 1/3.

B. Energia

Veamos con cuidado el concepto de energia en la cavidad. Consideremos a un cuerpo

negro a temperatura 7', el cual tiene una cavidad “vacia” en la que se establece equilibrio



termodindmico de radiacion electromagnética, vea la figura 1. Una vez en equilibrio, la

energia almacenada por la radiacion dentro de la cavidad debe ser
2 —
E=Y /d%/ &r p(k, o, 7 T) (14)
a=1 v

donde p(E, a, 7 T)d3*rd3k es la energia de radiacién con vector de onda entre k y k+ d3k, en
el volumen entre 7y 7+ d3r y con polarizacién a. Note que p(lg, a,7,T) es una densidad

tanto en el espacio de coordenadas como en el de vectores de onda.

Debido a que la radiacion esta en equilibrio termodindmico a temperatura T', debe ser
homogénea, isotropica y despolarizada. De lo contrario habria flujo de energia, del cual

podriamos obtener trabajo, en contradiccién con el enunciado de Kelvin de la Segunda Ley.
Asi,
p(k,a, 7 T) = p(k,T) (15)

es decir, la densidad de energia sélo depende de la magnitud k& = |l;:|, que es la frecuencia

k =2nv/c,y de la temperatura 7.

Sustituyendo en la expresion de la energia, obtenemos,
2 —
E = Z/d?’k‘/ &r p(k, o, 7 T)
a=1 v

- ﬁjl/d?’k/vd% p(k, T)

- 2V/dQ /OO p(k, T) K2dk
0

= [ (5 () o) a a0

/dQ:/O%dgb/owsinédezzhr (17)

e hicimos el cambio de variable k = 27v/c. Definimos

donde usamos

[, T) = &r (2:>3 (v, T (18)

y obtenemos

E = V/OOO I(v, T) dv
Vu(T)



Esto es, I(v, T)dv es la energia de radiacién, por unidad de volumen, con frecuencia entre v

y v + dv. Por consiguiente

u(T) = /O S I, T) dv (20)

es la energia de radiacién por unidad de volumen. Es funcion sélo de la temperatura.

C. Presion de radiacién

La radiacion electromagnética lleva, ademas de energia, momento o cantidad de
movimiento. De las ecuaciones (11) y (12), hallamos que si una onda electromagnética
con vector de onda k y polarizacién « tiene energia por unidad de volumen e(7t; E, a),
entonces tiene asociada un tiene asociada una densidad de momento (momento por unidad
de volumen) dada por P = e(r,t; T, Oé)fi’ /c. Entonces, dado que la radiacién de cuerpo negro

tiene un continuo de frecuencias, definimos
L1 -
dp, = —p(k, T)k d’k (21)
&
como la densidad de momento de la radiacién con vector de onda entre k y k+ d3k.

Supongamos que radiacién con momento entre k y k -+ d3k incide sobre una diferencial de
superficie nA A de un cuerpo y es reflejada especularmente, vea la figura 2. Notamos que la
cantidad de energia de radiacion con vector k y contenida en un volumen AV = cAtAAcosf,
con cos = k - n, transferird en un intervalo de tiempo At, la cantidad de movimiento dada
por

AP = 2|dBa| AV cos 0n. (22)

Y, por lo tanto, ejercera una fuerza

= AP
dFf = —
At

= 2p(k, T)d’k AAcos® 0. (23)

Vemos entonces que la presién total que ejerce la radiacion es la integral sobre la fuerza

normal en todas la direcciones y polarizaciones posibles incidentes, dividida por la superficie

AA

?



~

FIG. 2: Radiacién incide con vector k y es reflejada con vector k', con |k| = |k’|. Existe una
transferencia de momento que da lugar a una fuerza de la radiacién sobre la pared, y a su vez, a

una presién. Note que el dngulo 6 no puede exceder 7 /2.

2
=2y | &kpk,T) cos® (24)

a—1 Jinc

donde la integral es sobre valores de k con direcciones en sélo “media esfera”
/2 s )
P = / sin 06 / do / K2 dk. (25)
inc 0 0 0

Obtenemos lo siguiente

w/2 T 0
p =4 / cos? 0 sin 06 / dé / k2dk p(k,T)
0 0 0

1 2m\3 oo
= 4-2m <—7T) / V2 p(v, T)dv. (26)
3 c 0
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Usando la definicién de I (v, T), vea la ecuacién (18), hallamos

1 2m\3 oo
p = =87 (W> / v2p(v, T)dv
0

3 c
— :1)) /0 S I, T) dv. (27)

Es decir, hallamos que la presiéon de radiacién es un tercio de la densidad de energia,

p = Zu(T). (28)

D. Termodinamica Clasica

Con estos resultados podemos deducir toda la termodinamica de la radiacion sin necesidad
de conocer la forma de I(v,T). Vedmos. Notamos primero que el estado termodindmico de
la radiacion depende sélo de V' y T, es decir, no hay dependencia en N, el nimero ... de
qué? la radiacion no es materia y no “deberia” de depender de la variable N que indica la
cantidad de “particulas”. Este no es un resultado trivial y volveremos después a analizarlo
mas abajo. Por lo pronto, aceptamos que so6lo V' y T definen el estado termodinamico. Esto

quiere decir que la energia libre de Helmholtz sélo es funcién de esas variables,
F=FWV,T). (29)

Como F es extensiva, debe ser de la forma F' =V f(T'). De F' podemos hallar la entropia S

y la presién p,

oF or
== (ov), s (5), o
de aqui tenemos
p=—f(T) S:—Vdf;g). (31)

Como p = u(T)/3, entonces f(T) = —u(T)/3. Por otro lado, sabemos que £ = F+ TSy

usando los resultados anteriores hallamos que,

1 T du
=yt 2
U 3u+ 3T (32)

Integrando esta expresion hallamos la dependencia de u en T

u=KT" (33)
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No se tiene un término inhomogéneo (independiente de T') debido a la Tercera Ley de la
Termodinamica que requiere que S — 0 cuando 7" — 0. Mostraremos mas adelante que
K =40 /c donde o es la constante de Stefan-Boltzmann.

Con lo anterior estamos en posibilidades de deducir la Ley de Wein (1893). Por sencillez,
consideremos radiacién electromagnética a temperatura 17" dentro de una cavidad de forma
cibica, de arista L, y metélica (esto no es esencial, sélo simplifica el punto principal). En tal
caso, las ondas electromagnéticas permitidas tendran longitud de onda (2n+1)A = L con n
un entero. Supongamos ahora una expansién (o compresién) adiabética de la cavidad a un
volumen V' = kV con k un nimero real y positivo. El sistema se enfria (o calienta) a una
temperatura 7. Notamos que todas las longitudes de onda se reajustan (por ser el cambio
adiabético) a N = k'/3\ o equivalentemente las frecuencias v/ = £~'/3v. Por otro lado, debe
ser cierto que S(V,T) = S(V',T"). Mostraremos que estas consideraciones implican que
la dependencia de la densidad de energia electromagnética I(v,T) debe ser de la siguiente

forma,

[(v,T) = T3 (;) (34)

donde ¢(v/T) es todavia una funcién a determinar. Lo importante es la dependencia en

(v/T).

De la termodindmica del cuerpo negro, obtenemos que la entropia estéd dada por

4Vu(T)
y, por lo tanto,
4
S = gKVT?’. (36)

Un proceso adiabatico nos da como resultado que V71 = constante y, por lo tanto, debe
obedecer VT® = V'T". Con las deducciones de arriba, esto nos indica que en un cambio
adiabdtico la temperatura cambia como 7" = k= Y/3T. Esto a su vez implica que el cociente
¢ = v/T es también un invariante adiabatico. Escribiendo de manera explicita la entropia

tenemos,
4 o dy
S = fv/ YT
3V )y 71T

4 00
= 3V /0 deI(E,T) (37)
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donde hemos realizado un evidente cambio de variable. Ante una transformacion adiabatica,

se tiene que

4 o]
§ = Sk /0 deI(€, k15T, (38)

Comparando ambas expresiones para la entropia, se debe cumplir que
I1(E,T) = kI3 (39)
para todo valor de k real y positivo. La solucion es

I(§,T) = T7g(8), (40)

que es lo mismo que decir I(v,T) = T3g(v/T). Este resultado es rigurosamente correcto.
Sin embargo, debido a sus propios experimentos, asi como de otros, Wein fue mas alla y

propuso que la forma de la densidad de energia electromagnatica deberia ser,
I(v,T) = a® e b7, (41)

con a y b dos constantes empiricas. Es una ironia histérica que este resultado ajusta bien
la “parte cuantica” de la verdadera distribucion, como veremos adelante, pero era asi pues
los experimentos de esa época no tenia acceso a la “parte clasica”! Por otro lado es muy
importante recalcar que la férmula (41) predice de manera correcta que la frecuencia de
emisién mas intensa del cuerpo depende de T' y que tal pico se corre proporcionalmente a T’
conforme el cuerpo se calienta o se enfria. Esto fue conocido como la Ley de desplazamiento
de Wein. Inicialmente, Planck crefa que el resultado (41) era correcto y su proyecto era
demostrar tedricamente su validez. Después de varios intentos, Planck se “convencié” ( y lo
publicd!) que su deduccién de la ley de Wein era correcta. No fue sino hasta el ano 1900
que dos grupos experimentales de Berlin, Pringshtein y Lumen por un lado, y Karlbaum y
Rubens por el otro, mostraron que a frecuencias bajas la ley de Wein (41) no era correcta.
En vez, un mejor ajuste era I(v,T) ~ Av*T (que es de la forma (40)). Esto alteré la vida
tranquila de Planck y lo llevd, en tres meses de trabajo frenético, a encontrar la forma

correcta de la distribucién de I(v,T') que lleva su nombre:

8 hv?

[(V, T) = gehl’/ki,r—l

(42)

De paso, descubrié la Mecanica Cuantica e introdujo las constantes h y k, ahora conocidas

como las de Planck y Boltzmann. En el Apéndice mostramos los pasos esenciales de la
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deduccion de Planck. En la siguiente seccion presentaremos la deduccion “moderna” que ya
hace uso directo de la existencia de los fotones y, por supuesto, de la validez de la Mecanica
Cuéntica. Caben mencionar, sin embargo, dos aspectos histéricos de gran relevancia. Por un
lado, existe una creencia que Planck conocia la “validez” del resultado a frecuencias altas, la
ley de Wein, y a frecuencias bajas la ley de Rayleigh-Jeans, y que el construyd la interpolacion
correcta. Esto es falso. La ley “clasica” de Rayleigh-Jeans fue posterior y se publicé en
realidad como una critica vélida al trabajo de Planck pues no habia razén para creer en
las ideas revolucionarias (cudnticas) de Planck. Se olvida que fue la evidencia experimental
la que empujo a Planck a realizar su trabajo. Sin embargo, por el lado puramente tedrico,
Planck habia iniciado sus investigaciones alrededor de 1890 con el propdsito de demostrar
que Boltzmann estaba equivocado al darle a la Segunda Ley una interpretacion estadistica.
Planck creia que la Segunda Ley era una rigurosa de caracter determinista. Es muy emotivo
observar que Planck, en su desesperacién por deducir la forma de I (v, T), finalmente concedié

y acepto las ideas de Boltzmann, y en un momento virtuoso las usé para culminar su trabajo.

IV. LA DEDUCCION MODERNA USANDO FISICA ESTADISTICA
A. Fotones

Curiosamente, como parte de la comprension del problema del cuerpo negro, Einstein
en 1905 introdujo la idea de que la radiacién electromagnética podia considerarse como un
gas de particulas relativistas sin masa, a las que después se bautizé como “fotones”. Desde
un punto de vista muy simplista, podemos considerar al fotéon como una particula de masa
cero, con momento p'y energia e = pc con p = |p]. Usando las ideas de de Broglie, podemos
ademads decir que a la particula fotén le corresponde una onda con longitud A = h/p y una
frecuencia v = €/h, relacionadas como Av = ¢, que corresponde a la relacién de dispersion
de las ondas electromagnéticas. Desafortunadamente, tal identificacién no es tan sencilla ya
que los fotones no obedecen una ecuaciéon de Schrodinger por ser una particula relativista.
En vez, un tratamiento tedérico completo requiere de la teoria cuantica de campos. Tal
tratamiento arroja que los fotones son particulas fundamentales de spin s = 1, y por lo
tanto son bosones, tal que ciertos estados de un nimero macroscépico de fotones (llamados

estados coherentes) pueden representarse como ondas planas cldsicas. Este es realmente el
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unico resultado que necesitamos para darnos una idea de la relacién que existe entre una
onda electromagnética clasica y los fotones.

El siguiente enunciado es correcto con un alto grado de precision: una onda electro-
magnética monocromatica de vector de onda k (frecuencia v = kc/2m), con polarizacién
’2

)

circular derecha, e intensidad |Ep|?, representa un nimero (F ) de fotones, con n propor-
S

m
cional a |FEp|?, con momento j = hk, energia €, = hk/cy componente de spin ms; = +1.
Si la onda estd circularmente polarizada izquierda, entonces my, = —1. La componente de

spin mg = 0 nunca es ocupada por el spin del foton; esto es consecuencia de que los fotones
viajan siempre a la velocidad de la luz[2]. Esta correspondencia nos permite enunciar que
una superposicién arbitraria de ondas electromagnéticas clasicas, con diferentes valores de
/g, de intensidades y polarizaciones my, siempre puede pensarse como un estado en el cudl,
para cada valor de (l;, m,) se tiene un nimero de fotones N(f: m,) Proporcional a la intensidad
de la onda correspondiente.

En otras palabras, el fotén es una particula caracterizada por 4 nitmeros cuanticos,
(lg, ms), el primero nos da las componentes del momento del fotén, y el ultimo su estado de
spin. Clasicamente, el primero es el vector de onda y el segundo su componente de polar-
izacién. Por lo tanto, una base de los estados cuanticos de la radiacién, o del gas de fotones,
consiste en especificar los nimeros de ocupacién N m,) PATa todos los valores de k y M.
Los valores del spin son m, = 41, mientras que como los fotones son bosones, los valores de
los nimeros de ocupacion son Ny = 0,1,2,...,00. Denotamos pues a cualquier estado

de la radiacién como un conjunto arbitrario de ntimeros de ocupacién,

{n} = {n(E’mS),VlZ, ms} : (43)

Arriba mencionamos que las paredes del cuerpo que forman la cavidad, permanentemente
estan absorbiendo y emitiendo radiacién electromagnética. La vision cuantica es que los
atomos de las paredes, ahora, estan absorbiendo y emitiendo fotones. Una vez en equilibrio,
dentro de la cavidad se tiene un gas de fotones en equilibrio. Por otro lado, la linealidad de las
ecuaciones de Maxwell tiene como correspondencia cuantica que los fotones no interactian
entre si, es decir son un gas ideal, y por lo tanto, la energia del estado {n} es[3]

Epny = 2. 2 hwgn g pn,): (44)
k

ms

donde la frecuencia es wy = k/c. Una pregunta adicional es inquirir sobre el nimero de



15

fotones en el estado {n},
Niwy = 222 g m,)- (45)
ms E

Hagamos una observacion muy importante: el niimero de fotones dentro de la cavidad no
es constante. Es decir, cambia en cada emision y absorcion por los atomos de las paredes.
A su vez, es claro que una vez que una regién con varios atomos absorbe un nimero dado
de fotones, no vuelve necesariamente a emitir el mismo nimero de atomos. Supongamos
que absorbe una cierta cantidad de fotones en un cierto tiempo. Esto aumenta la energia
de esa region. Esta energia puede ciertamente ser “devuelta” a la radiacion o puede ser
conferida a otra parte del cuerpo por vibraciones o colisiones entre los atomos. A su vez, un
grupo de atomos puede recibir energia de otra parte del cuerpo y convertirla en fotones. Lo
importante, primero, es que la frecuencia de los fotones absorbidos y emitidos es la misma
(dentro de un intervalo), y segundo, que en promedio la energia por unidad de tiempo que se
absorbe sea la misma que se emita (regresaremos a este punto mas abajo). La conclusion es
pues que en el estado de equilibrio del gas dentro de la cavidad, el nimero de fotones no es
una constante. Por lo tanto, el estado termodindmico no puede depender de tal cantidad. El
niumero promedio de fotones si es fijo y, por lo tanto, este esta determinado por el estado de
equilibrio en cuestion. Esto explica por qué solo la temperatura y el volumen especifican el
estado termodindmico. Otra consecuencia es que como N no es una variable independiente,

entonces el potencial quimico del gas de fotones es cero, es decir, la energia libre de Helmholtz

F = F(T,V)y, por lo tanto,
oF

w= <3N> = 0. (46)
v

B. Fisica estadistica de un gas de fotones

Estamos en condiciones ya de realizar el calculo de la fisica estadistica, que consiste en

calcular la funcién de particion en el limite termodindmico:

Z(T,V) =3 e PP (47)
{n}
donde la suma es sobre todos los estados de la radiacion. El célculo es muy sencillo

2y = I Y e oeen

E; s n(Evms):O
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1

= ==

E s

. 2
(i)
donde el tltimo paso se puede hacer ya que la frecuencia w; no depende del spin (o de la
polarizacion) m.
La energia libre de Helmholtz también se calcula de manera sencilla,

F(T,V) = —kTn Z(T,V)
1

= —2kT Z In e (49)

i
El limite termodindmico se implementa en la suma de modos al exigir que V' — oo. De
manera analoga a la discusién en el caso de los gases no-relativistas, podemos considerar a
la cavidad como si fuera cibica V = L3, e imponer condiciones periddicas a la frontera en los
modos electromganéticos permitidos en la cavidad. Siguiendo pues el mismo procedimiento
para el célculo de la densidad de estados de las particulas no-relativistas (ver Capitulo X),

obtenemos que en el limite termodinamico la siguiente substitucién es valida,
%
— k. 20
ZE: (2m)3 / (50)

Con este resultado no sélo la energia libre es manifiestamente extensiva, como debe ser, sino

que en este caso obtenemos el resultado que F' =V f(T'), a saber,

Vo 1
F(T.V) = =241 s /d Fln e (51)

Usando el hecho que k = 27v/c, transformamos la integral anterior a una sobre frecuencias,

8m [ — Bhw
F(T.V)=kIV=5 | vPdvin (1—e ). (52)

0
Realizando una integral por partes, obtenemos el resultado deseado,

o hudd
87?/ vedy (53)
0

Usando dF = —SdT — pdV y E = F + TS, hallamos las propiedades termodinamicas
predichas por los argumentos clasicos, p = u(7")/3, S = 4u(T)/3T y E = Vu(T), y el gran

logro es que ahora si conocemos la energia por unidad de volumen,

8t o hiddy
u(T) = ?3/0 ohv /KT _ 17 (54)
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y de esta expresién leemos la densidad de energia a temperatura 7T, con frecuencia entre v

y v+dv,
8t hd

](V7 T) = gm

(55)
Como ya se discutié en la seccién anterior, a esta expresion se le conoce como la distribucién

de Planck. Haciendo un dltimo cambio de variable x = hv/kT podemos calcular el valor de

u(T) de manera explicita, vedmos,

1\3 < p3dx
) =87 () 1) [ . 56
wT) 7r<hc>( ) 0o er—1 (56)
La integral es igual a 7*/15 vy, por lo tanto,
4
u(T) = EaT‘1 (57)

donde o es la llamada constante de Stefan-Boltzmann, que discutiremos en la siguiente
seccion,
210 k4
o= ———>. (58)
15 h3c?
El analisis de la fisica estadistica nos permite hallar un par de resultados relevantes.
Primero, de la ecuacion (45) de la energia de los estados de fotones, obtenemos que su

promedio es

E =22 D m,y, (59)

ms E
que, al compararla con la expresién (54) de E = Vu(T'), podemos concluir que el nimero

promedio de fotones en el estado (k,m,) es

By = eml_l (60)
que no es otra cantidad que la distribucién de Bose-Einstein para un gas con potencial
quimico p = 0, como ya habiamos discutido antes. Con este dato podemos calcular una
cantidad que no es obvia desde el punto de vista cuantico, y que es el nimero promedio de

fotones en la cavidad como funcion de V' y T,

NWV,T) =) Zﬁ(ﬁ,ms)

mg E

2V 1
= Ple——
(2m)3 / ePhr — 1
ET\? oo 22da
—sev (o]
T (hc) o e*—1

= 167¢(3)V <’Z€>3 (61)
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donde ((3) &~ 1.202 es la funcién ¢ de Reimann de argumento 3.

V. BALANCE DETALLADO, EL TEOREMA DE KIRCHHOFF Y LA LEY DE
STEFAN-BOLTZMANN

Aunque esta seccién bien podria haber sido incluida antes, por razones de exposicién es

mejor dejarla hasta el final y usar lo que hemos desarrollado antes.

FIG. 3: Radiacién emitida por una diferencial de drea de un cuerpo negro. Note que no puede

emitir a dngulos mayores a ¢ = 7.

Por simplicidad, consideremos un cuerpo arbitrario a temperatura 1 en equilibrio con
radiacién electromagnética, también a temperatura 7. Pongamos atencién a un elemento

de drea AS (infinitesimal en el limite) del cuerpo con normal 7, vea la figura 3. Este elemento
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de drea absorbe y emite energia en forma de fotones (o radiacién electromagnética). Sea
P(0,v,ms)dvd) la cantidad de energia por unidad de tiempo (potencia) por unidad de drea
que el cuerpo recibe en el area AS, a un angulo 6 con respecto a la normal dentro de un
angulo solido df2, con polarizacién m, y en un intervalo de frecuencias entre v y v+dv. Esta
cantidad no depende del cuerpo, es una propiedad de la radiacién en equilibrio. La cantidad
equivalente que el cuerpo absorbe es A(v, 0)P (0, v, m,)dvdS), donde A(v,0) es el coeficiente
de absorcién del cuerpo, para una frecuencia y dngulo dado. A su vez, esa misma area AS
del cuerpo emite J(6, v, m,)drdS) dentro de los mismos intervalos de frecuencia y direccion.
Esta cantidad s7 depende del cuerpo en cuestién. Aunque no es un resultado probado con

rigor, se espera que para que el equilibro termodinamico exista, se debe obedecer que
J(0,v, mg)dvdQ) = A(v, 0)P(0, v, m,)dvdS) (62)

o simplemente,

J(O,v,ms) = A(v, P (0, v, my). (63)

Este es el teorema de Kirchhoff. A su vez, es un ejemplo del Principio de Balance Detallado.
Nos dice que para que se establezca el equilibrio no es suficiente que el flujo promedio de
energfa entre los sistemas en cuestién sea cero (es decir, que se balancee el flujo de energfa),
sino que ademas debe ser en detalle. En este caso, el equilibrio debe ser frecuencia por
frecuencia, direccién por direccion y polarizacién por polarizacion.

El estudio de las secciones anteriores nos permite calcular J(0,v,m;), la emisién de
radiacién de un cuerpo a temperatura T'. Sea k un vector unitario arbitrario con k- = cos 6.
En el estado estacionario de equilibrio, el area AS recibe radiacién, dentro de un intervalo
@3k, en la direccién —k. Consideremos un intervalo de frecuencias de la radiacién entre v y
v + dv. Entonces el nimero de fotones con momento entre —k y —k + d®k (|k| = 2mv/c)

con polarizacion my, y que inciden sobre el area AS por unidad de tiempo es,

n OAS &k (64)
n,_y.  CCOS —.

(—k,ms (2m)3
Cada foton lleva una energia hw( Fm): POT lo que la cantidad de energia por unidad de tiempo

por unidad de area que incide sobre ese elemento es,

PO, v,ms)dvdQ = hw g, 7 g ccos0d’k

hv V2
= ngl/ COS QdQ (65)
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Por lo tanto, como vimos arriba, la cantidad de radiacion que se emite en equilibrio
termodindmico es J(0,v,my) = A(v,0)P(0,v,ms). No podemos ir més alld sin especificar el

coeficiente de emisién. Si el cuerpo es “negro” podemos asignar A(v,6) = 1 y obtenemos,

1 hv3
J(@,V, ms)dl/dQ = ngV COS QdQ (66)

Asi, si integramos sobre todas las frecuencias y sobre media esfera, obtendremos la cantidad
de energia que el cuerpo emite por unidad de tiempo, por unidad de area, y para toda

polarizacion:

2 oo 2 w/2 ) hi3
J = EA dl/‘/0 d¢/0 COS@SIH@d@W

B 2w /OO hv3dy
0

c2 el /KT _ 1

= oT* (67)
donde usamos las ecuaciones (56)-(58) que definieron a o la constante de Stefan-Boltzmann.
Como mencionamos al principio de este capitulo, la ley de Stefan-Boltzmann es de gran uso
en la Astronomia ya que una estrella a temperatura T emite radiacién esencialmente como

un cuerpo negro. Aunque no lo sea, esto puede ajustarse con un coeficiente de correccion a

la constante o, es decir, la dependencia T* se mantiene de manera muy precisa.

[1] ... aunque, después, al reemitir la radiacién ser veria blanco!

[2] zitterbewuegeng

[3] en la expresion de la energia hemos ignorado la energia de punto cero que, aunque estrictamente
infinita, no participa en la termodinamica de la radiacién. Es una energia de “fondo”, a partir

de la cudl se miden todas las energias.



