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Estas son unas notas breves para complementar el estudio de la termodinamica
de los sistemas magnéticos vistos en clase.

1. Introduccion

Cualquier sistema macroscopico, por estar formado de atomos y moléculas
tiene propiedades magnéticas y eléctricas. Es decir, pueden magnetizarse y/o
polarizarse en presencia de campos magnéticos y eléctricos externos, y en algu-
nos casos, ain en ausencia de dichos campos externos. Tales caracteristicas se
exhiben a través de propiedades macroscopicas (extensivas) llamadas magneti-
zacién M y polarizacion ]3, que son cantidades vectoriales.

Repasemos brevemente el electromagnetismo en medios materiales. Las ecua-
ciones de Maxwell en un material son (unidades cgs):
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donde p y 5 son la densidad de carga libre (carga por unidad de volumen) y la
densidad de corriente libre (carga por unidad de tiempo por unidad de drea que
cruza un &rea en la direccién paralela a j) Los vectores D (desplazamiento),
E (campo eléctrico), B (induccién magnética) y H (campo magnético) no son
independientes, dependen del material en el que estén presentes los campos. La
dependencia es la siguiente:
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D:E+47773 (2)
B =H + 47 M (3)

donde P y M son la densidad de polarizacién y de magnetizacién del material.
La polarizaciéon P y la magnetizacién Mson cantidades extensivas definidas
como
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donde la integral es sobre todo el volumen del material. La forma particular de
las densidades de polarizacién y magnetizacién de un material dependen de los
campos externos eléctricos y magnéticos en general, es decir,
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P=PH,E,T,N/V) (6)

M = M(H, E,T,N/V). (7)

Esta dependencia puede ser muy complicada en los campos E y H , puede ser
no-local espacialmente, con memoria temporal (aunque causal) y, sobre todo,
puede ser no lineal y anisotrépica. Insistimos, depende del material en cuestién.
Sin embargo, hemos indicado que también puede depender de la temperatura T’
del material y de su densidad N/V. Es decir, las densidades de polarizacién y
magnetizacién son propiedades termodindmicas del material.

Decimos que un material es “magnético”si la dependencia de M es mucho
més fuerte en H que en E y que su polarizacién P es casi despreciable. De
manera analoga para un material “eléctrico”... aunque, recalcamos, siempre y
cuando los campos externos no sean muy intensos. Es decir, reconocemos que
todos los materiales son magnéticos y eléctricos ante campos arbitrariamente
intensos.

Nuestro interés en esta seccion es en materiales “magnéticos”. En particular,
porque muestran una transicién de fase de segundo orden entre los estados
macroscopicos llamados paramagnetos y ferromagnetos, como discutiremos més
adelante. Es decir, estamos interesados en materiales que cumplen que,

Px0y M=M(H). (8)

Ademiés, por sencillez de presentacién, haremos la suposicién adicional que H
es un vector uniforme H = Hé con H una constante, y que M es paralelo a
H. Suponemos que el material no tiene cargas libres, p = 0, y las ecuaciones de
Maxwell son:
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2. Trabajo Magnético

Reconociendo que un material magnético es un sistema termodinamico, po-
demos afirmar que la energfa interna del material, en equilibrio y para ser una
relacién fundamental, debe depender de todas las variables extensivas relevantes
al sistema, es decir,

E=E(S,V,N,M) (10)

donde ya supusimos que M = Mé, con M constante en todo el cuerpo y € una
direccién arbitraria. A su vez, esto nos dice que en un proceso reversible debe
obedecerse, por Primera Ley,

dE =TdS — pdV + /.LdN + dW]\/[ (11)

donde hemos incluido el trabajo magnético dWy,. El propsito de esta seccién es
hallar una expresién para tal trabajo. Usaremos un modelo muy sencillo para
obtenerlo. Cabe resaltar que hemos identificado el cambio de energia asociado
a la parte magnética como un trabajo, es decir, que puede calcularse de manera
precisa y macroscopica (es decir, “mecdnica”) y que no forma parte del calor.
Esto no es trivial pues debe ser consistente con la Segunda Ley, y lo es, por
supuesto.

Por simplicidad supondremos que todos los procesos son a N = constante y
que el material es un sélido de tal manera que también podemos considerar que
V' = constante. Esto nos deja sélo procesos del tipo,

dE = TdS + dW),. (12)

Hallemos una expresion para el trabajo magnético. Considere un material
magnético de forma cilindrica de longitud L y area transversal A, rodeado en
su totalidad por un solenoide de AN vueltas, hecho de un cable que obedece la
ley de Ohm, pero del que podemos despreciar su disipacion de energia en forma
de calor de Joule. Es decir, el cable lleva s6lo corriente ¢ proporcionada por una
bateria. Vea la figura.

Usamos la ecuacion de Ampere en condiciones estacionarias, es decir,
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Integramos esta ecuacion sobre el drea denotada por el circuito rectangular de
lineas punteadas, con la normal n del area saliendo del plano del dibujo,
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Primero notamos que la integral del lado derecho es igual a Ni, es decir, cada
espira contribuye con una corriente i. En el lado izquierdo usamos el teorema

de Stokes,
L. 4
fﬂ.dzz ”CNi, (15)




Figura 1: Material magnético de largo L, drea A, rodeado de un solenoide de N
vueltas y con corriente 1.



donde la integral es sobre la linea punteada. Si la longitud L material es muy
larga, podemos argiiir que por simetria H = 0 fuera del material y H = H?Z,
con H constante. La ecuacién anterior nos da,
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es decir, la magnitud de campo magnético H es
4
H=—Ni. 17
7NV (17)

Suponemos que el materia es isotrépico, de tal manera que podemos afirmar
que el material se magnetiza en la misma direccién que M , es decir, afirmamos
que M = M2. Ademés podemos asegurar que M = M(H,T,N/V), es decir,
debe ser funcién de H, T'y N/V, pero cuidado! no podemos dar tal dependencia
en general! ... depende del material en cuestién. Dicho sea de paso, la relacién
M= M(H,T,N/V) es la ecuacién de estado del material y sélo la podemos sa-
ber haciendo experimentos y/o haciendo un modelo del material. Regresaremos
a este punto después ... Notamos también que existe un campo de inducciéon
magnética en el material dado por B =H + 47 M.

Ahora lo que queremos es calcular el trabajo que se realiza en el material (i.e.
su cambio de energia) al variar ligeramente la corriente ¢ de manera externa. Es
decir, si suponemos que i = ¢/At donde ¢ es la carga que pasa por el cable en
un intervalo de tiempo At, ahora suponemos que hacemos un cambio Aq = dg
de la carga en un tiempo dado (largo! para que sea quasiestdtico) y queremos
hallar el cambio de la energfa en el material ... Veamos. Si la corriente cambia
en el tiempo, di/dt # 0, esto genera un cambio en el tiempo en ﬁ, y a su vez
en B, es decir 8§/dt # 0, y por tanto un cambio de flujo de induccién en el
material. A su vez, por la ecuacién de Faraday,
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VxE= - 8tB (18)
se genera un campo eléctrico en el alambre que se opone al cambio, es decir,
una fuerza electromotriz £ contra la que el incremento de carga dq hace trabajo.
Calculemos dicho campo eléctrico y la fuerza electromotriz asociada.

Primero, suponemos que como la carga por unidad de tiempo que atraviesa
los alambres cambia, esto produce un cambio en la induccién B. Esto induce un
campo eléctrico E en el material. Entonces, integremos la ecuacion de Faraday
sobre una superficie de drea A, cuyo borde sea igual a una espira de alambre, y
cuya normal apunte en la direccién Z,
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donde en el lado izquierdo usamos la ley de Stokes y en el derecho que B =
B(t)2, es decir, dependiente del tiempo pero uniforme dentro del material. El



resultado anterior es para una vuelta del solenoide, y el lado izquierdo es la
fuerza electromotriz en tal vuelta. Por lo tanto, la fuerza electromotriz inducida
en todo el solenoide es
Eind = —MA@ (20)
ind — c dt .

Notamos que la bateria externa (o el agente externo), para poder lograr el incre-
mento en la carga dq en el alambre tiene que generar una fuerza electromotriz
E = —&;na, es decir, igual pero en sentido contrario a la inducida.

Ahora recordamos un resultado muy importante: dado un campo eléctrico
E, el trabajo mecédnico que hace dicho campo sobre una carga Ag para moverla
de un punto 1 a otro 2 en el espacio, es

2
AW, = F.dl
1

2
— Aq/ E-dl
1

= AqV (21)

donde V es la diferencia de potencial entre los puntos 1 y 2.
Por lo tanto, el trabajo que tiene que hacer el agente externo para incremen-
tar la carga en el alambre por dq es,
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donde en la tltima linea hemos identificado a la corriente ¢ = dgq/dt. Note que
esta corriente la podemos evaluar con aquella antes del cambio de la carga. Es
decir, si incluimos tal cambio, daria una correccién de orden superior a dB.
Por lo tanto, podemos usar la ecuacién (17) para expresar i en términos de H.
Sustituyendo en la expresion para el trabajo, obtenemos,

LA
dW = — H dB. 23
o (23)
Notamos que LA = V es el volumen del material. Notamos también que la
expresion anterior es el trabajo magnético total, es decir, usando

dB = dH + 4nd M (24)
podemos escribir
sz%HdH—i—VHdM. (25)
T



En la expresion anterior, el primer término es el trabajo sobre el campo
externo, exista material o no, mientras que el segundo es el trabajo magnético
hecho sobre el material; usando M = VM ya que M es uniforme, hallamos
finalmente una expresién para el trabajo magnético hecho sobre un material,

AWy = H dM. (26)

Si esta cantidad es positiva, afirmamos que el agente externo hace trabajo
magnético sobre el material, si es negativo el material hace trabajo sobre sus
alrededores.

La Primera Ley para procesos reversibles de materiales magnéticos es, final-
mente,

dE =TdS+ H dM. (27)
Es decir, E = E(S, M), para N y V constantes. O sea,
8E> ( OF )
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3. Potenciales Termodinamicos

La relacién fundamental E = E(S, M) nos dice que si la conocemos, toda la
termodindmica del material magnético estd determinada (a N y V constantes).
Siguiendo la Segunda Ley, podemos mostrar que E(S, M) es una funcién conveza
de sus dos variables y que la relacién de Euler es,

E=TS+HM —pV + uN. (29)

Podemos definir, igual que para los fluidos, la energia libre de Helmholtz

como
F=E-TS (30)

con

dF =-58dT + H dM. (31)
Y por tanto, F' = F(T, M), convexa en M, céncava en T, y

&), (o

Sin embargo, por razones empiricas, porque en el laboratorio lo que se puede
controlar mas facilmente son la temperatura Ty el campo magnético externo
H, podemos usar otro potencial termodindmico, andlogo a la energia libre de
Gibbs, de la siguiente forma,

F=E-TS—HM (33)

con

dF = —SdT — M dH (34)



osea F = F(T, H), concava en ambas, y

(@ @)

En muchos textos a F se le identifica como la “energia libre de Helmholtz”,
pero es un error. Esta es realmente una “energia libre de Gibbs magnética”...
la nomenclatura es lo de menos, lo importante es entender la diferencia entre
ambos potenciales termodindamicos.

Notamos que si (T, H) son las variables naturales, entonces obtendriamos la
magnetizacién del material M como funcién de (T, H), es decir, M = M (T, H).
Como mencionamos antes, esta es la ecuacion de estado del material, lo que
se mide en la vida real y de lo que se hacen modelos tedricos. Una cantidad
asociada es la susceptibilidad magnética (que es el andlogo de la compresibilidad
isotérmica de un fluido). Esta se define como

oM
HT) =—) . 36
1) = () (36)
Esta cantidad es muy importante pues nos indica qué tanto se magnetiza un
sistema ante un campo magnético dado, a temperatura constante. La Segunda
Ley nos indica que xp(H,T) > 0. Esto es ficil de verificar pues F (T, M) es
convexa en M, es decir

O*F
<8M2>T>0’ (37)
lo que da,
0H
(W)T >0 (38)

que es igual a X&l.

En la siguiente seccion discutiremos la Teoria de Landau de la transicién
paramagnetismo-ferromagnetismo, que es una transicion de fase tanto de Prime-
ro como de Segundo Orden. Como veremos, la Teoria de Landau es (més que) el
andlogo magnético de la Teoria de van der Waals de la transicion liquido-vapor.
La relacién en la vecindad del punto critico es muy profunda.

4. Paramagnetismo y Ferromagnetismo. Teoria
de Landau.

Uno de los fendmenos mas fascinantes de la materia es el magnetismo “per-
manente”, como el de los imanes comunes, mas propiamente dicho, el ferromag-
netismo. Tipicos materiales son el Fierro, el Nickel y el muy reciente y poderoso,
el de Neodimio (que realmente no es puro, es el compuesto NdyFey4B, desarro-
llado apenas en 1982 por General Motors).



Lo que no es obvio es que el ferromagnetismo es una fase de la materia,
asi como lo es la fase liquida, s6lida o gaseosa de un material. Es decir, el ferro-
magnetismo es una fase que depende de la temperatura: existe una temperatura
critica T, (también llamada de Curie), tal que arriba de ella, T > T, el material
es paramagneto y por abajo, T' < T, el material es ferromagneto.

Para ser precisos, el paramagnetismo es una fase en la cual, en ausencia de
un campo magnético externo, H = 0, la magnetizaciéon del material es cero,
M = 0. Sélo que el campo magnético sea diferente cero, H # 0, entonces la
magnetizacion no es cero M # 0. Decimos que M = M (H,T), funcién tanto de
H como de T, tal que M # 0 siy sélo si H # 0. Por supuesto, si H # 0 también
se tiene que M # 0.

El ferromagnetismo es una fase en la que el material se magnetiza esponténea-
mente en ausencia de campo externo, es decir M # 0 atn con H = 0. Esto ocurre
solo si la temperatura del materia esta por debajo de la temperatura de Curie
(propia del material), T < T..

La teoria de Landau es un modelo de un material que presenta la transicién
paramagnetismo-ferromagnetismo de una manera sencilla. Adelantamos que es
muy similar a la transicion liquido-vapor del modelo de van der Waals; discuti-
remos el por qué. La teoria de Landau es la semilla de teorias més sofisticadas
que dieron lugar a una comprensiéon profunda de las transiciones criticas y del
concepto del rompimiento espontdaneo de la simetria.

Landau propuso lo siguiente. Supongamos por el momento que conocemos
la energfa libre de Helmhotz del material, es decir F = F(M,T). En dado caso,
el campo magnético es,

OF )
— ) =H, (39)
(3M T
y sabemos que F' es convexa en M, es decir,
0*F
<6M2>T>0' (40)

Ahora supongamos que, de manera externa, tanto el campo magnético H
como la temperatura T estan fijos. La pregunta es, cual es el valor de la mag-
netizacién para esos valores? Sea M tal magnetizacién, es decir M = M (H, T),
donde M(H,T) es la solucién a la ecuacién (39).

La idea es similar a lo que se hizo con el modelo de van der Waals: definimos
a una funcién G = G(M; H,T), que es funcién de M para H y T fijos, de la
siguiente manera:

G(M)=F(T,M)— MH. (41)

Note que no es la funcién F de la seccién anterior! Repetimos, es una funcién sélo
de M, dados los parametros T' y H. Esta funcién tiene la siguiente propiedades.
Notamos primero que si la derivamos con respecto a M obtenemos,

G ([ OF



Entonces, si a esta derivada la evaluamos en M, obtenemos

dg

| =0 (43)

M

Ahora, si derivamos otra vez y evaluamos en M nos da,

0*F

Es decir, hallamos que la funcién G, como funcién de M para T y H fijos, tiene
un minimo en la magnetizacién del sistema M = M (H,T) para esos valores de
T y H. Note que G = G(M, H,T), es decir evaluada en el minimo, ahora s es
la energia libre F, i.e. F = G(M, H,T). Asegtirese de entender este punto ...
El proceso anterior parece un argumento circular, y lo es, sélo que nos permite
proponer un modelo para la energfa libre de Helmholtz F = F(M,T), y luego,
por un proceso de minimizacion obtener el valor de la magnetizacion del sistema.
Esto fue lo que hizo Landau.

Recordemos que para T' > T, la magnetizacién es cero, M = 0 si el campo
magnético es cero H = 0; y para T' < T, la magnetizacién es diferente de cero
M # 0. Landau razoné que en la vecindad de T,, se podria hacer un desarrollo
de Taylor en la magnetizacion y la temperatura. Landau propuso que la energia
libre deberia tener la siguiente forma, para T' cerca de T,

d*G
dM?

F(M,T) ~ Fy(T) + %a(T) M? + il;(t)MQ (45)
Primero, notamos que se proponen sélo potencias pares de M. Esto es porque, en
principio, M es un vector y F' es un escalar, sin embargo, como no existe ninguna
direccién preferencial, la energia libre debe ser invariante ante la orientacion
de los ejes coordenados del laboratorio. Por lo tanto, para cada valor posible
de la magnitud M = \J\Z |, existe un ndmero infinito de soluciones vectoriales
M apuntando en cualquier direccién. Decimos que F' sélo puede depender del
invariante M2 = M - M de la magnetizacién.

Debido a la suposicién de que F(M,T) es analitica cerca de T, los coefi-
cientes dependientes de la temperatura deben poderse escribirse como series de
Taylor alrededor de T¢:

Fo(T) = Fyo(T,) + dF;g” (T-T,)+... (46)
a(T)=a+ag(T —Tc)+... (47)
b(T)=b+bo(T —T.) +... (48)

Primero, notamos que b(T') no puede cambiar de signo porque F' no darfa
lugar a un minimo estable. Por lo tanto, el término a orden cero debe ser positivo,
b > 0 y podemos despreciar las correcciones cerca de T, es decir, podemos
escribir b(T) = b > 0. Segundo, la idea es que el modelo lleve a que M = 0 si
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T>T.y M # 0 para T < T.. Como veremos adelante, esto requiere que a(7T")
cambie de signo en T' = T, y sea cero en 7T.. Por lo tanto, a = 0 y podemos
escribir a(T) = ao(T — T¢) con ag > 0. Como el término Fy(T') no determina la
magnetizacién podemos aproximar Fy(T') = Fy(T.), una constante.

El modelo de Landau queda como,

1 1
F(M,T) =~ Fy(T.) + 5ao(T —T.) M? + ZbM2 (49)

El minimo de G, que determina la magnetizacién estd dado por dG/dM = 0,
dando la ecuacién
ao(T —T.)M +bM?* — H = 0. (50)

Estudiemos primero T' > T.. Si H = 0, como ao(T — T.) > 0, entonces la
Unica solucion es M = 0. Es decir, el sistema es paramagnético. Si H # 0, pero
no muy grande, y 7' es muy cercano a 7., es claro que M # 0 pero es una
magnetizacién muy pequeiia. En este caso podemos despreciar el término M3
con respecto a M y obtenemos,

M(H,T) ~ ﬁﬂ (51)

que no es otro resultado que la llamada Ley de Curie-Weiss del paramagnetismo
.. se deja a lector que realice una gréfica de G para T > T, tanto para H = 0
como para H # 0.

Ahora analizamos el caso T' < T,. De la ecuacién (50) hallamos que, como
ao(T — T¢.) < 0 siempre existen soluciones reales con M # 0, tanto para H = 0
como para H # 0. Para H > 0, haciendo una grafica de G vs M, podemos
verificar que existen tres soluciones de (50), una que es un méximo de G y
dos minimos. Un minimo es mas estable que el otro, dando una magnetizaciéon
M > 0. Dejamos al lector verificar este resultado.

Para T < T, el caso mds interesante es para H = 0, que es la solucién
ferromagnética. Si hacemos H = 0 en (50), encontramos 3 soluciones, M =0y

M=y /0T T) (52)
b

Haciendo una gréafica de G vs M podemos verificar que la solucién M = 0 es un
méximo, y por lo tanto inestable, mientras que las soluciones (52) son igualmen-
te estables: nos indican que existen dos fases posibles, una con magnetizacién
positiva y otra de igual magnitud pero negativa. En un experimento, el sistema
solo tomara una de ellas, no sabemos cudl, pero se magnetizara en una direc-
cién. A este fenémeno se le llama rompimiento espontdneo de la simetria. Se
llama asi porque para H = 0, tanto F' como G tienen la simetria de que sélo
dependen de la magnitud de la magnetizacién, mientras que la magnetizacion en
el experimento toma un valor dado en una direccién arbitraria, “rompiendo”la
simetria de la energia libre.
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5. Comportamiento critico

Cerca del punto critico T, y H = 0, podemos estudiar el comportamiento
de varias cantidades relevantes que, como veremos, tienen un comportamiento
universal, es decir, igual que el gas de van der Waals. Veamos.

En los sistemas magnéticos, el pardmetro de orden es la magnetizacién M,
que es cero para H =0y T > Tec, pero M # 0 para T < T,. Se espera que sea,

M ~ (T, —T)" (53)

El valor del exponente critico 8 lo obtenemos directamente de la solucién (52),
vemos que, salvo constantes,

M ~ (T, —T)"? (54)
es decir,
1
=3 (55)

Comparando con el pardmetro de orden del fluido de van der Waals, observamos
que Av ~ (T, — T)l/z.
Ahora analizamos la susceptibilidad magnética, dada por (vea ec. (36)),

oM
HT) =|—| . 56
1) = () (56)
Se espera que para H = 0 y cerca de T,
xar ~ [T =Te| ™ (57)

con v > 0, es decir, la susceptibilidad magnética diverge conforme la tempera-
tura se aproxima a la critica, a campo cero H = 0.

De la ecuacién (50), derivando ambos lados con respecto a H a T = cons-
tante, se obtiene,

oM , (OMY
ao(T - TC) (M)T + 3bM (a]{)T = 1, (58)
que da,
(3M) _ ! , (59)
OH )~ ao(T — T.) + 3bM2(H, T)

Ahora evaluamos en H = 0. Si T' > T, sabemos que la magnetizacion es cero,
y hallamos que la susceptibilidad es

(%T - aT—Ty (60)

Para T < T, la magnetizacién esta dada por (52), es decir M? = ao(T, —T)/b,
y la susceptibilidad es ahora,

(gﬂff) = T (61)
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Juntando los dos resultados, hallamos que podemos escribir
xr~|T T, (62)

e identificamos el exponente critico v = 1. Recordamos que el exponente v de
la compresibilidad isotérmica de un fluido es también igual a 1.

Finalmente podemos calcular la forma de la isoterma critica H ~ M?, para
T = T.. De nuevo, de la ecuacién (50), si ponemos T' = T, hallamos que

H =bM>3. (63)

Es decir, el exponente critico es § = 3. Una vez més, comparando con el com-
portamiento p — p. ~ (v — v.)?, para un fluido de van der Waals a T = T,
hallamos que § tiene el mismo valor.

Las conclusiones de esta seccién es que el modelo de Landau muestra compor-
tamiento critico de la transicién paramagnetismo-ferromagnetismo, de acuerdo
a las observaciones experimentales, lo que lo hace un buen modelo. La segunda
observacién es que los exponentes criticos no estan de acuerdo con lo que se
mide experimentalmente, de la misma manera que ocurre con los exponentes
criticos de la transicion liquido-vapor. La razén, muy sutil, es la suposicién de
que la energia libre de Helmholtz es analitica alrededor del punto critico.
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