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1. Introduccion

La termodinamica es la disciplina que estudia las transformaciones de la energia,
reversibles e irreversibles, en forma de calor y trabajo de los sistemas macroscopicos.
Las primeras preguntas son jqué es un sistema macroscopico? jqué es la energia? jqué es
el calor? jqué es el trabajo? jqué es la irreversibilidad? Parte del estudio de esta materia
consiste en ir afinando esos conceptos poco a poco. Como en todo inicio de una nueva
disciplina tenemos que partir basdndonos en algunos conceptos algo vagos, pero que al
desarrollar las consecuencias de estos - de manera inevitable en forma algo circular -
llegaremos finalmente a enunciados claros y precisos. Una vez que los fundamentos teéricos
han sido completamente especificados y entendidos con cierta profundidad, verificaremos
entonces que forman un todo consistente consigo mismo.

La termodinamica se origind durante el siglo XIX y es consecuencia de la Revolucién
Industrial (y viceversa?). Es un conjunto de leyes y conceptos que tienen una aplicabilidad
universal en la descripciéon del comportamiento de los sistemas macroscépicos. Ahora
sabemos que el origen de dichas leyes, asi como sus regularidades, provienen del hecho de
que la materia estd constituida por atomos y moléculas. Entendemos, por un lado, que
la validez de la termodindmica es consecuencia de las leyes de la mecénica cudntica y/o
clasica que rigen la dinamica de los atomos y las moléculas, y por el otro, sabemos que
su aplicabilidad reside en el hecho de que la materia usualmente se presenta en agregados
de un nimero enorme de atomos. Por ejemplo, en un vaso con 15 ml de agua, existen del
orden de 10?3 moléculas de agua.

En este curso, con excepcién de la introduccién del concepto de energia, no tomare-
mos el punto de vista “microscépico”’sino que estudiaremos los conceptos termodinamicos
basandonos en hechos experimentales y en observaciones empiricas. La disciplina que se
apega al punto de vista microscépico se llama fisica estadistica y su estudio, basado en
otras hipdtesis, nos permite deducir las leyes de la termodindmica tomando en cuenta que
los dtomos y moléculas obedecen la mecanica cuantica y/o cldsica. Por supuesto que en
este curso no ignoraremos este hecho fundamental, sin embargo, argiiiremos que las leyes
de la termodinamica al ser validadas por la observacion experimental le dan su caracter
universal.



Sistemas macroscépicos. Una primera definicién imprecisa: un cuerpo macrosco-
pico estd constituido por un ntimero enorme de atomos y moléculas. La imprecision del
concepto radica en especificar cuantos atomos y moléculas se necesitan para considerar a
un cuerpo como macroscopico. Asi, todo lo que llamamos gases, sélidos y liquidos, diga-
mos, el aire, un pedazo de gis, el agua, una resistencia eléctrica, un arbol, y esencialmente
todo lo que puede ser percibido por nuestros sentidos, son sistemas macroscopicos. Se
usa, como numero tipico de &tomos en un cuerpo macroscépico, el Numero de Avogadro
Ny =~ 6,022 x 10?3, también llamado un mol'; sin embargo, sistemas tan “pequefios” con
tan sé6lo 10° atomos o moléculas muestran ya las regularidades de un mol de la misma
sustancia.

Sistemas y estados de los sistemas. Desde el punto de vista de la mecanica clasi-
ca, el sistema lo constituyen las particulas presentes, sus masas y las fuerzas que actian
sobre y entre ellas (técnicamente, el sistema queda completamente especificado por el Ha-
miltoniano o la Lagrangiana?). El estado de este sistema, y de cualquier sistema clésico,
estd dado por el valor de todas las posiciones y todos los momentos de las particulas
en un instante o tiempo dado. La relevancia del estado en un instante dado es que, si
lo conocemos, sabemos todo sobre el sistema en ese instante. Sin embargo, si tomamos
en cuenta que un cuerpo macroscopico tiene del orden de 10%* moléculas, es evidente
que resulta impracticable calcular y/o especificar tal nimero de variables. Para los siste-
mas macroscopicos la experiencia nos ensena que solo necesitamos unas cuantas variables
macroscopicas o termodindmicas para describir su estado, y que tales variables, como la
temperatura, presion y entropia, entre otras, sélo son relevantes si el cuerpo es macroscopi-
co. Es importante senalar que al no conocer todas las variables, tampoco seremos capaces
de saber todo lo que podriamos conocer del sistema.

La pregunta entonces es /qué quisieramos describir del comportamiento de un sistema
macroscépico? Tomemos como ejemplo una cierta cantidad de agua en una recipiente: si la
dejamos sin perturbar, el agua adquiere la temperatura del medio ambiente; si la ponemos
al fuego se calienta, se puede evaporar y/o puede usarse para calentar otros objetos. Con
el vapor del agua podemos generar presion y mover algiin mecanismo como un piston y
realizar algtin trabajo. Si metemos el agua a un refrigerador se puede congelar y puede a
su vez usarse para enfriar otros objetos, etc. ... si le ponemos ciertas sustancias quimicas
como P, N, O, C, H, entre otras, y lo dejamos bajo cierta temperatura por un tiempo
muy, muy largo, puede “generar”’vida! ... Y asi podemos imaginarnos una gran cantidad
de posibilidades y transformaciones no sélo con el agua sino con cualquier sustancia. El
punto es: jcomo ocurren tales transformaciones? jpor qué ocurren? ;qué transformaciones
son posibles y cuales no?

De una manera muy general y ambiciosa, la termodinamica pretende describir esas
transformaciones (o evolucién) de los sistemas macroscépicos. En general, ese es un pro-

'En una cantidad de masa en gramos igual a la masa atémica de un dtomo o molécula, existe un mol
de esas particulas. Por ejemplo, la masa atémica del carbono es 12, esto nos dice que en 12 gramos de
esa sustancia hay un mol de atomos de carbono.

2Esto se puede ver en cualquier texto de mecanica clésica.



grama muy dificil para una transformacién arbitraria. Sin embargo, la descripcién de una
transformacion es particularmente sencilla si ocurre entre estados de equilibrio termo-
dinamico; esto es, si el estado inicial y el estado final del sistema, ante una transformacion,
son estados de equilibrio termodinamico.

Estados de equilibrio termodinamico. Es un hecho experimental que si dejamos
de perturbar de manera externa a un sistema y esperamos un tiempo suficientemente
largo, sus variables macroscopicas dejaran de variar en el tiempo ... si dejamos un vaso
con agua caliente a la intemperie se enfria hasta que adquiere la temperatura del medio
ambiente ... si echamos una gota de tinta en agua, se difunde hasta que se obtiene una
mezcla uniforme ... y asi tenemos infinidad de ejemplos.

Consideraremos, entonces, que un estado de equilibrio de un sistema macroscépico
es tal que sus propiedades o variables no varian en el tiempo, siempre y cuando las
condiciones externas permanezcan constantes. De manera alternativa podemos decir que
en el equilibrio termodinamico todos los flujos, de materia, calor, eléctricos, etc, son
cero. Es importante sefialar que no siempre es evidente determinar si un sistema esta en
un estado de equilibrio termodindmico o no. Discutiremos este punto una y otra vez
durante el curso e iremos precisando con mucho cuidado el concepto de estado de equilibrio
termodinamico. El que un sistema relaje a un estado de equilibrio termodindmico es un
ejemplo de lo que llamamos procesos irreversibles. Como discutiremos con detalle, la
termodinamica, y en especial la Segunda Ley, se basan en el hecho observacional que los
cuerpos macroscopicos muestran el fenomeno de la irreversibilidad, en contraste con las
teorfas fundamentales como la mecédnica cudntica y/o clasica que establecen que todos los
procesos pueden ser reversibles.

En una forma mas puntual, podemos afirmar que en su uso técnico la termodinamica
es el estudio de las transformaciones de los sistemas macroscopicos entre estados iniciales y
finales de equilibrio. Recalcamos que los estados intermedios de la transformacién pueden
o no ser de equilibrio.

Por supuesto que existen muchos ejemplos de procesos importantes de los cuerpos ma-
croscopicos que no son de equilibrio. Por ejemplo, la conduccion del calor o la electricidad
y los flujos de materia y radiacion, entre otros, no estan propiamente descritos por la
termodinamica. No lo estan porque no tenemos las reglas o leyes generales para estudiar-
los, aunque si hemos aprendido mucho al respecto. Esos procesos son llamados fenémenos
de transporte y son estudiados por la hidrodinamica, la electrodinamica y otras discipli-
nas que consideran la dinamica del sistema de manera explicita. Sin embargo, todas esas
disciplinas usan como base a la termodinamica. Al final del curso tocaremos brevemente
algunos aspectos de los fenémenos de transporte.

Resumen. Desde el punto de vista del curso, lo primero que queremos entender es:

e Cémo “definimos” a los sistemas macroscépicos.

e Como describimos los estados de los sistemas. Esto es, cudles son las variables que los
describen. En este apartado, introduciremos primero el concepto de la energia y luego los
conceptos de presion, volumen y temperatura.



e Qué es el equilibrio termodinamico.

e Como describimos las transformaciones entre los estados de equilibrio. En esta parte
desarrollaremos los conceptos de trabajo y de calor e introduciremos la Primera Ley de
la Termodinamica.

e Cudles transformaciones son permitidas y cudles son irreversibles. Los conceptos funda-
mentales en esta seccion son la entropia y la Segunda Ley de la Termodinamica.



2. Energia

En contraste con otros cursos de termodinamica en los que se inicia con descripciones
fenomenolégicas sobre la temperatura y otras variables como la presién y el volumen,
y en los que se recurre a la intuicién de la vida diaria, aqui iniciaremos con especificar
el concepto de la energia. Para hacerlo, de manera muy diferente y tinica con respecto
al resto del curso, apelaremos al hecho de que la materia esta constituida por dtomos y
moléculas.

La energia es una propiedad que podemos adjudicarle al estado de cualquier sistema,
macroscépico o no. Es decir, existe una expresién o formula en términos de las variables
del estado de un sistema tal que podemos calcularla y medirla. Por ejemplo, para un fluido
la energia es igual a la suma de las energias cinética y potencial de todas las particulas
(d&tomos o moléculas) que componen a dicho fluido. Si ahora suponemos que las particulas
estan cargadas electricamente y que campos magnéticos y eléctricos estdn presentes, el
sistema serd ahora el fluido mas el campo electromagnético: a la energia del fluido le
tenemos que anadir no sélo la energia del campo electromagnético, sino ademaés la energia
de interaccion entre los anteriores. Existen expresiones para tales energias que han sido
deducidas dentro de la teoria del electromagnetismo. Y asi podemos ir considerando casos
mas complicados, por ejemplo, si pusiéramos en contacto al fluido con otra sustancia con
la que pudiera reaccionar quimicamente. De nuevo, el sistema se agrandaria e incluiria a
la nueva sustancia, y una vez mas, podriamos calcular la energia presente; en particular,
tendriamos que usar la teoria de la mecanica cuantica para describir a la reaccion quimica.

Lo relevante a notar es que una vez que tomamos en cuenta a todas las partes involucra-
das que interactian entre si y que por lo tanto, conforman a lo que llamamos “el sistema”,
podemos calcular su energia. Esta cantidad es fundamental porque, no importando co-
mo se distribuya o transfiera entre las distintas partes del sistema, su valor permanece
constante. Dicho de otra manera, en un instante esta cantidad puede estar parcialmente
localizada en alguna de las partes del sistema, para luego conducirse a otra; decimos que
la energia se transformd, pero su suma total permanecié constante. En el ejemplo del
parrafo anterior, ejemplificamos que la energia puede transformarse de energia cinética de
los &tomos a energia quimica por la reaccion, y en el proceso parte convertirse en energia
electromagnética al irradiar luz. Sin embargo, la suma total de la energia es una constante.
Esto implica que si en un instante dado hiciéramos la suma de las energias y no diera
igual al total, podriamos afirmar sin duda alguna que existe otro cuerpo o sistema que
se esta “llevando” la energia y que no lo tomamos en cuenta como parte del “todo”. Es
decir, estamos afirmando que la energia no puede crearse ni destruirse.

En la teoria de la termodinamica es comun realizar una separacion entre el sistema bajo
estudio y el resto de los sistemas que interactian con él. A estos 1ltimos les llamamos “los
alrededores”. Por ejemplo, un fluido en un recipiente en contacto con la atmésfera puede
separarse, como “sistema” al fluido y al recipiente y a la atmosfera como los “alrededores”.
El enunciado fundamental es que la energia del sistema més la de los alrededores se
mantiene constante bajo cualquier interaccion o transformacion que ocurra entre ellos.



De lo anterior se sigue que si el cuerpo no intercambia energia con sus alrededores,
entonces la energia de dicho cuerpo permanece constante. Si el cuerpo se encuentra en
reposo relativo al marco de referencia del laboratorio, llamaremos a esa energia la “energia
interna”del sistema. Si el cuerpo se mueve con respecto al marco de referencia escogido,
tendremos que anadirle la energia cinética de dicho movimiento.

Los enunciados anteriores son una forma de describir la llamada Ley de la Conserva-
cion de la Energia. El que se cumpla es una observacion experimental y empirica. Es de
destacarse que todas nuestras teorias fundamentales estan disenadas para que se obedezca
y no al revés.® No tiene una explicacién més profunda. Como veremos méas adelante, la
Primera Ley de la Termodinamica no es mas que un enunciado alternativo de la Ley de
la Conservacién de la Energia para sistemas macroscopicos.

La conclusion es que todos los cuerpos, incluidos los campos como los electromagnéti-
cos, poseen una energia interna claramente especificada, de modo que cuando dos o mas
sistemas interactian entre ellos, existe una transferencia de dicha cantidad tal que la suma
total permanece constante.

Mas adelante, cuando hayamos desarrollado con mas profundidad los conceptos ter-
modindmicos, argiiiremos que podemos hablar de una manera mas fenomenoldgica del
concepto de la energia sin recurrir al hecho de que la materia esté constituida por atomos
y moléculas. Hemos procedido de la forma presentada para evitar vaguedades y porque la
energia es un concepto universal y no exclusivo de la termodinamica. Cabe recalcar que
histéricamente el desarrollo de la termodinamica fue la que resalté la importancia de la
energia y su ley de conservacion.

3Las teorfas a las hacemos referencia son las que tratan a las fuerzas fundamentales de la Naturaleza,
a saber, la electromagnética, la débil, la fuerte y la gravitacional, incluida la Mecédnica Clasica como
una teoria limite. Existen situaciones tedricas dentro de la Teoria de la Relatividad General donde no se
cumple dicha ley. En esos casos, la teoria de la termodindamica no puede ser aplicada.



3. Sistema Cerrado 6 Aislado

Por simplicidad, consideremos como sistema a un fluido de una sustancia quimica
pura, como seria un gas de argén o de hidrégeno, por ejemplo.

SISTEMA CERRADO
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Figura 1: Sistema cerrado ¢ aislado

Definimos a un sistema como cerrado o aislado a aquel que se encuentra contenido en
un recipiente cuyas paredes son aislantes, rigidas e impermeables.

e La connotacion de paredes “rigidas” es un tanto obvia en el sentido que es una
afirmacion de que el volumen permanece constante, V' = constante. Cabe mencionar en
este momento que llamamos o consideramos al volumen como la condicion externa. En la
siguiente seccién quedara mas claro el por qué.

e Las paredes “impermeables” nos dicen que la materia, el fluido en este caso, no
puede entrar ni salir del recipiente. Desde un punto de vista mas macroscépico diriamos
que la masa M del fluido permanece constante. Sin embargo, si consideramos que la masa
de un atomo o molécula del fluido es m, entonces el niimero de particulas es simplemente
N = M/m; en otras palabras, paredes impermeables es equivalente a decir N = constante.

e El que las paredes sean “aislantes” es que impiden la entrada y salida de energia por
cualquier otro medio; por ejemplo, no permiten el paso de radiacion electromagnética,
ni son afectadas si les acercaramos fuego, u ocurriera cualquier proceso fuera de ellas.



“Nada” entraria al sistema. Como se vera mas adelante, la propiedad “aislante”se refiere
a impedir la transferencia de energia en forma de “calor”... que no hemos especificado
todavia qué es.

Es importante recalcar que tales propiedades de las paredes son, por supuesto, una
wdealizacion. Lo son porque cualquier pared esta compuesta de materia y es, en si misma,
un sistema termodinamico también. La idealizacién puede realizarse en el laboratorio por
un tiempo suficientemente largo. Asi, si suponemos al fluido como agua y lo alojamos en
un “termo” (thermos en inglés), ese funciona como un sistema cerrado por un tiempo. El
truco del termo es que es una botella de vidrio con tapa, con un buen espacio casi al vacio
entre la botella y las paredes exteriores. Es el “vacio” el que no conduce el calor y aisla;
el “casi” es porque tal vacio no es perfecto, esto sin mencionar la tapa del recipiente.

Como discutimos en la seccion anterior, en este caso la energia es igual a la suma de las
energias cinética y potencial de todas las particulas (dtomos o moléculas) que componen
al fluido. Como el sistema no intercambia energia con sus alrededores de ninguna manera,
que en este caso es lo que esta “afuera’del recipiente, se sigue que la energia del fluido
permanece constante. Es decir, las tres propiedades supuestas de las paredes, aislantes,
rigidas e impermeables, implican que durante cualquier proceso o transformacién que
sufra el sistema, la energia permanece constante, F = constante.

Estado del sistema. Afirmamos ahora que el estado termodinamico del sistema
esta descrito por esas tres variables constantes, E/, N y V' ... Nos debemos preguntar ;por
qué tan solo esas variables F, V y N7 ;son independientes o no? Primero, debido a que es
un fluido simple, por el momento hemos ignorado sus propiedades eléctricas o magnéticas y
esto simplifica su descripcion. Segundo, es claro que las propiedades E, V' y N son medibles
y caracterizan, al menos parcialmente, al sistema cerrado. Sin embargo, en general, no
son independientes ni son todas las variables. El que no sean independientes es obvio, tan
solo pensemos que si comprimimos al sistema manteniendo fijo IV, es decir, reduciendo su
volumen V', es de esperarse que la energia E cambiard. Mds adelante advertiremos que
existe una propiedad adicional, la entropia, que nos permitira describir completamente al
estado del sistema junto con las tres variables £, V' y N. Por el momento, diremos que el
estado del sistema esta caracterizado por los valores de la energia F, del volumen V' que
ocupa, y por el nimero de particulas N que lo componen, suponiendo que sus propiedades
eléctricas y magnéticas pueden ser despreciadas.

Proceso o transformaciéon. Por medio de un proceso podemos cambiar las variables
E,V y N. Por ejemplo, moviendo las paredes desde afuera cambiamos V' (i.e. comprimien-
do o expandiendo); haciéndole “agujeritos” o poros a las paredes podemos cambiar N.
Como veremos después, si s6lo cambiamos N o V| la energia cambiara, en general, mien-
tras que si cambiamos las dos podemos conseguir que la energia no cambie. Por otro lado,
si ahora reemplazamos el material de las paredes por unas que sean buenas conductoras
de “calor” podemos cambiar F, sin necesariamente modificar N o V. En conclusién, si
las paredes, por cualquier proceso, pierden o cambian alguna de sus propiedades, aislante
o rigidas o impermeables, entonces el sistema ya no es cerrado y en tal caso decimos que
el sistema interactia o estd en contacto con sus alrededores, y por lo tanto, en general,



ocurrird un intercambio de energia entre el sistema y sus alrededores. Debido a que las
“paredes” también son un sistema termodindmico en si, es evidente que no siempre es
facil hacer la diferenciacion entre “sistema” y “alrededores”. El problema fisico particular
que estemos discutiendo es el que nos permitira hacer tal distinciéon. Por el momento, para
fijar ideas, aceptemos que podemos usar paredes que tienen esas propiedades. Diremos
que si una pared permite el cambio del volumen es no rigida, si permite el intercambio de
materia es permeable, y si permite el transferencia de energia por medios no mecanicos es
diatérmica. Mas adelante discutiremos con sumo detalle estas propiedades.

Notamos también que las propiedades E, V' y N no nos dicen que el sistema esta en
equilibrio. Es decir, mantienen su valor esté o no el sistema en equilibrio. Sin embargo,
supongamos que el sistema ha sido dejado sin perturbar por un tiempo suficientemente
largo tal que ya se encuentra en un estado de equilibrio termodinamico. Entonces, un
proceso o una transformacién arbitraria es cualquier interaccion del sistema con sus alre-
dedores tal que modifique el estado del sistema, es decir, que cambie al menos alguna de
sus propiedades E, V o N, de un valor (E1, V;, N7) a otro (FEs, Vo, N3). Nuestro propésito
es entender y describir el proceso cuando los estados iniciales y finales sean de equilibrio
termodindmico.

PROCESO 6 TRANSFORMACION
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Figura 2: Proceso 6 transformacion

La suposicién importante es que valores dados de E, V' y N (ignorando propiedades
eléctricas y magnéticas) determinan de manera wnica el estado termodidmico del sistema.



4. Presion

Consideremos un fluido en un recipiente cerrado con E, V y N constantes y, por
simplicidad, despreciemos el efecto de la aceleracién gravitacional. Supongamos que el
fluido ya alcanzdé el estado de equilibrio termodindmico. Es decir, no existe ningun flujo
dentro del seno del fluido, que también equivale a decir que la velocidad del fluido en
todo punto dentro del recipiente es cero. Desde un punto de vista puramente mecanico
el estado de equilibrio del fluido implica que el sistema es homogéneo e isotrépico, de
tal manera que la densidad p = N/V es la misma en cualquier punto del fluido y, como
mencionamos, no tiene movimiento o flujo alguno. Esto implica que cualquier punto, o
region diferencial del fluido entre 7y 7+ dr, tiene fuerza total cero. Vea la Figura 3. Por
lo tanto, si consideramos al punto del fluido como un “cubito”diferencial, concluimos que
las fuerzas que el resto del fluido ejerce en cada cara del cubito son iguales en magnitud,
difiriendo solamente en direccién. Por lo tanto, la presion, definida como la fuerza ejercida
por unidad de area que el resto del fluido hace sobre cualquier elemento de volumen, es
constante:

AF
p = — = constante (1)

AA
donde AF es la fuerza que el fluido ejerce sobre cada cara y AA es el area de cada cara,
vea la Figura 3. Como indicaremos abajo, las “deltas” A anteriores deben entenderse en
el limite infinitesimal.

AF = pAA
AF
i AF
p = constante ‘/
/
ar ]
AF

Figura 3: La presién no depende de la forma del recipiente

Decimos entonces que el fluido se encuentra en equilibrio mecdnico cuando la presion
p es constante con el mismo valor en todo el fluido (Ley de Pascal).

4En un sélido debemos referirnos al tensor de esfuerzos & en lugar de la presién; esto es, la fuerza que

10



Una consecuencia de la Ley de Pascal es que la presién es independiente de la forma
del recipiente que contiene al fluido (siempre y cuando el fluido y el recipiente sean ma-
croscopicos). Un posterior resultado es, entonces, que presion que el fluido ejerce sobre las
paredes del recipiente es también p, el mismo valor que en el seno del fluido. Por lo tanto,
si las paredes son rigidas, esto significa que las paredes deben ejercer la misma fuerza, por
unidad de drea, pero en sentido contrario al que ejerce el fluido.”

Es importante hacer mencién que el valor de la presion depende de las cantidades F,
V' y N del fluido; si estas cambian, también cambiara la presién. Esto lo expresamos como
p=p(E,N,V). Debido que (E, N,V) especifican de manera unica al estado del sistema,
concluimos que también p sélo tiene un valor para ese estado, es decir, p(E,V, N) es una
funcién simplemente valuada de (E,V, N).

el resto del cuerpo sélido ejerce sobre una regién pequena puede depender de la direcciéon en la que se
ejerce. Para los fluidos (gases y liquidos) dicho tensor se reduce a la presién, & = —pl.

5En realidad, esto no es cierto si consideramos el fluido a distancias muy cercanas a la pared, del orden
del tamano de unos cuantos atomos. A estas distancias el fluido deja de ser homogéneo, teniéndose una
acumulacién de dtomos en la vecindad de la pared. La presién, por tanto, también cambia. Este efecto se
llama capilaridad. Debido a que este es un efecto muy pequeno podemos despreciarlo en este momento.

11



5. Trabajo

El trabajo es un concepto puramente mecanico. Aplicado a una sola particula de masa
m, el trabajo es
AW = F - AY (2)

donde F' es la fuerza que actia sobre la particula, Ax es la distancia que se movié la
particula, y hemos supuesto que durante ese intervalo la fuerza se mantuvo constante. Si
|Az| es lo suficientemente pequeno, la férmula (2) es siempre correcta. Decimos que AW
es el trabajo efectuado por la fuerza externa F sobre la particula al moverla una distancia
Azx. En general, el trabajo entre dos puntos arbitrarios ¥; y ¥ es

2,
W:/F-df. (3)
1

Esta definicién no es arbitraria. Su origen radica en el hecho que si consideramos a
una particula aislada, esto es, en ausencia de fuerzas, la particula mantiene constante su
energia cinética. Al aplicar una fuerza Fala particula, su velocidad y, por lo tanto, su
energia cinética cambian. El cambio de la energia cinética de la particula es precisamente
igual a trabajo dado por (2).

R

R

m—r< «aOOOOOSES

’
z
7
%
%
,
.
7
7
?
i

Figura 4: Cambio de volumen debido a fuerza externa
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Supongamos ahora un sistema con paredes impermeables y aislantes pero que le po-
demos cambiar su volumen por medio de un “pistén”sin friccién, como se muestra en la
Figura 4.

Inicialmente el volumen del fluido es V. Sea A el area de la pared en contacto con el
piston y supongamos que éste se mueve una distancia Az, tal que el nuevo volumen es

V=V 4+ AV donde AV = AAz. (4)

y donde Az < 0 si se comprime al fluido o Az > 0 si se expande. El trabajo para
mover el pistén una distancia Az sigue estando dado por la expresién (2) y es muy
importante respetar el caracter vectorial de las cantidades involucradas. Por convencion
consideraremos como direccion positiva la del incremento en el volumen, es decir,

AT = Ax i, (5)

donde i es el vector unitario en la direccién positiva de la variable x.

Debido a que el piston se mueve sin friccién, el trabajo que realiza la fuerza externa lo
hace sobre el fluido al comprimirlo o expanderlo. Esto es, tenemos que tomar en cuenta
que el fluido también ejerce una fuerza sobre la pared desde el interior del recipiente. Si la
magnitud de la fuerza F' que se ejerce externamente es igual a la fuerza que el fluido ejerce
sobre las paredes, el piston no se mueve y tenemos una situacién de equilibrio mecanico.
En tal caso es cierto que

F=pA (6)

donde p = p(V) es el valor de la presién correspondiente al volumen V. Si ahora la fuerza
F es incrementada ligeramente sobre el valor (6), entonces se realizard un trabajo dado por
la expresién (2). Evidentemente la presién del fluido cambiard, pero lo hard también por
muy poco. Por lo tanto, si el desplazamiento Az que se logre es muy pequeno, podemos
sustituir el valor de F' por p(V')A, obteniendo,

AW = —pAAx
= —pAV, (7)

donde el signo menos (-) se obtiene porque la fuerza se ejerce sobre el pistén, sin importar
que sea compresion 6 expansion; es decir,

F=—Fi. (8)

Esto quiere decir que para comprimir el gas la magnitud de la fuerza F' debe exceder
ligeramente el valor dado por (6) y su direccién deber ser sobre el pistén. Por otro lado,
para expandir el gas la magnitud de la fuerza F' debe ser entonces un poco menor que (6),
pero su direccién debe seguir siendo sobre el pistén. Sin embargo, si |Ax| es muy pequeno,
en ambos casos podemos aproximar el valor de F' por el valor pA donde p es la presion
del fluido en equilibrio.

13



Si se comprime el gas AV < 0, y si se expande AV > 0. De esta manera, como se
sigue de la ecuacién (7), obtenemos que el trabajo es positivo en compresién y negativo
en expansién. Decimos en el primer caso que “el agente externo hace trabajo sobre el
sistema” y en otro caso que “el sistema hace trabajo sobre los alrededores”.

Un detalle técnico. El error que cometemos al sustituir el valor p(V) en todo el
intervalo es mas pequenio mientras Az o AV sea més pequeno. Veamos: El valor de la
presién al final del desplazamiento es p(V + AV'). Evaluemos la expresién del trabajo al
final del intervalo y llamémoslo AW’,

AW = —p(V +AV)AV
dp 9
= —p(V)AV — (dV)V (AV)* + - 9)

dp
= AW — | — AV 4 ..
(), v+
donde hemos desarrollado la presion en serie de Taylor. Notamos que AW y AW’ difieren
en una cantidad que es del orden de (AV)2.

Trabajo quasiestatico. En el limite infinitesimal en el que AV — dV la diferencia
antes mencionada tiende estrictamente a cero y obtenemos®

AW = —pdV. (10)

Esta expresiéon nos dice que el trabajo realizado por una fuerza externa al cambiar infini-
tesimalmente el volumen de un sistema que se encuentra en equilibrio, se puede expresar
en términos s6lamente de propiedades del sistema mismo, i.e. —pdV', donde p es la presion
del fluido y dV es el cambio de su volumen. Esto es muy importante: el trabajo siem-
pre se puede calcular sabiendo la fuerza externa y el cambio del volumen, usando (2). Sin
embargo, sélo lo podemos referir a las propiedades del sistema por medio de la expresion
(10), si el sistema estd en equilibrio consigo mismo y con la fuerza externa, y si el cambio
de volumen es muy pequeno.

La observacién anterior es muy importante porque, en general, queremos calcular
el trabajo realizado al cambiar el volumen de un valor V; a otro V5, donde V; y V5 son
arbitrarios y no difieren infinitesimalmente. Enfatizamos: ese trabajo siempre lo podriamos
calcular si supieramos el valor de la fuerza externa en cada instante del proceso; sin
embargo, no podemos siempre hacerlo porque nada nos garantiza que durante el proceso
la fuerza externa se mantuvo en equilibrio con el fluido ni que éste estuvo en equilibrio
consigo mismo. El punto esencial es que si el proceso se realiza “extremadamente” lento,
de tal manera que en cada instante el fluido estd en equilibrio y se satisface que F' = pA,

entonces si es cierto que,
Va
W=- pdV. (11)

Vi

6Note que hemos escrito la diferencial de trabajo dW con un “tache” encima de d; esto se llama una
diferencial ineracta. Mas adelante discutiremos su significado matematico
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Este es un ejemplo de un proceso quasiestatico. En general, un proceso quasiestatico
es aquel que se realiza lo suficientemente lento, tal que el sistema se encuentra siempre
en equilibrio con respecto a sus condiciones prevalecientes. En otras palabras, un proceso
quasiestatico es aquel en el que todos los estados por los que atraviesa son de equilibrio.
La justificacién de este enunciado se hara usando la Segunda Ley.

Proceso adiabatico. Un proceso adiabatico es un proceso quasiestatico en el que
solo cambian las condiciones externas. Por ejemplo, si el proceso sélo consiste de trabajo
mecanico quasiestatico, entonces es un proceso adiabatico. No todos los procesos qua-
siestaticos son adiabaticos, por supuesto; puede haber otra forma de intercambiar energia
entre el sistema y sus alrededores.

Diagramas p—V y el trabajo. Debido a que para cada valor de £, N y V existe un
valor de p, podemos definir un diagrama p — V a N = constante, tal que cualquier punto
que localicemos en ese diagrama es un estado de equilibrio del sistema. Cualquier punto
puede ser de equilibrio porque la energia puede ajustarse para dar el valor deseado de p.

v
v

Figura 5: Diagramas p — V' (Introducidos por Clapeyron).

Dado tal diagrama, cualquier curva C' que conecte dos puntos A y B en el diagrama
representa un proceso entre esos puntos. El proceso es quasiestatico porque todos los
puntos son de equilibrio.

Podemos preguntarnos el valor del trabajo entre los puntos A y B conectados por el
proceso C. (Note que hay un nimero infinito de procesos que conecten cualesquiera dos
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estados). El trabajo es simplemente la integral

W:—/AdeV (12)

a lo largo de la curva C'. Es decir, geométricamente, el trabajo es (menos) el area bajo la
curva C entre A y B. El resultado importante es que el trabajo depende de la trayectoria
que siga el proceso en el diagrama p — V. Esta es la razon por la que la diferencial de
trabajo dW se dice que es inexacta. Es decir

/AB AW # Wy — Wa. (13)

Una diferencial ezacta es aquella cuya integral s6lo depende de los extremos y no de la
trayectoria:

B
/ dE = Eg — E,. (14)
A

Una manera alterna de entender este punto es considerar una trayectoria cerrada, también
llamada ciclo, en donde el estado inicial y final coincidan; vea la Figura 5. En tal caso,
si la diferencial es exacta la integral es cero, i.e. EFg = E4 en (14). Si la diferencial es
inexacta, la integral sobre un ciclo no es cero y viceversa,

fdw £0, (15)

Concluimos que con respecto al trabajo, la integral en un ciclo no puede ser cero ya que
arriba mostramos que el trabajo es (menos) el area bajo la curva. Desde un punto de
vista meramente fisico esto indica que el trabajo depende de como se realice y que aunque
regresemos al sistema al estado inicial, de todas maneras realizamos trabajo.

Una consecuencia fisica fundamental del hecho que dW es una diferencial inexacta es
que, a diferencia de p, E, N y V, el trabajo no es una funcion del estado del sistema.
Esto es, mientras que cualquier estado tiene asociado un valor de p, £, N y V', y decimos
que estas son variables de estado, en general no tiene sentido hablar de la cantidad de
trabajo que un estado tiene. Sélo tiene sentido preguntarse por el trabajo durante una
transformacién o proceso entre dos estados dados.

Cambio de energia bajo cambios de condiciones externas solamente. La
relevancia de conocer el trabajo es que si el 4nico proceso que se realiza es un cambio de
las condiciones externas (en este caso el volumen V'), sea adiabédticamente o no, podemos
afirmar que el cambio de la energia del sistema debe ser igual al trabajo:

AE =W, (16)

donde AE = Efjna — Einiciar €s €l cambio de la energia del sistema. Este hecho es una
consecuencia de la Ley de la Conservacién de la Energia discutido en la Seccion 2. Es
decir, si el sistema completo lo componen el agente externo que realizé (o recibid) el
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trabajo, como los “alrededores”, y el sistema que lo recibié (o realizd), como el “sistema”,
entonces la energia que el agente externo gastd en realizar ese trabajo tiene que haber
sido transferida al sistema. Este resultado se comprobaria calculando por separado los
cambios en la energfa tanto de los alredores como del sistema. La expresion (16) solo
refleja el hecho que esa energia ha sido transferida al sistema por medio del cambio en
las condiciones externas. Como dato adicional, sélamente en este caso podemos afirmar
que el trabajo no depende de la trayectoria sino tan sélo de los estados inicial y final del
sistema. Como comentario histérico, la comprensién de la expresién (16), por personajes
como Joule y Mayer, senté las bases del entendimiento del concepto de la energia de su
ley de conservacion. Aqui hemos procedido al revés apelando a dicha Ley.

Es de importancia mencionar en este momento que existen otras clases de “trabajo”.
Por ejemplo, si el sistema fuera fuertemente eléctrico o magnético, podriamos realizar
trabajo eléctrico o magnético; esto lo estudiaremos mas adelante en el curso como una
aplicacion de la termodinamica. Por otro lado, existe otro tipo de trabajo que podemos
llamar trabajo quimico que involucra la variacién del nimero de atomos y moléculas en el
sistema. Regresaremos a este punto cuando hayamos sentado las bases de la teoria. Para
continuar con la discusion supondremos que “trabajo” en este momento sélo es trabajo
mecanico.
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6. Calor y la Primera Ley de la Termodinamica

Definimos con mucho cuidado el trabajo mecanico en la secciéon anterior para poder
ahora tratar otros procesos que ocurren a IV = constante. Es decir, podemos suponer ahora
que las paredes son diatémicas y podemos imaginarnos una gran cantidad de maneras de
cambiar la energia del sistema. Por ejemplo, podemos acercar el sistema a una flama,
introducirlo en un horno de microondas, colocarlo dentro de un refrigerador, exponerlo
a la radiacion solar, etc. Es intuitivo que al final del proceso la energia cambia debido a
cualquiera de los procesos mencionados. En el caso en el que cualquiera de los procesos
anteriores estuviera acompanado también de un cambio en las condiciones externas, i.e.
del cambio de volumen en el caso de un fluido, entonces se realizaria trabajo también. En
general, entonces, tenemos que el cambio de la energia no sélo iguala al trabajo sino que

tenemos que
AE—-W =Q, (17)

donde @) es el cambio de la energia debido a cualquier otro proceso que no sea debido al
cambio en la condiciones externas. Definimos a () como el calor. En palabras mas sencillas
decimos que el calor ) es todo cambio de la energia de un cuerpo macroscépico que no
es trabajo.

Por lo tanto, el cambio de la energia debido a cualquier proceso es
AE=W+Q. (18)

Esta es la Primera Ley de la Termodinamica. Nétese que, desde el punto de vista aqui
utilizado, es tan s6lo una consecuencia de la conservacién de la energia de los sistemas
mecanicos y electrodinamicos. Es interesante recalcar que historicamente se llegd a esta
ley de manera completamente fenomenologica. Més adelante, después de introducir el
concepto de temperatura, discutiremos brevemente el trabajo de Joule relacionado con el
establecimiento de la Primera Ley. Es muy importante senalar que no hemos deducido la
Primera Ley. Sélo la hemos presentado de una manera que esperamos sea pedagogicamente
aceptable y que permite introducir el concepto del calor sin ambigiiedades. Esta Ley
no puede deducirse de ninguna otra. Es eso, una “ley”, que la creemos cierta porque
experimental y empiricamente no se ha hallado nunca que no se cumpla.

Si el proceso es quasiestatico, entonces podemos expresar la Primera Ley de manera
diferencial
dE = dW +dQ. (19)

Debido a que E es una funcién de estado, si integramos en un ciclo

f dE =0 (20)

pero sabemos que, en general,

f aw 0 (21)
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y, por lo tanto,
}( dQ # 0. (22)

Esto muestra que el calor tampoco es una funcién de estado. Es decir no tiene sentido
decir que un cuerpo tenga una cantidad dada de calor. El calor sélo tiene sentido como
aquella cantidad de energia transferida en un proceso y que no es trabajo.

Por convencién, consideraremos que ) > 0 si los alrededores le transfieren calor al
sistema y ) < 0 si el sistema cede calor a los alrededores.

Asi como el trabajo quasiestatico puede expresarse en términos de propiedades o varia-
bles del sistema, a saber, p y V', esperamos que el calor sea también expresado en términos
de variables de estado del sistema; adelantamos que tales variables son la temperatura 1T’
y la entropia S.

La Primera Ley, al expresar el cambio de la energia, que es una variable de estado, en
términos del trabajo y el calor que dependen de la trayectoria, nos indica que podemos
obtener el mismo cambio de la energia de un sistema por medio de una infinidad de
procesos con diferentes valores del calor y del trabajo. En particular, podemos obtener el
mismo valor de AE con W #0y Q@ =0,0con W =0y @ # 0. Esto nos dice que los
cambios de energia son insensibles a la manera en que se obtienen. Esta es una forma de
expresar el afamado resultado experimental de Joule sobre la equivalencia mecanica del
calor.
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7. Temperatura

Equilibrio térmico y la Ley Cero de la Termodindmica. Consideremos dos
sistemas completamente aislados, como se muestra en la Figura 6, que estan en equilibrio
por separado. Llamemos E%, Vi, Ny y Ei, Vi, Ny, a las energias, voltimenes y niimero de
particulas de los dos sistemas respectivamente. Los sistemas se ponen en contacto térmico,
es decir, por medio de una pared diatérmica; las demas paredes se mantienen aislantes,
rigidas, e impermeables. Es claro que ante esta situacion los sistemas pueden intercambiar
energia y, por lo tanto, se inicia un proceso de transferencia de energia entre los sistemas
en forma de calor.

El sistema combinado se deja sin perturbar un tiempo suficientemente largo tal que la
transferencia de energia entre los dos cuerpos se balancea. Es decir, hasta que el flujo neto
de energia entre los dos sistemas sea cero. Cuando esto ocurre decimos que los sistemas
llegaron a un estado de equilibrio térmico entre ellos. Esto implica que cuando dicho estado
se ha alcanzado los valores de las variables termodindmicas de los sistemas son ahora E{ ,
Vi, Ny y E{ , Vo, Ny respectivamente, es decir, las energias cambiaron y podemos afirmar
que, si definimos

AE,=El -E' y AE,=E}—-E. (23)

entonces, AE; = —AF,.

Transferencia de calor

a través de una pared diatérmica

proceso

pared diatérmica

Figura 6: Transferencia de calor a través de una pared diatérmica.

La condicion de equilibrio térmico, i.e. de cero flujo de energia entre los sistemas, es
que los valores de E{ y Eg ya no cambian en el tiempo a pesar de que los sistemas se
encuentren separados por una pared diatérmica. .
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Es importante realizar la siguiente observacién. Por razones de exposicién, y para
introducir el concepto de contacto térmico, hemos presentado el concepto de equilibrio
térmico como aquel en el que el balance de la energia de dos o méas cuerpos se logra a través
de una pared diatérmica y pareceria que esta es la tinica manera de lograr tal equilibrio.
Esto tltimo no es correcto. Como discutimos al final de la seccién 6, la Primera Ley nos
indica que el cambio de la energia es insensible a la forma en que se logra. Esto implica
que si la transferencia de energia entre dos cuerpos es por medios puramente mecéanicos,
es decir, por medio de trabajo con paredes aislantes no rigidas, también estos alcanzaran
el equilibrio térmico.

Es una observacién experimental no obvia, sin embargo deducible de la Segunda Ley
como veremos después, que si tenemos tres sistemas, “17, “2”7 y “3”, y simultaneamente
existe equilibrio térmico entre “2”7 y “3”7 y entre “2” y “1”, entonces existe equilibrio
térmico entre “17 y “3”. Una forma de entender este resultado consiste en decir que si
ponemos en contacto térmico a “2” con “1” o con “3” no existe flujo de energia en forma
de calor entre ellos y que, por lo tanto, tampoco existe flujo de energia en forma de calor
entre “17 y “3” al colocarlos en contacto térmico. A este hecho experimental se le conoce
como la Ley Cero de la Termodinamica. Insistimos que realmente no es una “leyza que es
tal resultado es deducible de la Segunda Ley. En este momento, por motivos de discusion,
la supondremos correcta empiricamente.

Temperatura. La consecuencia fundamental del equilibrio térmico en conjuncién con
la Ley Cero es que nos permite definir (empiricamente) el concepto de temperatura. Deci-
mos: cuando dos cuerpos se encuentran en equilibrio térmico tienen la misma temperatura.
Y al revés también, la temperatura es aquella cantidad que nos indica que dos cuerpos
se encuentran en equilibrio térmico. La Ley Cero nos dice que la temperatura no es una
propiedad sélamente del equilibrio térmico entre dos cuerpos, sino que la podemos consi-
derar como una funcion del estado termodindmico y que tiene el mismo valor para todos
los cuerpos en equilibrio térmico entre ellos y viceversa.

No es del todo evidente que la temperatura sea una “funcién” en el sentido matemaético.
Lo que si debe ser claro es que es una propiedad del estado del sistema en equilibrio.
Podemos verificar este enunciado si consideramos a un sélo sistema, aislado, en equilibrio.
En tal caso podemos dividir al sistema en cuantos subsistemas “pequenos” queramos tal
que estos sean todavia macroscépicos. Entonces, cuando el flujo de energia entre todos
los subsistemas sea cero, los subsistemas se encuentran en equilibrio térmico entre ellos
y, por lo tanto, tienen la misma temperatura. A esta la llamaremos la temperatura del
cuerpo en el estado termodinamico en cuestion.

Si llamamos T a la temperatura, el que sea una funciéon del estado quiere decir que
T = T(B,V,N) (24)

donde E,V, N son la energia, volumen y ntimero de particulas del sistema. Esto implica
que si dos sistemas estan en equilibrio térmico, entonces la funciones 1" de cada cuerpo
tienen el mismo valor. De nuevo, la suposicion matematica es que T es una funcién
simplemente valuada de (F,V, N).
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Otra consecuencia de esta definicién y que discutiremos muy a fondo posteriormente,
es que si dos cuerpos tienen diferente temperatura y los ponemos en contacto térmico,
entonces, espontanea e irreversiblemente fluird energia entre ellos en forma de calor, hasta
que las temperaturas finales de los cuerpos sean las mismas.

La siguiente pregunta es ;jcomo medimos la temperatura y cémo la conectamos con
nuestro concepto cotidiano de “temperatura”? Antes de realizar tal discusion haremos un
paréntesis para introducir el concepto de variables extensivas e intensivas.

Variables extensivas y variables intensivas I. Por definicién, el volumen V' y el
nimero de particulas N de un sistema son variables extensivas.” La definicién obvia es
que si juntamos dos sistemas, uno con volumen V; y otro con volumen V5 el volumen
total del sistema conjunto es V; 4+ V5. Anédlogamente para N: dos sistemas, uno con Nj y
otro con N, juntos dan lugar a un sistema con Ny + Ny particulas. No es enteramente
evidente, y en algunos casos definitivamente no es cierto, que la energia sea extensiva. Sin
embargo, consideraremos que si lo es. Es decir, que si dos sistemas tienen energia F; y
Es, entonces, al ponerlos en contacto la energia total sera E; + E5. Esto sigue del hecho
que podemos considerar a la energia interna total como la suma de energias cinéticas y
potenciales de las particulas del fluido en cuestién y que las fuerzas resultantes entre las
particulas son de muy corto alcance, de unos cuantos Angstroms.

A las cantidades que no dependen de la cantidad de fluido que se tenga, se les llama
variables intensivas. Asi, la presion p y la temperatura T son intensivas. Es decir, si
tenemos dos sistemas por separado y cada uno tiene temperatura 1"y presion p, el sistema
conjunto sigue teniendo temperatura 7'y presion p. Por la misma razon, los cocientes de
variables extensivas son intensivas; por ejemplo, la densidad de particulas (o de masa)

P = v (25)

es intensiva; o la energia por unidad de volumen E/V, etc.

El reconocer la cualidad de extensividad o intensividad de una variable es muy im-
portante, ademéds de la consecuencia fisica que ello conyeve, porque nos indica el tipo de
dependencia que debe haber entre las variables termodinamicas. Esto es, una variable
intensiva no puede depender de variables extensivas, mientras que una variable extensiva
aunque si puede depender de variables intensivas, no puede depender exclusivamente de
ellas. Por ejemplo, si sabemos que las variables son N, V, T entonces la dependencia de la
presién p(N, V,T) debe ser de la forma

p:p<7 T): (26)

es decir, debe depender necesariamente en términos del cociente N/V que es intensivo.
Después discutiremos la dependencia de las variables extensivas.

"También se les llama aditivas.
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Mas adelante daremos una definicién mas precisa de lo que significa que una variable
sea extensiva o intensiva. Lo importante que queremos senalar aqui es que todas las
variables termodinamicas, o son intensivas o son extensivas, y que existe una relacién
intima entre ellas: nétese que la presion p y el volumen V se encuentran asociadas de
manera analoga a como lo hacen la temperatura T y la energia E. Esto es, la variacion
o “flujo”’de volimenes termina de balancearse (i.e. se equilibra) cuando la presién se
iguala entre dos sistemas separados por una pared no rigida; y la variacién o flujo de
energias se equilibra cuando la temperatura se iguala entre dos sistemas separados por
una pared diatérmica. Notese que es una variable intensiva la que “controla” el equilibrio
de una extensiva. A estos pares o parejas de variables (p, V') y (T, E) se les llama variables
canonicas conjugadas. Regreseramos a este punto una y otra vez durante el curso.
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8. El gas ideal empirico

8.1. Boyle, Charles, Gay-Lussac y Avogadro

Hemos argiiido que el estado de un sistema cerrado queda especificado por las variables
E, V. N. En equilibrio, el sistema adquiere las variables p y T. Entonces, como ya hemos
discutido también, la presion y la temperatura son funciones de las primeras, esto es,
p=pE,V,N)y T =T(E,V,N). Estas funciones se llaman ecuaciones de estado. De
la ecuacién para T podemos “despejar” E como funcién de (T,V,N) y obtener E =
E(T,V,N), para luego sustituirla en la ecuacién de p obteniendo

p=p(T,V,N). (27)

Esta tultima dependencia es la mas comuin por ser la mas experimentalmente accesible.

Hacemos énfasis en el hecho que la temperatura sélo se definié como aquella funcién
que nos indica que el sistema se encuentra en equilibrio térmico, pero realmente no sabe-
mos mas de ella. Desde un punto de vista empirico, la temperatura es aquella cantidad
que medimos con un termémetro! Como veremos en la siguiente seccién, lo que estamos
usando en un termometro es una propiedad termométrica para inferir o medir la tem-
peratura. No es sino hasta que formulemos la Segunda Ley de la Termodindmica que
podemos asegurarnos que la temperatura es una cantidad absoluta que no depende de
c¢émo la midamos. Sin embargo, para propdsitos de entender mejor este hecho, introdu-
ciremos primero el concepto de temperatura de gas ideal, denotada por 6,4, como aquella
que puede medirse a través de las variables p, V, N de un gas ideal. En la siguiente seccion
describiremos como funciona un termoémetro de gas.

Boyle, Charles, Gay Lussac y Avogadro, son reconocidos como los descubridores de
que los gases “naturales” a bajas densidades obedecen las siguientes reglas. Tales reglas
fueron obtenidad de manera empirica y experimental. Son las siguientes.

a) A temperatura 6,5 y nimero de particulas N constantes, si cambiamos la presién de
un gas, su volumen también cambia tal que se satisface que

piVi ~poVa  0;g = constante N = constante. (28)

Esto equivale a decir que un proceso a 6;; = constante, el producto pV se mantiene
W2

también constante (Robert Boyle, 1660). El simbolo “~" es para indicar que la igualdad
se aproxima mas cuanto més diluido es el gas; esto es, en el limite p = N/V — 0.

b) A presién p y N constantes, si cambiamos el volumen, la temperatura cambia tal que

se cumple que
Vi Va

~

eidl 9id2

p = constante N = constante. (29)

Equivalentemente, en un proceso a p = constante, el cociente V/6;, se mantiene constante
(Jacques Charles, 1787).
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¢) A volumen V' y N constantes, si cambiamos la presién, la temperatura también cambia
tal que se cumple que

bno P2

~ V' = constante NN = constante. (30)
Oiar  biaz

Equivalentemente, en un proceso a V' = constante, el cociente p/0;4 se mantiene constante
(Joseph Louis Gay Lussac, 1802).

d) Con una hipdtesis atémica, Amedeo Avogadro en 1811, arguy6 primero que la masa
de un gas era proporcional al nimero de atomos o moléculas que lo componen, y que a
presion p y temperatura ;4 constantes se debe cumplir que

M ~ N p = constante  6;4 = constante. (31)
Vi Va

Si las cuatro variables anteriores definen de manera tnica el estado de un gas, e.g.
p = p(N,V,0,), entonces, de los cuatro enunciados anteriores hallamos que si en un
proceso varian las cuatro variables p,V, N, 0,4, se sigue que pV/N#6;; = constante. El
siguiente hecho experimental es que la constante anterior se puede medir y es igual a
la constante de Boltzmann k. Histéricamente, la constante que se hallé fue la llamada
Constante Universal de los Gases R dada por

R = Nok (32)

donde Ny es el nimero de Avogadro que define a un mol de particulas. Estas constantes
tienen los valores®

R=8314x 10" erg/K, (33)
Ny = 6,022 x 10%, (34)

tal que
k= ]]\Z =1,38 x 107'% erg/K. (35)

El resultado final es que los gases diluidos obedecen la ecuacion,

v
PY o NE (36)
Oia

o también v
P ~nR (37)
Oia

8Estas constantes tienen cierta arbitrariedad que proviene, primero, por la escala de temperatura en
grados Kelvin, y segundo por la definicién del mol como la cantidad de 4tomos contenidos en una cantidad
de gramos igual al peso dtomico del elemento en cuestién(por ejemplo, el peso atémico del carbono es 12
y, entonces, en 12 gramos de carbono hay un mol de dtomos de dicho elemento).
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donde n = N/N; es el nimero de moles. Es claro el origen del término “Constante
Universal de los Gases”, en el sentido que si s6lo consideramos un mol de gas, hallaremos
que el producto pV/6;4 es igual a R para cualquier gas si estd suficientemente diluido.
Esto es interesante, la ecuaciéon pV/6;; = R para un mol, es la misma sin importar si el
gas es de nitrogeno, oxigeno, aire, helio, etc. Algo nos dice que esto no puede ser cierto en
general, y no lo es. Mas abajo veremos que cuando la densidad ya no es “suficientemente”
baja existen correcciones a la expresién dada por la ec.(36).

Insistimos que la ecuacién de estado del gas ideal dada por (36) es un resultado empiri-
co. Ahora lo utilizaremos de la siguiente manera para definir la temperatura de gas ideal
0;q. Esto es, si tenemos una cantidad N de gas ideal en un estado dado y le medimos su
presiéon p y su volumen V', entonces decimos que su temperatura es

v

Oiq = )
id Nk

(38)
Es muy importante darse cuenta que la anterior definicion no es una tautologia. Es decir,
hemos definido o identificado la “temperatura” como una propiedad relativa que se mide
a través de otras variables que si tienen un significado absoluto como son N, V' y p. Sin
embargo, aunque tal definicién no sea absoluta, si hemos ganado algo muy importante:
podemos utilizar tal definicién de temperatura de gas ideal como el valor de la tempera-
tura. Es decir, si queremos saber la temperatura de un cuerpo, lo “tnico” que tenemos
que hacer es ponerlo en equilibrio térmico con un gas ideal. Asi, podemos afirmar que
ambos tienen la misma temperatura ... cémo la cuantificamos? muy sencillo, medimos N,
py V del gas, usamos la ecuacién de estado del gas ideal, ecuacién (38), y obtenemos 6;4.
Por lo tanto, podemos decir, la temperatura del cuerpo en cuestién es aquella 0,4 de un
gas ideal que se encuentre en equilibrio térmico con el cuerpo.

8.2. Propiedades termométricas y el termémetro de gas.

Desde un punto de vista de la vida cotidiana, a lo que llamamos “temperatura”’ es
realmente a lo que un termometro mide. El caso mas comun, quizas, es el termémetro
de mercurio donde lo que medimos u observamos es la expansion del mercurio en un
tubo capilar (i.e. la “subida” de la columna de mercurio), pero esto realmente no es la
temperatura. Es decir, lo que observamos es una propiedad termométrica: el volumen del
mercurio depende de la temperatura y la graduacion en el termémetro no es mas que
una “traduccién” o calibracién que nos dice que cierto volumen corresponde a tal o cual
temperatura. Asi, lo que hacemos al medir la temperatura de una persona, por ejemplo,
es poner al termémetro en equilibrio térmico con la persona; esto lo detectamos cuando
la columna de mercurio deja de cambiar. Es facil entender que existan muchas clases
de termdémetros, como son los termopares, los pirémetros, etc. En todos la idea es la
misma: existe una dependencia en la temperatura de cierta cantidad facilmente medible
del termoémetro que, por medio de un proceso de calibraciéon previo y al ponerlos en
equilibrio térmico con el cuerpo, nos indica la temperatura del cuerpo en cuestion.
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Como un ejemplo particular, consideremos el termémetro de gas. Como ya hemos dis-
cutido en las secciones anteriores, la ecuacion de estado de un gas nos indica la interdepen-
dencia entre diferentes variables termodinamicas. En un gas tenemos que la temperatura
depende de la presion, volumen y nimero de particulas,

T =T(p,V,N). (39)

Por lo tanto, si conocieramos la forma funcional de dicha ecuacién de estado y tal gas se
pusiera en equilibrio térmico con el cuerpo cuya temperatura quisieramos medir, entonces,
conociendo las variables p,V, N del gas calculariamos la temperatura del gas que seria
también la del cuerpo.

Resulta, sin embargo, que no conocemos la forma funcional precisa de la ecuacién de
estado (39) para ningin gas real. Esto, por otro lado, no ha impedido que no podamos
medir la temperatura. A continuacién describiremos un método muy ingenioso para medir
la temperatura por medio de un gas real; el propésito de esta seccidén no es sélo ejemplificar
el método sino también nos servira para entender mejor tanto el concepto de temperatura
como la diferencia que existe entre los gases reales y el ideal.

El esquema del aparato es como se muestra en la Figura 7. Supongamos que queremos
medir la temperatura de un fluido en un estado dado. Por ejemplo, deseamos medir la
temperatura 7, del vapor de agua en el punto de ebullicién a presion ambiente. El gas
que se utilizara para medir la temperatura del fluido en cuestion se coloca en la botella,
mostrada en la figura. Si ponemos en contacto térmico al vapor de agua con el gas,
digamos, rodeando la botella de gas con el vapor de agua, entonces el gas adquirird la
temperatura del vapor. El punto es, como inferimos la temperatura del gas?

La solucién en principio es facil: Supongamos que conocemos la cantidad de gas que
hay en la botella, digamos N, y supongamos también que conocemos el volumen V de la
botella, entonces, al poner en contacto el vapor de agua con la botella, la presion del gas
se modificara: la idea es ahora manipular las columnas de mercurio tal que el volumen V
que ocupa el gas se mantenga constante. Esto es, que s6lo ocupe el volumen de la botella
y el del capilar que la conecta con el tubo de mercurio (punto A en la figura). Asi, la
presion del gas serd la suma de la presién atmosférica py mas la columna de mercurio h
entre los puntos A y B:

P = Do + puggh (40)

donde ppg es la densidad de masa del mercurio y g la aceleracién de la gravedad. Si
conociéramos la ecuacion de estado del gas dentro de la botella, i.e. ec.(39), conocerfamos
su tempertura, que seria Tj del vapor. ... Insistimos, no conocemos dicha ecuacién de
estado. Con el procedimiento que a continuacion describiremos veremos que debido al
hecho de que todos los gases reales tienden a un gas ideal en el limite de densidad muy
baja, podemos asignar de manera nica y sin ambigiiedades el valor de la temperatura de
un gas ideal a la temperatura Tj,.

Es importante, primero, tener un punto de referencia para calibrar el termémetro y
definir una escala. Para esto usamos una celda de punto triple del agua. En ese estado
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Hg

fluido a temperatura 7

por medir &//

Figura 7: Termémetro de gas.

termodinamico del agua coexisten el agua liquida, el vapor de agua y el hielo. Este punto
existe a un valor unico de la presién (6.1173 milibars) y la temperatura del agua, por
lo que son utiles como referencia. Definimos, arbitrariamente, la temperatura del punto
triple como T3 = 273.16 K.

El procedimiento experimental es el siguiente:

1) Colocamos una cantidad N; del gas en el termdémetro tal que al poner la celda de punto
triple en equilibrio térmico con el termdémetro, la presion del gas sea, digamos, pgl).

2) Removemos la celda del punto triple y ponemos, ahora, el vapor de agua en equilibrio
térmico con el termémetro. Manteniendo el volumen de la botella constante, medimos la
presion del gas. Sea esta py.

3) Repetimos los pasos 1) y 2) disminuyendo la cantidad de gas en la botella. Es decir,
medimos péj) del gas en equilibrio térmico con el punto triple del agua para N; dado

del gas y luego medimos p; del gas cuando en equilibrio térmico con el vapor del agua.
Usamos Ny > Ny > N3.. ..

Los anteriores son todos los datos experimentales. Ahora necesitamos de un modelo
del gas real para analizar dichos datos. Primero, supongamos que el gas fuera ideal. En ese
caso y utilizando la “Ley de Gay-Lussac”, ecuacién (30), tendriamos que la temperatura
del gas ideal en contacto con el vapor de agua seria

©)
D3
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para cualquier pareja de presiones p; y p:())j ), conj =1,2,3,.... Aunque el gas del termome-
tro no es ideal, dicho resultado sugiere que analicemos tal cantidad para los datos expe-
rimentales reales. Es decir, calculemos una cantidad 6;, con unidades de temperatura,
definida como ‘
0; = T2 (42)
psj
y realicemos una gréfica de 6; vs p;. Un bosquejo de dicha grafica se muestra en la Figura
8 para diferentes gases reales como Oq, Ny y He (por supuesto, todos usados para medir
la temperatura 7T}, del vapor de agua a presién atmosférical). Lo primero que observamos
es que 0; no puede ser la temperatura T, ya que esta tltima es la temperatura del vapor
de agua, que esta fija, y 0; varfa. Se observa experimentalmente que la dependencia de 0;
tiende a ser cada vez mas lineal conforme p; tiende a cero, y se encuentra que el valor de
la ordenada al origen es el mismo para todos los gases reales usados en el experimento en
cuestion.

Figura 8: Bosquejo de resultados experimentales 6 vs p para diferentes gases reales.

La explicacién es que los gases reales no obedecen la ecuacion de estado del gas ideal, y
que sdélo lo hacen en el limite de muy bajas densidades, p = N/V — 0. Véamos. Se puede
mostrar que una mejor aproximacion de la ecuacién de estado para densidades bajas de
los gases reales estd dada por:

N N
~ —kbig |1+ B(0ig) =+ -+~ 43
P = 7 Wi + B( d)v+ (43)

Al desarrollo dado por esta ecuacion se el llama el “desarrollo del virial de la ecuacion de
estado”. La funcién B(6) es el llamado segundo coeficiente del virial y depende de manera
Unica para cada fluido. Es una cantidad medible y nos da la primera correccion al gas ideal
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para densidades ya no tan bajas. Es claro que si ;5 se mantiene fija, siempre podemos
reducir la densidad del gas tal que B(0;4)N/V < 1. En tal caso el gas real obedece la
ecuacién de estado del gas ideal con mayor aproximacion. Es en este sentido asintético
qye los gases reales se aproximan a un gas ideal.

Para entender el comportamiento de los resultados experimentales sustituyamos la

expresion (43) en la ecuacién para 6;, (42). Llamemos simplemente 6 a 6;, p a p; y ps a
()
b3

0 =
ps

N [1+ BO:) % + -]
" Nkbs [1+ B(@)N + -]

12

N N\?
~ O+ (B0 — B(05)) g+ O () | (44)
Vv Vv
En la tercera linea hemos desarrollado a primer orden en N/V. Al mismo orden de apro-
ximacién puede escribirse en términos de la presiéon como

0 ~ g+ (B(0iq — B(63)) % (45)

Esta es una recta en p cuya pendiente depende del gas en el termémetro a través de los
coeficientes B. Sin embargo, sin importar de que gas se trate, la ordenada al origen es la
misma: 0;4, que es la temperatura del gas ideal al que todos los gases reales tienden cuando
p — 0. Esto nos permite asignar, de manera tnica y sin ambigiiedades, la temperatura
del vapor de agua como la del gas ideal. Es decir,

T, =m0 = .. (46)

Insistimos, por medio de un procedimiento asintético de extrapolacion en el que usamos
un gas real como termémetro, podemos asignar la temperatura de cualquier sustancia (en
nuestro ejemplo, la temperatura del vapor de agua a presién ambiente) como aquella del
gas ideal al que tiende el gas en cuestion. Mas adelante mostraremos que la temperatura
de gas ideal 0,4 puede ser considerada como la temperatura absoluta T'. Esto nos permite
asegurar que el procedimiento descrito en esta seccién da lugar a una medida absoluta de la
temperatura de cualquier sustancia. Para evitar la proliferacién de simbolos y convenciones
usaremos 1" como la temperatura de gas ideal y como la temperatura absoluta.
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8.3. Expansion libre de un gas ideal. El experimento de Joule.

Como vimos en la seccién anterior, un gas real se aproxima a un gas ideal si se encuentra
lo suficientemente diluido (p — 0) tal que podemos escribir

N
p= —kT. (47)

v
Recordemos que esta ecuacién fue hallada empiricamente. Joule realizé una serie de expe-
rimentos adicionales con gases “ideales” que nos expresan propiedades de la energia interna

de un gas ideal.

El experimento es una expansion libre. Vea la Figura 9. Un recipiente completamente
aislado del exterior, i.e. con paredes aislantes, tiene en su interior un fluido, digamos agua,
y otro recipiente con un gas, inmerso en el agua y con paredes diatérmicas, digamos, de
vidrio. El recipiente interior esta separado en dos volimenes V) y V5 conectados por un
tubo con un tapén. Inicialmente, todo el gas se encuentra en el volumen V; y el volumen
V5 se encuentra al vacio.

termometro

Figura 9: Experimento de Joule de la expansién libre de un gas.

El sistema se encuentra en equilibrio termodinamico. Por lo tanto, el gas y el agua
tienen la misma temperatura 7'. Podemos considerar que las variables termodinamicas del
gas sean V1, T,y N, la cantidad de gas. La energia del gas toma un valor £y, = E(N,V;,T).

El experimento consiste en remover el tapén de manera “instantanea”, esto es, lo su-
ficientemente rapido para que el gas no se “entere” y, como consecuencia, se expanda
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libremente del volumen V; al volumen V; + V5. El proceso es claramente uno de no equi-
librio, y por “libremente” entendemos que se expande sin ninguna resistencia y, por lo
tanto, no se realiza trabajo en este proceso, es decir, el gas no ejerce ninguna presion al
expanderse. Como las paredes de vidrio que separan al gas del agua son rigidas, entonces,
el trabajo sobre el gas es cero, W = 0.

Por otro lado, el sistema completo, recipiente con el gas mas el agua, se encuentra
aislado, por lo que no hay trabajo ni calor desde el exterior, y por lo tanto no hay cambio
de la energia total,

AEr = AE s + ABogua = 0. = AEys = —AEuu4 (48)

Como ya argiiimos que el trabajo es cero, esto implica que la tnica forma de transferen-
cia de energia entre el gas y el agua es a través de calor. Sin embargo, la observacion
experimental de Joule es que, al final, la temperatura del agua permaneci6 sin alteracion
e igual a la temperatura inicial, y, por lo tanto, la del gas tampoco cambié. La ausencia
de cambio de temperatura del gas indica que no hubo transferencia de calor. Pero si no
existe transferencia de calor ni de trabajo, entonces

AE,q, =0 (49)

es decir, hallamos que la energia del gas ideal permanece constante en una expansién libre.
Sin embargo, dado que el volumen del gas si cambid, de V; a V; + Vs, el resultado que
sigue es que la energia de un gas ideal, como funcién de N, V,T no depende del volumen
V,s6lode Ny T,

E =E(N,T) Gas Ideal. (50)

Revisemos como llegamos a esta conclusion: El estado inicial es (N, V1, T); la energia
del gas es By = E(N,V;,T). El gas se expande libremente, y se observa que si el gas es
ideal, entonces la temperatura no cambia. Por tanto, al final, el estado es (N, V] + V5, T)).
La energia toma un valor Ey = E(N,V; + V5, T). El anélisis de la Primera Ley nos lleva
a la conclusion que la energia permanece constante, es decir, '} = E5. Esto implica que
E(N,V,T) = E(N,V; + V5, T). Esta igualdad sélo puede ser cierta si la energia NO
depende del volumen, y obtenemos la expresion (50).

Dos notas de advertencia. Una, la no dependencia de la energia en el volumen, y sélo
en la temperatura y el nimero de particulas, es solo cierto para gases ideales. Y dos, la
no dependencia en el volumen V es sélo cierta cuando las otras variables son N y T
por ejemplo, de la ecuacion de estado de gas ideal, pV = NEKT', podemos despejar Ty
sustituirla en la ecuacién de la energia (50): encontraremos que E depende de p y V. Mds
abajo veremos esta dependencia explicitamente.
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8.4. Trabajo isotérmico del gas ideal

Como contraste al problema anterior de la expansion libre, consideremos un gas ideal
que sufre un proceso quasiestatico y que pasa solo por estados de equilibrio, y que se
realiza a temperatura constante 7" (se mantiene fijo el nimero de particulas ). El proceso
se muestra en el diagrama p — V. La curva es una hipérbola dado que en ese proceso
p = constante/V. Si el proceso es de V1 a V5 con Vo > Vi, decimos que es una expansién
isotérmica. Si el proceso es de V; a Vj, entonces es una compresiéon isotérmica.

Figura 10: Isoterma de un gas ideal, p = cte/V.

Como el proceso es quasiestatico y pasa por estados de equilibrio el trabajo no tiene
por qué ser cero. Para el caso de una expansion, el trabajo esta dado por
Va
W=— pdV. (51)
Vi
Usando la ecuacién de estado de gas ideal escribimos p = NET'/V, y como el proceso es
isotérmico, entonces

w=-—nkr [ Lav 52
R 52)
que nos da
W = —NEkT In 32 Expansion. (53)
1

Como V5 > Vi, el logaritmo es positivo y, por lo tanto el trabajo es negativo, W < 0
(expansién). Esto es lo que esperamos, es decir, en expansion el gas hace trabajo sobre
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los alrededores. Si consideramos una compresion, entonces los limites de la integral se
invierten y obtenemos

W = —-NEkT lng1 Compresion. (54)
2

El logaritmo es ahora negativo y el trabajo es positivo, W > 0 (compresién). De nuevo,
es lo esperado, los alrededores hacen trabajo sobre el sistema para comprimirlo.

Note que como la energia no cambia en un proceso isotérmico de un gas ideal, el calor
transferido es siempre igual a (menos) el trabajo:

Q) = —W  Proceso isotérmico del gas ideal. (55)
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9. Capacidades Calorificas.

Una manera experimental de estudiar un sistema dado es, externamente, cambiarle
una propiedad termodindmica y medir el cambio de otra. Asi, podriamos cambiarle la pre-
sién a un sistema y observar como cambia el volumen, manteniendo o no otras variables
fijas; a un sistema magnético podriamos aplicarle un campo magnético externo y medir
su cambio en la magnetizacién. Es claro que diferentes sistemas reaccionaran de manera
diferente a cambios iguales de alguna variable. Las cantidades que nos dicen como los sis-
temas “reaccionan” ante cambios o perturbaciones externas se llaman susceptibilidades.
Literalmente, nos indican que tan susceptible es un sistema ante un cambio o perturba-
cion externa. Estas cantidades son muy importantes ya que la manera de estudiar las
propiedades de un sistema es “haciéndole algo”; la susceptibilidades miden las respuestas
ante tal interaccién.

Nuestro primer ejemplo de susceptibilidad son las capacidades calorificas. Su definicién
es la cantidad de calor que tenemos que aplicarle a un cuerpo para incrementar su tempe-
ratura en una unidad. Existen sistemas que ante una cantidad dada de calor incrementan
en muy poco su temperatura, mientras que otros sufren cambios grandes. Las capacidades
calorificas miden que tan susceptible es un sistema a cambiar su temperatura cuando se
le suministra calor.

Consideraremos dos tipos de capacidades calorificas:

e Capacidad calorifica a volumen constante.

Cy = (fg) " (56)

e Capacidad calorifica a presion constante.

aQ
o (%) o

Es decir, se requiere diferente cantidad de calor para aumentar la temperatura en un
grado de un cuerpo, si mantenemos constante el volumen o su presion.

Las capacidades calorificas son extensivas. Es claro, se requiere més cantidad de calor
para calentar un vaso de agua que una alberca. Sin embargo, podemos definir cantidades
intensivas que llamaremos calores especificos, al considerar el calor necesario para elevar
la temperatura en una unidad por gramo, o por mol, o por particula de una sustancia
dada. Por ejemplo, el calor especifico a volumen constante, por particula, es ¢,y = Cy /N.

Notamos que las definiciones (56) y (57) estan dadas en términos de d@Q) que no es
una variable de estado. Sin embargo, podemos relacionarlas con variables que si son de
estado. La Primera Ley para procesos quasiestaticos y de equilibrio nos dice

dE = dW + dQ = —pdV + dQ. (58)
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e Capacidad calorifica a volumen constante V', Cy.

Como las variables relevantes son (T, V, N), consideramos a la energfa interna como
funcién de esas variables, F(T,V, N). Entonces,’

dE = <8E> T + <8E> av + <8E> dN. (60)
or VN ov TN ON VT

Como en el proceso N se mantiene fijo, podemos escribir d/N = 0, y nos queda

ok oF
dE = | — dT + | == av. (61)
ol )y n oV )rn
Sustituyendo en la Primera Ley (58) obtenemos
ok ok
adQ = || =— av — dr. 62
o= |(a),., o]+ (or), &
Dado que el proceso ocurre a volumen constante, escribimos dV = 0 y obtenemos
d oF
a === . (63)
dT' ) v T )y
Por lo tanto, la capacidad calorifica a volumen constante es,
oF
Gy = () | (64
ar VN

o Capacidad calorifica a presion constante p, C,.

Ahora las variables relevantes son (7', p, N), y consideramos a la energfa interna como
funcién de esas variables, E(T,p, N). De la Primera Ley (58) escribimos,

dQ = pdV + dF. (65)

El propésito es escribir el calor como funcién del cambio de N, p,T. Para esto, conside-
ramos tanto a la energfa como al volumen como funciones de N, p, T, i.e. E(N,p,T) y

V(N,p,T),
iE — (aE> dT + <8E> dp + <8E> AN (66)
o) o) \oN)

(gg) V.N (59)

se lee “la derivada parcial de F con respecto a T manteniendo V' y N constantes”. Esto significa ma-
tematicamente que E es funcién de T, V, N y que estas son variables independientes.

9La nomenclatura
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dv = (av) T + (av) dp + (av) dN. (67)
aT ) » ) rn ON) .

Sustituyendo (66) y (67) en (65), y ya tomando en cuenta que dN = 0, obtenemos

oV oF oV oF
aq = |p <> + <> dp+ |p () + () drT. (68)
Ip TN Ip T,N or p,N or p,N
Como el proceso es a p constante, obtenemos
dQ) <6V> <8E )
) —p(2h) () (69)
(dT VN oT pN aT DN
y, por lo tanto, la capacidad calorifica a presién constante es
oF oV
¢, = () p () | (70)
P oT oN oT oN

Un detalle interesante es que esperamos que, en general, C), > Cy; de las expresiones
(64) y (70) observamos que para Cy sélo consideramos el cambio en la energia, mientras
que para C),, ademas de dicho cambio, tenemos que hacer trabajo para mantener la presién
constante. A continuacién veremos que esta desigualdad se cumple para el gas ideal,
usando la Segunda Ley mostraremos méas adelante que la desigualdad siempre es cierta.

Capacidades Calorificas de los gases ideales. Debido a que F = E(N,T) no
depende de V' para los gases ideales, entonces, la sustitucién V = V(N,p,T) en E(N,T)
no tiene ningun efecto. Por lo tanto, es cierto que

(o), = ()., = (7). &

Es decir, la derivada de E con respecto a T es independiente de mantener V' o p constantes;
sustituyendo este resultado en la ecuacién (70) para C, y usando (64), obtenemos

ov
D,
Usando la ecuacion de estado de gas ideal, pV = NET', obtenemos que
Nk
oT o N D
y, por lo tanto,
Cp = Cy + Nk. (74)

Usando Nk = nNgk = nR, con n el nimero de moles,

Cp = Cv + nR, (75)
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- —~ +R (76)

Este es un resultado muy importante (entre otras, por razones histéricas), que nos indica
que la diferencia de los calores especificos molares de los gases ideales, es igual a la
constante universal de los gases. Claramente C),, > Cy.

Experimentalmente se encuentra que mientras més diluido es un gas mas se obedece

C

=Y ~ SR gases monoatomicos
n 2

C 5

-V~ iR gases diatomicos (77)
n

Tipicos gases monoatémicos son los gases nobles, como el Argén, y diatémicos como el
O,, Hs o Ny. En general, las capacidades calorificas de gases ideales son independientes
de Ty, por extensividad, dependen linealmente en N.

Para gases monoatémicos tenemos que

3 oFE
Cy §Nk: = <8T>N (78)
Integrando esta ecuacion obtenemos
3
E(N,T) = iNkT Gases ideales monoatomicos. (79)

Estrictamente deberfamos anadir una constante de integracién proporcional a N (por ser
E y N extensivas); esto s6lo correrfa el cero de la temperatura. Mas adelante veremos que
la existencia de una temperatura absoluta, que coincide con la ideal, nos permite ignorar
esa constante.

Note que una consecuencia de los resultados anteriores es,
dE = Cy dT Gases ideales (80)

sean monoatomicos o no.

Procesos adiabaticos (de gases ideales) . Un proceso adiabdtico es un proceso
quasiestatico, que pasa siempre por estados de equilibrio, y en el que sélo ocurre trabajo;,
por lo tanto d() = 0 en un proceso adiabatico y, por lo tanto, no existe transferencia de
calor:

2
Q= / d(@Q =0 Proceso adiabatico. (81)
1

La connotaci’on “adiabatico” en este curso es en el sentido de un proceso muy len-
to con respecto a otro; asi, adiabatico quiere decir que en el proceso solo cambian las
condiciones externas, pero lo hacen con tal lentitud, que el sistema siempre esté en equili-
brio termodinamico con respecto a los valores prevalecientes de las condiciones externas.
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En nuestro caso, las condiciones externas son el volumen V' y, por lo tanto, sélo puede
realizarse trabajo.

Para el caso especial de un gas ideal, los procesos adiabaticos toman una forma muy
simple. Iniciamos con la Primera Ley de procesos quasiestaticos de estados de equilibrio,
y consideramos un proceso adiabatico, dQ) = 0; entonces dE = dW. Pero dW = —pdV 'y
dE = CydT'. Por lo tanto,

CydTl = —pdV. (82)
Usando la ecuacién de estado de gas ideal pV = NET', tenemos
NET dT Nk dV
Cydl = ——dV = — = ————. 83
v v T T T oY (83)
Integrando obtenemos
T =K' VN, (84)

donde K’ es una constante de integracién que depende del proceso adiabatico en cuestién
(i.e. para diferentes procesos adiabéticos, la constante es diferente). Usando de nuevo la
ecuaciéon de estado de gas ideal, T = pV/Nk, tenemos

pV = (K'Nk) V=NV, (85)
Dado que N no cambia en el proceso, definimos K = NkK’ y nos queda
p=KV N (36)

Recordando que C), — Cy = Nk, llegamos al resultado usual,

pV? = K Proceso adiabdtico, (87)

donde o
=2 88
=G, (88)

Para el caso especial de un gas ideal monoatémico, Cy = 3Nk/2, C, = 5Nk/2 y, por
lo tanto, v = 5/3. En el diagrama p — V' bosquejamos una curva adiabata y una isoterma,
por comparacion, de un gas ideal. Como siempre se cumple que v > 1, las curvas adiabatas
e isotermas se cruzan en un punto, digamos V,, y para V' > V, la adiabata va por debajo
de la isoterma y para V < V, la adiabata va por arriba de la isoterma.
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adiabata

T = cte

v

Figura 11: Adiabata de un gas ideal, p = cte/V"? con v > 1.
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10. El ciclo de Carnot.

El ciclo de Carnot es fundamental para la comprensién de la Segunda Ley como vere-
mos mas adelante. Sadi Carnot lo introdujo en 1824, de manera tedrica, como parte de su
discusion para comprender el funcionamiento de las maquinas térmicas de su época. En
gran medida, podemos afirmar, la maquina de Carnot es la maxima idealizacion de una
maquina térmica real.

Antes de discutir dicho ciclo en detalle, veamos algunos aspectos generales de cualquier
proceso quasiestatico que sea un ciclo. Un ciclo es un proceso que inicia y termina en el
mismo estado termodinamico. Esto implica, inmediatamente, que el cambio de cualquier
variable de estado es cero, i.e. AD = 0 con D cualquier variable de estado. En particular,
el cambio de la energia es cero AE = (. Sin embargo, el trabajo y el calor no son cero.
Vedmos la Figura 12 en la que se muestra el mismo ciclo, sé6lo que realizado, uno en el
sentido “de las manecillas del reloj” (que llamaremos en el sentido positivo) y el otro en
el sentido contrario (sentido negativo).

ciclo positivo ciclo negativo
D a D a

» >
» »

Vv Vv
W =~ pdv <0 W =~ pdV >0
Q=-W>0 0=-W <0
"mdquina" "refrigerador”

Figura 12: Ciclo arbitrario realizado en el sentido positivo (méquina) y en el sentido
negativo (refrigerador).

En el ciclo en el sentido positivo, el trabajo es igual a menos el area encerrada por
el ciclo y, por lo tanto es negativo, W < 0. Hallamos que el sistema hace trabajo sobre
los alrededores; este es trabajo “util” que puede usarse para mover algo externo, e.g.
para levantar un peso. Llamamos a ese uso del proceso una “maquina”’. Note que, por la
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Primera Ley, el calor es Q = —W > 0. Es decir, existe una transferencia neta de calor de
los alrededores al sistema.

Para el caso en el sentido negativo, el trabajo ahora es positivo W > 0 y el calor
negativo () < 0. Para que este ciclo ocurra, los alrededores deben hacer trabajo sobre el
sistema y el sistema debe transferir una cantidad neta de calor a los alrededores. Llamamos
a este caso un “refrigerador”. Més adelante sera claro este adjetivo.

Consideremos al ciclo de Carnot en la direccién positiva, como lo indica la Figura 13.
El cicloes 1 — 2 — 3 — 4 — 1. Aunque el bosquejo de la Figura 13 estd inspirado
considerando al sistema como un gas ideal, resaltamos que dicho ciclo es valido para
cualquier sustancia que se use, siguiendo los mismos pasos; esto lo confirmaremos cuando
estudiemos las consecuencias de la Segunda Ley. El ciclo consta de los siguientes procesos:

1 — 2 Expansion isotérmica a temperatura Ty. Los alrededores ceden una cantidad de
calor );, > 0 al sistema. El sistema realiza trabajo Wg < 0 sobre los alrededores.

2 — 3 Expansion adiabatica. El sistema se enfria de Ty a T;. Evidentemente, Ty > T7},.
El calor transferido es cero y el sistema hace trabajo Wp < 0 sobre los alrededores.

3 — 4 Compresion isotérmica a temperatura 77. El sistema cede a los alrededores una
cantidad de calor Q),; < 0 y los alrededores realizan trabajo W > 0 sobre el sistema.

4 — 1 Compresion adiabatica. El sistema se calienta de Ty, a Ty. El calor transferido es
cero y los alrededores hacen trabajo W4 sobre el sistema.

Figura 13: El Ciclo de Carnot.
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Usando la Primera Ley, podemos escribir
AE =Wr+Qr =0, (89)

donde hemos puesto AE = 0 porque es un ciclo. El trabajo total es negativo Wr < 0
porque el ciclo es positivo, como discutimos arriba:

Wr = W+ Wyp+ We+ Wye
= —|Wg+Wag|+ (We+Wae) <0, (90)

mientras que el calor es positivo,

QT - Qm + Qout
= Q'm - |Qout| > O (91)

Notamos que el trabajo 1util Wr es la diferencia de los trabajos de expansién y de com-
presién.; y notamos también que el calor absorbido por el sistema @, es mayor (en valor
absoluto) que el calor cedido Q. Si Ty # Ty, siempre hallaremos que el trabajo no
es cero, W # 0, (porque el drea encerrada por el ciclo no es cero). A su vez, tenemos
(Wr| = Qin — |Qout|, ¥ cOmo Qpur # 0, se tiene entonces la implicacién que el trabajo til,
en valor absoluto, es siempre menor que el calor absorbido por el sistema, |Wr| < Qy,. Es
decir, en un ciclo, no podemos convertir todo el calor absorbido en trabajo 1til; siempre
“perderemos” una cantidad de calor |Q,y|. De manera un poco mercantilista, definimos
la eficiencia n de una maquina como el cociente del trabajo 1til entre el calor absorbido
por el sistema (que es “gastado” por los alrededores),

[Wr|
n= < 1. (92)
Qin
Es decir, la eficiencia de una maquina de Carnot siempre es menor que 1. Usando la

Primera Ley, podemos expresar la eficiencia de la siguiente manera

|Wr|

Qin

Qin — [Qout|
Qin

Qo
Qin

Hallamos el interesante resultado que la eficiencia de una méquina de Carnot solo depende

de la razon de los calores cedidos y absorbidos por el sistema ... este resultado es, en

realidad, védlido para cualquier ciclo quasiestatico (jpiénsele!), por lo que hallamos que la
eficiencia de cualquier maquina siempre es menor que 1,

=1

(93)

Ciclo de Carnot con un gas ideal. Especialicémonos ahora a suponer que el sistema
que realiza el ciclo es un gas ideal. Veamos en detalle cada proceso del ciclo. Sea N el
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nimero de atomos en el gas y llamemos Vi, Vs, V3 v V} a los volimenes en los puntos del
ciclo.

1 — 2 Expansion isotérmica a temperatura Tj. El gas se expande isotermicamente
de V1 a V4. Como el gas es ideal la energia no cambia,

AEy = E, — Ey, = 0. (94)
El trabajo es
2
Wy — — / pdV
1
Va dV
= —NkT, —
n vw V
\%
= —NkTyln— <0, (95)
%

Como AFE5 = 0, tenemos que @Q;, = —Wg,
v
Qin = NETyIn =2 > 0. (96)
Vi
Los signos son correctos porque V5 > V.

2 — 3 Expansién adiabatica. El gas se expande adiabaticamente de V5 a V3, y se enfria
de Ty a Ty,. Como el proceso es adiabatico Qo3 = 0. Como es un gas ideal el cambio de
la energia es

AEQg = CV (TL — TH) s (97)

donde la capacidad calorifica depende del gas en cuestién (i.e. si es monoatémico o diatémi-
co) pero sabemos que sélo es funcién de N. El trabajo es

WAE = AE23

Ademas, tenemos la siguiente relacién por ser un proceso adiabatico,
Ty Ve~ =T, V5™ (99)

donde v = C,/Cy > 1. Esta ecuacién puede expresarse de una forma més 1til, como
necesitaremos adelante: .
Vo™ T
<2> =L (100)
V3 Ty
3 — 4 Compresién isotérmica a temperatura 7. El gas se comprime isotérmica-
mente de V3 a V. De nuevo, como el gas es ideal,

AE34 = E4 - Eg - O (101)
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El trabajo es

— NETuIn 2 > 0. (102)
v,

Como AFE34 = 0, tenemos que Qo = —We,
Vs
Qout = _NkTH In V > 0. (103)
4

Los signos son correctos porque V3 > Vj.

4 — 1 Compresion adiabatica. El gas se comprime adiabaticamente de V,; a Vi, y se
calienta de Ty, a Ty. Como el proceso es adiabatico Q41 = 0. Como es un gas ideal el
cambio de la energia es

AEy =Cy (Ty —Ty), (104)
El trabajo es
Wac = AEg

Y tenemos ahora la siguiente relacién por ser un proceso adiabatico,
VviNT“Tt T
(1) _ (106)
Vi Tn
Tenemos las siguientes conclusiones. El cambio de energia total en el ciclo es
AE = AElg + AEgg + AE34 + AE41

— AEy+AEy
= 0, (107)

donde usamos los resultados de cada proceso del ciclo, en particular, las ecs. (97) y (104)
nos muestran que AFs3 = —AF,;. Como debe ser, el cambio total de la energia en un
ciclo es cero.

El trabajo total (1itil) es
Wr = Wp+Wap+We+Wye
= Wg+We
Va Vs
= —NkTy In =+ NkTyIn — 108
H Ilv,1 + H nv ( )

4
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donde usamos el hecho que Wap = —W 4. Hagamos uso ahora de las expresiones (100)
y (106). Estas nos dicen que

Voo W

22 _ 1 109

W (109)
que, a su vez, implican

Vo V3

— = —. 110

VW (110)
Sustituyendo esta expresién en el trabajo total, ec.(108), hallamos

Vs
WT:—N]f(TH—TL) In—= <0 (111)

Vi

que es negativo porque Ty > Ty y Vo > V;. Efectivamente, confirmamos que el trabajo
total es negativo, es decir, el sistema hace trabajo sobre los alrededores.

El calor absorbido por el sistema de la fuente externa a temperatura Ty es

Qin = NkTy 111“;2 (112)

1

y el calor cedido por el sistema a la fuente externa a temperatura 77, es

Vs
ot = —NET7 In—
Q t L HV4

v
= —NKT, In—2 (113)

Vi
que nos muestra que |Quu| < Qin. Ademds, con estas expresiones vemos que la eficiencia

toma la siguiente forma, sencilla e importantisima,

|Qout’
n = 1=
Qin
T
= 1- -k (114)
Ty

Es decir, la eficiencia de una maquina de Carnot de un gas ideal sélo depende del cociente
de las temperaturas de las fuentes térmicas entre las que opera. Usaremos este resultado
para definir, usando la Segunda Ley, a la temperatura absoluta como la temperatura de
un gas ideal.

En el Apéndice A se muestra dos realizaciones estilizadas de las mdquinas térmicas
de Carnot y de Stirling, como ejemplo de como se pueden usar las ideas tedricas de
esta seccién para construir una maquina real. La maquina de Carnot es muy dificil de
realizar en la vida real por los intercambios de procesos isotérmicos y adiabaticos. No
asi la maquina de Stirling que, de hecho, es ampliamente usada en la actualidad.

Una pequena llamada de atenciéon. Hemos hallado que todas nuestras expectativas son
correctas al usar el gas ideal, sin necesidad de apelar a la Segunda Ley. La razén de fondo
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es que los resultados empiricos usados, pV = NkT, E = CyT y Cy > 0 son, por supuesto,
consistentes con las Leyes de la Termodinamica.

Bano térmico. De manera deliberada, introdujimos arriba el concepto de fuente
térmica a temperatura T, que también se le llama bano térmico, sin dar un explicacién
apropiada. Ahora proveemos dicha discusion. Llamamos bafio térmico a un cuerpo mucho
méas grande que el sistema bajo estudio, en equilibrio térmico a temperatura 1"y que sélo
transfiere calor al sistema (lo cede o lo absorbe) pero que no realiza ningin trabajo. El
que sea muy grande es que Ng >> N con Np el nimero de particulas del bano y N el del
sistema. Como las capacidades calorificas son extensivas, C# >> Cy, en notacién obvia.
Supongamos que el ba no le transfiere una cantidad de calor —() al sistema, entonces el
cambio de la energia del bano es

AEp = @
= CLAT. (115)

donde AT es el cambio que sufre la temperatura del bano. Note que AFEpg es finita, es
la cantidad de calor —() transferida al sistema. Sin embargo, si el bano es muy grande,
podemos considerlo como “infinito”, es decir C# — oo. Pero como @ es finita, tenemos que
AT — 0. Es decir, un bano térmico es tan grande, con respecto al sistema en cuestion, que
) ) )
al ceder o absorber calor de éste, su temperatura no cambia. En otras palabras, tal cambio
de energia es tan solo una perturbacién al bano ... por supuesto que es una idealizacion,
pero que en la vida real ocurre! por ejemplo, una persona haciendo ejercicio libera calor,
sin embargo, la temperatura de la atmosfera no es alterada.
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11. La Segunda Ley de la Termodinamica

Hasta este punto hemos considerado que en los procesos que sufre un cuerpo la energia
puede transformarse de manera arbitraria en forma de calor y trabajo, siempre y cuando
la energia se conserve. La Segunda Ley, como discutiremos en esta seccién, impone serias
restricciones y asimetrias en la forma en que esos procesos ocurren, como consecuencia de
que existen ciertos procesos que son irreversibles.!® Por un lado esta observacién parece
obvia debido a que en nuestra vida diaria practicamente todos los procesos que vemos
parecen ser irreversibles: lo que se rompe no se “desrompe”, lo que se mezcla no se des-
mezcla, y ante todo, parece que lo que envejece nunca rejuvenece, etc. Sin embargo, lo que
hemos discutido hasta este momento en el curso se ha basado en la Primera Ley, es decir,
siempre y cuando se conserve la energia todo proceso parece ser posible. Mas atin, hemos
considerado una serie de procesos quasiestaticos que, por pasar por estados de equilibrio,
hemos supuesto tacitamente que es posible hacerlos en cualquier direccién. Por ejemplo, si
comprimimos quasiestaticamente un gas a temperatura constante, necesariamente el gas
cede calor a los alrededores. Nada impide (creemos!) realizar el proceso al revés y regresar
al sistema a su estado inicial; para esto, ahora lo expandemos quasiestaticamente pero,
para mantener su temperatura constante, necesitamos ahora proveerle exactamente calor
que cedi6 en la expansion. Estamos afirmando, pues, que esos procesos son reversibles.
Esto podria indicar que todos los procesos pueden hacerse reversibles si podemos realizar-
los quasiestaticamente pasando siempre por estados de equilibrio. Por lo tanto, pareceria
que la irreversibilidad que observamos en la vida diaria es porque los procesos no ocurren
quasiestaticamente, pasando por estados de equilibrio. No es asi. La Segunda Ley se basa
en que existen ciertos procesos que son intrinsicamente irreversibles y que, por lo tanto,
no pueden realizarse quasiestaticamente pasando siempre por estados de equilibrio.

Es importante recalcar inmediatamente que la Segunda Ley no afirma que si un pro-
ceso no es irreversible, entonces es reversible. No, lo que afirma la Ley es que hay ciertos
procesos que son necesariamente irreversibles y que los que no lo son pueden realizarse
reversiblemente, pero también irreversiblemente. Es decir, supongamos que tenemos dos
estados A y B de un sistema dado, incluyendo sus alrededores. El proceso A — B puede
ser reversible si B — A es posible. Sin embargo A — B es irreversible si B — A es
imposible. La Segunda Ley nos garantiza la irreversibilidad, no asi la reversibilidad. Nos
adelantamos, la discusién de esta seccion nos llevara a concluir que existe una funcién
del estado termodindmico, denotada por S y llamada entropia, que nos indica que si la
entropia del sistema mas las de sus alrededores, del estado B, es mayor que la del estado
A, entonces el proceso A — B es irreversible; es decir, el proceso B — A es imposible. Si
la entropia de ambos estados es la misma, entonces podemos disenar un proceso A — B
que sea reversible, o sea, que B — A sea igualmente realizable. Mostraremos mas adelante
(aunque ya lo usamos injustificadamente) que para que un proceso sea reversible, necesa-
riamente debe hacerse de forma quasiestatica pasando siempre por estados de equilibrio

10En realidad, ya hemos hecho uso de la Segunda Ley de manera implicita en los procesos que involucran
a un gas ideal. Esto es, por supuesto, consecuencia de que las propiedades de los gases ideales son acordes
con las Leyes de la Termodindmica.
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termodinamico. Argiiiremos también que, debido a que el relajamiento a equilibrio es un
proceso irreversible, la entropia no solo se incrementa sino que alcanza su maximo valor
(consistente con las demds variables termodinamicas).

La Segunda Ley tiene una ironia fundamental: mientras que la enorme cantidad de
atomos y moléculas que componen a los cuerpos macroscpicos es la responsable de la
irreversibilidad, al mismo tiempo esa misma razén implica que tal propiedad es realmente
estadistica. Esto se debe a que, de acuerdo a la mecénica cudntica y/o clésica, todo proceso
que ocurre en una direccion puede también ocurrir en la contraria, sélo que la ultima en
algunos casos es tan extraordinariamente poco probable, que aparece como imposible.
Este punto se discutird en breve después, su completa elucidacion es tema de la fisica
estadistica. El descubridor de la Segunda Ley, e inventor de la palabra “entropia”, fue
Rudolf Clausius en los 1860’s y fue L. Boltzmann en los 1870’s el que devel6 su caracter
estadistico. A continuaciéon prepararemos el camino para la introduccién de la entropia.
Varios de los teoremas que mostraremos mas adelante han sido copiados casi ad verbatim
del libro Thermodynamics de E. Fermi.

La formulacién empirica de la Segunda Ley, debida a también a Kelvin y Planck, puede
hacerse apelando a dos procesos que son intrinsecamente irreversibles. Estos resultados
estan basados en observaciones experimentales:

e El primero es el hecho que si dos cuerpos estan en contacto térmico (es decir, por
medio de una pared diatérmica) ocurrird que, o no fluye energia entre ellos en forma
de calor, o lo hace espontdneamente de un cuerpo a otro de manera irreversible. En
este ultimo caso afirmamos, de manera arbitraria, que el cuerpo que cede la energia esta a
mayor temperatura que el otro. Hasta este momento solo habiamos definido la temperatura
cuando los cuerpos estan en equilibrio, pero no habiamos indicado el significado de su
incremento o disminucion. Decimos pues que el calor siempre fluye espontaneamente del
caliente al frio, nunca al revés.

e El segundo hecho a recalcarse es que, sin importar la temperatura de un cuerpo,
siempre podemos convertir todo el trabajo en calor. Nunca al revés. El ejemplo mas
importante, y que es el que produce que casi cualquier proceso aparezca como irreversible,
es la friccién; no importa en que direccion realicemos un proceso, la friccién siempre causa
“pérdida” o disipacion de energia.

Dadas las anteriores observaciones (y afirmaciones) de que esos procesos son irreversi-
bles, la Segunda Ley se enuncia por medio de dos postulados equivalentes que consisten en
especificar que los procesos inversos a los dos hechos anteriores, son imposibles. Histori-
camente, los enunciados radicaban en la observacion empirica sobre la imposibilidad de
construir maquinas de movimiento perpetuo (“de la segunda clase”, es decir, que no violen
la Segunda Ley).
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Enunciados empiricos de la Segunda Ley. Los dos enunciados equivalentes son
debidos a Kelvin y a Clausius:

e Postulado de Kelvin (K): Un proceso cuyo unico resultado final sea transformar
calor en trabajo, con el calor extraido de una fuente que mantenga su misma temperatura
durante todo el proceso, es imposible.

e Postulado de Clausius (C): Un proceso cuyo unico resultado final sea transferir calor
de un cuerpo a una temperatura dada a otro cuerpo a mayor temperatura, es imposible.

Para comprender dichos enunciados es crucial el hecho que lo que se niega es “el
unico resultado” del proceso. Es importante, entonces, no sélo analizar lo que le sucede
al sistema en cuestiéon, sino también lo que ocurre con los alrededores.

Existen muchas transformaciones en las que el calor sélo se extrae de una fuente, pero
el resultado final no sélo es convertirlo en trabajo sino que ocurre algo mas. Por ejemplo,
en una expansion isotérmica de un gas ideal la energia no cambia y, por lo tanto, el
trabajo que se realiza es a costa de la extraccion de calor de la fuente que mantiene la
temperatura constante del gas. No se viola el enunciado de Kelvin porque ese no fue el
unico resultado: el gas se expandié también. El postulado de Kelvin esta inspirado en el
hecho que no es posible, de manera ciclica, extraer calor de la atmésfera (o del mar, o de
la energia almacenada en la Tierra) y convertirlo en trabajo sin hacer algo més.

El enunciado de Clausius es acorde con el hecho de que si dos cuerpos estéan en contacto
térmico y tienen diferentes temperaturas, el calor siempre fluird del cuerpo mas caliente
al més frio, nunca al revés. Sin embargo, es mas general que eso. Es decir, podemos
considerar dos cuerpos que no estén a la misma temperatura y que no estén en contacto
térmico, y que por medio de un proceso, tan complicado como se quiera, se logre transferir
calor del frio al caliente. El enunciado de Clausius nos dice que esto sélo puede lograrse
si ocurrié algo mas, si no, es imposible.

Los postulados de Kelvin y Clausius son equivalentes. La manera de mostrarlo es
hallando que si uno no se cumple, el otro tampoco. Veamos.

NO K — NO C. Supongamos que el enunciado de Kelvin no es cierto. Podemos entonces
convertir en trabajo el calor extraido de una fuente a temperatura 77 como unico resultado.
Por friccién todo este trabajo puede convertirse en calor y transferirlo a una fuente a
temperatura T, > T7. Es decir, logramos transferir calor de un cuerpo a temperatura 7T
a otro a temperatura T, > T} como unico resultado. Esto es una violacién al enunciado
de Clausius.

NO C — NO K. Supongamos que el enunciado de Clausius no es cierto. Sea una maquina
de Carnot (de gas ideal) operando entre dos temperaturas Ty > Tp. Recordamos que
Wr = Qin + Qout donde Q;, es el calor que la fuente Ty cede al sistema, mientras que
Qout €s el calor que el sistema cede a la fuente T7,. Como el enunciado de Clausius no es
valido, podemos transferir una cantidad de calor @);, de T, a Ty como Unico resultado.
Notamos que la fuente Ty recibié y cedié la misma cantidad de calor y quedo igual. El
sistema operd en un ciclo y quedé igual también. Por lo tanto, como tnico resultado, se

20



realiz6 trabajo a costa del calor @y, — |Qou| que se extrajo de la fuente a temperatura
T;,. Esto es una violacion al postulado de Kelvin.

Ciclo de Carnot con sustancias arbitrarias. La discusion de la seccion 10 es sélo
justificable si el sistema que realiza el ciclo es un gas ideal. Supongamos ahora un ciclo
de Carnot con una sustancia arbitraria, no ideal. Por cuestion de rigor, llamemos ¢; a la
temperatura empirica de la fuente “caliente” y t5 ala “fria”. El ciclo es el mismo, expansién
isotérmica a t;, expansion adiabatica de t; a ts, seguido de compresiones isotermica a t,
y adiabatica de t5 a t;, con todos esos procesos siendo reversibles. Como no conocemos
la ecuacion de estado de la sustancia, no podemos calcular las cantidades de calor y
trabajo en cada parte (i.e. estrictamente no podemos dibujarlo en un diagrama p — V'!).
Sin embargo, podemos mostrar lo siguiente: Si al final del ciclo el sistema hace trabajo,
es decir W < 0, entonces @)1 > 0y ()2 < 0, donde los subiindices indican con cuél fuente
se hizo la transferencia. Es decir, mostraremos que el sistema absorbe (); de la fuente a
t1 v cede ()7 a la fuente a t,.

Demostracion: Contrario al enunciado, supongamos que ()2 > 0. Es decir, suponemos
que el sistema absorbié ()5 de la fuente a t5. Ahora ponemos las dos fuentes en contacto
térmico, y como t; > ty, dejamos fluir calor de la primera a la segunda hasta que la
fuente t5 haya absorbido una cantidad ()5 de la fuente a t;. La fuente a t5 queda igual
que al principio y hemos logrado que el calor Q1 — |Q2| extraido de la fuente a t; se
haya convertido en trabajo como unico resultado, en franca violaciéon al postulado de
Kelvin. Por lo tanto, la suposicion es incorrecta y ()2 < 0, es decir el sistema cede tal
calor a la fuente a t,. Como, por hipdtesis, Wy < 0, se sigue de la Primera Ley que

Q1 = —Wr—(Q2 > 0. QED. Como una simple consecuencia, hallamos que la eficiencia es
|Wr| Q2

= =1 =2 116

(o) Qi (116)

Eficiencias de las maquinas reversibles e irreversibles. Ahora mostraremos dos
resultados fundamentales: Dadas dos fuentes ¢; > 3, (1) todas las maquinas de Carnot
reversibles operando entre entre dichas fuentes tienen la misma eficiencia. (2) Todas las
maquinas de Carnot no reversibles operando entre dichas fuentes tienen una eficiencia
menor que las reversibles. Enunciamos el problema de la siguiente manera:

Sean dos fuentes a t; y ts con t; > ty. Sean dos maquinas de Carnot con diferentes
sistemas operando entre dichas fuentes. Sean Wy, (1 vy ()2 los correspondientes a la
primera méquina que se sabe es reversible, y sean Wi, Q) y @) los correspondientes a
la segunda maquina que no es necesariamente reversible. Los siguientes enunciados son
ciertos:

(I) Si la primera maquina es reversible,

(117)
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(IT) Si la segunda maquina también es reversible,

Q1 @

Qo @4l

(118)

Demostracion: Primero, usando la Primera Ley, establecemos que en un ciclo se cumple
que
—Wr =01+ Q2 (119)

—Wr = Qi + Q. (120)

Segundo, notamos que con la precisién necesaria, podemos aproximar el cociente de los

calores Q1 y @)} como

N/
9

donde N y N’ son dos nimeros enteros positivos.

Consideremos ahora N’ ciclos de la mdquina no necesariamente reversible y N ciclos
de la maquina reversible, pero operada en reversa (esto se puede hacer porque la méquina
es reversible). En este caso Wr > 0, se hace trabajo sobre el sistema; Q2 > 0, el sistema
absorbe calor de la fuente a t9; y @)1 < 0, el sistema cede calor a la fuente a ;. La mquina
no necesariamente reversible opera en la direccién positiva, es decir, Wi < 0, @} > 0y

Q5 < 0.
Después de los N y N’ ciclos, se tiene el siguiente balance:

e El trabajo total es
Wtotal - NWT + ]\/v/VVIJ/ﬂ7 (122)

y resaltamos que no sabemos, a priori, el signo de Wiyzq;.

e El calor cedido o absorbido por la fuente a tq,
ngal = NQ, + N'Q;. (123)
Usando la suposicién entre los calores @1 v @)}, dada por la ec.(121), hallamos que
ot = —N|Qi| + N'Q; = 0. (124)

Es decir, la fuente cedié y absorbié la misma cantidad de calor.

e El calor cedido o absorbido por la fuente a ts,
2 _ 1y
Qtotal - NQZ + N QQ' (125)
De manera similar al trabajo total, no sabemos a priori el signo de esta cantidad de calor.

La Segunda Ley resuelve el problema. Veamos.
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Usando la Primera Ley hallamos que debe cumplirse que
—Wiotat = ngal + ng(xla (126)
pero como ngal = 0, tenemos el resultado
—Wiotar = gZal- (127)

Si Wiotar < 0, concluimos que como tnico resultado final de los IV ciclos en reversa de la
maquina reversible y los N’ ciclos de la maquina no necesariamente reversible, logramos
convertir en trabajo una cantidad de calor ngal extraida de la fuente a t;. Esto es una
violacién al enunciado de Kelvin de la Segunda Ley. Por lo tanto, los signos deben ser,

VVtotal Z 0 y Q}Eizal S 0. (128)
Esto implica a su vez que
NQ,+N'Q, < 0
NQy—=N'|@Q3] < 0 (129)
Es decir,
No_ 1@
N’ Q2|
/ !/
Q1] Q2]

donde usamos la suposicién de la ec.(121) en la segunda linea. Rearreglando la desigualdad
arribamos al resultado buscado (I), dado por la ec.(117):

]

Q2] Qs

Si la segunda maquina es reversible, podemos intercambiar el papel de las dos maquinas
en la demostracion anterior y hallariamos,

@i 5 1G] (132)

Q5] T Q2]
Por lo tanto, si las dos son reversibles, combinamos las dos expresiones anteriores y arri-
bamos al resultado buscado (II) dado por la ec.(118):

Qi @il (133)

@5 @2l

. (131)
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La resultado anterior tiene como primera consecuencia que todas las méaquinas de
Carnot reversibles operando entre las mismas fuentes con temperaturas t; y to, tienen la
misma eficiencia:

Ql o
Q5] Q2|
el el
Q5] Q2]
no= (134)
Sin embargo, si una es reversible y la otra no, hallamos,
AN
Qs T Q2]
el el
Q5 — Qs
no< o (135)

Es decir, las maquinas irreversibles operando entre las mismas fuentes tienen una eficiencia
menor o igual que las reversibles.

La temperatura termodinamica absoluta. La sequnda consecuencia del resultado
(I), ec.(117), es que nos permite definir una temperatura absoluta. Note que la relacion
(I) nos dice que la razén |Q1|/|Q2| es la misma para todas las maquinas sin importar de
que sustancia o material estén construidas. Esto nos indica que tal razén sélo puede ser
funcién de las temperaturas t; y to de las fuentes y no de los detalles del material. Es
decir,

@1
—— = f(t1,12). 136
Q)] G Y (136)
Mostraremos ahora que la funcién f(t;,¢2) tiene la siguiente propiedad,
f(tlv tO)
t1,ty) = == 137
f( ' 2) f(t27t0> ( )

para cualquier temperatura arbitraria ty. Considere dos ciclos de Carnot reversibles, C
y (5, que operan entre las temperaturas tg, t1 v to de la siguiente manera. La maquina
('} absorbe una cantidad de calor ); de la fuente a t; y cede calor )y a la fuente a
to, realizando trabajo. La maquina Cy opera en reversa, por medio de trabajo sobre la
maquina, absorbe una cantidad de calor (); de la fuente a t; y cede una cantidad de calor
Qo a la fuente a tg, ; vea la figura 14A. De acuerdo con la expresién (139), las siguiente
relaciones se cumplen,

}gg; — f(tnto) (138)
' Q)
100 = f(ta, t1). (139)
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Dividiendo las expresiones anteriores obtenemos,

Q1] f(t1,t0)
Q2| flta,to) (140)
i i

(B)

Figura 14: (A) El ciclo C opera en la direccién positiva entre t; y to. El ciclo Cy opera
en reversa, o direccién negativa, entre ty y t;. (B) Los dos ciclos Cy y Cy operan en la
direccion positiva.

Ahora operamos de nuevo las dos maquinas C; y Cs, la primera igual que antes, pero
la segunda esta vez en la direccion positiva; vea la figura 14B. Note que la fuente a t, cede
y absorbe la misma cantidad )y, quedando sin cambio, y por lo tanto, el resultado es un
ciclo de Carnot operando entre t; y to, absorbiendo ) de la primera y cediendo ()5 a la
segunda. Por lo tanto, se obtiene

Combinando esta expresion con la anterior, (140), obtenemos la relacién buscada, ecuacién
(137). QED.

Debido a que la temperatura ty es completamente arbitraria, es claro que el cociente
de la expresion (137) debe ser independiente de to. Es decir, debe cumplirse que

0(t1)

f(ti,t2) = 8(ty)’

(142)
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donde 6(t) es una funcién desconocida de t. Sin embargo, hallamos que f(t1,%2) es el
cociente de la misma funcién evaluada en t; y t5. La funcién 6(¢) no puede determinarse
ya que hemos usado ¢ como una temperatura empirica referida a una escala o termémetro
arbitrario (i.e. haciendo uso sélamente del concepto de equilibrio térmico).

Es claro que en vez de usar ¢t podemos usar directamente el valor de # como la “tem-
peratura”. Al mismo tiempo notamos que 6 no esta inicamente determinada ya que si la
multiplicamos por una constante arbitraria K, la relacién (142) se mantiene invariante.
Esto nos indica simplemente que podemos usar diferentes escalas para la temperatura.
Podemos fijarla de una vez por todas usando la escala de Celcius que nos dice existen 100
unidades (o grados) entre el punto de fusién y de ebullicién del agua a 1 atmésfera de
presion.

Los anteriores resultados tienen la siguiente y profunda consecuencia. Si ahora consi-
deramos una maquina de Carnot de un gas ideal operando entre las mismas fuentes ¢; y
to, sabemos que el cociente |@Q]/]|Qs| estd dado por, vea la ec.(114),

] T

Qo] T

donde T} y T5 son las temperaturas del gas ideal, cuando éste esté en equilibrio con las
fuentes t; y to; y recordamos que la temperatura de gas ideal esta definida como el valor
de pV/Nk medido con un termémetro de gas. Esto nos indica que siempre podemos usar
el valor de 6 en la ecuacién (142) como el de T del gas ideal. Es decir, podemos usar la
misma escala y afirmar que

(143)

0="T. (144)
Esto nos garantiza que podemos usar a 1" como la temperatura absoluta.

Es interesante notar que la temperatura absoluta o de Kelvin que usamos tiene en
si una gran arbitrariedad: depende fuertemente de la constante & de Boltzmann. Si le
diéramos a k un valor completamente arbitrario en unidades completamente arbitrarias,
tendriamos otra temperatura. Podriamos hasta definirla de manera no lineal como funcién
de otra variable, i.e. T = T(t), etc. Lo importante es que el producto kT tiene unidades
de energia sin importar la escala ni el valor de k. Asi, lo mas “natural” deberia ser k = 1,
sin unidades. En este caso, la temperatura tendria unidades absolutas de energia. Este es
el punto de vista adoptado en los textos de fisica de Landau y Lifshitz. Sin embargo, la
tradicion de medir a la temperatura en términos de grados Kelvin estd tan arraigada en
nuestra cultura cientifica y tecnolégica que nos seguiremos apegando a ella.
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12. La desigualdad de Clausius

La desigualdad de Clausius es consecuencia directa de la Segunda Ley. Es un resultado
tan importante que merece una discusion detallada. Veremos més adelante que dicha
desigualdad tiene, al menos, dos consecuencias fundamentales. La primera es que da lugar
al concepto de la entropia como variable de estado; y la segunda, es que nos permite
reformular la Segunda Ley en términos de dicha variable. Esta formulacién de la Segunda
Ley es la mas t1til y practica.

La desigualdad de Clausius puede establecerse de la siguiente manera. Sea un sistema
S que realiza un ciclo, obteniéndose una cantidad de trabajo Wg. Durante tal proceso el
sistema intercambia calor con n fuentes a temperaturas 17, Ty, ..., T),. Sean @)y, Qa, .. .,
Q., las cantidades de calor que el sistema intercambia con dichas fuentes. Los signos de
dichas cantidades pueden ser positivos o negativos. Debe ser claro que si el sistema realiza
un ciclo, algunas de las cantidades de calor deben ser positivas y otras negativas; es decir,
no todas pueden ser positivas ni todas pueden ser negativas. Mostraremos que en el ciclo
se cumple que

O

n
2
i=1

Como parte de su demostracion, hallaremos que si el proceso es reversible la igualdad se
cumple.

L<o. (145)

~

Demostracion. Considere que ademas de las n fuentes de calor mencionadas, se tiene
una fuente de calor adicional con temperatura Tj arbitraria. Dada esta fuente, se cons-
truyen n maquinas de Carnot reversibles C; que operan entre las fuentes a Ty v 1; con
las siguientes propiedades: La maquina C; realiza un ciclo entre las fuentes a Ty y T;; sea
Q0 la cantidad de calor transferida entre la maquina 7 y la fuente a Tj; la maquina C; es
disenada tal que transfiere a la fuente a T; el calor —@Q);; vea la Figura 15.

Se tienen dos posibles casos: 1) Supongamos @Q); > 0. Es decir, la fuente a T; cede calor
al sistema S. Entonces, la maquina C; se disena tal que absorbe @;o > 0 de la fuente
a Ty v cede —Q); < 0 a la fuente a T;; de paso, se realiza trabajo W;. El signo de este
ultimo depende si Ty > T;, en cuyo caso W; > 0; si Ty < T; entonces W; < 0. Estas dos
situaciones pueden realizarse porque el ciclo es reversible. ii) Supongamos ); < 0. En este
caso la maquina C; es disenada tal que cede una cantidad de calor ;0 < 0 a la fuente a
a Ty, mientras que absorbe una cantidad de calor —@Q); > 0 de la fuente a T;; de nuevo,
se realiza trabajo W, cuyo signo depende de la relaciéon entre Ty y T;. Notamos que sin
importar el signo de las cantidades de calor, se obtiene que

Qio _ E, (146)
Qi T
sin el uso de valores absolutos. O sea que si @); > 0 entonces Q;9 > 0; y si (); < 0 entonces
Qio < 0.

Veamos ahora el balance de la energia despues de un ciclo. Considerando como un
sistema cerrado al conjunto compuesto por el cuerpo S, las n fuentes a Tj;, la fuente a
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Figura 15: Esquema para la demostracion de la Desigualdad de Clausius.

Ty, las n maquinas de Carnot C; y el agente externo que realiza, o sobre el que se realiza
trabajo, el cambio total de la energi es cero. En particular, notamos que el cambio de la
energia del sistema S y de las n maquinas de Carnot C; es cero porque realizan un ciclo.
Notamos también que el cambio de la energia de cada una de las fuentes a T; es cero:
cada fuente transfiere (); al sistema S pero dicha cantidad es reestablecida por el ciclo C;
al transferirle —(@); a dicha fuente. Sin embargo, la fuente a Tj si transfiere una cantidad
neta de calor al resto del sistema completo, dada por

Qo = Qi (147)
i=1
y esta cantidad de calor se transforma en trabajo,

WT = WS + Z Wz (148)
i=1
La Primera Ley nos indica que debe cumplirse que

Qo+ Wr = 0. (149)

Es decir, hallamos que el trabajo obtenido es a expensas del calor cedido o absorbido por
la fuente a Tj. La Segunda Ley nos indica que debe cumplirse que W > 0, ya que lo
contrario, Wp < 0, es una violacion al enunciado de Kelvin. Esto implica que

Qo = —Wr <0, (150)
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y usando la expresién (147), mas el hecho que las temperaturas han sido definidas como
positivas, obtenemos

=<0 _ i 21 <0. QED (151)

S
Il

—

-

Si todos los procesos involucrados son reversibles, podemos operar todos los procesos
en reversa, y todas las cantidades de calor y trabajo cambian de signo. En este caso,
obtenemos

Y =) (152)

=3

Por lo tanto, para un ciclo reversible de S se cumple que

@ =0 cicloreversible. (153)
o T

En la siguiente seccién usaremos este ultimo resultado para introducir el concepto

de la entropia, y asistidos por la desigualdad de Clausius, ec. (145), reformularemos la

Segunda Ley en términos de propiedades de dicha funcién.
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13. La entropia

En la seccién anterior mostramos que la desigualdad de Clausius establece que
Qi
— <0 154
; T = (154)

para un sistema que realiza un ciclo. La igualdad se cumple para procesos reversibles, y en
ese caso, T; es tanto la temperatura de la fuente como la del sistema mientras intercambian
la cantidad de calor @);. Si ahora consideramos un ciclo arbitrario pero reversible, como
el de la Figura 12, el nimero de fuentes térmicas constituye, en general, un continuo y se
tiene que para una fuente a temperatura 7', la cantidad de calor transferida es d(). Asi,
para un ciclo reversible, se tiene que

Q)

— =0 ciclos reversibles. (155)

T

Si el ciclo es irreversible, pero se tiene un continuo de fuentes, escribiremos,

j{ (i?) <0 ciclos irreversibles (156)

para hacer manifiesto que el ciclo es irreversible y que depende del proceso. Esto sera mas
claro abajo. Es también importante senialar que para los ciclos irreversibles, la temperatura
T que aparece en la integral de (156) es la de la fuente y no necesariamente la del sistema
T’ con el que intercambia la cantidad de calor dQ. Si dQ) > 0, se debe cumplir que T" > T”,
y si dQ < 0 entonces T' < 7", de acuerdo a la Segunda Ley.

Concentrémonos en el caso de procesos reversibles. De acuerdo a nuestra discusion de
las secciones 5 y 6, cuando se tiene que la integral de una cantidad en un ciclo es cero,
el integrando puede expresarse en términos de una diferencial exacta de una variable de
estado. Es decir, la expresién (155) nos indica que el integrando es una diferencial exacta
que denotamos como

aq)
- 9

T

mientras que dQ es inexacta.!’ S es entonces una variable de estado, que llamamos la
entropia del estado termodindmico en cuestién. Para ser mds precisos, como d@ /T es una
diferencial exacta, podemos definir,

ds (157)

B dQ
S(B)—S(A) = — 158
(B)-s(4)= [ %, (158)
donde A y B son dos estados arbitrarios del sistemas. La expresién anterior nos indica
que el resultado de la integral no depende de la trayectoria de ésta, sino sélo de los

estados inicial y final; esto es, por supuesto, lo que significa que dS sea una diferencial

HEsto es andlogo al hecho que mientras dW es inexacta, dV = —dW/p es exacta.
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exacta y que S es una variable de estado. La expresién (158) nos dice, estrictamente, que
la identificacién de la entropia por medio de (157) sélo permite conocer diferencias de
entropias, pero no su valor absoluto. Podemos, siempre, usar un estado termodindmico
arbitrario O como referencia y definir la entropia del estado A como
B dQ

S(A) = T (159)
Asi, dependiendo del estado de referencia tendremos diferentes valores de la entropia del
estado A, aunque debe ser claro que las diferencias de entropias son independientes de la
eleccion de dicho estado de referencia. Es importante resaltar que la Segunda Ley sélo nos
permite introducir el concepto de la entropia con esta ambigiiedad. Sin embargo, cuando
estudiemos la Tercera Ley de la Termodinamica, hallaremos que tal ambigiiedad no existe
ya que el estado de cero temperatura 7' = 0 tiene entropia cero también y, por lo tanto,
éste puede escogerse siempre como el estado de referencia. A reserva de discutir la Tercera
Ley, supondremos a partir de ahora que la entropia de un estado es una cantidad absoluta
y que es una variable de estado, como lo indica (157).

Es muy importante hacer mencién que la entropia es una cantidad que, estrictamente,
sOlo esta definida para estados de equilibrio termodinamico. Esto sigue del hecho que su
deduccion requiere de que los procesos considerados sean reversibles, vea las ecuaciones
(155), (157) y (158). Cémo definirla de manera precisa para procesos arbitrarios fuera
de equilibrio, sigue siendo un problema de frontera. Aunque la temperatura y la presion,
estrictamente también requieren que el estado esté en equilibrio para su correcto uso,
no todas la variables termodinamicas tienen esta propiedad. Por ejemplo, la energia, el
numero de particulas y el volumen de un sistema tienen sentido esté o no el sistema
en equilibrio. Veremos mas adelante que si en un proceso los estados inicial y final de un
sistema son de equilibrio, la termodinamica nos permite calcular el cambio de sus variables
termodindmicas, sin importar si el proceso fue reversible o no.

Extensividad de la entropia. Como ya lo mencionamos anteriormente, la energia
de un sistema macroscopico puede ser considerada como una cantidad extensiva. También,
hallamos que el trabajo reversible dWW = —pdV es una cantidad extensiva porque V' lo
es y p es intensiva. Es evidente, por lo tanto, que el calor es una cantidad extensiva. Por
ejemplo, si necesitamos una cantidad de calor () para calentar un cuerpo de masa M
de una temperatura 7Ty a una temperatura 77, es claro que si el duplicamos la masa del
cuerpo, tendremos que duplicar la cantidad de calor para realizar el mismo efecto. Como
la temperatura es intensiva, la expresiéon (157) implica, por lo tanto, que la entropia es
una cantidad extensiva.

La Segunda Ley expresada en términos de los cambios de la entropia. Esta
es la propiedad méas importante de la entropia. Considere un ciclo que procede de un
estado A a un estado B por medio de un proceso irreversible, y de B a A por medio de
un proceso reversible, vea la Figura 16. La desigualdad de Clausius no permite realizar el
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siguiente calculo

/AB<d]C;2> + BAd;;) < 0 (160)
/B (?) +5(4)=5(B) <0 (161)

o S(B)—S(A) > /AB (sz?) | (162)

Es aqui donde es importante apuntar que la integral sobre la parte irreversible sigue
dependiendo del proceso, es decir, que su integrando no es una variable de estado; en

otras palabras,
B (dQ A [dQ
WF),. 5, o

irrev

Si fueran iguales, seria un proceso reversible! Verifiquelo.

v

Figura 16: Proceso A — B irreversible. Proceso B — A reversible.

La expresion (162) nos dice que el cambio de la entropia entre dos estados de equilibrio
siempre es mayor o igual que la integral de dQ/T de cualquier proceso irreversible que
los una. Obviamente, la igualdad se cumple si unimos los estados A y B por medio de
un proceso reversible. Mas adelante en el curso explotaremos la desigualdad (162) tal y
como estd. Por el momento, consideremos que el sistema en cuestion sea cerrado) y que
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ocurre un proceso, no necesariamente reversible, que lo lleva de A a B. Como el sistema
permanece cerrado, no es capaz de intercambiar calor con sus alrededores. Esto nos dice
que d@Q) = 0 en (162) y, por lo tanto,

S(B) — S(A) > 0 cualquier proceso de un sistema cerrado. (164)

En palabras:

En cualquier proceso de un sistema cerrado, entre dos estados de equilibrio,
la entropia o se mantiene igual o aumenta; nunca disminuye.

Este enunciado es equivalente a los enunciados de Kelvin y Clausius de la Segunda
Ley, y es la propiedad méas importante de la entropia. Es relevante recalcar que el sistema
debe permanecer cerrado durante el proceso; si interactia con sus alrededores, la entropia
del sistema puede aumentar o disminuir; sin embargo, la entropia total del sistema y los
alrededores siempre aumentard o se quedara igual.

Si la entropia de un sistema cerrado permanece constante en un proceso, el proceso es
reversible. Si aumenta, el proceso es irreversible:

AS = S(B)— S(A) =0 proceso reversible (165)

AS = 8(B) — S(A) > 0 proceso irreversible (166)

Hacemos énfasis en la severa consecuencia de este ultimo enunciado: si S(B) > S(A) en
un sistema cerrado, no existe ningun proceso que lleve al sistema de A a B.

Una consecuencia inmediata de la Segunda Ley es que si se tiene un sistema cerrado
(con valores dados de la energia, el nimero de particulas y el volumen) y la entropia ha
alcanzado su maximo valor posible, el sistema ya no puede sufrir ninguna transformacion;
si lo hiciera, resultaria en una disminucién de la entropia. Dicho de otra forma, el estado
mas estable es el estado de maxima entropia. En concordancia con nuestra discusiéon sobre
los estados de equilibrio termodinamico como aquellos que alcanza un sistema cerrado,
consistente con la condiciones externas prevalecientes, identificamos al estado de equilibrio
termodindmico como el mas estable, o sea, el de maxima entropia.

Mas adelante estudiaremos diferentes clases de procesos espontaneos que ocurren en
un sistema cerrado al liberar alguna restriccién interna y verificaremos que la entropia
aumenta al alcanzar el estado final consistente con las restricciones prevalecientes. Tales
procesos espontaneos son, claramente, irreversibles.
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14. La entropia como una relaciéon fundamental

Para procesos reversibles, hallamos que el calor transferido en un proceso infinitesimal

(S
dQ = Tds. (167)

Esta relacién nos permite expresar el cambio de la energia para procesos reversibles en
términos de variables de estado del sistema en cuestién; es decir,

dE = dQ+dw
— TdS — pdV, (168)

y reiteramos que este cambio es a N = constante. Mas abajo permitiremos cambios de esta
variable también. Por el momento, observamos de la expresién (168) que considerando a
la energia como funcién de las variables S, V' y N, es decir £ = E(S,V,N), y dado que

oF oF oF
dE = () ds + () dv + () dN, (169)
oS VN ov SN ON sV
obtenemos oE
T=|— (170)
95 ) n
' oF
=—| = : 171
==(),. o)
Introducimos aqui el concepto de potencial quimico por medio de la relacion,
oF
= | = 172
= (5% (172)

que nos dice que en ain en ausencia de transferencia de calor y de trabajo, la energia
puede cambiar si existe una transferencia de particulas o masa entre el sistema y sus
alrededores. Se le llama a éste “trabajo quimico”. De la expresién anterior, observamos
que el potencial quimico es una cantidad intensiva. Otros aspectos fisicos de esta cantidad
irdn apareciendo conforme avancemos en el curso.

Por lo tanto, en general, para procesos reversibles la Primera Ley es
dE =TdS — pdV + pdN, (173)

donde las funciones T', p y p estdn dadas por (170), (171) y (172). La expresién de la
Primera Ley puede resolverse para la entropia obteniéndose,

_1 P _F
dS = B + ZdV — ZdN. (174)
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El significado de esta expresién es de suma importancia. Recordamos que una de las
hipodtesis es que F, V y N son suficientes para denotar el estado termodinamico de un
fluido simple (i.e. de una sola especie quimica). Notamos que E, V' y N son cantidades
que siempre estan definidas sin importar si el sistema esta en equilibrio termodinamico o
no. No asi con la entropia, que solo esta definida si el cuerpo ha alcanzado el equilibrio.
Por lo tanto, la expresién (157) nos indica que, una vez que el sistema esta en equilibrio,
existe la variable de estado entropia que es funcién de E, V'y N, es decir, S = S(E,V, N).
Llamamos a esta dependencia una relacion fundamental pues contiene toda la informacion
termodindmica sobre el sistema. Del hecho que S = S(F,V, N), inmediatamente se tiene
que

ds = 95 ds + 95 av + 95 dN (175)
) VN ov BN ON BV
de donde hallamos que
1 08
7= (), e
p_ (05
(@), i
' oS
[

Es decir, dado el estado (E,V, N) y conociendo la entropia del sistema como funcion de
esas variables, obtenemos la temperatura T'(E,V, N), la presién p(E,V, N) y el potencial
quimico u(E,V, N) de dicho estado. De la misma manera, cualquier otra propiedad termo-
dindmica del estado puede hallarse conociendo S = S(E, V.N). Por ejemplo, la capacidad
calorifica a volumen constante. Esta funcién esta definida como

oF
= | = . 1
o= (i), i

De la expresién de la temperatura 7' = T(E,V, N) obtenida de (176), resolvemos para
E = E(N,T,V) y aesta podemos derivarla con respecto a Ty obtener Cy.. Se deja como
ejercicio al lector mostrar que Cy puede hallarse también como

83
Cy =T () . (180)
T )\,

Es muy importante recalcar que la relacién fundamental es S como funcion de E, V'
y N. Es decir, si conociéramos por ejemplo, S = S(T,V, N) no podriamos hallar toda
la termodindamica del sistema; esa no es una relacion fundamental. Evidentemente, como
la Primera Ley puede usarse en términos de dE o dS, es claro que £ = E(S,V,N)
tiene la misma informacién matemadtica que S = S(E,V,N). Es decir, E = E(S,V,N)
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es también una relacién fundamental. Més adelante estudiaremos cémo hallar relaciones
fundamentales en términos de (T, V, N) y otras combinaciones de variables de estado.

Resaltamos que hemos sido tacitos en la unicidad de los estados termodindmicos.
Es decir, debemos ser explicitos en el hecho que dado el estado (F,V,N) del sistema,
suponemos que existe un sélo valor de S, T', p y N del estado. Como analizaremos mas
adelante, este requerimiento, en conjuncién con la Segunda Ley, impone propiedades a S
como funcién de (E,V, N). Hallaremos que S debe ser una funcién mondtona y céncava
de sus variables.
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15. Entropia de los gases ideales

Dado nuestro conocimiento empirico de los gases ideales, es decir pV = NET y
E(N,V,T) = CyT, con Cy = 3NkT/2 para gases monoatémicos o Cyy = 5NET'/2 para
gases diatémicos, con C, = Cy + Nk, podemos hallar de manera sencilla la forma de la
entropia para un par de casos que suelen ser muy utiles.

Del cambio de la entropia a N = constante, vea la ec.(174), y usando los resultados
de los gases ideales, obtenemos

1 P
dS = =—dFE + =dV
T +T

dr av
= — + Nk—-. 181
Cy T + v (181)

Como Cy es una constante (a N constante) podemos integrar la expresion anterior y

obtenemos
S(V,T)=CyInT + NkIn'V + constante. (182)

Si deseamos expresar la entropfa en términos de p y T en lugar de V' 'y T' (a N constante),
usamos la ecuacién de estado del gas ideal pV' = NET y resolvemos V' como funcién de p
y T

NEkT
S(p,T)=CyInT + Nkln + constante. (183)
p
Esta ecuacién puede escribirse como
S(p,T)=CyInT+ NkInT — Nklnp+ (NkIn Nk + constante). (184)

Usando la relacion entre las capacidades calorificas de los gases ideales dada por la ecuacion
y tomando en cuenta que NN es constante, obtenemos

S(p,T)=C,InT — Nklnp + constante'. (185)

donde constante es diferente de constante’ pero ambas son constantes.
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16. Consecuencias del maximo de la entropia en un
sistema cerrado

Considere un sistema cerrado compuesto por n subsistemas (separados entre si por
paredes diatérmicas y/o no rigidas y/o permeables). Sean E, V' y N la energfa, el volumen
y el nimero de particulas del sistema cerrado. La propiedad de extensividad de tales
variables implica

E = Ey+E+...+ B,

V= Vi+Wh+...+V, (186)
N = Ny+Ny+...+N, (187)
donde E;, V;, y N; con i =1,2,...,n, son las variables del :—ésimo subsistema.

Sea S;(E;, Vi, N;) la entropia del i—ésimo subsistema. La propiedad de extensividad
de la entropia, implica que la entropia S del sistema cerrado es:

S = Sl(Ela ‘/1; Nl) + SZ(E27‘/27N2) + ... Sn(En7 Vn7Nn)' (188)

La Segunda Ley de la Termodinamica nos dice que, en equilibrio termodinamico, las
variables (E;, V;, N;) de los i = 1,2,...,n subsistemas, sujetas a las restricciones dadas
por (187), toman valores tales que la entropia S del sistema cerrado, ec.(188), es méxima.

Este enunciado de la Segunda Ley es equivalente al otro que dice que en cualquier
proceso que sufra un sistema cerrado la entropia nunca disminuye, es decir, o aumenta
o se queda igual. Aqui distinguimos entre los tres grandes tipos de procesos que pueden
ocurrir en un sistema cerrado:

(a) Procesos reversibles. Estos son procesos ideales, quaisestéticos, en los que en todo
momento existe equilibrio termodinamico entre el sistema en cuestién y sus alrededores.
Una de las principales idealizaciones es que durante los procesos mecénicos de trabajo
no existe friccion; es decir, que existe una separacién completa de los procesos de calor y
trabajo. Asi, lla transferencia de calor solo ocurre entre el sistema y las fuentes de calor
involucradas. Esto permite que el proceso sea reversible y, por lo tanto, la entropia total,
igual a la entropia del sistema mas aquellas de las fuentes de calor, permanece constante.
Son estos procesos los que podemos describir por curvas continuas en los diagramas p— V.

(b) Cambios en las condiciones externas. Para el tipo de sistemas fluidos que estamos
considerando esto siginifica un cambio en el volumen V del sistema completo. Es decir,
un proceso en el que sélo existe trabajo. Por Primera Ley, un cambio en V' por medio
de trabajo implica un cambio en la energia E. Al final del proceso, una vez que se ha
restablecido el equilibrio termodinamico, la entropia del sistema cerrado aumentd o se
qued6 igual. Existe un proceso muy particular, el llamado proceso adiabdtico, que es
aquel en el que sélo cambian las condiciones externas de manera quasiestatica, pasando
siempre por estados de equilibrio, y en el que tanto la entropia del sistema cerrado como
las de los subsistemas, permanecen constantes. El proceso adiabatico es, por tanto, un
proceso reversible.
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(c) Procesos espontdneos. Son los procesos que ocurren en un sistema cerrado al remo-
ver una o mas de las restricciones internas que separan a los subistemas; p. €j. una pared
que era aislante se vuelve diatérmica. En estos procesos los valores (E,V, N) del sistema
cerrado permanecen constantes en el proceso. Los valores (F;, Vi, N;) de los subsistemas
se rearreglan de tal manera que S toma ahora su maximo con respecto a las nuevas res-
tricciones entre los subsistemas. El nuevo valor de S es necesariamente mayor (o igual)
que el que tenia antes de remover la restriccion, ya que de lo contrario no seria el maximo.
Es este tipo de procesos al que le dedicaremos el resto de esta seccién. Aunque no hare-
mos gran referencia al respecto, son estos procesos los que afectan los “mecanismos." la
vida real y que provocan que los procesos reales sean todos, esencialmente, irreversibles;
un ejemplo muy claro es la friccién, es decir, al moverse un cuerpo tipicamente ocurre
transferencia espontdnea de energia de trabajo a calor, a esto le llamamos friccién. Otro
ejemplo, mas sutil, es la transferencia de calor entre diferentes partes de un cuerpo que
no tiene la misma temperatura en todas ellas, este proceso es espontaneo también y es
irreversible. Y uno mas es la mezcla de sustancias ... son estos procesos los que ocurren
cuando un sistema, estando fuera de equilibrio, relaja al equilibrio.

Condiciones del maximo de la entropia. Desde un punto de vista puramente
matematico, la condicion del maximo de S quiere decir que las variables

(ElaE27"‘7En;‘/17‘/27’"aVn;N17N2a"'7Nn)

sujetas a las condiciones (187) con (E,V, N) constantes, toman los valores

(EhE?a---7En;‘_/la‘_/%'"7Vn;N17N27"'7Nn)

tales que

S(E17E27"'7En;‘717‘727"'7VH;N17N27“'7N7L>
dada por (188) adquiere su valor maximo.

La condicién de maximo se expresa como sigue: Para cualquier cambio 6 E;, 6V;, y/o
dN;, sujeto a la condicién (187), el cambio en la entropia es tal que

58S = 0 (189)
528 < 0. (190)

Como dFE =0, 6V =0y 6N =0, las condiciones (187) implican

SEy + 6By + ...+ 6E, = 0
SVi+06Va.. 46V, = 0 (191)
SNy + 0N,y ... 46N, = 0 (192)

En lo que sigue estudiaremos sélo las consecuencias de la condicién S = 0. Hallaremos
que esta condicion siempre implica el equilibrio térmico, es decir que la temperatura es la
misma en todos los subsistemas; veremos que para el caso de paredes no rigidas implica la
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igualdad de las presiones, y para el caso de paredes permeables nos conduce a relaciones
entre los potenciales quimicos.

La condicién §2S < 0 garantiza la estabilidad de los estados de equilibrio. Dejaremos
este estudio para mas adelante.

Consecuencias de la condicién 0S5 = 0 del maximo de la entropia, Una
vez que hemos visto qué quiere decir la condicién de maximo, analicemos ahora algunas
consecuencias. Por simplicidad, analicemos primero un sistema cerrado compuesto por
dos subsistemas. Asi,

E = E1+E2
V = Vi+VW (193)
N = N+ N, (194)

donde E;, V;, vy N; con ¢ = 1,2 son las variables de los subsistemas. La entropia S del
sistema cerrado es,

S:Sl<El7‘/17N1)+SQ(E27‘/27N2>' (195)

Debido a que la pared que separa los dos subsistemas puede tener mas de una restriccion,
analicemos los diferentes casos por separado:

i) Pared diatérmica, rigida e impermeable. En este caso Vi, V3, Ni, Ny permanecen
siempre constantes, por lo que no existe ninguna condicién sobre ellas. No asi sobre las
energias. La pared diatérmica permite el flujo de energia entre ellas, en forma de calor,
hasta que en equilibrio toman los valores E; y F,. La entropia total es funcién de E; y
Ey, S = S(E, Es); sin embargo, la condicion E = E; + Fy = constante, nos dice que
s6lo una de las variables es independiente, digamos Ej, es decir § = S(E;). Véamos la
condiciéon de maximo 0S5 = 0 en equilibrio:

(05 05,
AP 0

La derivada de Sy puede escribirse como

05, 055\ 0F; 055
= =—| == 197
(o) = (22 o =~ (522 o
donde en la segunda igualdad usamos el hecho que F = E; + F5 = constante. Por lo
tanto, en equilibrio

85’1 a52
08 = | == 0E — | — 0F; = 0. 1
o= (el (a), om0 o8
Sin embargo, como JFE; es arbitraria, se sigue que
051 0S5,
Z-l = [ == ) 1
(el = e, o
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Recordamos ahora que la temperatura de cualquier sistema esta dada por

1 08
L 2
T (aE'>N,V7 ( OO)

es decir la derivada de S con respecto a E cuando S es funcién de (E,V, N).

La condicién (421) nos dice

1 1
T 1 =1 (201)
es decir, la condicién de maximo se traduce en el hecho que los valores E; y E» que las
energias de los subsistemas adquieren, son tales que la temperatura de los subsistemas es
la misma.

Esta condicién puede extenderse a cualquier nimero de subsistemas separados por
paredes diatérmicas. Sean n subsistemas cuyas energias son F;, ¢ = 1,...,n. La entropia
del sistema cerrado es

S(Ey, ..., Ey) = S1(Ey) + Sa(Ey) + -+ Sp(Ey), (202)

sujeta a la condicién

con E = constante. Para hallar la condiciéon de maximo de la funcién (202) sujeta a la
restriccion (203), recurrimos a la técnica de los multiplicadores de Lagrange. Esta establece
definir una nueva funcién,

S’(El,...,En;)\):S(El,...,En)Jr)\(E—Zn:EZ-) (204)

i=1

tal que no esté sujeta a la restriccién (203). S” depende también de una variable adicional
A, llamada multiplicador de Lagrange, y cuyo valor esta por determinarse. Se deja como
un ejercicio al lector demostrar que, si (Ey, E, ..., E,) maximizan a S’, también lo hacen
a S. Como no existe ninguna restriccién para S’, el maximo de la funcién se encuentra
con las condiciones

05’ 0S5’ 085’ a5’
=0 =0 - =0 = 0. 205
0E, ' 0B, 0E, 7 oA (205)
Las primeras n condiciones nos indican que
a8 oS 08
<8E> - <0E> = <8E ) = (206)
L/ HE:)} 2/ HE} "/ {Eq}
mientras que la iltima B ) B
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Usando la ecuacién (202) de la entropia S, las relaciones (206) implican que las tempera-

turas 7}, dadas por
1 05,
L ( ) (208)
T OE; Vi,N;

son iguales. Sea T dicha temperatura; por lo tanto el multiplicador de Lagrange es \ =
1/T. En conclusién, el maximo de la entropia S del sistema cerrado, ec.(202), implica que
los subsistemas que componen al sistema cerrado tienen la misma temperatura.

ii) Pared aislante, no rigida e impermeable. Consideramos de nuevo un sistema ce-
rrado compuesto por 2 subsistemas (la extensién a n subsistemas puede hacerse siguiendo
la técnica de los multiplicadores de Lagrange, como se hizo arriba). En este caso sélo
podemos afirmar que N; y N, permanecen constantes. Claramente V; y V5 si cambian.
Este cambio implica que, en general y debido a la Primera Ley, existe transferencia de
energia entre los subsistemas en forma de trabajo. Por lo tanto, £y y Fy también cambian;
la propiedad aislante de la pared solo indica que no hay transferencia de energia entre los
subsistemas en forma de calor. Debido a las restricciones (194), la entropia total sélo es
funcién de una energia y de un volumen, digamos de F; y de Vj; es decir S = S(Eq, V7).
La variacién es, ahora,

(05 055 051 095,
55_<8E1>5E1+<8E1>6E1+<8W>5m+<8%>5%' (209)
Las derivadas de Sy pueden escribirse como
052\ [0Sy OFy %
<8E1> B <0E2> OB, <8E2> (210)
05, _ 055\ 0V, _ % (211)
oVi oV, ) OV 0V,

donde en la segundas igualdades usamos que £ = E1+F, = constante, y que V = V|+V, =
constante. Por lo tanto, en equilibrio

55 — (aSl> 5E, — (‘952> 5B, +
o0F, BT o0F, Bolls
831 052
— oV, — | == oV, =0. 212
(8%) BT ' <8V2> BV 1 (212)

Como dF; y dV; son arbitrarias, obtenemos las siguientes condiciones

s\ _ (9%
OB\ )| v, \OE

Bs,Va

(213)




La primera condicién es otra vez la igualdad de las temperaturas, i.e. 77 = T5. Para
la segunda igualdad recordamos esta vez la relacién con la presion p del sistema,

P 85)
Zo(22) (214)
= (),

es decir la derivada de S con respecto a V' cuando S es funcién de (E,V, N).
La segunda igualdad de la ec.(213) implica que
Pr_ P2

_ P 215
T (215)

pero como T} = T5, entonces
p1=Dp2 =p- (216)
Aqui concluimos que la condicién de maximo se traduce en el hecho que los valores E,

FE,y, Vi v V5 que las energias y volimenes de los subsistemas adquieren, son tales que la
temperatura y la presion de los subsistemas son iguales.

ii) Pared aislante, rigida y permeable. Si la pared permite el intercambio de particu-
las, el argumento del caso anterior se puede aplicar de manera analoga cambiando el
papel del volumen por el del nimero de particulas. Por Primera Ley, el resultado es que
la energia cambia también y, por lo tanto, las temperaturas de los subsistemas son igua-
les. Del balance de interacambio de particulas ahora tenemos que se obedece la siguiente

igualdad,
()]~ (o) e
0N, By Ny ONs By N ’
es decir,
M1 He
gL 2 21
oI (218)
donde hemos usado que el potencial quimico esta dado por
(3 <
—=—| = . 219)
T ON BV

Como las temperaturas son iguales, entonces se sigue que los potenciales quimicos son
iguales entre dos sistemas en equilibrio y que intercambian particulas, de la misma especie
quimica, entre ellos.

Una conclusién final es que si consideramos a un sistema cerrado, de una sola especie
quimica, en equilibrio termodindmico, en cualquier parte del cuerpo se tiene la misma
temperatura 7', la misma presién p y el mismo potencial quimico . Esto se sigue si supo-
nemos que el cuerpo macroscépico puede dividirse imaginariamente en un nimero grande
de subsistemas, a su vez macroscopicos; claramente, los subsistemas intercambian energia,
volumen y particulas. Las tres condiciones de equilibrio arriba mencionadas aplican y se
llega a la conclusién enunciada. Adicionalmente, podemos afirmar que la densidad de
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particulas, es decir, el nimero de particulas por unidad de volumen, es la misma en to-
do el cuerpo. En otras palabras, el cuerpo es homogéneo en equilibrio. Para mostrarlo,
consideremos las expresiones T = T(E,V,N) y p = p(E,V, N). De la primera resolvemos
E = E(T,V, N) que sustituimos en la segunda obteniendo, p = p(T, V, N). De esta ultima
resolvemos para N = N(V, T, p). Como N es extensiva, dicha relacién debe ser de la forma
N = Vp(T,p), es decir p(T,p) = N/V es la densidad de particulas: es manifiestamente
la misma en todo el cuerpo ... en equilibrio termodinamico la Segunda Ley implica que
los cuerpos son homogéneos. Este es un aspecto de fundamental trascendencia para la
comprensién de las transiciones de fase.
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17. Extensividad y la relacién de Euler

Antes de continuar la discusién sobre las consecuencias de la Segunda Ley, es impor-
tante hacer una discusion mas elaborada y precisa sobre la propiedad de la extensividad
de la entropia.

Por definicién, el nimero de particulas N y el volumen V son variables extensivas.

s decir, si juntamos dos sistemas con N, V3 5, V5, respectivamente, el nimero de

Es decir, t d t N1, Vi y Ny, Vo, t te, el d
particulas y el volumen totales del sistema conjunto es

N =N+ N, (220)

V=V, + V. (221)

Si E1 y E» son las energias internas de los sistemas, entonces, en general, no es cierto
que la energia total del sistema conjunto sea también la suma. Sin embargo, para sistemas
macroscopicos con interacciones de corto alcance entre sus moléculas, la extensividad de
la energia es cierta con un alto grado de precisién. Por lo tanto, si nos restringimos a este
tipo de sistemas (que son la mayoria de los sistemas macroscépicos), entonces decimos
que la energia interna también es extensiva:

Es interesante senalar que los sistemas cuyas particulas no interactian a través de poten-
ciales de corto alcance (por ejemplo, interacciones gravitacionales o puramente coulom-
bianas) no alcanzan el equilibrio termodindmico.

Consideramos, entonces, que E, V' y N son extensivas por principio. Con base en este
resultado podemos especificar si una funcién de dichas variables es, o no, también una
cantidad extensiva.

Sea f = f(E,V,N) una funcién de las variables extensivas. Si ante la transformacion

N — AN
Vi — AV (223)
E — \E
con A > 0, ocurre que
FOAE,AV,AN) = Mf(E, V. N), (224)

entonces, f(F,V,N) es extensiva.

La definicién de variable intensiva es que g(E,V, N) es intensiva si ante la transfor-
macion anterior,

g(AE, \V,A\N) = g(E,V,N). (225)
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La Segunda Ley implica que la entropia es extensiva. Por lo tanto, S(E,V,N) debe
ser de la forma

S(E>V>N) = Esl(

(226)

Es decir, cualquiera de las formas anteriores satisface el requerimiento de extensividad
dado por la ecuacién (223). Si sumamos las tres expresiones anteriores, y dividimos entre
3, podemos ver que la entropia se puede expresar como una funcion homogénea de primer
orden en E, V y N, multiplicadas por funciones intensivas,

1 NV 1 E N 1 EV

S(E,2V,N)=-Es1(—,—= —, =)+ = —,—).

De hecho, esta es una manera de expresar la extensividad también: Una funcién es exten-
siva si es funcién homogénea de primer orden en sus variables extensivas.

(227)

Véamos ahora el valor de tales funciones sy, s5 y s3. Primero recordamos que S(E,V, N)
es la relaciéon fundamental de la termodinamica porque contiene toda informacién termo-
dindmica sobre el estado del sistema. Es decir,

oS 1
. S 228
(52),, -7 &
oS P
e - £ 229
(), + =
' oS
1
2 - _= 230
(%), % =
De aqui concluimos que
1 p K
= _—dE + =dV — =dN 231
dsS Td + TdV Td (231)
o alternativamente
dE =TdS — pdV + pdN. (232)

Usando el hecho que S(E, V, N) es extensiva y suponiendo que A = 1+¢, de la ecuacién
(223) se sigue que

S(1+e)E, (14 €)V,(1+€)N) = (1+¢)S(E,V,N). (233)

Desarrollando ambos lados de la ecuacién alrededor de € = 0 y tomando el limite e — 0,

obtenemos o5 . o
S(E,V,N)=|——= E+ | — V+|=— N. (234)
oE NV oV BN ON BV
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Usando las expresiones (228)-(230), la relacién anterior puede reescribirse como

1 p p
—_FE+Lfy_LEN 2
S=2B+5V - 2N, (235)

que nos dice que S es extensiva porque es una funcion homogénea de primer orden de sus
variables extensivas.

Si de la ecuacion anterior despejamos E, obtenemos
E =TS —pV + uN. (236)

Esta expresion es la llamada Relacion de Euler. Es fundamental en la teoria de la termo-
dindamica pues expresa la relacion que existe entre las variables extensivas.

De la presente discusion resaltamos dos puntos importantes: (i) es claro que 7', p y p
son intensivas, por ejemplo,

V N
(ii) La entropia realmente sélo depende de dos variables intensivas también; vea cualquiera
de las expresiones (226). Esto es, debido a la extensividad de S, siempre podemos escribir

T=T (237)

EV

S =N S(N, N)

(238)
Es decir, la entropia por particula s = S/N (cantidad intensiva) sélo depende de dos va-
riables intensivas, E'/N la energia por particula, y V/N el volumen por particula. En otras
palabras, la determinacion de los estados termodindmicos sélo requiere de dos variables
intensivas y no de las tres variables extensivas por separado!?. Usaremos este hecho para
la siguiente discusion sobre la estabilidad de los estados termodinamicos.

12Cuando analicemos los diferentes potenciales termodindmicos deduciremos cudles pares de variables
intensivas dan lugar a una determinacién tnica del estado termodindmico y cudles no.
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18. Unas aplicaciones y discusiones sencillas de la Se-
gunda Ley.

Vale la pena hacer una pausa en la discusion formal de las consecuencias de la Segunda
Ley y ejemplificar algunos aspectos sobre su aplicabilidad. La Termodinamica, dado su
caracter universal, no nos permite describir lo que ocurre en un proceso irreversible. Sin
embargo, si los estados inicial y final de un proceso son de equilibrio termodinamico,
entonces la Termodindamica nos permite arribar a una serie de conclusiones generales
sobre el proceso, sea este o no un proceso reversible. Veamos varios ejemplos sencillos.

18.1. Flujo de calor entre dos cuerpos

Supongamos un sistema cerrado compuesto, a su vez, por dos cuerpos en contacto
térmico por una pared diatérmica, pero rigida e impermeable. Supongamos que inicial-
mente los cuerpos tienen diferente temperatura, 7y > 75 sin pérdida de generalidad.
Sabemos que se inicia un proceso irreversible de transferencia de calor del cuerpo “1”7 al
“27 hasta que el sistema compuesto alcance el equilibrio. Si no existe ningin otro cambio
en el cuerpo (i.e. si las paredes son verdaderamente rigidas e impermeables) entonces, por
Primera Ley, podemos afirmar,

AEl + AEQ - O AEl = Ql AEQ = Qg Ql - —QQ. (239)

La Segunda Ley nos dice que cuando alcancen el equilibrio la temperatura T' de ambos
cuerpos sera la misma. Suponemos que los estados inicial y final son de equilibrio, es
decir, el sistema “1”va del estado (T1,V4, N) al (T,Vi, Ny), v el “2”del (T3, V5, Ny) al
(T, Vo, N3). Aunque el proceso es irreversible, dado que los estados inicial y final son de
equilibrio, podemos conectar los dos estados por medio de un proceso reversible arbitrario.
Escogemos un proceso, en cada subsistema, a V' y N constantes. Esto es, procesos con
cero trabajo y sélo transferencia reversible de calor a V' y N constantes. El calor reversible
en cada caso es, 1 = 1, 2,

final
Qe = / T dS

nicial

T i
_ / 7 (95 aT’
T o1’ Vil;

T .
— / cWdar (240)
T;

Es importante senalar que tal proceso reversible sélo se puede realizar si el sistema in-
tercambia calor con un continuo de fuentes de calor que difieren infinitesimalmente en su
temperatura. Un resultado tinico en este caso es que, si no ocurrié ningin otro proceso,
podemos igualar el calor realmente transferido irreversiblemente con el calor reversible
del proceso considerado, es decir ()1 = Q7% v Q2 = Q5. Si hubiéramos considerado cual-
quier otro proceso reversible uniendo los estados inicial y final, ya no hubiéramos podido
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hacer tal igualacién, y por supuesto, en tal caso el calor reversible no estaria dado por la
expresion (240).

En la siguiente seccién mostraremos que la Segunda Ley implica que la capacidad
calorifica siempre es positiva, C'y > 0. Por lo tanto, el calor reversible ()7°” es positivo
si T' > T; y es negativo si T' < T;. Como supusimos que 77 > T, y como ()1 + Q2 = 0
entonces se sigue que 7' no puede ser ni mayor que ambas Ty T ni tampoco menor que
las dos, es decir debe ser cierto que T, < T' < T}. En este caso @)1 < 0 y ()3 > 0, como
era de esperarse con argumentos empiricos.

Como, en general, la capacidad calorifica a volumen constante es funcién de la tempe-
ratura, no podemos, en general, calcular la temperatura final. Sin embargo, si suponemos
que la capacidad calorifica no depende de la temperatura (como en un gas ideal), podemos
hallar 7". En este caso, obtenemos, 7 = 1, 2,

Qi =CY(T-T). (241)
Usando ()1 + ()2 = 0, la solucién es,
T C‘(/l)Tl + C‘(/Q)T2
oy + o

Recordamos ahora que la capacidad calorifica es extensiva, es decir, la podemos escribir
como

(242)

OV = NCV (243)

donde ¢y es el calor especifico por particula, una cantidad intensiva. Por lo tanto, si un
cuerpo es mucho mayor que el otro, por ejemplo, Ny > N;, entonces C‘(/2 S C‘(/l ), y
consecuéntemente, la temperatura final a orden méas bajo es igual a la del cuerpo grande,
es decir, T' ~ Ty. De hecho, en el limite N;/Ny — 0, el cuerpo “2”se convierte en un bano
térmico. En ese caso, el calor ) = C‘(})(TQ — T1) y s6lo podemos afirmar que Q3 = —Q);.

Como el proceso es irreversible, sabemos que la entropia tuvo que aumentar. Verifi-
quemos esto en el caso que los dos sistemas sean dos gases ideales, con N; = Ny. En tal
situacién sabemos que C"(/l) = C‘(/Q) = Cy vy, por lo tanto T' = (17 + 1»)/2, vea (242).
El cambio de entropia del sistema completo la podemos calcular, nuevamente, usando el
proceso reversible antes mencionado, a V' 'y N constantes,

AS = AS +AS,

T T
- 0 gy / 9% ar
Ty aT/ V,N T> aT/ V,N

c T 41’ T dq7’
N Vﬂ?—i_ VT2 T

T T
— Oyln— +Cyln—
vingp toving

2
T,

esta cantidad es positiva porque T?/T\Ty = (T} + T)? /4Ty T, > 1, verifiquelo.

= C\/ In >0 (244)
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18.2. Expansion o compresiéon de un gas en contacto con un
bano térmico

Considere un gas en un recipiente de paredes diatérmicas en contacto con un bano
térmico a temperatura 7. Inicialmente el gas ocupa un volumen V; y estéd en equilibrio con
el bano, y por lo tanto, tiene temperatura 7T'. El gas se expande a un volumen V5, > V] y se
deja que alcance otra vez el estado de equilibrio, es decir, el gas vuelve a tener temperatura
T al final del proceso. El proceso no es necesariamente reversible, por ejemplo, la expansion
puede ser tan rapida que el gas y el bano dejan de estar uno en equilibrio con el otro.
Analizaremos lo que ocurre en dicho proceso de expansion, se deja al lector estudiar el
caso de la compresion.

El cambio de energia del gas es,

AE=W+Q (245)
donde W < 0, es decir, el gas hace trabajo sobre algin agente externo. ) > 0 es la
cantidad de calor que recibe del bano. El cambio de energia del bano es AEp = —@Q. La
Segunda Ley nos dice que el cambio de entropia del gas obedece,

Q
AS > — 246
> 2 (246)

A su vez, el cambio de entropia del bano es

Q
este resultado sigue de la discusion de la seccion anterior y permite especificar que el
cambio de entropia de un bano térmico en un proceso reversible o irreversible es siempre
el indicado por (247), donde —@Q es el calor que cede o absorbe el bafio. Combinando la
ecuaciones (246) y (247), obtenemos

AS +ASz >0 (248)

de acuerdo con la Segunda Ley. Verifique que el mismo resultado se obtiene en compresion.

Podemos obtener mas informacién. Como los estados inicial y final tienen la misma
temperatura, podemos hallar el calor que se transfiere del bano al sistema si la expansién
fuera reversible, es decir, si la expansion fuera isotérmica. Sea @), > 0 el calor recibido
por el sistema en la expansion isotérmica. Sabemos que

_[raQ
as = [5F (249)
1 2
- = /1 dQ (250)
- QT (251)

30



De acuerdo a la Segunda Ley, ecuacién (246), obtenemos AS > @Q/T, es decir hallamos
que Qe > Q, 0 sea, que el calor recibido en una expansion isotérmica es mayor o igual
al calor recibido en una expansion irreversible en contacto con un bafio térmico. Verifique
que si es una compresion, entonces |Q,e,| < |@Q], es decir, en una compresién isotérmica
el calor cedido al bano es menor que en una compresion irreversible en contacto con el
bano térmico. Esto indica que la eficiencia de un ciclo de Carnot irreversible es menor
al reversible aunque no hubiera pérdidas por friccién! ... mientras mas rapida sea una
maquina mas ineficiente va a ser, piénsele.

18.3. Expansion libre de un gas

Considere un gas (no necesariamente ideal) contenido en un recipiente de volumen V;
con paredes aislantes, rigidas e impermeables, en equilibrio termodinamico a temperatura
T. A su vez, el recipiente de volumen V; se encuentra contenido en otro recipiente mas
grande de volumen V5 > V, también separado del exterior por paredes aislantes, rigidas
e impermeables. Entre el volumen V; y V5 no hay ningin material, es decir, lo podemos
considerar como vacio. De manera repentina las paredes del volumen V; “desaparecen”, tal
que el gas se expande libremente del volumen V; al volumen V5 y, después de un tiempo,
el gas alcanza el equilibrio de nuevo. Este proceso es irreversible, es decir, debe cumplirse
que el cambio de entropia en el proceso obedece AS > 0. Esto lo podemos comprobar en
algunos casos y, en otros, lo podemos usar para predecir otros resultados.

Primero notamos que en el proceso no hubo intercambio de calor con los alrededores,
@ = 0. Lo crucial, que “define.? la expansion libre, es que tampoco se realizé ningin
trabajo con los alrededores, es decir W = 0. Por lo tanto, el cambio de la energia interna
es cero, AF = (. Sin embargo, el sistema si cambi6 su estado, de (N, V1, T1) a (N, Vo, T3).
Es un hecho empirico que ningin gas se calienta, es decir, podemos afirmar que T, < T7.
El caso de la igualdad, podemos comprobar, corresponde a un gas ideal.

Analicemos el case del gas ideal primero. Sabemos que como AE = 0, entonces T, = T7,
la temperatura final no cambia. Notamos que el estado inicial es (N, V;,T1) y el final es
(N, V4, T7), por lo tanto, podemos conectar los dos estados por medio de una expansién
isotérmica de V7 a Vi 4+ V5. Tenemos que

AE = W+Q=0

Vs
_ —/ pdV+/TdS
\%1

Vo
= —NkT ﬂ +TAS
w V

= _NKT ln“;? +TAS =0 (252)

1

por lo tanto,

AS = NkIn 22 > 0, (253)
Vi

efectivamente, es irreversible.
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Si ahora consideramos, de manera empirica, que el gas es real y que se enfria, Ty < T,
podemos afirmar que el estado final es el que se muestra en la figura 17 con (Va, E, T3, .S"),
donde S" > S,y T,qg < Ty < Ty con T,y la temperatura que se obtendria si la expansién
fuese adiabdtica, que corresponde a AS = 0. La temperatura final no puede ser menor a
T,q ya que esto implicaria que AS < 0, en violacion a la Segunda Ley. Conectemos los dos
estados (N, V1,T1) v (N, Vs, Ty) por medio de un proceso reversible a energia constante.
Dicho proceso seria una curva conectando esos dos estados, ya que sabemos que la energia
es la misma en los dos estados. El cambio de la entropia se podria calcular de la siguiente

manera,
E Vo N
AS = / 95N ams [P av g / 95w (254)
g \OF NV vi \OV N.E N \ON BV

La primera y la tercera integrales son cero, pues £ y N son constantes en el proceso y la
segunda se puede expresar como,

INCI b (255)
= — > U.
v T

La integral es evidentemente positiva pues el integrando es siempre positivo. Su valor (asi

como el de T3) lo podriamos conocer si, a su vez, tuviéramos conocimiento de la relacién
fundamental S = S(E,V, N).
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Figura 17: Expansion libre de un gas real. El estado inicial tiene (T3, E, S, V7). La expan-
sién libre lo lleva al estado (75, E, S’,V3), con Ty < Tj, de manera irreversible, S" > S.
Estos estados los podemos conectar por un proceso reversible a £/ = constante. Se mues-
tran también las curvas isotérmicas a T} = constante y la adiabatica a .S = constante. Si
el gas fuera ideal, las curvas isoenergética e isotérmica coincidirian.
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19. La condicién §°S < 0 y la estabilidad de los esta-
dos termodinamicos

El estado de equilibrio termodinamico de un sistema cerrado es el de méaxima entropia;
de acuerdo a la Segunda Ley, esto lo hace el estado méas estable. En esta seccién discuti-
remos como tal condicién de méximo 62S < 0, se traduce en en restricciones que deben
cumplir ciertas cantidades medibles como las capacidades calorificas y las compresibilida-
des.

Como estamos interesados en sistemas termodinamicos que, en general, interactian
con sus alrededores, suponemos entonces al sistema bajo estudio y a sus alrededores como
un sistema cerrado. La entropia del sistema cerrado es

Sy = S(E,V,N) + Sg(Eg, Vi, Ng), (256)

donde S es la entropia del sistema en cuestion y Sk la de los alrededores. Como existe
interaccion entre las partes anteriores, tenemos que la condicién 65t = 0 da lugar siempre
a la condicién T' = Ty y, dependiendo si la interaccién permite cambios en los voltimenes y
en los nimeros de particulas, p = pr v i = g. Ahora estamos interesados en la condicion

§2Sp = 6°S + 6%Sp < 0. (257)

De manera ideal, los alrededores estan compuestos de banos térmicos y de sistemas pu-
ramente mecanicos que realizan o reciben trabajo. Una de las condiciones para que un
sistema sea considerado un bano térmico con respecto a otro, es que el nimero de particu-
las del primero sea mucho mayor que el del segundo, esto es,

Ng>> N. (258)

Sea X cualquiera de las variables E, V' o N. La segunda variacion tiene términos del tipo,

028

2
05 X2

(6X)% (259)

Como X es extensiva, se sigue que

Ps 1
0X? N’

(260)

y lo mismo ocurre con las variables de los alrededores,

028
0X?

1

2 2 4
525k (5X)* ~ 5

(261)

Por lo tanto, 62Sk < 625, y de la segunda variacién de la entropia del sistema cerrado,

ec.(257), concluimos que
625 < 0. (262)
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Es decir, la segunda variaciéon de la entropia del sistema bajo estudio, que en general
interactia con los alrededores, es negativa. Es muy importante recalcar que la primera
variacién de dicha entropia no es cero, i.e. 45 # 0. Geométricamente, estas condiciones
quieren decir que S = S(E,V, N) es una funcién cdncava de sus variables. Sin embargo,
si consideramos la propiedad de extensividad de la entropia, hallamos que S es realmente
funcion de dos variables. Es decir, S se puede escribir como

EV

S(E.V.N) = Ns( 1),

(263)
y por lo tanto, s es céncava en E/N y V/N, en todo estado termodindmico. Vedmos las
consecuencias de este resultado.

La extensividad de S nos indica que la propiedad de concavidad es en solo dos variables.
Tomemos N constante y estudiemos la concavidad en £ y V.!3 La condicién 625 < 0 se
traduce en el siguiente par de relaciones,

0?8
0 264
(557), < 0o
Y 2
s\ (omv)
— < 0. 265
(577), (23) 20
0E? )y,
Se deja al lector que verifique que las dos expresiones anteriores implican que
0?8
— 0. 266
(), < 0on
Vedmos la primera relacion, ec.(264). Recordamos primero que
1 oS
— === . (267)
T OE ) v+
Por lo tanto,
0?8 1 [oT
(ap) =7 <8E> ' (268)
V,N NV
Ahora notamos que
<8T> B 1
OE )y 14 (%)N,V
1
= — 269
CV Y ( )

13Se deja como ejercicio al lector verificar que se puede considerar a E o V como constantes y que al
estudiar la concavidad en las otras dos variables se llega a las mismas conclusiones de N constante.
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donde en la segunda linea usamos la definicion de la capacidad calorifica a volumen
constante. En conclusién, la relacién (264) implica

928 1

Es decir Cy > 0. Esta relacién nos dice fisicamente que si le proveemos calor a un cuerpo
a temperatura constante, su temperatura aumenta; nunca disminuye.

Consideremos la segunda condicién, ec.(265). Primero, reescribimos dicha relacién de

la siguiente manera,
zsy (005 (##) )
ovz) . oE oV (ﬂ) '
OE? )y,

Recordando que

p_ (95 (272)
T NV ) yv
y usando la definicién de la temperatura, ec. (267), podemos escribir
d p o p _% (%)
E,N
— — | === —F— < 0. (273)
(aVT>E,N <8ET>V,N _% (%)E,N

Usando ahora la identidad de Jacobi,

(5) OF
E,N
- " = | — 274
() (7)., o
OF V,N
obtenemos finalmente
0 p 0 p oF
—= —= — 0. 275
ort),.(rt),, (), < &
Identificando el lado izquierdo de la desigualdad, nos da
0 p o p o p oF
— ) (2L a4 = 0. 276
7)., = rt),,  (er), (o) o0 e

Como la derivada es a T' constante podemos factorizarla; ademas, usando el hecho que
las temperaturas sélo pueden ser positivas,'* obtenemos el resultado deseado,

dp
<W>T,N <0. (277)

4Como veremos adelante, la Tercera Ley nos garantiza que T > 0.
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Es decir, si aumentamos isotérmicamente la presién de un fluido, su volumen disminuye;
nunca aumenta. Esta derivada puede relacionarse con la compresibilidad isotérmica k7 de
la siguiente manera,

1 (Vv
= ——(Z=) . 278
=), (278)

Por lo tanto, un estado termodindmico es estable si Cy > 0y kp > 0. Mas adelante
haremos uso de estas condiciones en nuestro estudio de las transiciones de fase. Hallaremos
que si el sistema se encuentra en una situacién que viole las condiciones de estabilidad,
i.e. la Segunda Ley, el sistema sufre una transformacion de fase tal que en el nuevo estado
vuelve a ser estable.

Las condiciones de estabilidad parecen reflejar hechos obvios de la Naturaleza ... eso
es precisamente la Segunda Ley!
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20. Potenciales termodinamicos

La formulacién que se realizé de la Segunda Ley es sélo para sistemas cerrados, en los
que E,V, N son constantes. Esta Ley implica los siguientes resultados:

1) Un proceso A — B de un sistema cerrado es posible, si y sélo si, el cambio de
entropia es mayor o igual que cero,

AS =5 —542>0. (279)
2) La entropia es extensiva:

S=S(E,V,N)=>_ Si(E;,N;,V;) (280)

3) La condicién que la entropia S es maxima en equilibrio, bajo las restricciones
prevalecientes de las cantidades extensivas de los subistemas que componen al sistema,
implica las condiciones de equilibrio entre dichas partes del sistema. Esto es, que las
temperaturas sean iguales, que las presiones sean iguales, etc. Es importante resaltar que
si los susbsistemas estan en interaccion, bajo cualquier tipo de paredes, existe intercambio
de energia entre ellos y, necesariamente, dichas partes tienen la misma temperatura.

4) La entropia S es una funcién céncava de sus variables (E,V, N) y, por suposicién,
es una funcién tinicamente valuada de (E,V, N). Sin embargo, debido a la propiedad de
extensividad, S se puede escribir como S = Ns(E/N,V/N), donde s es una funcién inten-
siva de la variables intensivas E/N y V/N. Por lo tanto, la concavidad es una propiedad
de la funcién s(E/N,V/N) en sus dos variables. Debido a la Tercera Ley (a ser discutida
mas adelante) la temperatura es siempre positiv 7" > 0, y como

oS 1
o0 1 281
(58,7 (a1

entonces S no sélo es simplemente valudad y concava en F sino que es monotdnica cre-
ciente. Por otro lado, por razones mecanicas también suponemos que la presiéon es positiva
p > 0, y como

oS
() =L (282)
oV en T
entonces S es también simplemente valuada, concava y monoténica en V. Tenemos tam-
bién que
05
() - (283)
ON BV T

sin embargo, no hay ninguna condicién adicional que nos indique el signo del potencial
quimico p (aunque tipicamente es negativo). Por lo tanto, sélo podemos afirmar que es
funcién simplemente valuada y céncava de N, pero no hay garantia de que sea monoténica.
Es importante recalcar que no existe ninguna condicién sobre el hecho que la S sea
continua. De hecho, en general no lo es, siendo tales discontinuidades “responsables”de
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las transiciones de fase. Veremos mas adelante que, mientras que las cantidades extensivas
son discontinuas en las transiciones de fase de primer orden, las cantidades intensivas son
continuas.

La pregunta importante ahora es cuando consideramos sistemas abiertos en los cuales
E;V,N no son todos constantes. Por ejemplo, si las variables constantes son V, N, T,
6PN, T,6 P,N, E, etc. debemos tener la seguridad que existe una descripcion completa,
es decir una relacion fundamental, que nos permita describir de manera tinica a los estados
termodinamicos en términos de esas variables. Esto es importante ya que cudles variables
termodinamicas definen el estado del sistema puede ser un problema del laboratorio en el
que lo estamos estudiando.

A continuacién estudiaremos formas alternativas a la entropia S = S(E,V,N) que
conllevan la misma informacién que ésta, es decir, que son relaciones fundamentales,
pero en términos de otras variables del estado termodinamico. Estos son los llamados
potenciales termodinamicos.

20.1. Energia interna

Como S = S(E,V,N) es simplemente valuada, céncava y monoténica en F, a V' y
N constantes, entonces podemos invertir tal relacion y obtener otra relacion fundamental
que es la energia interna £ = E(S,V, N). Es decir, como vimos anteriormente, tenemos,

dE =TdS — pdV + pdN (284)

que equivale a enunciar,

<g§> _ 7 (285)

(25) S (256)
S,N

OF

(av),, = # =

Por otra lado, como E' es extensiva, obedece la relacién de Euler.
E =TS —pV + uN. (288)

En el Apéndice A se muestra en detalle que, debido a que S = S(E,V,N) es una
funcién céncava de sus variables, al invertirla y obtener £ = E(S,V, N), la energia interna
E es una funcion convexa de todas sus variables S, V' y N. Esto tiene una implicacién
muy importante pues indica que en equilibrio, la energia interna de un sistema mas sus
alrededores, alcanza un minimo en equilibrio termodinamico.
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20.2. La transformada de Legendre

De las ecuaciones (287), notamos que las variables aparecen en “parejas”, (7,5), (p, V)
y (i, N), que les llamamos variables canonicas conjugadas. Una es extensiva y la otra es
intensiva. Podemos afirmar que la intensiva es la encargada de balancear el equilibrio de
la extensiva.

Dada la estructura de las ecuaciones (284) y (287), y la hipétesis que las variables
(S,V, N) especifican de manera tnica el estado termodinamico, podemos también especi-
ficar el estado usando T" por S, y/o p por V, y/o u por N. Es decir, podemos intercambiar
una variable por su canénica conjugada. Esto se logra usando transformadas de Legendre
de E(S,V,N). El resultado es que la correspondiente funcién transformada contiene la
misma informacién que E(S, V, N). Llamaremos a esas funciones potenciales termodinami-
cos. A continuacion discutimos los aspectos basicos de la transformada de Legendre, para
después aplicarla a nuestro estudio.

Sea f = f(x) una funcién diferenciable y simplemente valuada de = en un intervalo
dado x € [a, b], con concavidad o convexidad definida. Sin pérdida de generalidad supone-
mos que es céncava. % Vea la figura 18. Aunque la figura muestra una funcién monoténica,
no es necesario que lo sea. Considere un punto z al cual le corresponde el valor f(z) de
la funcién f. Trazamos la recta tangente al punto f(z) sobre la curva. Llamamos

) = T2 (289)

a la pendiente de dicha recta. Debido a las propiedades de la funcién f(x), la funcién y(x)
es Unicamente valuada e invertible, es decir, de y(z) podemos obtener x = z(y). Sea g(y)
el valor de la ordenada al origen de la recta con pendiente y mencionada, por tanto, dicha
pendiente obedece la siguiente ecuacion,

y="— (290)

de donde podemos resolver,
g=1[—yx (291)

Si consideramos al conjunto de todas las rectas tangentes g(y) = f(z(y)) — yx(y) para
todos los valores de x, con y la pendiente de la curva en cada punto z, nos podemos
convencer, primero, que tal conjunto describe a la curva f = f(x) ya que ésta es la
envolvente de todas las rectas g(y). Es decir, g(y) tiene la misma informacién que f(x).
Segundo, ¢g(y) es una funcién diferenciable, simplemente valuada y convexa de y, como
lo muestra la figura 19. Definimos a g = ¢(y), dada por (291) como la transformada de
Legendre de f(z) en la variable x.

Es sencillo convencerse que si ahora consideramos a la funcién g = ¢g(y) como dada,
podemos hacer el mismo ejercicio de trazar rectas tangentes a la curva, identificando a la

15La transformada de Legendre puede ser més general, aqui la aplicaremos con las condiciones ma-
tematicas de nuestro estudio termodindmico.
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g)

Figura 18: Transformada de Legendre g de f. La funciéon f es simplemente valuada y
concava (aunque no necesariamente monoténica). Las rectas en rojo tienen pendiente
y = df /dzr y ordenada al origen g = f — xy. La envolvente de todas las rectas tangente es
la funcién f, por lo tanto, g = g(y) es equivalente a f = f(z).
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f)

g)

Figura 19: (Anti) Transformada de Legendre f de g. La funcién g(y) se obtiene de la figura
18, es simplemente valuada y convexa (aunque no necesariamente monoténica). Las rectas
en rojo tienen pendiente —x = dg/dy y ordenada al origen f = g + xy. La envolvente de
todas las rectas tangente es la funcién g, por lo tanto, f = f(x) es equivalente a g = g(y).
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pendiente como

—z(y) = Ty (292)

y a la ordenada al origen como f(z) donde ahora,

f=g+xy. (293)

Es decir f es la (anti) transformada de Legendre de f. Vea la figura 19.
Desde un punto de vista mas analitico, comprobamos que f y g son equivalentes de la
siguiente manera. Com f(z) es funcién diferenciable de x, tenemos

df
df = —d
! dx v

= ydx. (294)

Por lo tanto, como y(z) es funcién invertible de x, de g = f — xy, hallamos

dg = df —ydr — xzdy
= —xdy (295)

es decir, g(y) es funcién de y, cuya derivada es

dg
> g 296
a x (296)

Resumiendo, dada f(x), con las propiedades requeridas, la podemos sustituir por otra
funcién g = f — xy, donde y es la derivada de f con respecto a z. La transformada ¢ es
matematicamente equivalente a f.

20.3. La energia libre de Helmholtz

En este caso sustituimos 7" por S, y el estado queda especificado por (T,V,N). In-
troducimos a la energia libre de Helmholtz como la correspondiente transformada de
Legendre,

F=FE-TS. (297)

Derivando ambos lados,

dF = dE—TdS — SdT
= TdS — pdV + pudN — TdS — SdT (298)

y cancelando los términos iguales, obtenemos

dF = —SdT — pdV + pdN. (299)
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Esto es equivalente a decir que F' = F(T,V,N), o sea F es funcién de (T, V, N), con

oF
<8T> . = =S (300)
oF

Usando la relacién de Euler (288) y la definicién de F, ec.(297), obtenemos
F =—pV + uN, (303)

es decir, I’ es extensiva.

20.4. La entalpia

Ahora cambiamos p por V| y el estado queda especificado por (S, p, N). Introducimos
a la entalpia como la correspondiente transformada de Legendre,

H=F+pV. (304)
Derivando ambos lados y cancelando términos iguales, obtenemos
dH =TdS + Vdp+ pdN. (305)

Esto es equivalente a decir que H = H(S,p, N), es decir, H es funcién de (S, p, N), con

o0H

(85>M _— (306)

(%Z) _ vy (307)
SN

OH

<a]\]>s’p = /.L (308)

Usando la relacién de Euler (288) y la definicién de H, ec.(304), obtenemos
H =TS + uN, (300)

es decir, H es extensiva.
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20.5. La energia libre de Gibbs

Ahora cambiamos simultdneamente 7" por S y p por V, y el estado queda especi-
ficado por (T, p, N). Introducimos a la energia libre de Gibbs como la correspondiente
transformada de Legendre,

G=E-TS+pV. (310)
Derivando ambos lados y cancelando términos iguales, obtenemos
dG = —SdT + Vdp + pdN. (311)
Esto es equivalente a decir que G = G(T,p, N), es decir, G es funcién de (T, p, N), con
oG )
— = -5 (312)
(57) .
<8G> -V (313)
dp TN
oG
> = L. (314)
ON ),
Usando la relacién de Euler (288) y la definicién de G, ec.(310, obtenemos
G = uN, (315)

es decir, GG es extensiva.

20.6. El gran potencial

En este caso cambiamos simultaneamente 7" por S y u por N, y el estado queda especi-
ficado por (T, V, ). Introducimos al gran potencial como la correspondiente transformada
de Legendre,

Q=FE-TS — uN. (316)
Derivando ambos lados y cancelando términos iguales, obtenemos
dQ) = —SdT — pdV — N p. (317)
Esto es equivalente a decir que G = G(T,p, N), es decir, G es funcién de (T, p, N), con
o)
<(‘)T> = =9 (318)
P
89)
e = -p (319)
(),
Q
(8) = —N. (320)
o Tp
Usando la relacién de Euler (288) y la definicién de G, ec.(316), obtenemos
Q=—pV, (321)

es decir, () es extensiva.
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20.7. La relacion de Gibbs-Duhem

Este es un caso muy interesante pues sustituimos simultaneamente las tres variables,
es decir, T' por S, p por V' y u por N. Notamos que esto corresponde a una transformacion
de Legendre que da una funcién identicamente cero, es decir, de la ecuacién de Euler (288)
obtenemos

E—-TS+pV —uN =0. (322)

derivando ambos lados cancelando términos iguales, nos da
—SdT +Vdp — Ndu = 0. (323)

Esta se llama la relacion de Gibbs-Duhem. Esta implica una dependencia solo entre varia-
bles intensivas y nos permite resolver para 7' como funcién de (p, p), es decir T' = T'(p, p),
o para p = p(T, ), o para u = (T, p). Asi, por ejemplo, para p = p(T, 1), obtenemos,

), -
(5.), -

Una consecuencia inmediata es que las tres relaciones T' = T'(p,u), p = p(T,pn) y
p = (T, p) son relaciones fundamentales.

Notamos como un aspecto general que, dada la extensividad de F, F, H, G y )
y que el estado esta denotado a lo mas por tres variables, en realidad sélo existen 2
variables intensivas independientes para denotar el estado. Por ejemplo, por extensividad,
F = F(T,V,N) necesariamente es de la forma,

(324)

(325)

<lz <lw

N
T, —

F=VHT )

(326)
donde f = f(T,N/V) es la energia libre de Helmholtz por unidad de volumen, pero que
sélo depende de dos variables, Ty N/V. Conclusiones similares pueden extraerse para los
demads potenciales termodinamicos. De igual manera, de la relacién de Gibbs-Duhem (323)
indica que cualquier par de las intensivas T, p o u es suficiente para denotar el estado.
Aclaramos que esto es cierto solamente para sistemas puros de una séla componente
quimica. Lo anterior también indica que los potenciales son redundantes, por ejemplo,
Q=Q(T,V,N) es enrealidad p = p(T, ) y G = G(T,p, N) es u = u(T, p), pero a la vez,
estas dos 1ltimas son equivalentes. Esto quiere decir que para un sistema puro, las tnicas
transformadas independientes son E, F', H y cualquiera de las intensivas.

20.8. Las relaciones de Maxwell
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21. El significado fisico de la energia libre de Helm-
holtz. Sistemas abiertos.

Consideremos un proceso en el que el sistema bajo estudio permanece en contacto con
una fuente que mantiene conctante su temperatura, 1" = constante. Este es el caso tipico
y comun con el que nos enfrentamos en la vida real, de un sistema abierto en contacto
térmico con una “atmosfera”de temperatura. Es importante recalcar que tal temperatura
es siempre la temperatura del bano térmico, mientras que serd la del sistema siempre que
el proceso sea reversible. Las variables de estado del sistema son N, V,T'. Esto lo logramos
colocando al sistema en un recipiente con paredes rigidas e impermeables, y en contacto
diatérmico con el reservoir a T constante.

Recordemos que en cualquier proceso ciclico se obedece la desigualdad de Clausius,
(vea Seccion 12)

) (327)
y de aqui se sigue que para cualquier proceso A — B con Ay B estados de equilibrio del
sistema, y en contacto con una fuente a temperatura 7T,

e

Sp — Sy >
B A_ATa

(328)

donde la igualdad (=) se obedece si el proceso es reversible, y la desigualdad (>) si el
proceso es irreversible.

Como la fuente mantiene su temperatura 7' constante, podemos sacar la variable T
fuera de la integral, y obtenemos:

T(55- 52> [ dQ=Q (329)

donde @ es el calor total transferido en el proceso A — B.
Por la Primera Ley tenemos que el calor Q) es

Q=AE-W = (Eg—EJ) -W (330)

donde W es el trabajo total realizado en el proceso A — B. Combinando las ecuaciones
(329) v (330), obtenemos

W < —(Ep — E4) +T(Sp — Sa) (331)

o equivalentemente,
W > (Ep— E4s) —T(Sp — Sa). (332)

Identificamos a la energia libre, o potencial, de Hemlhotz, como

F=E-TS. (333)
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Por lo tanto, el trabajo realizado a temperatura 7' constante obedece
W > AF = Fg — Fju. (334)

Esto es, el trabajo realizado en contacto con una fuente a temperatura 7', en un proceso
A — B, es mayor o igual que el cambio en el valor de la energia libre de Helmholtz entre
los estados final e inicial. De nuevo, la igualdad se satisface si el proceso es reversible.

Supongamos que en el proceso A — B el sistema hace trabajo sobre sus alrededores.
Por lo tanto, W < 0, y la ecuacién (334) implica que

—|W|> Fp—Fa (335)

o equivalentemente,

|W| < Fy — Fg. (336)

Estas expresiones son la forma equivalente de la Desigualdad de Clausius para procesos en
contacto con una fuente a T'=cte. Si el proceso es reversible, entonces es isotérmico, y el
significado fisico de la desigualdad anterior es que trabajo mdaximo es el trabajo isotérmico
que puede realizar un sistem, y este es igual a la disminucion en energiia libre F' en el
proceso.

Analicemos esto con mayor cuidado. Primero, notamos que F' es una funcién del estado,
ya que su cambio en el proceso es igual a la diferencia entre los estados final e inicial. Sea
el proceso a volumen V' y N constante (es decir, con las cantidades extensivas constantes).
El que el volumen permanezca constante implica que el trabajo es cero, W = 0. Por lo
tanto, de la ecuacién (336), obtenemos,

0< Fy— Fg (337)

0, equivalentemente,

AF = Fy — F4 <0. (338)

El resultado profundo de esta ecuacién es que nos permite formular la Segunda Ley
para N,V constantes, en contacto con una fuente a temperatura 1" constante:

1) El proceso A — B ocurre si y solo si Fg < Fj. La igualdad (=) se obedece si el
proceso es reversible, y por lo tanto isotérmico, y si es irreversible entonces se obedece la
desigualdad (<). Esto se traduce en el enunciado que en tales condiciones, para cualquier
proceso, F' disminuye o se queda igual, nunca aumenta.

2) Si F' es un minimo, entonces no puede ocurrir ningtin proceso espontéaneo. Por lo
tanto, el estado de un sistema abierto, en contacto t—érmico con una fuente a temperatura
constante, cuyo F' es un minimo, es el estado més estable. Mas adelante veremos que esta
condicién, de manera analoga a la entropia en un sistema cerrado, nos permite hallar las
condiciones de equilibrio entre las partes del sistema bajo las restricciones prevalecientes.

Por lo tanto, todo indica que S y F' son funciones equivalentes, dependiendo de las
condiciones externas del sistema. No es de sorprenderse, todo lo obtenido es consecuencia
de la Desigualdad de Clausius.
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22. La Tercera Ley de la Termodinamica. El postu-
lado de Nernst.

Si regresamos a la identificacién de la entropia, ec.(158),

B dQ
S(B)—S(A) = —, (339)

A T
recordamos que, estrictamente, sélo podemos identificar diferencias de entropias y no
valores tnicos o absolutos. Por otro lado, de analisis semiempiricos de los gases ideales,
pudimos identificar la entropia hasta constantes aditivas, vea las ecs.(182) y (185) por
ejemplo. Una solucién tedrica es que, simplemente, la entropia se defina con respecto a un
estado arbitrario. Lo interesante es que resultados experimentales arrojaron la sugerencia
que al acercarse la temperatura de los sistemas a cero, la entropia se acerca a una constante
universal. Este resultado puede obtenerse de manera teérica por medio del Postulado de
Nernst - que lo enuncié basado en experimentos conducidos en sélidos y con reacciones
quimicas. Planck fue més alla y postulé que a temperatura cero la entropia también es
cero. En esta seccién discutiremos brevemente estos dos enunciados, que se consideran

como la Tercera Ley de la Termodinamica.

22.1. El Postulado de Nernst.

Experimentos realizados a temperatura constante, pero cada vez mas baja, mostraron
que al calcular cambios de entalpia y de energias, hallaron que AG ~ AH y AF ~ AF.
Si usamos el hecho que a T' = constante tenemos (vea la Seccién 20),

AG = AH—TAS
AF = AE—TAS, (340)

concluimos que conforme 7" — 0, TAS — 0. Esto indica que AS o permanece finita o
tiende a cero conforme T tiende a cero. Nernst postulé que AS tiende a cero . Notese que
dado que en el caso AG ~ AH las variables son (T,p,N) y en AF ~ AE son (T,V,N),
la sugerencia es que el postulado es independiente de las variables y/o proceso que se use.
Lo enunciaremos de manera precisa a continuacién y analizaremos sus consecuencias.
Postulado de Nernst. Para cualquier proceso isotérmico, el cambio de la entropia tiende
a cero conforme la temperatura tiende a cero. Esto es equivalente a enunciar,
( oS ) .
— —0 si T— 0 paratoda X, Z. (341)
0X 7.7
Ejemplificaremos las consecuencias de dicho enunciado considerando X =V o X =p
para Z = N constante.

Es claro que el enunciado implica que AS — 0, para todo proceso, conforme 7" — 0. Y
de manera imprecisa podemos decir que a T' = 0, en todo proceso se tiene que AS = 0; es
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imprecisa porque como veremos mas adelante, el postulado de Nernst implica que el Cero
Absoluto, T' = 0, es inalcanzable. De cualquier manera, la consecuencia es que la entropia
tiene un valor constante universal Sy en T' = 0. Por ejemplo, si tenemos un proceso de,
digamos (T'=0,V}, N) a (T'=0,V,, N), entonces S(T' = 0,V;, N) = S(T = 0,V,, N), es
claro que S(T'= 0,V, N) = constante para todos los valores de V. Planck fue mas alld y
e hipotesizo que Sy = 0, es decir, que la entropia es cero en el cero absoluto.

22.2. Consecuencias del Postulado de Nernst

La primera consecuencia que analizaremos a continuacion es la llamada inalcanzabili-
dad del Cero Absoluto. Esto es muy interesante ya que al afirmar que 7' = 0 es inalcanzable,
entonces la temperatura es siempre necesariamente positiva, un resultado que habiamos
supuesto anteriormente y que ahora es “ley”.

Para demostrarlo supongamos que si es posible alcanzar el Cero Absoluto y demostre-
mos que esto viola el enunciado de Nernst. La conclusion es, por lo tanto, que el postulado
de Nernst implica la inalcanzabilidad del Cero Absoluto.

Figura 20: Estados A = (T'=0,V,N), B=(T,V,N)y C = (T = 0,V’,N). El proceso
A — B es a V = constante. El proceso adiabatico B — C' viola el Postulado de Nernst.

Considere el proceso A — B en la Figura 20. Este es un proceso a V = constante
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desde T'= 0, hasta T' # 0. De acuerdo a la definicién de la entropia, ec.(339),

T dQ

S(T,V,N) — S(T =0,V,N) = / 2=

T=0 1"

T Oy
= a1’ 42
o (342)

donde hemos usado el hecho que a V' = constante,

aqQ = CydT. (343)

Debido a que suponemos que 17" = 0 es alcanzable, consideramos un proceso adiabatico
B — C, en la Figura 17, desde T' # 0 hasta T'= 0, donde S(T'=0,V',N) = S(T,V, N).
Sustituyendo en (342) obtenemos
/ r C1V /
S(TzO,V,N)—S(TZO,V,N):/ Var, (344)
T=0 T"

Ahora usamos la Segunda Ley que nos dice que Cy > 0 si T' > 0, y como la integracion
es sOlo sobre temperaturas positivas, el integrando es positivo y la integral también lo es.
Por lo tanto, concluimos que AS = S(T'=0,V/,N) - S(T =0,V,N) #A0aT =0, en
contradiccion con el Postulado de Nernst. QED.

Debido a que el proceso B — (' es imposible, concluimos que no existe una curva
adiabatica que cruce la isoterma 1" = 0. Por otro lado, a 7' = 0 la entropia es constante.
Por lo tanto, hallamos que la isoterma T = 0 coincide con la adiabata Sy = 0. Esto a
su vez nos dice que no hay isoterma que cruce Sy = 0. Es decir, la isoterma 7' = 0 y la
adiabata Sy = 0 se degeneran en la misma curva, vea la figura 21.

El que el estado T = 0 sea inalcanzable también puede deducirse de la siguiente
manera. De acuerdo con el enunciado de Nernst, se tiene,

<§§>T,N — 0y (?;)T’N —0 si T—0, (345)
entonces, usando las relaciones de Maxwell,
o)), e ) ), o
obtenemos
(Séi) x -0y (?j{)pw —0 st T—0. (347)

Es decir, conforme se enfria el sistema es mas dificil realizar cualquier otro cambio.

La otra consecuencia que analizamos ahora es el hecho que las capacidades calorificas
tienden a cero conforme la temperatura tiende a cero. Este es un hecho importante pues
es verificable tanto tedrica como experimentalmente. Veamos.
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Figura 21: La isoterma 7" = 0 y la adiabata S = 0 son la misma curva. Por Tercera Ley,
curvas a T # 0 y S # 0 no pueden cruzar la curva del Cero Absoluto.
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En un proceso a X = constante desde T' = 0 hasta una temperatura finita 7" # 0, se
tiene que

T
S(T,X,N) — Sy = / Cx ar. (348)

T=0 1"
Debido a que el lado izquierdo es finito, la integral del lado derecho también lo debe ser.
Observamos que C'x no puede tender a una constante finita conforme 7" — 0 pues produ-
cirfa una divergencia (logaritmica) en la integral. Concluimos que para que la integral no
diverja en el limite inferior, se debe cumplir que la capacidad calorifica C'y — 0 conforme
T — 0. Este es uno de los casos mas verificables de la Tercera Ley y, vale la pena comen-
tar, fue lo que llevo a A. Einstein en 1906 a concluir que la mecédnica cuantica juega un
papel muy importante en la validez de esta Ley.

23. La entropia desde un punto de vista atémico
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24. El fluido de van der Waals

Es un hecho empirico y experimental que los gases al enfriarse y/o comprimirlos, pue-
den licuarse y convertirse en liquido. Y al revés, un liquido puede ser siempre “hervido”
y convertirse en gas o vapor al aumentarle su temperatura manteniendo la presiéon cons-
tante. Al cambio de un fluido de liquido a vapor y viceversa, se le llama una transicion
de fase. Esto es, a los estados liquido y vapor de un fluido se les llama fases.

Es evidente que la ecuacion de estado del gas ideal,
pV = NET (349)

es incapaz de describir tales transiciones de fase. Lo es porque tal ecuaciéon predice que
para una presion p y temperatura 7' dadas, el sistema es siempre uniforme con densidad
p = N/V. No es de soprenderse, ya que como hemos argiiido, tal ecuacién es sélo vélida
para gases muy diluidos (clésicos) en los que podemos despreciar las interacciones entre
los atomos que lo conforman; de ahi el adjetivo “ideal”. En 1873, J. D. van der Waals
realiz6 un par de “correcciones” a la ecuacion de estado del gas ideal para tomar en
cuenta, de manera aproximada, el efecto de las interacciones entre los atomos. Aunque el
modelo de van der Waals es muy sencillo, y cuantitativamente no es el mejor, si es capaz
de capturar cualitativamente la fisica de la transicion de fase liquido-vapor.

Lo primero que se comprendié es que la temperatura es una medida de la energia
cinética promedio de los atomos,
_2
D 3
— ) = —kT. 350
<2m> 2 (350)

Por lo tanto, personajes como J.C. Maxwell y R. Clausius, entendieron que la presién p
era causada por el golpeteo incesante de los atomos sobre las paredes que contienen al
gas. van der Waals razoné que si el gas no fuera lo suficientemente diluido, el efecto de
las interacciones entre los atomos alteraria la ecuacion de estado. La hipotesis principal
es que los atomos tienen “tamano”, que es lo que llamamos una interaccion repulsiva ya
que impide que los atomos se acerquen entre si méas alla de su diametro; y ademas pueden
tener una interaccion atractiva, es decir, que a distancias mas grandes que su tamano los
atomos sienten una fuerza de atraccién, y que en general se espera que sea débil.

van der Waals propuso que e efecto cinético de la temperatura deberia de ser andlogo
al del gas ideal, y que el efecto de las interacciones deberian alterar a la presién y al
volumen, es decir, la ecuacion de estado deberia tener la siguiente forma

pefectiva‘/efectivo ~ NkKT (351)

y en donde las interacciones dan lugar a la presion y al volumen “efectivos” de la siguiente
manera.

El efecto del tamano de los a&tomos tiene como consecuencia que los dtomos no tengan
“disponible” todo el volumen V' para moverse, sino que este esta disminuido por el volumen
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mismo de los atomos. Considerando que el volumen aproximado de cada atomo es b,
entonces el volumen efectivo que los atomos disponen es

‘/efectivo ~V - NB (352)

De hecho, van der Waals realizé un estudio cuidadoso y concluyé que b era aproximada-
mente cuatro veces el volumen de cada atomo. Como la presencia de un atomo en una
regién espacial impide que otro &tomo ocupe esa misma regién, el término b representa la
interaccién repulsiva entre atomos.

Por otro lado, si los a&tomos tienen una fuerza atractiva entre ellos, esta deberia dismi-
nuir el efecto de la presion sobre las paredes, de tal manera que la “presion cinética” que
da lugar a un valor dado de la temperatura deberia corresponder a una presion efectiva
igual a la suma de la presién ejercida sobre la pared mas la “presién” de atraccion entre
los atomos,

NZ
pefectiva ~p + aW, (353)
donde a es una constante positiva de proporcionalidad, y lo relevante es que dicha “pre-
sién” es proporcional al cuadrado de la densidad p = N/V. El razonamiento es que la
probabilidad de hallar en una regién del volumen a una particula es proporcional a la
densidad; por lo tanto, la probabilidad de hallar dos atomos atrayéndose entre ellos, en
la misma region espacial, debe ser en primera aproximacién proporcional al producto de

las probabilidades de cada una, es decir, al cuadrado de la densidad.

Con las correcciones anteriores, la ecuacién de estado de van der Waals se ve de la
siguiente forma,

_ NEkT _N?
“V-oNp v
De esta manera se ve claro que la presencia de la atraccién interatémica disminuye la
presion que tendria en su ausencia, a la misma temperatura.

p (354)

Como veremos a continuacion, es extraordinario el efecto de haber incluido de manera
tan “simple” el papel de las interacciones en la ecuacion de estado.

Antes de continuar, es conveniente realizar un pequeno cambio de notacién, para
escribir la ecuacion en su forma mas comunmente usada. Sea n el nimero de moles en
el fluido. Entonces, N = nNy con Ny el nimero de Avogadro. Usando v = V/n como
el volumen molar, es decir, el volumen que ocupa un mol de la sustancia, y definiendo
b=bNy y a = aNZ, obtenemos

R o (355)

v—>5b v

p:
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25. La energia libre de van der Waals

En clase hallamos que la energia libre de Helmholtz de un gas ideal, Fij4(N,V,T)
esta dada por,

Fi(N,V,T) = —NkT {m ( NVA3> + 1] (356)

donde A = h/v2mmkT es la longitud de onda de Broglie. Una forma alternativa de la
introduccién heuristica del fluido de van der Waals, y muy 1til para analizarlo en detalle,
es la modificacion de la energia libre del gas ideal: primero, suponemos de nuevo que el
volumen que realmente ocupan los atomos es V' — Nb, representando el término Nb la
interaccion repulsiva entre los atomos; y segundo, que la energia de interaccién atractiva
que siente un atomo es proporcional a la densidad del nimero de atomos (que estan en
su vecindad). Asi, la energia libre de van der Waals puede ser postulada de la siguiente
manera,

N3 V

donde a y b son cantidades positivas, intensivas, y cuyo valor depende del fluido en cues-
tién.

F(N,V,T) = —=NkT [m <V _ Nb) + 11 —an (357)

Introducimos variables por particula, o molares'®

F Vv N E
- p=— §=— e=— 358
=% "=% *Tv “x (358)
lo cual implica
F@,T) = —kT |In (2=0) 1] = (359)
v =— n - =
’ A3 v
y nos permite calcular la presion y la entropia,
of of
N —_ | =L 360
P < @v > T v <6T> v ( )
asi como el potencial quimico y la energia interna molar,
w=f+pvy e=f+Ts. (361)
La presion es la ecuacién de van der Waals,
kT a
= - —. 362

En esta seccién analizaremos al fluido de van der Waals y mostraremos que describe
una transicion liquido-vapor de primer orden, terminando en una transicion critica de
segundo orden.

16Si multiplicamos f, v, s o e por el Ntimero de Avogadro Ny, tendremos las correspondientes cantidades
por mol o molares.
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De acuerdo a la Segunda Ley, la energia interna molar o por particula e = e(v, s) es
una funcién convexa de sus variables. Por lo tanto, la energia libre de Helmholtz molar
f(v,T) =e—Ts es concava en T" a v = cte, y convexa en v a T constante. La primera
propiedad nos dice que el calor especifico a v constante es positivo y la segunda que la
compresibilidad isotérmica es positiva, es decir,

1 (0v

que es equivalente a requerir que,
0
<p> <0. (364)
o).,

La ventaja de usar la energia libre de Helmholtz es que podemos siempre fijar la tempe-
ratura y estudiar el comportamiento de f y de otras propiedades como funcién de v.

Un estudio cuidadoso de esta condicién de estabilidad (364), vea la figura 22, nos
muestra que existe una existe una temperatura “critica”T,, tal que para temperaturas
T > T, la presién p = p(T, v) es una funcién monoténica de v, muy parecida al gas ideal,
mostrando que para cada valor de p el sistema es homogéneo con un sélo valor de v. La
isoterma T' = T, muestra un punto de inflexion en el que

0
<p> ~0 (365)
v T,
y o
4
— | =0. 366
(55), 0
Y para T' < T, la curva muestra un minimo y un maximo y una region intermedia donde
0
<p> >0, (367)
o).,

es decir, donde la compresibilidad isotérmica es negativa, en clara violacion a la Segunda
Ley.

Mostraremos que para T" < T, el fluido debe sufrir una transicién de fase de primer
orden liquido-vapor, es decir, que para un valor dado de p el sistema puede tomar dos
valores de v, uno llamado v; para la fase liquida y otro v, para la fase gaseosa, con
v < v,. Hallaremos también que en 7' = T, existe una transiciéon de fase de segundo
orden, donde el liquido y el vapor cambian de manera continua para unos valores criticos
de la presién y el volumen, denotados por p. y v. respectivamente. Veremos que el punto
critico presenta caracteristicas muy peculiares. A reserva de que mostremos que p., v, y
T, son una transicién de fase critica, sus valores los podemos hallar usando la ecuacion
de estado (362) y las condiciones del punto de inflexién (365) y (366). Estos son,

1 a 8 a

= — — Tzif
g Ve=3b KT.=o_o (368)

De
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07 F
06F
05 F

04 F

03F
02F

Figura 22: Isotermas p vs v del fluido de van der Waals. La curva verde es la isoterma
critica T'= T — ¢ muestra un punto de inflexién en el punto critico (p.,v.). Para T > T,
curva azul, el sistema solo puede tener fase, mientras que para T' < T,, curva roja, existe
una transicién de fase liquido-vapor. En la grafica, v. = 3, p. = 10/27 y T, = 80/27. Ver
material adicional.
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25.1. Estudio de estabilidad usando una funciéon auziliar de energia
libre

Supongamos que sabemos que el fluido tiene valores dados de la presién p y la tempe-
ratura 1" en equilibrio. Quisiéramos conocer el valor o valores de v que el sistema adquiere
en ese estado. Para esto, definimos una funcién auziliar de energia libre g = g(v), funcién
solo del volumen v, de la siguiente manera,

g9(v) = f(T,v) +pv (369)

donde T'y p estan dadas y f(T,v) es la funcién de energia libre de Helmholtz de van der

Waals, para T dada. Tenga mucho cuidado! esta es una funcion sélo de v para valores

dados de p y T, no es una energia libre! veamos sus propiedades como funcion de v.
Primero, si derivamos g(v) con respecto a v, hallamos,

dg _0f

v 90 +p. (370)

Si ahora la igualamos a cero, entonces obtenemos,

of
o). =—p (371)
que es una ecuacion para v; sea v la solucién. Notamos ahora que si consideramos la
energfa libre de Helmholtz evaluada en Ty v, f(T,v), entonces, por (371) p es la presién
del estado (T, v). Note, muy importante!, que si evaluamos g en © entonces g(v) = p es el
potencial quimico de ese estado.

Ahora tomemos la segunda derivada de g(v) con respecto a v,

dg _ 0f

= (372)

Si la evaluamos en v = 0, el lado derecho es positivo pues f(T,7) es convexa en equilibrio,

_9f
O

v

dg

0 373
T > (373)

v

Por lo tanto, llegamos a la conclusién que, para T'y p dadas, el minimo de g(v) es el estado
de equilibrio del fluido. Mostraremos que para T > T, y toda p, solo existe un minimo,
mientras que para T < T, existe un valor de p = peoer para el cual existen dos minimos
con el mismo valor de g (o sea con el mismo valor del potencial quimico) que representan
dos fases en coexistencia y que identificaremos como el liquido y el vapor. Para T' < T, y
D # Deoer €Xiste una soélo valor de v; sin embargo, hallaremos regiones donde existen dos
valores de v, uno estable y otro metaestable. Dejaremos el estudio de T' = T, para una
seccién aparte.
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25.2. Un sdlo estado homogéneo para T > T..

En el conjunto de gréaficas siguientes se han tomado las siguientes unidades R = 1,
b =1y a = 10 en la ecuacién de van der Waals. Esto genera p. = 10/27, v. = 3 y
T_80/27.

Consideremos T' > T.. La figura 23 muestra una curva g vs v para T = 3,2 > 80/27
y p = 0,5. Observamos que la curva tiene un sélo minimo en v ~ 2,8. Con referencia a
la figura 22, curva azul, este resultado nos muestra que soélo un estado v es estable para
T > T,y pdadas.

-12 F

=122

-124 f

-12.6 f

-128 f

Figura 23: g vs v para T = 3,2 > T, y p = 0,5. Sélo existe un minimo que es el estado de
equilibrio. Ver material adicional.

25.3. Transicién liquido-vapor de primer orden, 7' < T,

Sea ahora T' < T,.. En todas las siguientes graficas T' = 2,7 < T, = 80/27. La explica-
cién esta en los pies de figura. Vea el material adicional de un programa en Mathematica
para reproducir las figuras.
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04 F
035
03 F
025 F
02
N . . v
2 4 6 8 10 12

Figura 24: Isoterma p vs v para T' = 2,7 < T,. Se indican los valores de p para los cudles
la curva p vs v tiene un Maximo Py, y U Minimo priy-

-10.2

-104 f

-106 f

-108 f

-11 F

Figura 25: Curva g vs v paraT = 2,7 < T.y p = 0,35 > piae. Observamos que sélo existe
un minimo, que es un estado liquido, y que coincide con el valor de v de la figura 24.
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—-10.95

—11}

-11.05 f

-11.1 f

-11.15 f

Figura 26: Curva g vs v para T = 2,7 < T, Y p = Pmaz- Observe que sigue existiendo
un sélo minimo v, que corresponde a una fase estable liquida, pero aparece también un
punto de inflexién que corresponde al valor de v donde p = p,q:, donde ocurrira un estado
metaestable.
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-11.05 }

-11.075 }

-111¢

-11.125 }

-11.15 }

-11.175 }

-112

Figura 27: Curva g vs v para T = 2.7 < T, y p = 0,265 < pyas- La curva muestra dos
minimos y un maximo que corresponden a los tres puntos donde la recta p = 0,265 corta
la curva p vs v. Es decir, existen tres estados para el mismo valor de p y T. El estado
que es un maximo de g es inestable ya que su compresibilidad isotérmica es negativa, vea
la figura 24, y viola a la Segunda Ley. El criterio para los estados que son un minimo,
es que el estado v de equilibrio es el minimo més estable, es decir, el que corresponde al
menor valor de g. El otro minimo v = ¥,¢, también es de equilibrio, pero se dice que
es metaestable, es decir “menos estable” y no es el valor de equilibrio termodinamico. La
razon principal es que como los minimos tienen valor diferente, esto corresponde a dos
valores diferentes del potencial quimico v fimeta, respectivamente, y esto diria que para
los mismos valores de p y T tenemos dos valores del potencial quimico, resultado prohibido
por la teorfa. Mas adelante discutiremos el significado fisico de los estados metaestables.
En este caso, el estado estable ¥ es un liquido mientras que el metaestable v,,., €s un
vapor sobreenfriado, note que i < fimeta
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-11.12 f

-11.14 f

—11.16 f

-11.18 }

-112 f

-11.22 f

Figura 28: Curva g vs v para T = 2,7 < T, Vv p = Peoes, 1a presion de coexistencia. Este
es un caso muy especial en el que para T' < T, existe un valor de la presion pe.e, para el
cual g muestra dos minimos y un maximo, el ultimo corresponde a un estado inestable
por la razén mencionada en la figura 27, pero los minimos adquieren el mismo valor de
g, es decir tienen el mismo potencial quimico fie.e,. Por lo tanto, los dos valores de v que
minimizan ¢ son igualmente estables, decimos que coexisten y representan una transicion
de fase de primer orden discontinua. Llamamos v; (liquido) a la fase de volumen molar
menor y v, (gas) a la fase de volumen mayor, v; < v,. Vea la figura 29.
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04

0.35

03

0.25

02

Figura 29: Isoterma T' = 2,7 < T, en el diagrama p—uv. La linea horizontal marca la presion
de coexistencia p = peoe.. Comparando con la figura 28, observamos que los valores de v
que minimizan g coinciden con los valores de v, v; y vy, en los que peoe, cruza la isoterma.
En el texto se muestra que las areas entre la isoterma y la presion peoer, las regiones en
azul y rojo, son iguales.
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25.3.1. Construccion de Maxwell de areas iguales para la coexistencia

Hallamos que para una temperatura 7' < T, existe un valor tnico de la presion
Peoex(T'), llamado de coexistencia, tal que existen dos valores del volumen v; y v, igual-
mente estables. La condicién es que los potenciales quimicos de ambas estados o fases son
iguales. Maxwell dedujo que ese valor p.... puede hallarse usando solamente la ecuacion
de estado p = p(v,T) por medio de una construccién geométrica llamada de las “dreas
iguales”. Veamos.

Primero, la condicion de coexistencia entre dos fases es que, para una temperatura
dada T, existen dos valores diferentes del volumen molar v; y vg, tal que sus presiones
y potenciales son iguales. En otras palabras, que las dos fases estan en equilibrio termo-
dindmico una con la otra. Sean tales las condiciones,

p(Ul, T) = p<U97 T) = pcoez(T)
B T) = 109, T) = fieoesT) (374)

Usamos ahora la relacién de Gibbs-Duhem,
dp = —sdT + vdp (375)

donde s = S/N es la entropia molar. Consideremos un proceso reversible isotérmico del
estado L = (v;,T) al estado G = (v,, T). Integramos la ecuacién de Gibbs-Duhem de L a
G, usando que dT" = 0 por ser isotérmico.

G G
/ dpu = / vdp
L L
a G
p(onT) = ple,, T) = polf = [pdo

Vg
0 = DeoealT) (v =) = [ p(v,T) dv (376)
i
donde usamos que los potenciales quimicos y la presion son los de coexistencia. La ultima
linea pueda arreglarse como,

.
[ 0(0.T) = peoeT) o =0 (377)
1

que nos dice que las dreas contenidas entre la isoterma p(v,T) y el valor constante peoes
son iguales. Vea la figura 29. Esta construcciéon geométrica nos permite calcular, para
un valor de T" < T, tanto la presién de coexistencia peoer (1) como los valores de los
volimenes v; y v,, usando s6lamente la ecuacién de estado de van der Waals p = p(v, T).
La funcion peoer = Peoex(T') €s la curva de ebullicién o condensacién del fluido.
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~11.1 - . - - — v

-11.15 f

-112 f

1125 f

Figura 30: Curva g vs v para T = 2,7 < T, V Peoex < P < Pmin- Este caso es el opuesto
del de la figura 27, ahora se tiene de nuevo un minimo metaestable pero de volumen
liquido, un méximo inestable, y un minimo estable de equilibrio a un volumen v de gas.
El potencial quimico del gas i es menor que el potencial quimico del liquido metaestable
[meta- Este estado metaestable es un liquido sobrecalentado.
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-10.75 F

-1125 f

-115F

-11.75 f

-1225 f

Figura 31: Curva g vs v para T = 2,7 < T,y p > pmin- Este caso es el opuesto del de la
figura 25, ahora se tiene un sélo minimo estable correspondiente a un gas en v.

Las gréaficas anteriores nos muestran que cuando 7' < 7T, e iniciamos a una presioén
alta, se obtiene un volumen molar pequeno, que identificamos como un liquiso. Conforme
bajamos la presién (siempre a la misma temperatura), el volumen aumenta de manera
continua, hasta que alcanzamos una zona en la que se mantiene un liquiso estable, con la
posible aparicion de una gas sobreenfriado metaestable. Este paso sigue siendo continuo
en el volumen, hasta que se alcanza una presién muy precisa, llamada de coexistencia en
la que existen dos soluciones estables, una de volumen de liquiso en equilibrio con otra de
volumen mucho mayor, de gas, y discontinua con respecto a la anterior. Si continuamos
bajando la presién el el volumen del gas se incrementa de manera continua. Vuelve a
haber una region donde se halla un gas estable y un liquido sobrecalentado metaestable,
y finalmente, a presiones muy bajas, sdlamente un gas estable. Vea la figura 7.

Una situacion interesante es la siguiente. Primero, notamos que para voliimenes v tales
que v, < v < vy, el gas es inestable (y por eso es discontinua la transicién). Sin embargo,
nada nos impide considerar una cantidad de gas N en un volumen V dado tal que el
volumen por dtomo v = V/N sea v, < v < v, y la temperatura se ajuste a 7' < T..
Pregunta, ;qué le sucede al sistema? tal estado, sabemos es inestable ... el sistema se
“rompe” o se separa en dos regiones espaciales, una en la que el volumen molar es v,
y otra en la que es v,. Este fenémeno se llama separacion de fases y lo estudiamos a
continuacion.
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25.4. Separacion de fases

Para temperaturas y presiones por abajo de la transicion, T' < T, y p < p., hallamos
que existe una presion de coexistencia peoez, tal que el sistema puede tener dos volime-
nes estables, uno del liquido v; y otro del vapor v,. Los valores peoes, v1 v vy se hallan
imponiendo que las presiones y los potenciales quimicos son los mismos en las dos fases
p(u, T) = p(vy, T) y p(v, T) = p(vy, T) y la temperatura es la misma pues se encuen-
tran sobre la misma isoterma. Estas condiciones son equivalentes a la “construccion de
Maxwell de las areas iguales”.

Las formulas de f, s y e arriba descritas al inicio de la secciéon 25 son validas para
todos los valores de v y T'si T" > T.. Si T' < T, son también validas siempre y cuando
el volumen v esté fuera de la regién de coexistencia. Es decir si el volumen esta en el
intervalo v; < v < v,, para T' < T, existe separacién de fases y los valores de f, e y s se
calculan como se explica a continuacion.

Sea T' < T,y vy < v < vy. El sistema se encuentra dentro de la regiéon inestable o
metaestable, y se separa en dos fases: una parte de fluido adquiere la densidad del liquido
estable a esa temperatura, p; = v; !y la otra parte del fluido toma la densidad del vapor
estable p, = v;l. Estas fases, a su vez, se encuentran a la misma presion y potencial
quimico p(v;, T) = p(v,,T) v (v, T) = p(vy,T). La pregunta es cudnta cantidad del
fluido esta en la fase liquida y cuanta en la vapor. La respuesta es la llamada “regla de la
palanca” que estd basada en la conservacion del volumen y niimero de particulas totales.
Sean V' y N el volumen y el nimero de particulas de la muestra; claramente, v = V/N.
Sean V| Vg’ y Ni, N, los volimenes y nimeros de particulas en las fases liquida y vapor
respectivamente. Se debe obedecer que

V/+V,=V y Ni+Ny,=N. (378)
Debido a que la fase liquida tiene densidad p; y la vapor p,, tenemos
Ni=pV] vy Ng=p,V,, (379)
y si ahora definimos v; = V/'/N y v, = V/N, obtenemos

N, ! N, v

z
N (i N Vg

Las cantidades z; y x4 se llaman las fracciones molares del liquido y del vapor. De la
segunda ecuacién en (378) se sigue inmediatamente que

r+x, = 1. (381)

De la primera ecuacién de (378), dividiendo entre N y usando las definiciones de las
fracciones molares, hallamos
VT + VgTg = V. (382)
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La solucién a estas dos ecuaciones (381) y (382) nos da las fracciones molares,

vV — U Vg —V
Yy Ig= .
Vg — Uy Vg — U

(383)

X =

La interpretacion es la siguiente. Si el volumen total por particula v estd en el intervalo
v < v < vy, entonces, los voliumenes por particula en las regiones liquida y vapor son,

, —_—

I
V=30 y Ug

TgUg. (384)
E insistimos, la densidad de la regién liquida es p; = v; ' y la del vapor Pg = vg_l.

De manera analoga al volumen, cualquier cantidad extensiva es la suma de esa propie-
dad en el vapor mas la correspondiente en eliquido. Por ejemplo, consideremos la entropia,

S(V’NaT):S( l/’vaT)+S(‘/;]/7NQ7T) (385)
Ahora usamos la propiedad de extensividad de S = Ns(V/N,T),

Ns(V/N,T) = Nis(V{/N,, T) + Nys(V!/N,, T)
Ns(v,T) = Nis(u,T)+ Nys(vg, T). (386)

Note que s(v;,T) y s(vg,T') son las entropias por particula en la fase liquida y vapor
respectivamente. Usando las definiciones de las fracciones molares, tenemos,

s(,T) = x15(v, T) + z4s(vy, T). (387)

Formulas similares se obtienen para f y e. Esta separacién y discontinuidad en las canti-
dades f, s, e y v, definen a tal transicion como de primer orden.

25.5. El calor latente y la ecuacién de Clausius-Clapeyron
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26. Fenomenos criticos en el fluido de van der Waals

La transicién en el punto critico es continua, sin embargo, estd lejos de tener un
comportamiento sencillo. Por el contrario, en la vecindad del punto critico las propiedades
fisicas del fluido exhiben caracteristicas muy diferentes de lo ocurre en cualquier otro
estado del fluido. A este conjunto de comportamientos se les conoce como “fenémenos
criticos”.

Veamos cuatro propiedades del fluido de van der Waals en la vecindad del punto critico,
es decir, para temperaturas T’ cercanas a T,.. Esto se mide requiriendo que

< 1. (388)

=

26.1. La compresibilidad isotérmica xrp.

La compresibilidad isotérmica se define como

1[0
Ky = —— <U> : (389)
v \9dp),
y es funcién de v y T'. Resulta ser mas facil calcular su inverso,
dp
Y (a5 390
HT ! <8U>T ( )

Suponemos 1" > T, el sistema sélo estd en una fase, y usamos la ecuacién de van der

Waals,
1 kT 2a

Kp = V0—— — —.
T (v—="0)2 2
Ahora evaluamos la compresibilidad en la isécora critica, v = v., y usamos los valores
del punto critico, ecs.(368),

(301)

1 kT 2a
S A e

Ve 8a
- ¢ (7 _-==
(ve — b)? (k 27b>

T-T,
= o (=), (302)
que nos da
1 (T—TN!
e (15 o

es decir, la compresibilidad isotérmica diverge en el punto critico. Experimentalmente,
se halla que la compresibilidad diverge con una potencia que se le denomina exponente

critico v,
T—-TN"
o ~ ( . ) | (394)
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Hallamos entonces que
v=1 van der Waals. (395)

La divergencia de la compresibilidad tiene consecuencias notorias, una es que la velo-
cidad del sonido tiende a cero, otra es el fendémeno de la opalescencia critica que consiste
en que se desarrollan fluctuaciones en la densidad a todas las escalas, y por lo tanto en
el indice de refraccién, y como resultado todas las frecuencias de la luz son fuertemente
dispersadas; el fluido se ve “opalescente”, es decir, “lechoso”. La completa comprension
de esta divergencia esta de fondo en la explicacion final que se obtuvo de los fenémenos
criticos, explicacién extremadamente no trivial!

26.2. El parametro de orden

A temperaturas por abajo de la critica, T' < T,, y a la presién adecuada, el sistema
puede tomar dos valores del volumen v; y v,. Definimos al pardmetro de orden de la
transiciéon como

Av = v — v, (396)

Esta cantidad depende de la temperatura, nos da informacién sobre la forma de la curva
de coexistencia en el diagrama p — v, y se hace cero conforme la temperatura tiende a la
critica (por abajo), esto es, Av — 0 conforme T" — T,. Por arriba de la temperatura critica
T > T., Av = 0. En general, en una transicién de fase de segundo orden, el parametro de
orden es aquella cantidad que es cero arriba de la transicion y que de manera continua
(con posible discontinuidad en la derivada) es diferente de cero abajo de la transicion.
La curva de coexistencia en el diagrama p—u es el lugar geométrico de los valores v;(T')
y vy(T). Es una curva asimétrica alrededor de 7, pero con curvatura diferente de cero en
ese punto. Por lo tanto, muy cerca de la temperatura critica, la curva puede aproximarse
como simétrica, tal que podemos escribir,
1

1
levc—QAv y vg%vc—i—iAv si <

T.—-T
T

> < 1 (397)

Una de las condiciones de ser parte de la curva de coexistencia es que p(v,T) =
p(vy, T). Usando este hecho, tenemos

kT a kT a

uy—>b v} vg—b w2

kT _ a kT _ a
ve—3Av—b (v, — 5Av)? T ov+ SAv—b (v + 5A0)?

L

(398)

Desarrollando ambos lados de la ecuacién hasta segundo orden en Av/v,, esto es, inclu-
yendo hasta términos (Av/v.)?, se obtiene,

(&) (%),
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es decir

TC—T 1/2
) . (400)

T,
Experimentalmente se propone que el parametro de orden tienda a cero con el expo-
nente critico [,

Av = 4vc<

Z’_T>ﬂ. (401)

Av~< T

Hallamos pues,
1
8= 3 van der Waals. (402)

26.3. El calor especifico a volumen constante

Consideramos al sistema sobre la isécora critica, es decir v = v.. Tenemos dos com-
portamientos. Para T' > T,, el sistema esta en una séla fase y usamos

O0s
CU_JF<8T>T’ (403)

donde la entropia se obtiene de la energia libre de Helmholtz de van der Waals,

s@ﬂ?=kbn(§j>+;w (404)

Derivando, obtenemos,
3
Cp = §k para T >T.. (405)
Notamos que este es el mismo valor de un gas ideal. Veremos a continuacién que para

T < T,, la separacion de fases genera una discontinuidad.
Para T' < T, y v = v, tenemos separacion de fases pues v; < v, < vy, entonces

$(ve, T) = (v, T) + w45(vg, T') (406)

donde las fracciones molares estdn dadas por las ecs.(383) con v = v.. En la vecindad del
punto critico podemos de nuevo aproximar v; ~ v, — Av/2 y v, = v. + Av/2, con Av
dado por la ec. (400). Esto implica que las fracciones molares son z; ~ 1/2 y x, =~ 1/2.
Sustituyendo en la ecuacién anterior y desarrollando en Av/v., obtenemos

1 Ve — 1AV —b 5 1 Ve+1Av—b 5

v — b 5 1 Av?
~ J|In (2 20 g 1- 2V
n( b >+2 2 n( M%—b?)
ve—bY 5] 9 (A
~ k|l 202
k7n< o >+2_ wk(%)
ve—b\ 5] 9 (T.—T
~ k|l e . 4
F n( e >+2_ 2k< T, ) (407)




Derivando con respecto a 1T', obtenemos

3 9. T
Cp & 5]@ + §ki para T <T.. (408)

Cuando T' = T, por abajo, ¢, = 3k/2 + 9k/2, es decir, hallamos una discontinuidad

9
co(ve, T ) — ¢y(ve, TF) = ik (409)
Experimentalmente se halla que el calor especifico diverge en T, desde ambos lados
con el mismo exponente critico «,

«

T.-T
T

(410)

Cy ™~

Debido a que en el modelo de van der Waals, el calor especifico no diverge sino solo
es discontinuo, se considera que

a=0 vander Waals. (411)

26.4. La isoterma critica

La isoterma critica p(v,T,) tiene derivada cero y curvatura cero en cuando v = v, y
p — p. cuando v — v.. La pregunta es el comportamiento de pvsv en la vecindad de v,.
Para esto, desarrollamos p(v, T..) alrededor de v,,

B op 1 (0% , 1 (p 5
p(v,T.) = p(UC,TC)+<(%>C(U—'UC)+2((%2>C(v—vc) +6 903 C(v—vc) + ...

1 (0 3
3 v — v\
= Pe— =P | —— e 412
Pe = 5P ( m ) + (412)
Podemos reescribir
_ 3 /v —u\3
v pc:_<v U) +... para T =T, (413)
Pe 2\ v
Experimentalmente se encuentra que la dependencia es a través de un exponente critico
9,
_ _ 5
p ch(U ”C> T (414)
Pe Ve
Por lo tanto, obtenemos
0 =3 vander Waals. (415)
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A. El maximo de la entropia implica el minimo de la
energia
La 2a. Ley dice que la entropia S = Sr(FE, V') de un sistema cerrado es maxima, esto

implica

2 2 2
T = + .

Sin embargo, si el reservoir es mucho més grande que el susbsistema (abierto) en cuestion,
tenemos que

§°Sp < 6°S (417)
y, por lo tanto, 625 < 0. O sea

1[[0%S %S 0?8
S === | 0E*+2 — §V? 41
S 5 [<6E2>V5 + 8V8E6V5V+<0V2E5V> <0 (418)
Se puede mostrar que esta condicién es equivalente a
0?S
<8E?>V <0 (419)
529 ( 928 )2
dEOV
— - < 0. (420)
<8V2>E <%)V
(419) y (420) implican
028
— 421
(7)< =

Con las condiciones (419) y (420) podemos mostrar que la energia £ = E(S,V, N) es
un minimo. Es decir, queremos mostrar que

1[[0°E O*FE 0’E
PE==|=—] §5* ovo — | §V? ) 422
2 KaSz)V RIS e (aw)s ke (422)
Esto es equivalente a mostrar que
O’FE
— 42

<852>v =Y 12

O°E (2£)

0SOE

- >0 (424)

<8V2>E (gT§>v

Para proceder vamos a hallar relaciones entre Sgg, Syv,Spy v Ess, Evy, Esy, en
notacion obvia.
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A.1. Relaciéon entre Spp y Fgs. Demostracién de (423).

O’FE 0 (0F oT
o) = (=) = (= 425
(5), =35 (55), - (), s
donde usamos T° = g—g)v. Aqui T = T(S,V) pero, de la relaciéon fundamental S =
S(E,V) o E = E(S,V) podemos escribir T'=T(E(S,V), V). Asi,

(%)V - ((%T(E(S, v),V>> - (gg)v <g§>v = (53((9;)) T, (426)

v OE )y

Iniciamos con Egg,

y obtenemos

82E> o 1 T (a?s) , (a%*)
orvYy 1 9 — i L N e (427)
(852 v OOB(E) T (=) \oEr), 9E? ),

oF

Por lo tanto, usando (419)
82E> (825>
— | =-T°|—=] >0 (428)
(852 v 0E? ),
i.e. demostramos (423).

A.2. Relacién entre Esy y Spy.

De la Primera Ley,

dE =TdS — pdV, (429)
2
oL = i 8£ = 0£ . (430)
059V oV \ 98 v oV s
De manera anéloga,
_ 1 P
dS = TdE + TdV, (431)
= (52) - (arr) ——m (5 (432)
OBV oV \OE), \ovT), T*\aV ),
.-, 8 a
Ahora veamos la relacion entre (%)S y ({TT)E
8T> <0T> <8T> <8E>
v =la) tlas A (433)
<3V s oV . 0 . ov s
pero
or 1 oE
(aE)V = CT/ y (a)s =-Dp (434)



S (9T) _(9T) _»
ov), \ov), Cy
Por lo tanto, de (430) y (432) se sigue que,

ai = _T? 0°5 _ P
9SoV OEoV  Cy

A.3. Relacién entre Eyy, Syv y Sgyv

De la Primera Ley (429) tenemos

(58).-3 ). )
ave),av\ov), av )

y de la forma alternativa (431) obtenemos

(53,4 (), %)
ov2) . ~oviev), —\ovT),

Por lo tanto,

(325> _<ap> _1<3P> iy
ovz), \ovrT), T\ov), T2

Usando la ecuacién (432), podemos reescribir esta expresion como,

PSN _L(op) &S
ovz) ~1\ov), TPorav

Consideremos ahora la siguiente identidad

(ov) = ). (), (),

De la Primera Ley (429) obtenemos la relacién de Maxwell

(55), =~ (@),

que, junto con la ec.(430) nos permite reescribir

o\ _ (%) _p PE
av), \av), TasSov

o también

o\ _ (BN _p O
ov), \ov?), ToSov’
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Sustituyendo esta tltima expresién en (440), obtenemos

5\ __1(9E p PE 05 (445)
ov2), T\ov?), T2 asov PoEav
Nos conviene despejar Eyy de esta ecuacién
O*E %S p O°E %S
— | =-T1|—= pT 446
<(‘3V2>S ( ov ) T 85(’9V OEOV (446)
que usando la relacién (436) nos da la relaciéon buscada
0*E oS 028 P
— | =-T|=5 2pT : 44
(aw)s (aw)E Ry T TCy (447)

A.4. Demostracion de (424).

Hacemos un resumen de las expresiones halladas,

O*F ) <8QS>
) =-T3== (448)
<aS2 y 0E? ),
O S p
_ _ P 44
080V OEOV ~ Cy (449)
O*E 08 S
(aw) i <av2>E 2 S gev T Tey (450)

Ahora si, con los lados izquierdos de las ecs.(448), (449) y (450), formamos la cantidad
que queremos mostrar que es positiva,

026 \?
’E _(asav) _ 7 S +2T 0*S n p?
P T ov? Porav T TCy
852 )y

(& +T28%2§V)2

7 (55),

&5 25 P
- 2pT
(aw) T Eav T TC,

4 ( 928 T2 928
<03+T <8E8V) +2p 8E8V)

T (55),

+

%5 (%)2 op T 028 »?
<8W>E_ (52),, TP Ryt TCy
p’ pT? %S 1
T (52), "0y ooV 73 (2)

-T

(451)
y
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donde en las lineas anteriores sélo desarrollamos y rearreglamos el lado derecho.

Recordamos que,
0?8 1
- 452
<8E 2 ) v T2Cy (452)

y esto nos permite reescribir la expresion (451) como

(25) - () _ . (25) ()’
S E

o (5), e (5),

ov?

0%S p? p?CyT?  pT? 0°S CyT?
opT _ ) . (453
TP By T TCy T c2r8  CCy 9Eov TP (453)

Note que la segunda linea de la ecuacién anterior se cancela, y obtenemos,

2 2 2 2
PE\ (a%efv) oy *S\ (a?;asv) -0 (454)
ov?2 (@) N ov? (ﬁ) i
S a52 )y E BEZ |,
El lado derecho es positivo debido a la condicién de méximo de la entropia, vea ec.(420).
Por lo tanto,
2
Y (v >0 (455)
oV? (@) ’
S 952 ) v/

Esto es, demostramos la condicién (424) y, por lo tanto, E7(S,V, N) es un minimo en
equilibrio termodinamico. QED.
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