Termodinamica.
Examen Parcial 1 - SOLUCION

Problema 1. Unos procesos ... (10 puntos)

Un mol de un gas ideal monoatémico, inicialmente a temperatura Ty, se expande de un
volumen Vj hasta 2V}, (a) a temperatura constante, (b) a presién constante, (c¢) adiabati-
camente. Calcule el trabajo de expansion y el calor absorbido por el gas en cada caso.

Solucion

Antes de contestar, recordemos que para un gas ideal se cumple:

_ NokT
Y
y si es monoatoémico, la energia interna es
3
E= §Nng

donde Ny es un mol. Para procesos reversibles, a N constante, la primera ley establece
dE = dW +dQ

con AW = —pdV y dQ) el trabajo y el calor reversibles, respectivamente. Podemos también

escribir dE = (3/2)NokdT .

(a) Expansién a temperatura constante Ty. Por lo tanto, el cambio de la energia interna
es cero, dF = 0. El trabajo es,

2Vo
W = — pdV
Vo
2Vo NQ]{ZT()
= — dV
Vo Vv
= — NokTpIn V3"
2Vo
= —NokTyln —
ofLoln A

= —N()kTO In 2. (1)

Debido a que el cambio de la energia es cero, el calor es () = —W. El trabajo es negativo,
W < 0, el sistema hace trabajo al expanderse, el calor es positivo () > 0, el sistema recibe
calor de los alrededores (para mantener su temperatura constante).



(a) Expansion a presion constante. El estado inicial del sistema tiene temperatura Ty y
volumen Vj. Por lo tanto, la presién es
_ NokTy
Po = Vo

Esta se mantiene constante en la expansién. El estado final tiene la misma presion py y
volumen 2V}. Por lo tanto, su temperatura final es,

2poVo
T, —
™ "Nk

es decir, Ty = 2T;. Esto nos dice que el cambio de la energia es,

AE = ‘;’NokAT
= ‘;’Nok(QTO—TO)

El trabajo es

2Vo

El calor es

Q = AE-W
== ;N(]]{ZTO + N()]{ZTO

5
El trabajo es negativo (por expansién). El calor es positivo, el sistema incrementa su
temperatura.

(a) Expansién adiabatica. Un proceso adiabatico es un proceso reversible donde el calor
total es cero @ = 0. Ademds se cumple que pV? = constante, donde v = 5/3 por ser
un gas ideal monoatémico (C, = Cy + Nok = (5/3)Nok y v = C,/Cy = 5/3). En cada



punto del proceso se cumple que pV7 = poV4', por lo tanto, el trabajo se puede calcular
directamente como,

2Vo
W= — [ pav
Vo
2% qV
= —pi V- -
PoVo v V7

1 1 1
— —p V7 —
TS <(2Vo)”"1 VJ*)
poVy 1 ( I 1)

%7_1 1— v 27—1
3 1
= —poVo(=3) (22/3 - 1)
3 1
= —5NokTy (1 - 22/3> . (5)

El trabajo es negativo, por expansion.



Problema 2. Un ciclo ideal ... pero no de Carnot. (10 puntos)

Considere una maquina térmica funcionando en un ciclo reversible, usando como sistema
a un gas ideal con v = C,,/Cy dado. El ciclo consiste de dos procesos a presiéon constante,
unidos por dos procesos adiabaticos:

] B

Figura 1: Ciclo, a — b isobarico, b — ¢ adiabatico, ¢ — d isobarico, d — a adiabatico.

a) Calcule la eficiencia de esta maquina en términos de las presiones p; y pe. (4 puntos)

b) {Cudl de las temperaturas T,, Ty, T., Ty es la més alta y cudl es la mas baja? Muéstrelo.
Sugerencia: Para cada uno de los procesos del ciclo, usted puede argiiir de manera
general, cual de las temperaturas al inicio y final de cada proceso es mayor entre ellas
dos. (3 puntos)

¢) Muestre que una maquina de Carnot hecha de la misma sustancia y trabajando entre
la més alta y la mas baja temperaturas del inciso anterior tiene mayor eficiencia que esta
maquina. (3 puntos)

Solucion
(a) Eficiencia de la maquina. Un aspecto muy importante de este problema es que

la solucién debe darse en términos de lo que se pide. En particular, se pide explicitamente
que la eficiencia se calcule en términos de las presiones p; y py de la figura.



La eficiencia se define como el cociente del valor absoluto del trabajo W que realiza
la maquina entre el calor suministrado ();,, durante un ciclo:

_ W
Qin
A su vez, por primera ley y porque la energia no cambia en un ciclo, se tiene que |W/| =

Qin — |Qout|, donde el calor @ es el calor que cede la maquina y que es negativo. Asi,
la eficiencia también se puede escribir como,

(6)

|Qout|
Qin

Podemos usar cualquiera de las férmulas (6) o (7). Usaremos (7) debido a que en los
procesos adiabaticos la transferencia de calor es cero, es decir, sélo hay transferencia de

calor en los procesos isobaricos, a — by ¢ — d. Usted puede intentar el problema usando
(6). Veamos.

n=1- (7)

Calor de a — b: El proceso es a presion constante y es un gas ideal, por lo tanto,
podemos calcular el calor como

Ty
Qaﬁb = Cp dT

Ta

= C,(T, —T). (8)

Como los puntos a y b estdn a la misma presién, p, = p, = p1, se cumple que

NET,  NET,
Vo @V
que implica
Vi Ty
V.o T ®)

Como V;, > V,, entonces T;, > T,. (Esto lo usaremos en el siguiente inciso). Por lo tanto
Qa—>b > 0.

Calor de ¢ — d: De manera analoga, como también es isobarico,

OQud = 0/ T

= Cp(Ty—Tv). (10)
Como p. = pg = po entonces

Vo T

= =—, (11)

Va Ty

y debido a que V. > V,; entonces T, > T,. Por tanto, Q.4 > 0.



Como los anteriores son las unicas transferencias de calor, concluimos que Q;, = Qo
vV Qout = Qe_q. La eficiencia es entonces,

|Qout|
= 1- 2
Cp(Tc — Td)
b CP(Tb - Ta) (13)
_ LT (14)
T, — 1T,

Ahora tenemos que expresar esta eficiencia en términos de las presiones p; y po. Notamos,
primero, que de las expresiones (9) y (11) existe una relacién entre las temperaturas y los
volumenes, debido a los procesos isobaricos. Ahora debemos usar las relaciones entre los
procesos adiabaticos.

El proceso b — ¢ es adiabatico, se cumple
piVy = p V.
Anélogamente, d — a es adiabatico,
V) =p V).

De estas expresiones concluimos que

Ve _ <pl>w (15)

Vi P2
y y
.
Va _ (1’1> (16)
Va D2
que, ademas, nos dice
Ve Vi
Ze_ 2d 17
AT (17)

Las ecuaciones (9), (11), (15), (16) y (17), se hallaron usando el hecho que los proce-
sos del ciclo son isobaricos o adiabaticos. Es decir, la leccién es que debemos usar toda la
informacion que nos dan, y el resto es tener ingenio para manipular dichas ecuaciones, jun-
to con (14), para hallar el resultado buscado. La siguiente es una manera, hay muchas més.

Note que de las ecuaciones mencionadas concluimos que los volimenes y temperaturas
no son independientes entre ellas. Entonces, la ecuacién (14) sugiere ser escrita como,
Tc - Td
T, — T,

n = 1-— (18)



T
7,15

- 1L (19)
Tbl—ﬁ
!

— L—El_é, (20)
T1- 5%

donde en la tltima linea usamos las condiciones isébaras (9) y (11). Sin embargo, de la
relacién adiabdtica (17), observamos que

Vo _ Va
Vv, Vo
Por lo tanto, la eficiencia se reduce a
T,
=1-—=. 21
U T (21)
Y ahora usamos (15), junto con la ecuacién de estado del gas ideal, para obtener,
E _ (M) 1/v
Vi P2
pch _ (I)l) 1/v
p2Th P2
Lo _ <p1> v (22)
Ty P2

que, después de un pequeno reacomodo, nos da el resultado final,

~y—1

n=1—<i>w- (23)

Como py < py, la eficiencia cumple n < 1.

b) ;Cuadl de las temperaturas 7,, T}, 1., T; es la mds alta y cudl es la mas
baja?

Del inciso anterior, hallamos que en los procesos isobaricos la temperatura aumenta
en expanson y disminuye en compresion. Es decir, se cumple (vea ecs.(9) y (11)),
T, >1T, T.>1y (24)

Ahora, en los procesos adiabdticos se cumple que en expansion disminuye la temperatura
y aumenta en compresién. Comprobemos esto en la expansion b — ¢:

prbV = szJ

NET, . NkT,_.
%Vb_ VCVC
V)b = TV (25)



Por lo tanto,

T, 174N
== (Vb) , (26)

y como V. >V, entonces T, > T.. De manera andloga, en el proceso adiabético d — a, se
tiene que T, > Tjy.

De las relaciones anteriores concluimos,
T, >T,>T; vy Ty,>T,>Ty. (27)

Es decir, Ty, es la mayor temperatura y 7y la menor ... Note que no podemos concluir nada
entre T, y T.. No hay restriccion entre ellas.

c) Muestre que la eficiencia de un maquina de Carnot entre 7, y T, es mayor
que la eficiencia de la maquina del problema.

La eficiencia de una maquina de Carnot entre una temperatura alta T; y una baja Ty,

esta dada por,
Ty
=1-—. 28
Nc T, (28)
Deseamos mostra que ne > 1, con 1 dado por la ecuacién (23). Una forma de hacerlo
es suponer cierta la desigualdad y verificar que es equivalente a una desigualdad cierta.

Existen varias maneras de mostrarlo, veamos una:

nc > N
-1
1_& . 1_<pg>(7 el
T D1
& 5 <p2>(71)/'7
Ty D1
Tq Ty,
TN C Y2y
b2 P
T, Ty
G T C Y2y
b P
T, < Tb, (29)

la cual es cierta. Note que en la quinta linea usamos la condicién de adiabaticidad del

proceso d — a,
Td Ta

pév—l)/v pgv—l)/v '




Problema 3. ;Reversible o irreversible? (10 puntos)

Considere un sistema con paredes aislantes, rigidas e impermeables. El sistema esta divi-
dido en dos subsistemas por una pared con las mismas caracteristicas que las anteriores.
En cada subsistema se tiene un gas ideal con el mismo nimero de atomos N en cada lado,
la misma temperatura T en cada lado también, pero con diferentes volimenes, esto es
Vi # V5. La pared que divide a los subsistemas pierde su propiedad de rigidez pero sigue
siendo aislante e impermeable. Desprecie cualquier efecto de friccion.

(a) Describa el proceso que espera que ocurra y encuentre las temperaturas y presiones
finales de cada lado. (6 puntos)

(b) ;Es este proceso reversible o irreversible? Conteste esta pregunta calculando el cambio
de la entropia del sistema en el proceso. Sugerencia: Recuerde que el cambio de variables
de estado (de equilibrio) de un sistema, es independiente del proceso. (4 puntos).

Solucion:

a) Descripcidén del proceso y presiones y temperaturas finales. Sin pérdida de
generalidad supongamos V; < V5. Como las temperaturas y nimero de particulas iniciales
son iguales, entonces la presién p; es mayor que ps, es decir,

B NkT - NkT_
p1 = v, v, = D2.

Al liberar la pared entre los subsistemas, se inicia un proceso espontaneo que mueve a
la pared, con una dinamica que no podemos saber con los datos del problema, pero que
sabemos que se detendra tarde o temprano una vez que los dos subsistemas alcancen el
equilibrio entre ellos. Este proceso es irreversible pues, de manera espontanea, no regre-
sard a su estado inicial. Por Segunda Ley, el equilibrio entre los dos gases ocurre cuando
las temperaturas y las presiones en ambos lados sean iguales, debido a que la pared perdio
su calidad de rigidez, independientemente de que sea aislante e impermeable. Sean T y
pr la temperatura y presion finales. Hallemos sus valores.

Como el sistema completo es aislado, la energia total debe conservarse, es decir,
AE =AFE,+AFE,=0 (30)

donde AFE; y AFE5 son los cambios de las energias de los subsistemas en el proceso. Debido
a que son gases ideales, y tienen el mismo nimero de atomos, sus capacidades calorificas
Cy son iguales (puede suponer que son monoatémicos, en cuyo caso Cy = 3Nk/2). Por
lo tanto,

AE1+AE2 = O
Cy(Ty =T)+Cy(Ty —T) = 0
20y (Ty —T) = 0, (31)

9



y como Cy > 0, se sigue que Ty = T'. Es decir, la temperatura es la misma en el estado fi-
nal que en el inicial. Note que esto no implica que el proceso haya sido isotérmico!.

Ahora usemos el hecho que las presiones en ambos lados son iguales,

NET NET

P Y T,

donde Vi ¢y Vay son los volimenes finales de los gases, en obvia notacién. De las ecuaciones
anteriores se sigue que Viy = V5. Sin embargo, como el volumen total del sistema, dado

por Vi + V5, no cambia, entonces
Vi+ Vs,
Vip = Vo = 5

y la presién final es
2NET

Vi+V, (32)

Dy

b) (Es el proceso reversible o irreversible?. Como ya se comenté en el inciso

anterior, el proceso es irreversible. Esto lo podemos verificar calculando el cambio de la
entropia total,

AS = AS; + AS,. (33)

y mostrando que AS > 0. Es importante recalcar que, como el proceso es irreversible y no
sabemos realmente coémo ocurrid, no tiene sentido pensar que la entropia de cada sistema
fue gradualmente cambiando. Lo que si sabemos es que los estados iniciales y finales son
de equilibrio y que, por tanto, los cambios AS; y AS, pueden calcularse usando cualquier
proceso reversible que conecte los estados inicial y final de cada lado. La realizacién fisica
de dichos procesos necesariamente requeriria de la presencia de banos térmicos y de siste-
mas mecanicos externos, es decir, de “alrededores” con los cuales el sistema intercambiara
energia en forma de calor, estando en equilibrio con ellos durante el proceso quasiestatico
en cuestiéon. En este caso, como la temperatura es la misma al principio y al final, para
ambos subsistemas, escogemos un proceso isotérmico, a temperatura T', para cada subsis-
tema.

Para el subsistema 1, serd una expansion isotérmica de V1 a (Vi + V3)/2, mientras que
para el subsistema 2, una compresién isotérmica de V5 a (V4 4 V3)/2. Para un proceso
isotérmico de gas ideal, el cambio de la energia es cero y, por tanto, Q1 + W; = 0, donde
Wi es el trabajo reversible en el subsistema 1 y )7 el calor absorbido para mantener la
temperatura:

Vi+Va
W1 = - pdV

1%
Vitla V7
= —NkT —_—
i |4

Vi+V,
= —NKkTIln——.
n oV,

10



El calor es Q1 = —W;. El cambio de la entropia en el proceso, es

ra

- 1[4
O
T

= Nkln

2V

Vi+V,

De manera analoga para el subsistema 2, usando como volumen inicial V5,

Vi+V,

ASy; = Nkl
SQ n 2‘/2

Note que AS; > 0, mientras que AS; < 0, sin embargo, la suma es positiva:

AS = AS +AS,
_ Npm At

1
(V1 + V,)?
4ViVy

= Nkln

+ Nkln

(35)
(36)
i+,
2V,
(37)

Esta cantidad es positiva, AS > 0, debido a que el argumento del logaritmo es mayor que

uno, es decir,

Comprobacién:

(V1 + V)2

AT > 1. (38)
(Vi + V)2 _
4V V;
Vi+W)? > 4,
VE+2WVa+ V5 > 41,
VE-2iVa+ V7 > 0
(Vi = Vo) > 0. (39)
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