EL TENSOR DE PRESIONES

La discusion siguiente se centra en el tensor de presiones; sin embargo, los conceptos
matematicos pueden ser extendidos a otras clases de tensores.

El tensor de presiones es un objeto matématico que nos representa las fuerzas que el
resto de un medio continuo (sélido o fluido) ejerce sobre un elemento diferencial de drea
dado del fluido en un punto espacial 7. Las unidades del tensor son fuerza/drea. A los
elementos Pj; con 7 = j les llamamos presiones normales y a aquellos con 7 # j, presiones
de corte.

El tensor de presiones tiene las siguientes componentes

) Prp(T) - Pry(1) - P (7)
P(r) = | Puy(F) Byy(r) Pp(7) | (1)

Tambien lo podemos representar como Pj;
que en la representacién dada por la ec.(1
es decir, Pj; = Pj;.

) con i y j tomando los valores x, y 6 z. Note
ya hemos supuesto que el tensor es simétrico,

~—

Considere una diferencial de area en el punto 7
dS = dS a(7) (2)

donde dS es el valor de la diferencial de area y n(r) es un vector normal a la superficie
en 7. Por ejemplo, si el vector normal de la superficie es z, i.e. el vector normal en la
direccién positiva de la coordenada x, entonces la diferencial de drea es dS = dydz. En
general, un vector normal arbitrario tiene componentes n = (n,, n,,n,) con la restriccion
f-h =n2+ nf/ +n? = 1, por ser unitario.

El significado fisico del tensor de presiones es el siguiente: la fuerza dF (7) que el resto
del fluido ejerce sobre la diferencial de area dS, localizada en el punto 7, es
dF(F) = —P(F)-dS
= —P(F)-n(f)dS . (3)
Més abajo discutiremos el significado matemético de la expresién P(7) - 2(7)dS y nos
convenceremos de que es un vector. Vemos que es claro que a dicha fuerza la consideremos
de tamano diferencial dF porque actia sobre una diferencial de area dS. Asi, si tenemos

una superficie cerrada, inmersa en un fluido y cuyas normales apuntan hacia “afuera” de
la superficie, la fuerza total que el fluido ejerce sobre dicha superficie es

F=— /S P(7) - () dS (4)

donde la integral es sobre toda la superficie, vea la Fig.1.



Figura 1: Cuerpo de forma arbitraria inmerso en un fluido o sélido con tensor de presiones
dado P(7). Se muestran unas cuantas diferenciales de drea y sus normales correspondien-
tes.



Significado matemético de la expresién P(7)-7(7)dS. Esta cantidad es un vector:
el producto “punto” de un tensor por un vector, es un vector. Para entenderlo, hagamos un
paréntesis sobre representaciones. La ec.(1) es en realidad una representacién del tensor.
Es decir, un tensor (de rango 2) es un objeto de 9 nuimeros con ciertas propiedades
que podemos representar como la matriz 3 x 3 de la ec.(1). De la misma manera, un
vector d@ = (ay, ay, a,) lo podemos representar como una matriz 1x 3, i.e. como un vector
“columna”,
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1 0 0
g=l0o] g=|1] 2=]0 (6)
0 0 1

Ahora definimos el vector transpuesto @' como la matriz 3 x 1,

il = (ay ay, a,) (7)

es decir, como el vector “rengléon” de a. Asi, el producto “punto” de dos vectores @ y b se
representa como

Uy
b'-d = (by b, b)) | a,
a.

= azb, +ayb, + a.b, (8)

donde hemos usado las propiedades de multiplicacién de matrices “renglones por colum-
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nas”.
Sea A un tensor que puede representarse como una matriz 3 x 3,

B Aa:a: Aa:y Aa:z
A=| Ap Ay Ay (9)
Azx Azy Azz

Podemos realizar dos tipos de producto punto con @y con @’ . El primero es el tensor por
el vector columna

ca = Ay Ay Ay ay
Azx AZy AZZ az
waaac + Awyay + Amzaz
= Aypay + Ayya, + Ayza,
Apar + Asyay + Asa,

N




y vemos que nos da como resultado un vector columna. El otro producto punto es un
vector renglon por un tensor, que da un vector renglén,

B A:m: A:):y sz
a A = (a, ay a)| A Ay A,
Azm Azy Azz
= (awAa:at + ayAyz + azAzm ) a:ﬂAzy + ayAyy + azAzy ) azAa:z + ayAyz + azAzz)
G (11)

Importante: Note que las componentes de ¢’y d’ no son las mismas ... a menos que el
tensor sea simétrico, i.e. si A;; = Aj;, entonces los vectores ¢y d son iguales.

La notacion anterior es realmente engorrosa! ... se puede facilitar usando la convencion
de Einstein (una de las grandes aportaciones del Maestro, que introdujo cuando realizé la
Teoria General de la Relatividad). Denotamos a los vectores @ como a;, donde i = z, ¥,
6 z, y a los tensores A como A;;. El producto punto de dos vectores es simplemente,

y la convencion de Finstein es “cuando aparezcan indices repetidos, sumese sobre sus
posibles valores”:

a-b= a;b; = azb, + a,b, + a.b, . (13)
Ahora los productos con los tensores,
i=A-a (14)
se escribe
¢ = Ajja; (15)

compare con la ecuacién (10), es la misma! Verifiquelo: ponga i = x y luego haga la suma
sobre los valores repetidos de j, le dara el valor de la primera componente de ¢ en la
ec.(10), hagalo por favor.
El otro producto,
' =a" A (16)

se escribe
dz’ = CLjAjZ‘ (17)

compare con la ec(11) y verifique que es lo mismo ... Note que con esta representacién ya
no es necesario distinguir entre vectores columna y vectores renglén.

De lo anterior, hallamos que efectivamente,
dF(F) = —P(7) - i()dS (18)
es un vector. En notacion abreviada,

AF(7) = ~ Py, ()45 (19)

4



es la componente 7 de la diferencial de fuerza total que el fluido ejerce sobre la diferencial
de superficie dS en el punto 7" cuya normal es n.

Con la expresién anterior podemos entender mejor el significado del tensor F;;. Por
ejemplo, —P,, es la fuerza por unidad de area a largo de la direccién ¢ sobre una diferencial
de area cuya normal es Z:

N Poal?) Pl Puld) \ (1
—P(F)-2dydz = — | Pu(r) P,(r) P,.(") 0 |[dydz
= —| Py |dydz (20)

Con esta interpretacién, deberfa (?) ser claro la connotacién de presiones normales y de
corte para i = j y ¢ # j, respectivamente.

Balance de fuerzas en un medio continuo.

Sea un fluido o sélido dado y consideremos un elemento de volumen dV = dxdydz
cuya masa es dm = p(F)dzdydz. Sea dF.,(7) la (diferencial) de fuerza externa que actia
sobre dicha masa. Si el medio esta en equilibrio, esta fuerza debe ser balanceada por la
fuerza que el resto del fluido ejerce sobre esa masa dm,

dﬁ(F) + dﬁewt(ﬁ =0, (21)

donde dF(7) es la fuerza ejercida por el fluido, dada por le ec.(18).

Calculemos la (diferencial de) fuerza total que el fluido ejerce sobre el elemento de
volumen dV = dxdydz. De acuerdo a la Fig. 2 ese cubo tiene 6 caras o superficies con las
siguientes normales y coordenadas:

1) n = —2 localizada en 7 = (z,y, 2), dS = dydz

)

n = & localizada en 75 = (x + dz,y, ), dS = dydz
3) n = —y localizada en 7 = (z,y, 2), dS = dxdz

W

5) n = —Z localizada en 7 = (z,y, 2), dS = dzdy

)
)
) n = g localizada en 7y = (z,y + dy, 2), dS = dxdz
)
6) n = z localizada en 75 = (z,y, 2z + dz), dS = dzdy

Con una notacién obvia, usando la ec.(18), podemos escribir la fuerza total sobre el
elemento de volumen en cuestién, como sigue:

0 = dF\(z,y,2) + dFy(x 4 dz,y, 2) +
dﬁg(x, Y, z) + dﬁ4($7 y+dy, z)+
dFs(x,y, 2) + dFg(z,y, = + dz) +
dﬁext(x, Y, 2)



= ]S(x y,2) - (=) dydz — P(x + dzx,y, 2) - (2) dydz

—P(z,y,2) - (=9) dedz — P(z,y + dy, 2) - () dedz

—P(z,y,2) - (=2) dedy — P(z,y, 2 + dz) - (2) dedy
+dFoui(2,y, 2) (22)

Desarrollando en serie de Taylor los tensores que dependen de x + dx, y +dy v z + dz,
obtenemos a orden mas bajo, (hdgalo con detalle!)

—V - P(7) dedydz + dF..(7) = 0. (23)

En la expresion anterior,
(24)

es, evidentemente, un vector. El significado fisico es que —V - ]5(7”) es la fuerza por unidad
de volumen que el fluido ejerce sobre un elemento diferencial dV = dxdydz, del fluido
mismo, localizado en el punto espacial 7.

Z
dV =dxdy dz . =

=~
>

Figura 2: Elemento de volumen dV = dxdydz localizado en el punto 7. Se muestran los
vectores normales a cada una de las caras del elemento.



Del mismo modo podemos identificar

e — dﬁ ext (F)
ex = 25
fear (7) v (25)
como la fuerza externa por unidad de volumen. Con esto la ecuacién (23) nos da la relacién

buscada que expresa el equilibrio mecanico en un medio continuo,
P + o) =0 20

Cabe resaltar que esta expresion es exacta, es decir, los términos superiores del desarrollo
son infinitesimalmente pequenos (son proporcionales a dV, (dV)?, etc.).

Fluidos.
Un fluido es un medio continuo que en equilibrio no soporta presiones de corte, es
decir P;; = 0sii # j. Si P;; # 0, con ¢ # j, el material fluiria y no estaria en equilibrio.
En este caso el tensor toma la forma

P.(7) 0 0
P(7) = 0 P, 0 . (27)
0 0 P.(7

Sin embargo, esto debe ser cierto para cualquier orientacion de los ejes de coordenadas
.. en su curso de mecanica analitica aprenderan a rotar ejes coordenados (y por ende
tensores y matrices). La rotacién més general se expresa en términos de la matriz simétrica
ortogonal de los dngulos de Euler (vea, por ejemplo, los libros de Goldstein o Landau y
Lifshitz de mecénica clésica). El punto es que al rotar los ejes, el tensor P(7) dado por
(27) es ahora P'(7),

i P (") P () P ()
P(") = | P, (™) P, () F.(7) |. (28)
P () Fu() PL(7)

Pero por ser fluido, exigimos que sea de la forma

) P 0 0
P = o P o0 | (20)
0 0 PL(7)

Se puede mostrar (usando la rotacién indicada arriba) que esto sélo puede ser cierto si

Py (1) = Pyy(f) = P..(r) = p(7) (30)

y el tensor toma la forma

0 0
10 |. (31)
01



En otras palabras, es asi porque el tensor unidad 1 tiene la misma forma en cualquier sis-
tema de coordenadas. Llamamos a p(7) la presién hidrostética, o simplemente, la presion.

El siguiente resultado es muy importante: Suponga una diferencial de area arbitraria,
ds = n(r) dS, sobre un cuerpo de geometria arbitraria inmerso en el fluido, como en la
Fig. 1, o sobre una regién del fluido mismo pero de geometria arbitraria. La fuerza sobre
ese elemento de area es,

dF(7) = —P(F)-a(F)dsS

( .
= —p(7) n(F) dS. (32)

Es decir, la fuerza sobre cualquier elemento de superficie tiene como magnitud p(7)dS
y apunta en la direccién contraria a la normal n(7) ... en palabras llanas y sencillas, la
presion siempre se ejerce normalmente en cualquier punto de la superficie.

El resultado inmediato mas importante para la termodinamica es la ecuacion de equi-
librio mecénico para un fluido. Usando las ecs.(24) y (26), es simplemente

—Vp(7) + foar(7) = 0, (33)

que es la llamada Ley de Pascal. Si la fuerza externa es cero, entonces Vp(r) = 0y
obtenemos el resultado conocido que la presién es constante en todo el seno del fluido
y sobre las paredes que lo contiene, p = constante. Si la fuerza externa es la gravedad
Fout(F) = —p(2) g2, la ecuacién de Pascal es

o = 2y (34)



