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Resumen

En esta tesis se estudia el transporte electronico en sistemas cuasiperiédicos por medio de la
formula de Kubo-Greenwood a temperatura cero dentro del formalismo de enlace fuerte. Hemos
desarrollado un nuevo método de renormalizacion capaz de calcular la conductividad eléctrica en
redes de Fibonacci de tamaiio macroscopico. En particular, se analiza la conductividad eléctrica dc
y ac en las redes de Fibonacci del tipo mixto que varian tanto las auto energias como las integrales
de salto, asi como las de enlaces. Asimismo, estudiamos los efectos de la condicion de frontera
en la conduccion electrénica. Los resultados para la cadena de Fibonacci mixta muestran que el
espectro de conduccion ac del estado transparente -con coeficiente de transmision uno- escala con
el inverso del tamaiio de sistema, donde la conductividad disminuye al incrementar la frecuencia del
campo eléctrico aplicado. En particular, la conductividad ac de los estados no transparentes decae
mas rapido que la de los estados transparentes. Ademas, se observa que la conductividad dc oscila
periédicamente alrededor del estado transparente, y la amplitud de esta oscilacion se incrementa
conforme la inhomogeneidad o la diversidad quimica crece. Un estudio detallado de los efectos
de las condiciones de frontera sobre la conductividad ac revela la robustez del estado transparente,
contrario a lo observado en otros estados de alta conductividad dec. Por otro lado, para el pro-
blema de enlaces el estado transparente se localiza en un centro de fractalidad y su espectro de la
conductividad ac decrece conforme se incrementa la inhomogeneidad del sistema. Mds aun, dicho
espectro ya no presenta minimos bien definidos como en el caso mixto y también escala con el
inverso del tamario del sistema, excepto por una funcidon que depende de la diversidad quimica. Sin
embargo, para ambos casos la conductividad ac en el limite de bajas frecuencias obedece la regla
de decaimiento cuadratico predicha por el modelo de Drude. Asimismo, hemos estudiado las redes
bidimensionales cuasiperiddicas como son: las superredes de Fibonacci que son cuasiperiodica en
una direccion y periddicas en la otra, y las redes que siguen la secuencia de Fibonacci en ambas
direcciones. Los resultados muestran que la presencia de la periodicidad domina los efectos de
la cuasiperiodicidad, por lo que las superredes de Fibonacci no serian un buen candidato para la
observacion de la multifractalidad en la estructura de bandas de conduccion. Por otro lado, las redes
doblemente cuasiperiodicas de ancho finito tienen una estructura de bandas y brechas energéticas
de conduccién mejor definidas en comparacion con la de superredes de Fibonacci.
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Introduccion

Las simetrias de un sé6lido son determinantes para muchas propiedades fisicas del mismo. Por
ejemplo, los solidos cristalinos poseen simetria traslacional, la cual determina el comportamiento
de sus excitaciones elementales a través del teorema de Bloch. En particular, la restriccion de
simetrias en un sélido puede ser de diversas formas, por ejemplo, la ausencia de simetria trasla-
cional y/o rotacional en una o mas direcciones, la falta de orden de largo alcance, la baja dimen-
sionalidad del sistema y los llamados sistemas desordenados. Con frecuencia existen simetrias
ocultas en los sdlidos, como sucede en el caso de los cuasicristales que son proyecciones de una
estructura periddica desde un espacio de mayor dimension. El descubrimiento de los cuasicristales
[Shechtman, et al., 1984] en la década de los ochentas ofrece una nueva gama de posibilidades
en el arreglo atdmico y en consecuencia la apariciéon de los estados criticos que no son extendi-
dos ni localizados sino autosimilares en el espacio real. La formacion del orden cuasicristalino se
ha atribuido a la aparicion de una pseudobrecha energética alrededor de la energia de Fermi, si-
milar al caso de las ondas de densidad de carga, donde la estabilidad estructural se debe a la fuerte
correlacion electronica [Peierls, 1955].

Desde el descubrimiento de los cuasicristales se han hecho esfuerzos considerables en el estudio
de la localizacién de las excitaciones [Janot, 1994]. Hoy en dia existe consenso que el espectro
de los eigenvalores producido por un potencial cuasiperiddico es singularmente continuo y las
eigenfunciones asociadas son criticas para sistemas unidimensionales[Siit6, 1994]. Ademas, la
estadistica de espaciamiento de niveles muestra una distribucién que sigue una ley del inverso de
potencia [Machida, et al., 1986] [Geisel, et al., 1991 ], a diferencia de la distribucién tipo Wigner
para sistemas ordenados y de la de Poisson para sistemas desordenados. Se ha establecido que el
espectro electrénico de las cadenas de Fibonacci -cuasicristal de una dimension- es un conjunto de
Cantor con medida de Lebesgue cero [Kohmoto, et al., 1983]. Por lo tanto, no se espera que la
conduccion electrénica en estructuras cuasiperiodicas sea balistica como en una red periddica, ni
difusiva como en una red desordenada [Piéchon, 1996].

En particular, Sutherland [Sutherland, et al., 1987] y Roy [Roy, et al., 1984] desarrollaron
métodos de matriz de transferencia para estudiar la resistencia de Landauer de la red de Fibonacci
Yy encontraron que la resistencia cambia con el tamaiio del sistema y con la energia. Aldea [Aldea,
et al., 1988], Newman [Newman, et al., 1991] y Ding [Ding, et al., 1999 ] partieron de la analogia
de una red de resistencias que simula el flujo de corriente en soélidos, introducida por Miller y
Abrahams [Miller, et al., 1960], y encontraron que la conductividad eléctrica a bajas frecuencias
depende de la medida espectral del sistema, mientras que para altas frecuencias dicha conductividad
es independiente de la secuencia especifica de la red. Stephen [Stephen, et al., 1986] estudioé las
propiedades de transporte de un sistema inconmensurado partiendo de que la integral de salto
asistida por tonones es dependiente de la temperatura. Roche y Fujiwara [Roche, et al., 1998]
encontraron que la dependencia de la conductividad con la temperatura en cuasicristales sigue
una ley de potencia a bajas temperaturas, la cual es consistente con los resultados experimentales.
Asimismo, E. Macii y F. Dominguez-Adame reportaron la existencia de los estados transparentes
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con coeficiente de transmision uno en sistemas de Fibonacci mixtos [Macia, et al., 1996].

Por otro lado, hoy en dia con el uso de las modernas computadoras de alta velocidad, se llevan a
cabo calculos numéricos a gran escala obteniendo la estructura de bandas y las eigenfunciones de
sistemas con miles de atomos. Sin embargo, el tiempo que comsumen estos cdlculos crece como
el nuimero de grados de libertad del sistema al cubo, por lo que es practicamente imposible abordar
solidos de escalas realmente macroscopicas a capacidad de computo actual. Una alternativa mas
eficiente para estudiar los s6lidos son los métodos del grupo de renormalizacion, el cual ha tenido
éxito en la teoria de fenomenos criticos [Ma, 1973]. La técnica del grupo de renormalizacion en
espacio real ha sido aplicada a sistemas desordenados [Aoki, 1980] [Gongalves da Silva, et al.,
1981] y cuasiperiddicos [Niu, et al., 1986] [Ashraff, et al., 1988] [Barrio, et al., 1990] [Walther,
et al., 1997], debido a la ausencia de un teorema de tipo Bloch en estos casos. En particular, los
sistemas cuasiperiodicos son muy sensibles a defectos locales [Naumis, et al., 1996] y entonces,
es esencial poder abordar sistemas de gran tamaiio para minimizar los efectos de frontera. En los
ultimos aios, se han desarrollado procesos de renormalizacion para estudiar propiedades locales
-tales como las densidades de estados- en sistemas cuasiperiddicos [Wang, et al., 1988]. Mads aun,
el grupo de renormalizacion se ha utilizado para determinar las propiedades de escalamiento de
los espectros [Kohmoto, et al., 1984] asi como las de localizacion [Naumis, 1999]. Sin embargo,
el método de renormalizacion no se ha podido emplear en el analisis del fenémeno de transporte,
debido a los complejos procesos involucrados en dicho fendmeno.

En esta tesis se estudia el transporte de electrones dentro del formalismo de Kubo, el cual se
basan en la teoria de respuesta lineal y el teorema de fluctuacion-disipacion [Datta, 1995]. Con
¢l fin de abordar sistemas realmente macroscopicos nos hemos dedicado primeramente al desa-
rrollo de un nuevo método de renormalizacion para la formula de Kubo-Greenwood en redes de
Fibonacci. Usando dicho método hemos analizado la conductividad dc y ac en sistemas cuasipe-
riédicos de una y dos dimensiones y los principales resultados seran presentados en esta tesis.

La presente tesis se organiza de la siguiente forrna. En el capitulo I se hace una revision de
los conceptos de la cuasiperiodicidad y los métodos de construccion, asi como los antecedentes
del grupo de renormalizacién. En el capitulo II se introducen diferentes métodos para cuantificar
el transporte electronico, tales como la ecuacion de Boltzmann, la conductancia de Landauer y
la féormula de Kubo-Greenwood. En el capitulo III se analiza la conductividad eléctrica en redes
de Fibonacci unidimensionales empleando el método de renormalizacion tanto para el problema
mixto como para el de enlaces. En el capitulo IV se investiga la conduccién de electrones en redes
cuasiperiodicas bidimensionales, como son las superredes de Fibonacci y las redes doblemente
cuasiperiddicas. Finalmente, se presentan algunas conclusiones de este trabajo de investigacion,
asi como tres apéndices que introducen la funcion de Green y proporcionan los detalles de los
métodos de renormalizacion.
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Capitulo 1
Cuasiperiodicidad

En la década de los ochentas, un descubrimiento importante que modifico la crista-
lografia tradicional fue el de los cuasicristales, ya que se creia que la simetria cinco es
incompatible con el orden de largo alcance. D. Shechtman y sus colaboradores encon-
traron una nueva fase de la aleacion de Alg g6 M ng.14 Que tiene un patron de difraccion
de puntos con simetria icosaedral [Shechtman, et al., 1984], el cual esta prohibida para
la cristalografia tradicional.

En general, un cristal es una estructura peridodica a escala atémica, cuya simetria
traslacional debe ser compatible con sus simetrias puntuales. La unién de estos dos
grupos de simetrias generan los 14 arreglos periodicos posibles de puntos en un es-
pacio tridimensional, y a estos arreglos se les conoce como redes de Bravais [Kittel,
1996]. La nueva fase de Al-AMn encontrada por Shechtman posee un orden de largo al-
cance, llamado cuasiperiédico, y un orden orientacional de simetria cinco (icosaedral).
Cabe mencionar que desde el descubrimiento de los cuasicristales no se han tenido pro-
gresos significativos en la determinacion de sus posiciones atémicas, siendo todavia un
problema abierto [Jeong, et al., 1997 J[Cockayne, et al., 1998].

Las primeras muestras de cuasicristales fueron termodinamicamente metaestables,
con gran desorden estructural, manifestandose en los picos de difracciéon. A finales
de los ochentas se obtuvieron los cuasicristales termodindmicamente estables, hecho
que ha motivado el estudio de las propiedades fisicas y estructurales de estos materi-
ales. En particular, la investigacion de las excitaciones elementales en cuasicristales
ha mostrado que los espectros de eigenvalores son multifractales y las funciones de
onda correspondientes no son extendidas ni localizadas, sino criticas [Kohmoto, et al.,
1986]. En consecuencia, se espera que el transporte de dichas excitaciones en los cua-
sicristales sea no convencional.

En este capitulo se introducen la definicion de los cuasicristales y los métodos de
construccién, asi como un breve resumen sobre las aleaciones cuasicristalinas exis-
tentes. El comportamiento general de los electrones en soélidos y particularmente en
cuasicristales se analizan en la seccion III, y finalmente en la secciéon IV se discute el
método de grupos de renormalizacion.

1.1 Definicion y métodos de construccion

Después del descubrimiento de Shechtman, D. Levine y P. Steinhardt encontraron que
las estructuras icosaedrales tienen una transformada de Fourier que coincide con el
patron de difracciéon observado y explicaron como la simetria icosaedral puede coexistir
con el orden de largo alcance [Levine, et al., 1984 ]. Asimismo, ellos introdujeron el
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término cuasicristal para describir esta nueva fase de simetria.

Hoy en dia, se definen los cuasicristales como aquellos arreglos atomicos cuyos
patrones de difraccion exhiben manchas nitidas con simetrias no cristalograficas, como
muestra la figura (I.1). Las manchas nitidas en el patron de difraccion significan que la
estructura tiene un orden de largo alcance, mientras que la simetria prohibida implica
que el arreglo atémico no puede ser periodico. Es decir, los cuasicristales tienen una
bien definida simetria de grupo puntual discreta, similar a los cristales, pero la cual es
incompatible con el orden traslacional periédico. Los cuasicristales también se conocen
como cristales cuasiperiédicos, ya que los cristales se definen como cualquier sélido
que tiene un patrén de difraccion esencialmente discreto [Int. Union of Cryst., 1992].

Fig. 1.1 Patron de difraccion de un quasicristal con estructura icosahedral.

Uno de los sistemas cuasiperidodicos unidimensionales mas conocidos es la cadena
de Fibonacci, la cual puede construirse por varios métodos. Empezaremos con el
método de inflacion, donde se toman dos diferentes segmentos: uno largo y otro corto,
denotados por L y S respectivamente. La regla de construccion es reemplazar S por L
y L por LS de la siguiente forma:
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Tabla I.1 Secuencia de Fibonacci.

Generacion (n) | Secuencia F,,

(1) Fy =L

(2) F2=1LS

(3) F3 =LSL

(4) Fy =LSLLS

(5) F5 = LSLLSLSL

Notese que la frecuencia de ocurrencia de L y S en cada generacion sigue los
numeros de Fibonacci dados por: x,, = x,,—1 +Z,_2, partiendocon zp = 1y z; = 2; lo
cual conduce a lim,_ .o, = Z2£L — 7, donde 7 = -\5_,-“—'1 es la razon dorada. Este método
de inflacion puede representa?se matricialmente de la siguiente forma

(5)-(re)(5) a-b
es decir, la regla de sustitucion, L — LS y S — L, ha sido resumida en la ecuacién
(1.1) que es un caso particular de una diversidad de secuencias que se pueden generar
por el método de inflacion [Lu, et al., 1986].

Otro método de generar la cadena Fibonacci es el de adicidon, que consiste en unir
la generaciéon n — 1 con la generacidn n — 2 para obtener la cadena de generacion n,
es decir, F,, = F,,_; & F,,.2. Por ejemplo, para la generaciéon 4, LSLLS = LSL &
LS. Cabe mencionar que el método de grupo de renormalizacion desarrollado para la
formula de Kubo que se discutira en el capitulo III se basa directamente en el método
de adicion.

El tercer método para construir la cadena de Fibonacci es el de corte y proyeccion, el
cual consiste en proyectar los puntos de una red bidimensional que se encuentran en una
ventana de ancho finito a un espacio fisico unidimensional, como se muestra en la figura
(1.2), donde el espacio fisico unidimensional (X!') forma un angulo a = tg=(np — 1)
con respecto a la direcciéon X de la red cuadrada, donde o debe ser irracional.
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Fig. 1.2 Representacién esquemaitica del método de corte y proyeccién para la cadena de Fibonacci.

La equivalencia entre el método de inflacién y el de adicion puede mostrarse de la
siguiente forma:
Definimos un operador lineal 3,

V(zy) = I(z) & I(v), a1.2)
que tiene la propiedad de J9(S) = L y 9(L) = LS. Partiendo del método de inflacién
tenemos que F, = 9"(S), es decir, aplicando sucesivamente el operador ¥ se obtiene
la secuencia de Fibonacci, esto es,

P o= 04S) =L, -
Fr = 9%S) =9'(9(S)) =I'(L) = LS,
Fs =

93(8) = ¥ (I9*(S)) = 9(LS) = LSL,

Por otro lado, se tiene que

IH(S) = 9" I(L) = 9" 3(LS) = 9" "3(L) ® 9" 2(S) = 9" 1(8) @ v"2(S5), (1.4)

en otras palabras, F,, = F,,_1 & F,,_2 que es el método de adicion.

Hasta aqui hemos visto que el método de inflacion conduce al de adicion, y el pro-
ceso inverso puede probarse partiendo de la existencia del mismo operador lineal (¥) y
suponiendo que F,, = F,_, & F,,_2. Por el método de induccion matematica probare-
mos que la misma secuencia de Fibonacci (F;,) construida por el método de adiciéon
puede generarse por aplicaciéon sucesiva del operador 9, es decir, F,, = 9"(S). Como
Fo=8=09%8), Fi =L =9Y(S),y Fo = F, ® Fy = LS = 9'(L) = 9%(S) por las
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propiedades del operador. Ahora supongamos que F,_o = 9" 2(S) y F,_1 = 9" 1(S),
entonces como F,, = Fp,_1 ® Fn_o = 9" }(S) ® 9" ~2(S) y usando la Ec. (1.4) te-
nemos que F,, = 9"(S). Por lo que los métodos de inflacion y de adicion generan la
misma secuencia de Fibonacci.

Los dos métodos discutidos anteriormente generan cadenas cuasiperiodicas finitas,
a diferencia del método de corte y proyeccién que produce una secuencia de Fibonacci
infinita, la cual podria mostrarse como sigue: Partimos de una red cuadrada, cuyos
puntos pueden caracterizarse por los vectores de posicion R=1z+ my, siendo l y m
nameros enteros, Yy T y ¥ los vectores unitarios de la red. Definimos un operador (P)
que proyecta los puntos de la red hacia la recta cuya pendiente es 7, es decir, tg(a) = 7,
donde a es el angulo entre la recta y el eje = de la red. Esto es

! Py = sin(a) = ———. 1.5)

—_— P
Vv1+n2 y v V1i+n?

Los puntos dentro de la banda con ancho vertical uno satisfacen la condicion m = [nl],
donde [a] es el entero mayor y mas proximo al nimero real a. Por lo tanto, los puntos
que se encuentran en la banda que se proyectan sobre la recta tienen la siguiente forma

! n[nt]
ST i

Entonces, las distancias entre los puntos proyectados (L; = R; — R;-1) se muestran en
la siguiente tabla:

Pz = cos(a) =

—~——p
Ry=PR =

lcosa + [nl] sina = (1.6)

Tabla 1.2 Puntos proyectados (R;) y las separaciones
entre ellos (L;) en el método de corte y proyveccion

donde los segmentos cortos (S) y largos (L) se definen como S =
L = cosa + 2sin a.

] R L

1 cos a + 2sin a

2 2cosa 4 -Asina cosa+ 2sina | L
3 3cosa + 5sina cosa + sina S
-4 4cosa + Tsina cosa + 2sina | L
5 5cosa + 9sina cosa + 2sina | L
6 Gcosa + 10sina cosa +sina S
7 Tcosa + 12sina cosa + 2sina | L
8 8cosa + 13sina cos a + sina S
9 9cosa + 15sina cosa +2sina | L
10 10cosax + 17sina | cosa + 2sina | L
11 11 cosa + 18sina cosa +sina S
12 12cosa + 20sina | cosa +2sina | L
13 13cosa + 22sina | cosa + 2sina | L

cosa + sina y
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Hasta aqui hemos discutido los métodos de construccion para la red de Fibonacci
unidimensional. Para los sistemas de mayor dimension, por ejemplo la red de Penrose,
se puede generar mediante procedimientos analogos a los de Fibonacci. En particular,
la red de Penrose puede construirse adicionando los tridngulos de Robinson de forma
similar al método de adicién de Fibonacci [Naumis, et al., 1994]. Por otro lado, el
método de inflacién puede generalizarse también para la red de Penrose [Janot, 1994].
Asi mismo, el método de corte y proyeccion aplicado a una red cibica en un hiper-
espacio de cinco dimensiones genera la red de Penrose en dos dimensiones mediante
un procedimiento similar al mostrado en la figura (1.3). Poriltimo, el arreglo icosaedral
es el resultado de la proyeccion de una red cabica en seis dimensiones hacia un espacio
fisico de tres dimensiones [Guyot, et al., 1989].

SOHFLTTES
BRI

Fig. 1.3 Una seccién de la red de Penrose.

En la siguiente seccidon revisaremos las aleaciones cuasicristalinas tanto termodi-
nimicamente estables como metaestables. Asi mismo, veremos los materiales cuasipe-
ridodicos construidos artificialmente.

1.2 Aleaciones cuasiperiéddicas

Las aleaciones cuasicristalinas pueden producirse por varias técnicas, tales como soli-
dificacién rdapida, reacciones de estado sdlido y condensaciéon de vapor. Estas alea-
ciones pueden ser termodinamicamente estables o metaestables. Estas uiltimas se trans-
forma a cristales regulares cuando se calientan y generalmente son fabricadas por so-
lidificacién rapida, la cual fue empleada para la obtencion del primer cuasicristal de
Al-Aln. Hoy en dia, se conocen cientos de aleaciones cuasicristalinas, sin embargo, el
numero de muestras de alta calidad estructural es reducido y ellas son importantes para
el estudio de los efectos de la cuasiperiodicidad en las propiedades fisicas. La tabla
siguiente muestra algunas aleaciones con estructura icosaedral y decagonal, las cuales
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son ordenadas segiin su estabilidad estructural [Stadnik, 1999].
Tabla 1.3 Aleaciones cuasiperiddicas estables y metaestables (donde RE y
T M indican elementos de tierra rara y metales de transicion, respectivamente.)

Estabilidad | Clase Al-T'AM Clase Mg-Al-Zn
Metaestable | Fase Icosaedral Fase Icosaedral
Al-TM(TM =V, Cr, Mn,
Ru, Re,... Al
Al-(MN, Cr, Fe)-(Si, Ge) Mg ﬁzl.l(vf;.'(g::’ ‘2;‘)’ Pd)
Al-(Cu, Pd)-TAM(TM = Cr, Mn, d
Ga-Mg-Zn
Fe, Mo, Ru, Ro, Os) Al-Li-(Cw. Aw. Zr. M
Ga-Pd-Al'n -Li-(Cu, Au, Zn, Mg)
. . Zn-Mg-RE(RE =Y, Nd,
Cristalizados por fases amorfas
3 Sm, Dy, Gd, Er, Ho,Tb)
PdeoUz208S%20, AlzrsCuisVio Tine Zran N
A155 A{ngs Sizo 45 38 7
Zreo.sCuialNiy Alrs
Fase Decagonal Fase Decagonal
Al —TM (T'M = Mn, Co, Fe,
Pd) FesoNb4o
Al — (Cu,Ni.Pd) - TM Zn — Mg — RE (RE =Y,
("M = Fe, Ru Dy, Ho, Lu,Tb, Gd)
Re, Co, Rh, IT)
Estable Fase Icosaedral Fase Icosaedral

Alescu:‘sTA/[lg (TI‘/I = Fe,
Ru, Os)
Al-;oPdgoTA/[lo (TA’[ == ]\/117., Re)
Al7oPdzoV5C o5
AlTOPdgocT5F65
Al70 Pdgo 1‘105 Rus
AITOPdQQ"Vso.Ss

AlsgLizzCuyy
GaxoMgs:Znas
TiasZr3gNiye
M gar Alzg Pd, 5
ZneoMgzRE o (RE =Y,
Dy,Gd, Ho,Tb, ET)

Fase Decagonal

Fase Decagonal

AlTON’izcago_; (I = 10 — 20)
AlgsCuy5Co20
Al75Pd15Tl"110 (T}‘[ == Fe,
Ru, Os)
AlgPdyizgM1,y7

ZneoMgssRE2 (RE =Y,
Dy, Ho, Lw, Tb, Gd)

1.2.1 (a) cuasicristales metaestables.

Estas aleaciones se clasifican de acuerdo a su simetria rotacional, tales como de or-
den cinco (icosaedral), ocho (octagonal), diez (decagonal) y doce (dodecagonal). Em-
pezaremos con las de fase icosaedral que son principalmente producidas por solidi-
ficacién rapida (~ 10°K/s), por ejemplo AlggMni4 dentro del grupo de aleaciones
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Al-(Mn, Fe, Cr) [Shechtman, et al., 1984]. Bancel y Heiney estudiaron las alea-
ciones Al-(Mn, Re, Cr, Ru, V, W y Alo), en las cuales adicionando SZ o Ru en dos
de ellas (Al-Mn y Al-Cr) parecen estabilizar la fase, resultando un aumento de la lon-
gitud de correlacion espacial. Sus resultados indican que las brechas en la estructura de
bandas electrénica creadas por la seudo zona de Brillouin puede jugar un papel en la
estabilizacion de la fase icosaedral [Bancel, et al., 1986]. Otras aleaciones reportadas
son M gi2(Al, Zn)4s [Ramachandrarao, et al., 1985], AL g, AlgCu [Sastry, et al., 1986]
y Mgz2(Al, Zn, Cu)so [Mukhopadhyay, et al., 1986]. Villars y sus colaboradores ana-
lizan diagramas estructurales cudnticos, los cuales han sido usados para predecir nuevos
cuasicristales basados en un mapeo estructural de compuestos intermetailicos ternarios
de la forma A, B, C., donde r < y < 2, B es un elemento con electrones de valencia s
por ejemplo Li, Na, Mg, Ay C son elementos con electrones de valencia p tales como
Al, Ga, Ge y Sn [Villars, et al., 1986]. Estas predicciones han sido confirmadas por
el descubrimiento de los nuevos cuasicristales icosaedrales AuLizAlg, Zn,7LizzAls,,
GaigMgzzZnss y AgisM gss Also [Chen, et al., 1987]. También se obtuvieron algu-
nas aleaciones en el grupo Ti-T M [Dong, et al., 1986 ], asi como la aleacion Cu-Cd
[Bendersky, et al., 1987].

Para el caso de los cuasicristales decagonales, la fase decagonal coexiste con la
fase icosaedral y se presenta principalmente en los sistemas del grupo Al-T M, tales
como Al-Fe, Al-Co, Al-Ni, Al-Pd y Al-Rh. En general, las fases cuasicristalinas se
determinan por la configuracion electronica de los elementos de la aleacion. Casi todas
las aleaciones binarias de fase decagonal contienen un gran cantidad de desorden que
es introducido por la solidificacién ripida. En cambio, el desorden puede removerse
notablemente cuando se extienden a sistemas ternarios, por ejemplo, Al-Ni-Fe, Al-
Ni-Co [Tsai, et al., 1989] y Al-Cu-Co [He, et al., 1988]. Dicha extension conduce al
descubrimiento de fases decagonales termodinamicamente estables.

Otros cuasicristales metaestables, tales como las aleaciones cuasicristalinas octago-
nales en dos dimensiones han sido encontradas en Cr-Ni-Si, V-Ni-5i [Wang, et al.,
1987 y Adn,Si [Cao, et al., 1988 ]. cuasicristales con fase dodecagonal fueron ob-
servados en particulas condensadas de Cr-Ni [Ishimasa, et al., 1985 ], asi como en
peliculas delgadas de Bi-Afn producidas por vaporizacion al vacio [Yoshida, et al.,
1991].

1.2.2 (b) cuasicristales estables.

Un cuasicristal termodiniamicamente estable es un material cuyo estado base estructural
es cuasiperiodico independiente del proceso de preparacidn, es decir, el material puede
sufrir tratamientos térmicos sin modificar su orden estructural. El primer cuasicristal
estable fue la aleacion Als; LizgCu [Ball, et al., 1985]. Se cree que la participacion
de Li es fundamental para la estabilidad de la aleacion, debido a su tamaiio atémico.
Otras aleaciones icosaedrales estables son Zn-AM g-Ga [Ohashi, et al., 1987] y M g-Al-
Pd [Koshikawa, et al., 1992 ]. La segunda generacion de cuasicristales icosaedrales
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estables fue encontrada en los sistemas Zn-AMg-RFE [Luo, et al., 1993]. Estos cuasi-
cristales tienen una excelente calidad estructural y poseen momentos magnéticos de-
bido a los electrones 4 f localizados en los sitios RE, en los cuales se puede estudiar el
magnetismo en redes cuasiperidodicas. Un grupo de cuasicristales estable que exhiben
una red icosaedral centrada en las caras son Zn-Mn-RE (RE =Y, Gd, Tb, Dy, Ho,
E7) [Niikura, et al., 1994][Tsai, et al., 1994], la cual fue observada por primera vez
en la clase de Zn-Afg-Al.

Los primeros cuasicristales decagonales han sido encontrados en la aleacion Zn-
Mg-RE (RE =Y, Dy, Ho, Er, T, Lu) [Sato, et al., 1997]. Estos materiales son
altamente anisotrépicos, es decir, periodicos a lo largo de su eje = y cuasiperiddicos
con simetria rotacional de décimo orden en el plano perpendicular al eje z. La fase
decagonal puede formarse directamente por una reaccion de estado solido entre la fase
icosaedral primaria (ZngoM gio RE)1p) ¥y una fase monoclinica Zn;M g,, alrededor de
los 623K [Sato, et al., 1998].

Una forma de explicar la existencia de aleaciones cuasicristalinas estables es por el
mecanismo empirico de Hume-Rothery, el cual sugiere que la estabilizaciéon de un ma-
terial ocurre cuando su superficie de Fermi se intercecta o esta cercana a la frontera
de la zona de Brillouin. Debido a la interaccion entre la red y los electrones de valen-
cia, la energia total electrénica disminuye cuando una brecha o una pseudo-brecha de
energia es creada alrededor de la energia de Fermi, y la densidad de estados se incre-
menta arriba y abajo de esta brecha. Una pseudo-brecha energética se forma cuando
Ia densidad de estados en un intervalo de energia es menor por varios ordenes de mag-
nitud que la de su alrededor, y cuando ésta es cero se denomina brecha. Por lo tanto,
dentro del mecanismo de Hume-Rothery la fase estructural del material es estabilizada
debido a la reconfiguracion electronica, similar a lo que sucede en la inestabilidad de
Peierls {Peierls, 1955]. Uno de los parametros mas importantes para la formacién pre-
ferencial de la estructura especifica es la razdn electron-por-atomo (e/a). En 1994, A,
Tsai encontré una regla empirica para los cuasicristales icosaedrales estables de base-
Al, es decir, Al-TM cone/a = 1.75y Zn-Mn-Al con e/a = 2.1. Esto indica que los
cuasicristales icosaedrales estables pueden ser aleaciones de Hume-Rothery.

Los cuasicristales termodiniamicamente estables presentan un alto valor de la resis-
tividad eléctrica, la cual se incrementa conforme decrece la temperatura [Poon, 1992},
hecho que podria relacionarse con la localizacion de la energia de Fermi en la pseudo-
brecha energética. Para algunos cuasicristales la conductividad eléctrica es mas pe-
queiia que el minimo de la conductividad metilica de Mott para la transicion metal-
aislante [Kimura, et al., 1991 ]. En general, la resistividad eléctrica de los cuasicristales
se incrementa al mejorar su calidad estructural, contrario a lo que sucede en aleaciones
metilicas cristalinas. Las propiedades eléctricas son sensibles a pequeiios cambios en
la composicién de la muestra y a los tratamientos térmicos. El diamagnetismo es ob-
servado en los cuasicristales, a pesar de su alta concentracion de dtomos de metal de
transicion [Klein, et al., 1991].

Por otro lado, tenemos las superredes cuasiperiddicas que son arreglos atomicos
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construidos artificialmente en el laboratorio, por ejemplo, las superredes de Fibonacci
que tienen orden cuasiperiodico en una direccion y orden periddico en las otras dos di-
recciones [Merlin, et al., 1985]. El patrén de difraccion de la superred de Fibonacci
hecha por la alternacién de capas de GaAs y Al As muestra un espectro denso de picos
que puede caracterizarse por los indices de la red cuadrada, a partir de la cual fue cons-
truida la secuencia de Fibonacci {Todd, et al., 1986]. Asimismo, su espectro Raman
revela una auto-similaridad del espectro fonénico que es consistente con los resultados
tedricos [Wang, et al., 1988)]. Las superredes de Fibonacci construidas por materiales
opticos no lineales -tales como LiTaQOs, LiNbO3; y KTiOPO,- generan con alta efi-
ciencia los segundos y terceros harménicos, debido a que hay mas vectores reciprocos
proporcionados por el sistema que intervienen en el proceso [Zhu, et al., 1997]. Otra
forma de construir arreglos artificiales cuasiperiodicos es por medio de la red de Pen-
rose. Por ejemplo, se calculd la funcidon de Patterson de la transformada de Fourier
de las intensidades de los datos de difraccion del cuasicristal AlgCulLiz y se com-
pard con la calculada tedricamente para la red de Penrose, encontrandose que tanto la
posiciéon como la intensidad de los picos coinciden con los resultados experimentales
[van Smaalen, 1988]. Por otro lado, para un sistema acustico se han analizado exper-
imentalmente el espectro de eigenvalores, la densidad de estados y las eigenfunciones
individuales [He, et al., 1989]. Los sistemas fondnicos pueden ser simulados por cir-
cuitos LC y los resultados experimentales obtenidos en una red de Penrose concuerdan
excelentemente con los predichos tedricamente [Wang, et al., 1993]. Resultados re-
cientes reportan que para los cuasicristales de ZnAfgRE el arreglo atémico en un
plano de simetria diez es interpretado como una red de Penrose decorada por dtomos
individuales [Abe, et al., 1999].

1.3 Electrones en séolidos

Existen diversos modelos que intentan describir el comportamiento de los electrones
en los sdlidos cristalinos. Uno de los primeros fue propuesto por P. Drude en 1900, el
cual desprecia las interacciones tanto entre los electrones como entre éstos y los iones
positivos. Ademas, dicho modelo es completamente cliasico y no toma en cuenta la
geometria del sistema, por lo que describe unicamente ciertas propiedades electronicas
en los metales (el modelo sera discutido con detalle en el capitulo II). Sommerfeld en
1927 mejoro el modelo de Drude considerando los electrones como particulas cudnticas
regidas por la estadistica de Fermi-Dirac. Sin embargo, este modelo tampoco es capaz
de explicar por qué los materiales presentan propiedades de conduccion que varian mas
de treinta ordenes de magnitud desde un buen conductor hasta un tipico aislante. En
la década de los treintas del siglo pasado surgio la teoria de bandas, la cual aborda
el problema de un solo electréon sometido a un potencial periddico, el cual incluye la
distribucion periddica de los iones y el potencial promedio aportado por los demas
electrones de valencia. Dentro de esta teoria, las funciones de onda electronicas son las
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funciones de Bloch [y (r)],
W (r) = Up(r)e™r, Qa.n

donde Uy (r) tiene el mismo periodo (T) de la red cristalina, es decir, Ui (r) = Un(r +
T). Estas funciones son soluciones generales de la ecuacion de Schrédinger para un
potencial periodico [Kittel, 1996],

ﬁ'..’

“2m

HW¥,(r) = |: vi4+ Vv (r)] Wy (r) = EWy(r). (1.8)

Un electréon descrito por estas funciones de Bloch tiene la misma posibilidad de estar en
. todas las celdas unitarias de la red y consecuentemente a estos estados caracterizados
por las funciones de Bloch se les denomina estados extendidos.

El potencial que experimenta un electrén en un sélido real es de gran complejidad
y las funciones de onda correspondientes no son planas por no ser particulas libres,
ni orbitales atomicos por tener movilidad diferente de cero, sino son intermedios de
estos dos extremos. Este problema se aborda actualmente por dos aproximaciones
diferentes: La aproximacion del electrén casi libre y 1a de amarre fuerte (tight binding).
En la primera se considera que la energia total del electron es mucho mayor que la
energia potencial periodica. En estas condiciones, las bandas permitidas son anchas y
las prohibidas angostas. En cambio, en la aproximacion de amarre fuerte se considera
que la energia potencial del electrdon representa casi toda la energia. Las funciones de
onda y los niveles de energia permitidos de todo el cristal se asemejan a las funciones de
onda y los niveles de energia de los itomos aislados, respectivamente. La aplicabilidad
de las aproximaciones a diferentes sistemas depende de la naturaleza del sistema en
estudio. En particular, el modelo de amarre fuerte tiene la virtud de poder incluir el
desorden estructural en una forma natural. El modelo utilizado en esta tesis es el de
amarre fuerte por lo que lo describiremos con mas detalle a continuacion.

1.3.1 Moeodelo de amarre fuerte

Este modelo se basa en las funciones de Wannier, las cuales son transformadas de
Fourier de las funciones de Bloch, localizadas en las posiciones atéomicas y son orto-
normales entre si, y forman una base alternativa para las soluciones de la ecuacion de
Schrédinger [Ashcroft, et al., 1976]. El hamiltoniano de amarre fuerte expresado en
esta base (|7)) utilizando la notacién de Dirac tiene la siguiente forma,

H=2 e 17 Ul+D_D tuli) @, (1.9)

I J o i#Eg
donde la auto energia £; = (j| H |j) es la energia necesaria para colocar un electrén en
el sitio j y la integral de salto t;; = (j| H |7) es la amplitud de la probabilidad de transi-
cion entre los estados |Z) y |j). Estos parametros son generalmente dificiles de calcular
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en forma analitica, debido a que el potencial V' (r) contiene interacciones con todos los
iones de la red y el apantallamiento por la presencia de los demas electrones. Por sim-
plicidad, consideraremos sdélo orbitales s y omitiremos los indices de espin debido a
que el hamiltoniano no depende de éste y la funcion de onda puede escribirse como un
producto de la parte espacial y la de espin. En esta tesis analizaremos unicamente el
comportamiento espacial de dicha funciéon de onda, la cual puede escribirse como:

N
)y => "¢ 15, (1.10)
7=1

donde NN es el numero total de atomos del sistema. Usando las ecuaciones (1.8) (1.9) y
(1.10), se tiene que

(5 — E)cj + E tjic; = 0. (1.11)
i#7
La ultima ecuacion puede escribirse en forma matricial como:
(H— F1)c=0, (1.12)

donde 1 es la matriz identidad de tamafio /V x [V, c es un vector cuyas componentes
son los coeficientes ¢; y H es la matriz del hamiltoniano expresado en la Ec. (1.9). En
la practica, los elementos diagonales (¢;) y fuera de la diagonal (¢;;) del hamiltoniano
se ajustan a partir de datos experimentales. Por lo tanto, el hamiltoniano de amarre
fuerte escrito en segunda cuantizaciéon pertenece a los métodos semi-empiricos. Una
primera aproximacion de este modelo es considerar Unicamente los saltos a primeros
vecinos, es decir, ¢t;; 7% 0 solo sii y j son vecinos mas proximos; esto se conoce como
la aproximacion de primeros vecinos.

El problema descrito por el hamiltoniano [Ec. (1.9)] puede analizarse de diversas
formas; por ejemplo, la diagonalizacion directa de la ecuacion matricial de valores
propios [Ec. (1.12)], el empleo de las funciones de Green, el método de la matriz
de transferencia, etc. A continuacion analizaremos el sistema periédico como el caso
limite de los sistemas desordenados.

1.3.2 Cadena periodica

Consideremos una cadena peridodica monoatémica y su hamiltoniano [Ec. (1.9)] en la
aproximacion de primeros vecinos puede escribirse como:

H==g3_ 1)@+t 19, (1.13)

(%))

donde (I, 7) indica vecinos mas proximos. Para sistemas periodico los coeficientes de
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expansion (c¢;) en la ec. (1.10) tiene la forma,

1 wen
c; = ——=e'FRi, 1.14
7 VN ( )

va que todos los sitios tienen la misma probabilidad de encontrar el electron. Si susti-
tuimos las ecuaciones (1.14), (1.10) y (1.13) en la ec. (1.8), obtenemos:

Er =0+t e*U=R) — gg 4 2t cos ka, (1.15)
{5.0)

donde R es la coordenada de un sitio arbitrario de la red dado que todos los sitios son
equivalentes. Para redes cristalinas simples, tales como la cadena unidimensional, la
red cuadrada y la red ciabica simple, existe un intervalo de energias permitidas, 1lamado
banda de energia, la cual es simétrica respecto a g9 y se extiende desde €9 — Z |t| hasta
eg + Z |t|, donde Z es el nimero de vecinos mas proximos. Por consiguiente, 27 |t] es
el ancho de la banda. En general, el teorema de Perron y Frobenius establece las cotas
de la banda de energia para redes cristalinas de cualquier dimensién [Ziman, 1979]:

DT el < [ D e = Z it (1.16)
140 1#£0

Cabe mencionar que este teorema no asegura que las bandas de energias sean simétri-
cas respecto a £g9. Hay redes cristalinas, tales como la red triangular o la fec, que no
tienen dicha simetria debido a la frustracion de los estados antienlaces [Horiguchi,
1972][Pérez, et al., 1996], es decir, estas redes contienen anillos cuyos numeros de
sitios son impares [Naumis, et al., 1994].

|Ew — €o] = |2]

1.3.3 Potencial cuasiperiodico

La teoria de las funciones cuasiperidodicas fue desarrollada como una generalizacién de
las funciones periodicas. En esta teoria una funciéon ¥, definida sobre todo el espa-
cio real, es cuasiperiddica si y solo si: para toda € > 0, existe una 7(e, V)R, tal que
|¥(z + 7) — ¥(x)| < €, para toda r en el dominio de la funcién [Besicovitch, 1932].
Para el caso periddico se tiene que ¢ = O y T es el periodo. Las funciones cuasiperidodi-
cas pueden obtenerse a través de la generalizacion de la transformada de Fourier para
funciones multiperiddicas en un espacio de /N dimensiones, dadas por:

W(z, T2, ,ZN) = D _ Age! TmTmiamIm, Q.17
I3

donde 7,,, son nimeros racionales y a,, son nimeros irracionales y linealmente inde-
pendientes. De esta forma se puede definir cualquier funcién cuasiperiddica como la
parte diagonal de una funciéon multiperidodica en un espacio de mayor dimension, es
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decir,

d(x) = diag[¥(z1,x2, - ,xN)] = C(z,z, -+ ,T). (1.18)
Un ejemplo de estas funciones es la secuencia de Fibonacci que puede construirse a
partir de la funcién ¢(x) = sen(2nz)+sen(27wnz), donde n = 35.3*-1 es la razén dorada.
Por lo que a partir de esta propiedad se puede construir estructuras cuasiperiodicas
usando el método de corte y proyeccion.

Para la cadena de Fibonacci se sabe que el espectro de energia es un conjunto de
Cantor con medida de Lebesgue igual a cero [Kohmoto, et al., 1984], es decir, el es-
pectro esta dividido en infinitas partes y su ancho total de banda es cero. Asimismo, los
eigenestados electrénicos son de naturaleza critica, es decir, no son extendidos ni lo-
calizados, sino, son autosimilares en el espacio real [Kohmoto, et al., 1987]. También
se ha reportado que los espectros de estos sistemas poseen dimensioén fractal [Mooker-
jee, et al., 1986]. Estados electronicos criticos han sido sugeridos también para redes
cuasicristalinas bidimensionales [Sutherland, 1986].

Para sistemas bidimensionales, por ejemplo la red de Penrose, la ubicacion de los
atomos puede plantearse desde dos formas: (1) que los atomos estén colocados en
los vértices de la red [Aguilera, et al., 1987]. (2) que los atomos estén colocados en
el centro de los rombos [Tsunetsugu, et al., 1991]. Para el problema de los vértices
Wang y Barrio desarrollaron un método dentro del grupo de renormalizacién con el fin
de analizar la estructura de las bandas electréonicas de cimulos grandes [Wang, et al.,
1992] [Naumis, et al., 1994].

En general, para abordar sistemas de tamaiio macroscdpico se tienen dos caminos
que son el espacio reciproco y el método de renormalizacion. El primero es inaplicable
a los sistemas cuasiperiddicos infinitos debido a la ausencia de la simetria traslacional.
Por lo que el grupo de renormalizacion aplicado al modelo de amarre fuerte convierte
el medio mas eficiente para el analisis de las excitaciones elementales en cuasicristales.
Cabe mencionar que se han estudiado aproximantes racionales de sistemas cuasipe-
ridodicos utilizando el método de supercelda, es decir, se toma una seccién finita de
un sistema cuasiperiodico infinito e impone condicién a la frontera periddica a dicha
seccion. En consecuencia, se obtienen minibandas en los espectros debido a la simetria
traslacional impuesta.

1.4 Métodos de renormalizacion

Los calculos numeéricos son cada vez mas importantes en la fisica de materia con-
densada tanto por la complejidad de los problemas como por el vertiginoso desarrollo
de las computadoras. Sin embargo, estos calculos tienen un alto consumo de tiempo
aun para sistemas pequefios del orden de 1000 atomos y es practicamente imposible
abordar solidos de escalas macroscopicas incluso en un futuro cercano, ya que el pro-
blema cuantico se reduce generalmente a diagonalizacion de matrices y el consumo
de tiempo computacional de tal proceso es proporcional al cubo del tamaiio del sis-
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tema. Una alternativa eficiente para estudiar los solidos son los métodos del grupo de
renormalizacidn, el cual ha tenido éxito en la teoria de fendmenos criticos [Ma, 1973].
Las técnicas de grupo de renormalizacion en espacio real han sido aplicadas a sistemas
desordenados [Aoki, 1980] [Gongalves da Silva, et al., 1981] y cuasiperidédicos [Niu,
et al., 1986]; [Ashraff, et al., 1988]; [Barrio, et al., 1990] y [Walther, et al., 1997],
debido a la ausencia de un teorema general de tipo Bloch en estos sistemas. En par-
ticular, los cuasiperiédicos son muy sensibles a defectos locales [Naumis, et al., 1996]
vy entonces, es importante estudiar sistemas de tamafio macroscopico para minimizar
los efectos de frontera. En los ultimos afios, se han desarrollado procesos de renor-
malizacion para estudiar propiedades locales -tales como las densidades de estados- en
sistemas cuasiperidédicos [Wang, et al., 1988]. Sin embargo, el método de renorma-
lizacién no se ha podido emplear en el anilisis del fenémeno de transporte, debido a
los complejos procesos involucrados en dicho fenomeno. En esta tesis se desarrollan
métodos del grupo de renormalizacion para estudiar el transporte de electrones a través
de la formula de Kubo-Greenwood dentro del formalismo de enlace fuerte a tempe-
ratura cero. A continuaciéon haremos una revision de las ideas basicas del método de
grupo de renormalizacion.

El proceso de renormalizacion fue introducido originalmente como un método para
remover divergencias en la teoria cuantica de campos. Si bien las primeras ideas apare-
cen en el trabajo de Bogoliubov, el término de grupo de renormalizacion™ fue intro-
ducido por vez primera por Stueckelberg y Petermann en 1953 [Stueckelberg, et al.,
1953]. En los afios setentas cuando Kenneth Wilson estudio el efecto de electrones dis-
persados por impurezas magnéticas en un metal, conocido como el problema de Kondo
[Wilson, 1975], usando grupo de renormalizaciéon en espacio real (GRER). La idea
general detris de los métodos del GRER {[Pfeuty, et al., 1982][White, 1992] es que en
un sistema con muchos grados de libertad los estados correspondientes a altas ener-
gias no son importantes en la descripcidon de la fisica de bajas energias del sistema.
Esto significa que podemos construir un sistema usando pequeiios sub-sistemas, donde
sOlo los grados de libertad de bajas energias son considerados. Un tipico algoritmo
del GRER consiste de dos partes: Una parte que pega sub-sistemas para formar un sis-
tema de mayor escala y la otra es donde se desprecia informaciéon no importante del
sistema. Cabe mencionar que dicho método del GRER es aproximado y da resultados
razonables Ginicamente para estados cercanos al estado base.

Los métodos del grupo de renormalizacién que se usan en la mecanica estadistica
clasica [Goldenfeld, 1992][Cardy, 1996] son principalmente métodos de bloques, en
los cuales un cimulo que contiene cierto nimero de sitios o grados de libertad es rem-
plazado por un nuevo sitio renormalizado llevando menos grados de libertad efectivos,
describiendo las propiedades del mismo. La union de estos cumulos renormalizados en
grupos formando un nuevo conjunto de ellos el cual es renormalizado también en otro
nuevo sitio con grados de libertad efectivos. El método que Wilson utiliz6 en su trabajo
pionero del problema de Kondo [Wilson, 1975], en lugar de unir conjuntos de sitios,
afiade un sitio a un cimulo, logrando un crecimiento lineal, en vez de exponencial, con
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el nimero de iteraciones. Hoy en dia, muchos algoritmos del GRER siguen usando el
método de Wilson para agrandar la red.

En la practica, durante el proceso de renormalizacion de la n-ésima etapa, los sub-
sistemas son representados por matrices basicas de los operadores implicados y la union
de estos subsistemas es caracterizada por una matriz de mayor dimension formada por
bloques de las matrices basicas, donde las interacciones entre subsistemas se encuen-
tran en los elementos fuera de las matrices basicas. El paso mas importante del proceso
de renormalizacion consiste en reducir esta matriz de la unién a una matriz de di-
mension de las bdsicas, mediante técnicas exactas o aproximadas, como sucede en la
mayoria de los casos.

En esta tesis, nuestro sistema es la cadena de Fibonacci. Los subsistemas correspon-
den a las generaciones anteriores de la misma y la unién se forma usando el método
de adicién explicado en la seccién 1.1. El proceso de renormalizacion que hemos de-
sarrollado es exacto, es decir, reducir el tamafio de la matriz de la union reteniendo los
efectos de todos los grados de libertad a pesar de que muchos de ellos no estaran ex-
plicitamente presentes en la matriz efectiva. Los detalles de este proceso se discutiran
en la seccién I11.2.
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Capitulo 2
Transporte Electronico

La conduccidn electrénica en sdlidos no cristalinos es uno de los grandes retos de
la fisica de materia condensada, ya que se combinan dos problemas dificiles de por si
que son fenomenos fuera de equilibrio y el desorden estructural. El transporte elec-
trénico puede modelarse con diversos niveles de sofisticacion. Desde inicios del siglo
pasado la teoria de conduccion electronica en sistemas con alto grado de degeneracion
tales como los metales se basa en el modelo de Drude-Sommerfeld, donde el transporte
se fundamenta sobre las ecuaciones diniamicas como las de Newton o de Schrédinger.
Sin embargo, estas ecuaciones por si mismas no son suficientes para describir el trans-
porte, independiente de que el transporte sea clasico o cuantico, debido a que las ecua-
ciones dinamicas son reversibles mientras los procesos de transporte son disipativos
e irreversibles. Las teorias de transporte usualmente introducen esta irreversibilidad
asumiendo que el sistema de interés esta en contacto con un gran reservorio que esta
siempre en equilibrio termodinamico y continuamente trata de restaurar el equilibrio al
sistema a través de interacciones aleatorias. Esto esta particularmente claro en la teoria
de Landauer [Landauer, 1957 y 1970], donde el sistema esta conectado a dos reservo-
rios de electrones como se discutira en detalle en la seccién I1.3. Por otro lado, la teoria
cuantica de conduccion electronica se basa en las funciones de correlacién temporal
corriente-corriente para obtener el tensor de conductividad, el cual se conoce como el
formalismo de Kubo [Kubo, 1957][Callaway, 1974]. La hipétesis central en dicho for-
malismo es el limite de respuesta lineal, es decir, se desprecian los efectos del cuadrado
del campo eléctrico aplicado cuando dicho campo es mucho menor que el campo in-
terno dentro del sélido. El formalismo de Kubo es una teoria dependiente del tiempo.
En cambio, el formalismo de Landauer [Landauer, 1957 y 1970] expresa la conduc-
tancia en términos de las propiedades estiticas de dispersion. El desorden inherente
presente en un conductor infiere la dispersion de electrones incidentes resultando una
fraccion de electrones transmitida, la cual es llamada el coeficiente de transmision y
puede ser derivada a través de la mecdnica cuantica. Se ha demostrado que bajo ciertas
circunstancias los formalismos de Kubo y de Landauer son equivalentes [Economou,
et al., 1981].

En general, las propiedades de transporte dependen de los procesos de dispersion
microscopicos. Una clasificacion de diferentes regimenes de transporte de acuerdo a
sus escalas de longitud tipicas se presenta a continuacion:

Régimen difusivo. La definicién estindar de este régimen de transporte es Ap <<
£ <« L « &, donde Ar = h/\/2m*EFx es la longitud de onda de Fermi, £ es el camino
libre medio, L es el tamaiio del sistema y £ es la longitud de localizacion. Por lo que en
este régimen casi todos los estados son extendidos y la conductancia g o< L92, donde
d es la dimensién.
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Régimen localizado. En el régimen localizado el tamaiio de sistema excede la
longitud de localizacion L >>> £. En este régimen la conductancia g < 1 y decae
exponencialmente con el tamafio del sistema, g o< exp(—L/£), ademas crece exponen-
cialmente con la temperatura, g oc exp[—(A/ksT)/?], es decir, la existencia de una
energia de activacion (A) y la conduccion es por saltos [Ziman, 1979].

Régimen balistico. En este régimen el tamaiio del sistema es mas pequeiio que el
camino libre medio L < ¢. En consecuencia, los efectos de la interferencia cuantica
son particularmente importantes.

En las subsecuentes secciones discutiremos los diferentes modelos del transporte
electrénico.

2.1 Moeodelo de Drude

El modelo de Drude nos proporciona una descripcion del fenémeno de conduccién
eléctrica dentro del formalismo de la fisica cldsica. Dicho modelo consiste en consi-
derar a un conjunto de electrones con carga eléctrica (—e), masa inercial (m) y densidad
(n). Las suposiciones basicas del modelo son:

1) Se desprecian las interacciones de electréon-electron y electron-ion.

2) Las colisiones entre electrones son instantineas y cambian abruptamente la ve-
locidad de los mismos, es decir, ellos no tienen interaccion antes ni después de la
colision.

3) La existencia de un tiempo de relajacion (7), el cual esta relacionado con el tiempo
promedio entre dos colisiones consecutivas.

4) Se asume que los electrones alcanzan un equilibrio térmico con sus alrededores a
traveés de las colisiones.

De acuerdo a estas suposiciones Drude desarroll6 la primera teoria de la conduccion
electronica de los metales. A continuacion, abordaremos la conductividad dc y 1a ac.

2.1.1 Conductividad eléctrica dc para metales

En un conductor metilico, si tenemos n electrones por unidad de volumen moviéndose
a una velocidad promedio (v), la densidad de corriente (J) estara dada por

J = nev. Q.1

En general, los electrones se mueven constantemente en diferentes direcciones con dis-
tintas energias cinéticas. En ausencia de campo eléctrico externo la velocidad prome-
dio es cero y no se espera que haya flujo de corriente. En cambio, cuando se aplica un
campo eléctrico (E) los clectrones se aceleran a partir de cero durante un tiempo tipica-
mente 7, ya que las colisiones son instantineas y sin memoria. Por lo tanto, en s6lidos

~N
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isotropicos la velocidad promedio de los electrones es

e
v = —;lE'r. .2

De esta manera se deduce la ley de Ohm dentro del modelo de Drude, es decir,

J=1"E = oo E, .3)
m

donde la conductividad eléctrica dc (og) esta dada por

2

oo = 25T 2.4)

m
A continuacion discutiremos la conductividad eléctrica cuando el campo eléctrico apli-
cado es dependiente del tiempo.

2.1.2 Conductividad eléctrica ac para metales

En la presencia de un campo eléctrico espacialmente uniforme y dependiente del tiempo

[E(t) = Re(E(w)e~**)], el momento promedio de un electréon [p(t) = mv = Re(p(w)e~*)]
obedece la siguiente ecuacion de movimiento, considerando las colisiones como una
fuente de friccion [Ashcroft, et al., 1976],

f% - _p@®) _ eE(t). 2.5)
La transformada de Fourier de la ecuacion (2.5) conduce a
—iwp(w) = ~¥ — eE(w). (2.6)
De la ecuacién (2.1) sabemos que la densidad de corriente J = —nep/m y en este caso
J(t) = Re(J(w)e~**), entonces,
(ne?/m)E(w)
J R . e .
(w) /) — i o(w)E(w), 2.7
donde la conductividad dependiente de la frecuencia o ac [o(w)] esta dada por
=%
oWw) = 3—57 (2.8)
es decir, en el limite de bajas frecuencias
Rel[o(w)] == 0o — g0 T2 ™. 2.9

Cabe mencionar que a pesar de las cuatro aproximaciones de Drude antes men-
cionadas y el fundamento completamente clasico del modelo, las expresiones (2.4) y
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(2.8) son todavia ampliamente usadas hoy en dia debido a su sencillez y en muchas
ocasiones sirven como caso limite, como veremos en la seccion II1.3.

En general, la dinamica y la disipacion estan entrelazadas en el fenomeno de trans-
porte y para una descripcion cuantitativa se necesita una ecuacion que determine la fun-
cién de distribucién de probabilidad fuera de equilibrio. Tal es el caso de la ecuacion
de Boltzmann que discutiremos a continuacion.

2.2 Ecuaciéon de Boltzmann

La funcidn de distribucién fuera del equilibrio [ f (r, p, t)] obedece la siguiente ecuacion
de movimiento

af _ 8f af 8f
=% (5),.,~ (50).. @19
donde (8.f/8t)trast Y (8 /8t)car denotan las evoluciones de la funcién de distribucion
debido a la traslacion en el espacio fase y a las colisiones, respectivamente. Estas
derivadas parciales pueden escribirse de la siguiente forma [Ashcroft, et al., 1976]

(%:— =_;‘v"f_ﬁ’vpf=_V'vrf+e(E+'i'VXH)'fo. .11
tras!

(%) _ = W ») /) — £e)] - Wip, ) f) - S}, 2.12)

donde W (p,p’) es la probabilidad de transicién entre el estado inicial p y el estado
final p’. El primer término de la suma en la ecuacioén (2.12) describe los procesos de
dispersion en los cuales el electron sale del estado p, mientras que el segundo describe
el proceso donde el electrdn llega al estado p de los otros estados p/. El factor {1 — f(p)]
se debe al principio de exclusion de Pauli. Por lo tanto, la ecuacién de Boltzmann es
una ecuacion integro-diferencial y es sumamente dificil de resolver en forma general.
Comunmente se introduce el concepto del tiempo de relajacion (7) a la ecuacion (2.12),
es decir,

of _ _f—=1J
( ot col B T ’ (2'13)
donde fy es la funcion de distribucion del sistema en el equilibrio. En consecuencia,
para el caso estacionario (df /dt = 0) y ademas si f no depende explicitamente del

tiempo (9. f /0t = 0), la ecuacién de Boltzmann puede reescribirse como
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v-V,f—e(E+%va)-fo+f+f°=o. 2.19)
En particular, para el analisis de la conductividad eléctrica se parte de un sistema
homogéneo en ausencia del campo magnético, es decir V, f = 0 y H = 0, entonces

f=fo+etE -V, f=2 fo+erE-Vy fo, (2.15)
puesto que el campo eléctrico aplicado es mucho menor que el del interior de s6lido y
en consecuencia se retiene unicamente el término lineal del campo aplicado. Por otro
lado, la densidad de corriente (J) puede escribirse como [Ashcroft, et al., 1976]

J=—(2—72r)—3///evfd3k, (2.16)

donde el 2 en el numerador se debe al espin. Substituyendo la expresion (2.15) en la
(2.16) se tiene que

o= 0%y o, _ & _as_
J = 471_3///7'le v EaEdk—47r3//SF-rvIE vlvkEI, 17

donde la integral de fo = {exp[(E¥ — Er)/ksT] + 1}~! no contribuye a la conductivi-
dad, la derivada parcial de fo con respecto a la energia (£) es aproximadamente una
funcion delta de Dirac [8fo/0F = —6(F — Eg)] y la ultima integral doble se efec-
tua sobre la superficie de Fermi del sistema. Para materiales isotrépicos, si el campo

eléctrico aplicado estd en la direccion z, [E = £.X, entonces se tiene que
Iz 471.3 // T vz |v El =0 &, 2.18)
donde la conductividad eléctrica esta dada por
e? ., dS
= _ 2 2 2.19
= [, @19

y para el caso de electrones libres la ecuacion (2.19) se reduce a

_ ne?r(Er)
- m ’

(2.20)

siendo 7(FEr) el tiempo de relajacion evaluado sobre la esfera de Fermi. Notese que la
ecuacion (2.20) es extremadamente similar a la de Drude [Ec. (2.4)], excepto que 7 no
es una constante como se supone en el modelo de Drude.
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2.3 Conductancia de Landauer

La conductancia (G) de una muestra tridimensional se relaciona con la conductividad

eléctrica (o) por
w
G = oF (2.21)
donde L es la longitud y W es el area de la seccion transversal de la muestra. Para un
conductor conectado a dos reservorios su conductancia puede escribirse como [Lan-

dauer, 1992]

G = 2;“ M T, (2.22)

donde Af es el numero de canales transversales y 7" es la probabilidad promedio -
sobre los Af canales- de que un electrén inyectado por un reservorio sea transmitido al
otro. La ecuacion (2.22) puede deducirse partiendo de un conductor ideal, es decir, sin
colisiones (v — o0). Si adicionalmente el sistema es homogéneo la ecuacion (2.14)
conduce a que la funcion de distribucion es una constante que puede normalizarse como
uno (f = 1). Para un solo canal de conduccidn la corriente puede calcularse partiendo
de la ecuacién (2.16) como

_ 2 ._ € 1de e Hz el — 1)
I = 2ﬂ_/evfdk_ Z [ ;55dk = ”’i/u, dE — L, 23)

donde 1, y i, son los potenciales quimicos de los reservorios que se conectan al con-
ductor. Ahora bien, sabemos que pu, — 1£; = —eV, siendo V la diferencia de voltaje
aplicado. Por lo tanto,

G = é = 27 2.24)
Si insertamos obstaculos al canal, el cual transmite electrones con una probabilidad T,
la conductancia se reduce a
0.2
G = %T. 2.25)

Si el conductor tiene A{ canales transversales, la conductancia del sistema esta dada
por la ecuacion (2.22).

Cabe mencionar que en el formalismo de Landauer la distribucion del potencial es
una consecuencia del flyjo de electrones en el conductor, contrario a lo convencional
donde se considera a la corriente como una consecuencia del voltaje aplicado. Ahora,
si el potencial se promedia sobre una region suficientemente grande para remover las
oscilaciones debido a interferencias, la trasmitancia (7°) en la ecuacion (2.22) se replaza
por T/(1 — T) [Imry, et al., 1999 ], esto es,

2e?

T
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La principal diferencia entre las ecuaciones (2.22) y (2.26) radica en el tipo de satu-
radores que se conectan al sistema. Si éstos son fuentes de corriente entonces se debe
de usar la ecuacion (2.26). En cambio, si ellos son conductores perfectos entonces la
ecuacion (2.22) debe ser utilizada [Economou, et al., 1981]. También, se cree que
la ecuacion (2.26) determina tnicamente la conductancia del sistema, mientras que
la ecuacion (2.22) evalaa la conductancia del sistema junto con sus contactos [Datta,
1995]. En suma, dentro del formalismo de Landauer la conductancia eléctrica es pro-
porcional a la trasmitancia del sistema, la cual discutiremos a continuacién.

2.3.1 La Trasmitancia

Consideremos una cadena finita de NV dtomos conectada a dos saturadores periodicos
semi-infinitos en sus dos extremos. Las auto energias y las integrales de salto entre los
vecinos mas cercanos del sistema son respectivamente {€,} ¥ {¢fn,n+1}, ¥ lOos parame-
tros de los saturadores son gg y ¢t . Dentro del formalismo de amarre fuerte la ecuaciéon
de Schrodinger estacionaria [Ec. (1.11)] puede representarse matricialmente de la si-
guiente manera:

C,1 = ToC,, .27)
donde T, es la matriz de transferencia
Eoen __ltnnoa
( T ) , (2.28)

y C,, es el vector de las amplitudes de la funcién de onda en la base de Wannier

C, = ( C'C:I ) ) (2.29)

Para una cadena no periodica, la sucesion de matrices de transferencia sigue la se-
cuencia de ordenamiento de los atomos y cuyo producto

T=TnTn_1 - T = ( :; :;";’ ) (2.30)

describe la propagacion de un electrén a lo largo de dicha cadena. Consideremos una
energia £ dentro de la banda permitida de la cadena, ya que en el caso contrario no hay
propagacion del electron, las ondas planas en los saturadores tiene la siguiente forma

N Aeikna + Be—ikna, n S 1
lIl" (1“) = Ceikna + De—ikna, n > N (2-31)
Para el caso en el que el electron incide en el extremo izquierdo (n = 1), tenemos
quek >0, A =1, B =7r,C = sxy D = 0, donde r y >r son respectivamente las
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amplitudes de reflectancia y trasmitancia, las cuales satisfacen la relaciéon

[3¢]% + |r|? = 1. (2.32)

Por otro lado, la Ec. (2.31) conduce a

zeik(N-}-l)a . Ti1 Ti2 eika + Te—ika
ZeikNa - T21 T22 1+r ) (2'33)

Por lo que encontramos [Siits, 1994]

2¢ (sin ka) e~ <N
= ——— (sin ka) — . 2.34)
Ti1€7% + 715 — e*he (T e + T22)
Y ik ik ik
T11€*7% + T10 — e*™? (1791€**® 4 T2o
= —_Tu 12 (r21 22) 2.35)

Tine~*a 4 715 — etka (T e—ke - 7o)
donde el vector de onda k se relaciona con E y &g a través de la relacion de dispersion
de los saturadores [Ec. (1.15)}], es decir, coska = %ﬂ- Por lo tanto, la trasmitancia
(T) es,

— £)2
T(B) = |5I® = 2 (B0 5 R
[T21 — 712 + (722 — T11) E/2t]° + (722 + 711)" (1 — E2/4t2)
(2.36)
la cual esta relacionada con la conductancia del sistema dentro del formalismo de Lan-
dauer como hemos discutido en la seccion anterior.

2.4 Férmula de Kubo-Greenwood

A mediados de los cincuentas aparecieron las primeras teorias totalmente cuanticas de
la conduccion electrénica en sélidos, dentro de las cuales la formulacion de Kubo ha
sido particularmente importante y ampliamente aceptada. Dicha formulacion se basan
en la teoria de respuesta lineal y el teorema de fluctuacidn-disipaciéon que relaciona
los procesos disipativos fuera de equilibrio con las fluctuaciones térmicas en equilibrio
[Datta, 1995]. En esta seccion, se deducira la férmula de Kubo-Greenwood dentro del
formalismo de la funcion de Green [Oviedo, 2001].

La presencia de un campo eléctrico E en un sistema induce una densidad de corriente
J. La conductividad eléctrica se define como el coeficiente de la parte lineal (en E) de
J [Economou, 1983],

Jo(r,t) = A dt’ /dr'a’ag(r,r’; tEg(xr',t — t'), (2.37)
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donde los subindices a y # denotan las coordenadas cartesianas y tienen una suma
implicita sobre los indices repetidos 3. Para materiales isotropicos supongamos que [E
y J estan a lo largo del eje z, asi que s6lo necesitamos considerar o,; por simplicidad
omitiremos los subindices. Generalmente E y J varian lentamente en distancias del
orden de £;, donde se determina por la condicion o == O para [r — r'| > € ({p es la
distancia de correlacién espacial). En este caso se puede realizar la integracion sobre
r’ y el promedio sobre r para obtener

(==
J(e) = / dt'o(t)E( — ¢'), (2.38)
o
donde
(') = -Sli//drdr’a(r, v t), (2.39)
siendo 2 el volumen del sistema. Considerando la transformada de Fourier de o(¢'),
o(w) = / dt'o ()", (2.40)
o
y si E(¢) esta dada por
E(t) = Fe ™! 4 Fre™*, .41
tenemos que
J(t) = o(w)Fe ™ + o(—w) F*e™*. (2.42)
Para que J(t) sea real requiere que o(—w) = o*(w), de donde se sigue que la parte

real (imaginaria) o, (o2) de o es una funcion par (impar) de w. Estas son mutuamente
dependientes a través de las relaciones del tipo Kramers-Kronig [Economou, 1983].

Ahora, procedamos a obtener una expresion cuantica general de la parte real de la
conductividad, o; (w). El promedio temporal de la potencia consumida por el sistema
puede escribirse como

9] [=]
P=z /0 dt E(t) J(t), (2.43)

donde © es el periodo del campo eléctrico externo {E (¢)]. Usando las Ecs. (2.41) y
(2.42) tenemos que

P = Q|F|? [o(w) + o(—w)] = 20 |F|? o1 (w).- (2.44)
Por otro lado, la potencia promedio puede calcularse multiplicando la energia [so5 =
hwap = Eg — Ea > 0] que absorbe el sistema durante la transicion |a) — |3), por la
razon de transicion p,g, y sumando sobre todas las posibilidades |a) ## |8):
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1
P = Z EapPas = 5 Z(paﬁ — PBa)- (2.45)
as aps

La probabilidad por unidad de tiempo p.g esta dada por

Pap = fa(l — f3)Wap. (2.46)
donde f, = f (F,) es la distribucion de Fermi-Dirac y W, puede obtenerse por la
regla de oro de Fermi [Sakurai, 1994] considerando la perturbacion H' = e E(t) r yla
Ec. (2.41),

2w o 2 2
Wag = =2e® |FI? (@ 2] B)17 6(fiw — hwap). @47
Combinando las ecs. (2.45), (2.46), (2.47) y comparando con la Ec. (2.44) obtenemos
que

2re?

Q

ap
donde hemos introducido explicitamente un factor de 2 para tomar en cuenta el espin
de los electrones. La Ec. (2.48) se conoce como la férmula de Kubo-Greenwood para
la conductividad eléctrica [Kubo, 1956, 1957}[Greenwood, 1958].
Podemos reescribir la expresion (2.48) en términos de los elementos de matriz del
operador ,

e |z| BY? wap (fa — f3) 6(Fw — hwag), (2.48)

o1{w) =

pr =im[Hz — zH] /A (2.49)
es decir,
(e |pz| B) = tnwag (a|x] B) . (2.50)
Por lo tanto,
2 2 2 o —
@) = F5 S la ool 2312 L2 L2510 — e, @.51)

Con el fin de expresar la conductividad en términos de la funciéon de Green, reescri-
bamos la Ec. (2.51) como:

1@) = 2ZE ST Kalpl B)F LF(Ea) — F(Es)] 6(i — Ep + Eu)
afg

Qm2bw
= e [TaE S (@lpdB) Blnded [F(Ea) — £(Bp)
- Om2kw o o [ BV 25 Pl X (=% (<] ] x
xXO6(E — EL)6(FE + hw — Ejp), (2.52)
donde podemos escribir la suma del integrando como:
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STE] = DT Bl (vIple) [f(Ba) — F(ER)] x

of afly
x8(E — Ea) (e |p:| B) 6(E + hw — Ep)
= 3" [f(Ea) ~ f(BER)] (vIpzla) 8(E — Ea) x

aBy

{a |pz| B) §(E + hw — Eg) (Blv). (2.53)

De la ecuacion de la densidad de estados [Ec. (A.13)] que se desarrollara en el apéndice
A tenemos la siguiente identidad

S S(E - Ea)la><al = —% Im G(E), (2.54)

(=3
la cual nos permite reescribir o, (w) finalmente como

o1(w) = f;%:; f_oo apfE) = ﬁ}E ) e {pe I G(E)pe Im G(E + Fiw)} .
(2.55)

Esta ultima expresion se conoce como la formula de Kubo-Greenwood, donde la in-
formacion del sistema se introduce a través de la funcion de Green escrita dentro del
modelo de amarre fuerte. La unidad de conductividad [c]=m2—¢/Q~!, siendo d la di-
mensionalidad del sistema. Dicha férmula es el punto de partida de nuestro analisis de
la conductividad electronica en cuasicristales, como se discutira con detalle en el capi-
tulo III y IV. Cabe mencionar que la féormula de Kubo general para la conductividad
eléctrica puede escribirse como [Elliott, et al., 1974]

oo B
ou(w) = 1ix(1)1+?12-/ dt exp(—iwt) exp(—nt)/ dA (Ju(0)J.(t + ihN)), (2.56)
17— o) o]
donde 8 = (kgT)~! y J, es el operador de densidad de corriente

ie
J= ; Lpeerr 112) (o 1] =t ) {2 — 1]} (.57

Para un hamiltoniano armoénico, la funcidn de Green de dos particulas siempre puede
desacoplarse exactamente en la suma de productos de dos funciones de una particula,
y usando este resultado la ecuacion (2.56) conduce a la ecuacion (2.55) [Elliott, et al.,
1974].
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Capitulo 3
Renormalizacion en Cadenas de Fibonacci

Como hemos visto en el capitulo I, la secuencia de Fibonacci es un ejemplo tipico
de los cuasicristales. Sabemos que su espectro electrénico es un conjunto de cantor con
medida de Lebesgue cero [Kohmoto, et al., 1984] y los correspondientes estados pro-
pios son criticos. Por lo que no se espera que la conduccion electréonica sea balistica
como en los sistemas periddicos ni difusiva como en los desordenados. El transporte
electronico en redes cuasiperiddicas es un problema abierto y de gran interés. En par-
ticular, la relacion entre los estados criticamente localizados y su capacidad de trans-
porte es de gran controversia [Siit6, 1994]. Recientemente, se ha reportado [Macia, et
al., 1996] la existencia de estados transparentes con coeficiente de transmision uno en
sisternas de Fibonacci mixto, es decir, los electrones viajan sin reflexiones, en forma
similar a los estados de Bloch. Ademas, los sistemas cuasiperiodicos son muy sensibles
a defectos locales, por lo que, es importante estudiar sistemas de tamaiio macroscopico
para minimizar los efectos de frontera. Creemos que la técnica mas apropiada para estu-
diar estos sistemas a gran escala es el grupo de renormalizacién en espacio real, debido
a la ausencia de un teorema general de tipo Bloch para estos casos. En este trabajo
hemos desarrollado un nuevo método del grupo de renormalizacion para la formula de
Kubo-Greenwood en dos tipos de redes de Fibonacci, mixto y de enlaces, como se dis-
cuten en la siguiente seccion. Cabe mencionar que con el fin de aislar los efectos de la
cuasiperiodicidad, en esta tesis consideraremos unicamente la banda electrénica s.

3.1 Redes de Fibonacci

En la seccion 1.3 vimos el modelo de amarre fuerte, con el cual podemos describir
diversos sistemas variando las auto energias (£;) y/o a las integrales de salto (¢;;) [Ec.
(1.9)]. Cuando &; y t;; son variables aleatorias no correlacionadas con una distribucion
de probabilidad uniforme, se describen sistemas desordenados como en el modelo de
Anderson. Por el contrario si obedecen una secuencia periodica, se trata de sélidos
cristalinos. Para el caso intermedio, los trabajos pioneros en el estudio de sistemas
cuasiperiddicos fueron los de Kohmoto [Kohmoto, et al., 1983] y de Ostlund [Ostlund,
et al., 1984]. Existen diferentes maneras en modelar una cadena de atomos siguiendo
la secuencia de Fibonacci:

1.- Modelo de sitios, donde las auto energias siguen la secuencia de Fibonacci y
las integrales de salto son constantes.

2.- Modelo de enlaces, en el cual las integrales de salto se arreglan aperidodicamente
y las auto energias son ceros.

3.- Modelo mixto, donde las auto energias varian de acuerdo a la secuencia de
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Fibonacci y las integrales de salto dependen de la naturaleza de los dtomos vecinos, es
decir, podrian ser t 4, tap, O tpa, siendo tap = tpa.
Los tres modelos de Fibonacci se resumen en la siguiente tabla.

Tabla 111.1. Modelos de Fibonacci.

Modelo auto energia integral de salto
de sitios Ea=—p = tij+r =1
de enlaces e; =0 taF ity
mixto Ea=—¢cg = taaFtap=tga=1

Como se ha mencionado anteriormente, la ausencia de la simetria traslacional en los
sistemas cuasiperiédicos deshabilita el método del espacio reciproco que se usa tradi-
cionalmente en el cdlculo de la estructura de bandas. Por lo que el grupo de renorma-
lizacion resalta su importancia si se quiere abordar sistemas de tamaifio macroscopico,
como se notara en las siguientes secciones.

3.2 Renormalizacién para la férmula de Kubo

Se sabe que los sistemas aperiddicos son dificiles de abordar en tamafio macroscépico
aiun dentro de la aproximacion de una sola particula, debido a que el tiempo de com-
puto crece como el cubo del tamafio del sistema. Durante los altimos afos, se han
desarrollado métodos de renormalizacién que permiten calcular la densidad de esta-
dos locales en sistemas cuasiperidodicos macroscépicos [Wang, 1989]. Siguiendo estas
ideas hemos desarrollado un nuevo método del grupo de renormalizaciéon para calcular
la conductividad eléctrica en cadenas de Fibonacci de tamaiio macroscépico partiendo
de la formula de Kubo-Greenwood [Ec. (2.55)], la cual esta expresada en términos de
las funciones de Green retardada G*(E) como [Kramer, et al., 1993 ]:

[ =]
s 2e?h J(E) — f(E + hw) . + +
o(p,w,T) = S_}l_{l;lg o / dE s Tr [p ImGT(E + hw)pIm G (E)] .

- G.1
en donde 2 es el volumen del sistema, w es la frecuencia angular del campo eléctrico
externo (E), f(E) = {1+ exp[(FE — u) /IcBT]}"1 es la funcién de distribucion de
Fermi-Dirac con la energia de Fermi u y la temperatura 77, y

ima

p= D " {tiser13) G+ L =t 19) (G — 11} G2
J

I3

es la proyeccién del operador de momento en la direccion del E.
Para una cadena lineal periddica infinita con autoenergias nulas e integrales de salto
t, la conductividad de un segmento de /V dtomos a temperatura cero puede ser calculada
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analiticamente y esta dada por [Wang, et al., 2001b]

242 Fww
o) = P s (1 = (/207 {1  cos [(N - b \/——ﬁl/té‘tv] } ’
G.3)

donde la longitud del sistema es 2 = (/N — 1)a. Enel limitedew — Oy 1 = 0, la
conductividad dc dentro de la banda permitida de energias es

e2a
op = ;—E(N — 1), G4

la cual conduce una conductancia finita g = o,/(/N — 1)a = 2e2/h que fué confirmada
experimentalmente [De Picciotto, et al., 2001 ].

1
L) i
2) O*® (a) |
W o f
(an N TAn 1(3) t
3 OREW® — eole |
= “* “ Ew3) Ex(3) |
1(3) 1an t. [{L))
DINO L O Oy O ORI = - f
= @ & W« EL(d) Ex(3) -« « Ei(4) Ea(4) !
0 EUEREUOUD- - —p GG =
= ® @ b a« Ei(n-1) Exn-1) Er(n-2) En(n-2) Eiu(n) Ex(n)
:
te{my t t(n) t t{m) (b)
EnGm  Eam)  Eum)  Ea(m)  Eu(m)  Ewe(m) i

Fig. 111.1 (a) Representacidn esquemiitica del proceso de renormalizacion. Los nameros del lado
izquierdo indican las generaciones. La naturaleza de los atomos, sus auto-energias y los parametros de
salto son especificados dentro, debajo y entre los circulos, respectivamente. En el final del proceso se
tienen dos atomos efectivos (circulos negros) con una integral de salto efectiva. Existe un paso
intermedio en el cual las cadenas renormalizadas de generaciones menores son conectadas a través de
una integral salto ¢ 4 5. (b) Bosquejo de una red mixta de Fibonacci de generacion n conectada a dos
saturadores periddicos a través de la misma integral de salto ¢ de dichos saturadores.

Para los sistemas cuasiperidodicos, a pesar del conocimiento del grupo de renor-
malizacion, la conductividad eléctrica en estos sistemas no ha sido explorada por este
camino, debido a los procesos complejos que involucran los fendmenos de transporte.
Siguiendo el esquema del grupo de renormalizacion que se muestra en la figura II1.1
(a) encontramos un proceso iterativo para calcular directamente los productos de las
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funciones de Green que constituyen la parte fundamental de la férmula de Kubo-
Greenwood [Ec. (3.1)], la cual puede reescribirse a temperatura cero y dentro del
formalismo de amarre fuerte como

[ N(n)—1

2e2a?
olpw) = ——gp— / dE g tis+1 tiksr [2Im Gy o (Bu,n) Im G, (B, n) —
s Jik=1
—Im G}y 1 (Buyn) Im G (B, n) — Im G} (B, n) Im G101 (E, 1],
(3.5)
es decir,
n
o(p,w) = e / dE [S(E}, E*,n) - S(EX,E~,n) —
el = R s BT S ET
n—nhw
—S(E;7 E+rn) +S(E;7E_7n)]’ 3.6)
donde
N(n)—1
S(EY, EP,n) = D tije tiksr [2Gi4ak (BY) Grrr,s (BP) —
Jik=1

—Gii1k+1 (EY) Grj (BEP) — Gk (BY) Grrrir (BP)], 3.7

siendo E* = E + {6, E, = E* + hw, porlo que EZ = E + hw % i§ con § — 0. Mas
aun, como las eigenfunciones son reales para sistemas finitos, es decir, G x = Gk,
G*(E) = G(E*) y

ImG*t = (G — G™)/2i. 3.8)
En la ecuacion (3.7), v y B puede ser + o —. Esta suma parcial puede expresarse en
términos de la funcién de Green en los sitios extremos de la cadena de Fibonacci como
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S(EY, E?,n) = A(EY, E°,n)GLL(EL)GL.L(EP)+ B(EY, E?,n)GL,r(ES)GLrR(E®) +
+C(E%, E®, n)Gr r(ES)Grr(E®) + D(EL, EP,n)G. (ES)GL r(EP) +
+D(E?®, E®,n)G L L(E®)GL r(EL) + F(E%, E°, n)GL L (ES)GRr,r(EP) +
+F(E®, E%,n)GLL(E®’)Grr(ES) + I(EY, E®,n)GL r(EY)Grr(E®) +
+I(EP, EY, n)GL r(E°)Gnr(EY) + J(EY, E?,n)GL L(EY) +
+J(E?, E%,n)GL (EP) + K(EY, E?,n)G r(EY) +
+K(E?, EX,n)GL.r(E®) + L(EY, EP,n)Grr(EL) +
+L(E”, EX,n)Grr(E®) + Z(EY, E°, n), G9)

donde los sub-indices L y R denotan los ditomos extremos de la izquierda y derecha,
respectivamente. En la ecuacion (3.9) los coeficientes A(FE, Ea,n), B(E,, E2,n), - -,
Z(E,, E2,n) que dependen de E*, E® y n, pueden obtenerse iterativamente de los
coeficientes correspondientes a las dos generaciones anteriores n — 1 y n — 2, como se
muestra en el apéndice B para el modelo mixto de Fibonacci y en el apéndice C para
el modelo de enlaces. Asimismo, un ejemplo de los detalles de la obtencion de los
coeficientes se expone en el apéndice B.

Para el caso de la condicién a la fronteras libre, las funciones de Green G, Gr.r
y G L.r se determinan resolviendo la ecuacion de Dyson de dos sitios:

[Z2ES™ 2 G ] [S S =[0 1] o

Analogamente, en el caso de los saturadores periddicos finitos, los saturadores pueden
renormalizarse a sistemas de dos sitios efectivos cada uno, entonces, la ecuacion de
Dyson que se debe de resolver es de seis sitios como se muestra en la figura IIL. 1(b).
Los resultados de G, ., Ggrr Y GL.r para ambas condiciones a la frontera se mues-
tran en el apéndices B y C para los problemas mixtos y de enlaces, respectivamente.
Los saturadores se conectan al sistema por la misma integral de salto de las cadenas
periodicas, mostrada en la figura I11.1(b). Finalmente, para el caso de saturadores pe-
riddicos casi-infinitos con mas de 102° atomos cada uno, sé6lo tenemos que resolver la
ecuacion de Dyson de cuatro sitios, debido a que la integral de salto efectiva de los
saturadores es esencialmente cero. Por otro lado, la densidad de estados total del sis-
tema puede calcularse por medio de un proceso de renormalizacion como se muestra
en la figura I11.1 y los resultados se proporcionan en el apéndice B. A continuacion se
presentan los resultados obtenidos empleando el nuevo método de renormalizacion.
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3.3 El estado transparente

Para el modelo mixto de Fibonacci existen inicamente cuatro tipos de matrices de
transferencia que son
‘AB ) N 3.11)

x = (%
-1 E—a —1

Yy = ( R4 :,.B '7 ) ) (G.12)
E—o

z ( '45 7 ) G.13)

EF—a
w = ( ‘fiu 0 ), (3.14)

donde a (—a) es la auto energia del sitio A (B), t 44 ¥y tas = tpa son las integrales de
salto y v = taa/tas > 0. Haciendo uso de estas matrices e imponiendo condiciones de
frontera ciclicas, ellos traducen la secuencia atdomica ABAAB .. .a la secuencia de ma-
trices de transferencia .. . XZY X ZY XWX ZY XW describiendo el comportamiento
del movimiento del electrén a través de una red de Fibonacci. Renormalizando las ma-
trices de transferencia de acuerdo a un esquemadebloques Ry = ZY Xy Rg= WX
con determinantes iguales a uno y tomando a t 45 = 1, el conmutador de las matrices
de bloque es

(R, Ri] = a(l+~v*)—EQ —~°) ( E-li—a _?1 ) =0, (3.15)

Y
si

E =a(l+2)/(1 —~3). (3.16)
Por lo que el producto de las matrices de transferencia del sistema (M) puede escribirse
como
M(N) = R+ RYs, 3.17)
donde N,y y Npg son respectivamente los nimeros de atomos del tipo A y del tipo By
Nya+ Ng = N.
Por otro lado, las matrices R4 y R pueden reescribirse en términos de una Ry de
la siguiente forma [Huang, et al., 1998]

Ra.= R}y Ry = RE, (3.18)
donde Y
. %Vz —"/
Ro = i (3.19)
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Entonces se tiene que M (NN) = RY, la cual puede ser evaluada usando el teorema
de Cayley-Hamilton para matrices unitarias [Born, et al., 1965 ] y en términos de los
polinomios de Chebyshev de segunda clase el producto de matrices estd dado por

_ 1 sin[(V + 1)¢] —vsin(N¢)
M(N) = =\ y~Tsin(Ng) —sin[(N — 1)¢] ) , (3.20)
donde

VE? — a? = 2t cos(@). 321

Por lo tanto, la trasmitancia [Ec. (2.36)] para el sistema del modelo mixto de Fi-
bonacci conectado a dos saturadores periddicos infinitos es [Macia, et al., 1996]

1

1+ (1 — +2)%/(d — E)72]sin®>(Ng)’ 3.22)

T(E, N) =

de la cual la condicion de trasmitancia unitaria [T(E, N) = 1] es N¢ = K=. Parael
caso de que ¢ = km, donde NV y k = K /N son nimeros enteros, las funciones de onda
de los estados transparentes tienen un envolvente periodico [Huang, et al., 1998] y las
condiciones de los estados transparentes son la ecuacién (3.16) y

E? — o® = 4¢? cos? (k). 3.23)

Por otro lado, el transporte electrénico en redes de tamaiio finito (~ 10%) se ha es-
tudiado para £ = 2 y 3 dentro del modelo mixto de Fibonacci [Oviedo, 2001] y he
reproducido los principales resultados de dicho estudio usando el método de renor-
malizacién como una verificaciéon del método. A continuaciéon veremos el espectro de
conductividad eléctrica dc para &k = 4.
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Fig. 111.2 (a) Densidad de estados (DOS) y (b) conductividad de Kubo dc normalizada [o(x, 0) /o p]
para una red mixta de Fibonacci de generacion n = 41 (267914296 atomos) con k = 4, a = 0.5]t]| y
~ = /2, conectado a dos saturadores periédicos de 102° atomos con o = O e integral de salto t. Ambos
espectros contienen 10° datos y la parte imaginaria de la energ ia es de Im(E) = 10~ *!|¢t|. El estado
transparente se indica por una 1 inea punteada (Er = —1.5[¢]).

En las figuras I11.2(a) y 1I1.2(b) se representan respectivamente la densidad de esta-
dos (DOS) normalizada y la conductividad eléctrica dc (o (u, 0) /o p), ambas en escala
logaritmica, para una red mixta de Fibonacci con auto-energia o = 0.5(t}, v = V2 y
generacion n = 41 (~ 10® dtomos). El espectro contiene 10° datos y los saturadores
periddicos semi-infinitos son obtenidos numéricamente usando cadenas de generacion
n = 100, cuyo nimero de atomos es 10%°. La parte imaginaria de la energia en la fun-
cion de Green es 10~11{¢]. En general, los parametros de las cadenas periddicas en esta
tesis son: la auto energia nula o, = 0 y la integral de salto ¢, = —1.0|¢|. Por otro lado,
la energia del estado transparente ( E7) se encuentra en Er = —1.5|t|, la cual se indica
por una linea punteada en las figuras. Notese primero al considerar una red mixta de
Fibonacci con 267914296 atomos (2 = 41), la estructura de bandas multifractal es muy
fina y en consecuencia un numero finito de datos no puede mostrar las caracteristicas
completas del espectro, tal es el caso del espectro de la conductividad dc alrededor de
1 = 1.4|t|, puesto que las minibandas de conduccion son mas angostas que las de la
densidad de estados como ocurre en los sistemas desordenados. Asimismo, se observa
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que alrededor del estado transparente ambos espectros presentan un comportamiento
casi constante, el cual es analizado a continuacion.

3.4 Escalamiento

En esta seccién analizaremos el comportamiento de la conductividad eléctrica con el
tamaifio del sistema. En las figuras III.3(a) y II1.3(b) se muestran respectivamente las
amplificaciones de la DOS y de la conductividad de Kubo dc alrededor del estado
transparente, para las generaciones n = 6!/ — 1 (circulos); 6/, 6/ + 1, 6/ — 2 (linea
negra); 6! + 2 (linea gris); y 6/ + 3 (linea gris claro), donde { = 1,2,3,.... Nétese
que hay un comportamiento oscilatorio periédico con el mismo periodo de energia
dado por A = 4.546|t|/(IN — 1) y esta presente en ambos espectros amplificados. El
espectro de conductividad de puede ser reproducido razonablemente bien evaluando
la formula de trasmitancia para el modelo mixto de Fibonacci [Ec. (3.22)], como se
muestra en la figura I11.3(c), la cual tiene una pequeiia diferencia con respecto a la
Fig. IIL.3(b), debido a que las matrices de transferencia casi conmutan para energias
cercanas a la del estado transparente Er, considerando que N >> 1. El comportamiento
oscilatorio general puede ser explicado considerando que N¢(Er) = Kn + (v/k)wm,
(—Er)/|t| <1y () —¢(Er) < l,donder =0,1,2,...,k— 1y N =Kk+r.
Asi que,

cos ¢(u) = cos ¢(ET) — [d(n) — ¢(£7)]sin ¢(ET) 3.24)
y
VR —o?  JE; —a? |t|Er (u— ET)
S 2 YR 2 T : (3:25)
Entonces, la definicion de ¢(u) y 2|t| cos ¢(u) = /1u*® — a? conduce a
_ N e Er (w—Er) _ ,(u— Er)
W) =B = ~ieneBr e B W - C29
donde A = — Er/{2]|¢t| sin[2¢(ET)]j». En consecuencia, para /N — oo,
(1 — +?)%sin® [Ae + Z7] -
T(u,N) — |1 N 3.27
e 23 [ TR BT @27

donde e = N (u — E7) /|t| y 1 en el denominador de la ecuacion (3.22) ha sido reem-
plazada por Er, porque (u — E7r)/|t] < 1. Observe que la trasmitancia o la conduc-
tividad es una funcién oscilante de € y escala con el inverso del tamaiio del sistema en
la vecindad del estado transparente. La fase de estas oscilaciones es determinado por
r. Para el caso k£ = 4, ¢(Ep) = 7/4. Asi que para la generacionn = 61 — 1, N(n) es
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miiltiplode 4 yentoncesr = O; paran =6[,6l +1y 6l — 2, r = 1; parann = 6l + 2,
r = 2; y finalmente para n = 6 el 3.

DOS(uN

o(u,0)o,

T(w)

(N-1)(-E)iY (N-D)(-E)Y

Fig. 111.3 Amplificaciones de (a) la densidad de estados (DOS) y (b) 1a conductividad de Kubo dc ()
alrededor del estado transparente, para las generaciones n = 6! — 1 (circulos): 61, 6! + 1, 61 — 2 (linea
negra); 6/ + 2 (linea gris): y 6/ + 3 (linea gris claro), para una red mixta de Fibonacci con los mismos
parametros del hamiltoniano como los de la figura [11.2, siendo { un nimero entero. Estos espectros son
comparados con aquel obtenido por la evaluacién de la ecuacion de trasmitancia y mostrado en Fig.
111.3(c). Los correspondiente espectros para una red mixta de Fibonacci con a = 0.85(¢|, v = 1.25/2 y
Er = —1.65|t|, son mostrados €n las figuras (@), (b") y (c’).

Ademis, la amplitud de estas oscilaciones periddicas se incrementa cuando el para-
metro de diversidad quimica («) del sistema crece, hecho que puede observarse en las
figuras I1.3(a”), I11.3(b") y II1.3(c’) para una red mixta de Fibonacci con a = 0.85]¢|,
v = 1.25v/2, y Er = —1.65|t|. Es importante resaltar que el espectro alrededor del
estado transparente es invariante ante escala a pesar que el espectro total no lo es.

Con el fin de analizar las propiedades globales del espectro, introducimos el prome-
dio de la conductividad dc de la siguiente forma [Sdnchez, et al., 2001]:

Ny

(1. 0)) = 5= D olus;, 0), (3.28)

Jj=1
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donde y4; se elige uniformemente en el intervalo [—2]¢|, 2lt|], el cual corresponde a
la ventana de trasmision de los saturadores periddicos. El niumero de energlas que
contribuyen significativamente al promedio puede ser cuantificado usando la razén de
participacion de conductividad (C P R) definida por

N ?
gl o” (I—'-j ,0)
cPR=1Yrr——— o
N, 2 ot(p;,0)
0.20 -'®-o_ (a)
- E i P
?u. 0.15 ¢ ._.~._.\.‘.*o Ty
: —V--e-0-g._ e
UE -8 .—O~.-.—.—0—.—0-o—0—
»=0.20 ;—.-.“*\o—o\._. (b)
2'25 0.15 £ et et
: T0-0-0-0-¢-0-0-0-¢-0-
0.10 t f . l l
e 10 [ o A e
b{: 0.9 !__./ \._. - ./ \._. o_./ \ —® o_./ \. - [ o-e
£ ook ./ \/ N N
0.7101 o 10° 10° 107 10° 10"
N

Fig. 111.4(a) el promedio de la conductividad dc ({7 (x, 0))), 111.4(b) la razén de participacion de la
conductividad (C PR) y l11.4(c) la conductividad dc del estado transparente (¢ (Er, 0)) como una
funcion de! tamafio del sistema para la misma red de Fibonacci de la figura HH1.2 y N, = 105,

En las figuras I11.4(a), 111.4(b), y I11.4(c), el promedio de la conductividad dc ({o(x, 0))),
la razén de participacion de conductividad (C PR) y la conductividad dc en la energia
del estado transparente (o(FE'r,0)) son respectivamente graficados como funcién del
tamaiio del sistema para /N, = 10° y la misma red mixta de Fibonacci de la figura III.2.
Notese que el promedio de la conductividad decae, lo cual puede estar relacionado a la
apertura de brechas cuando la red crece. Esta posible razon ha sido confirmada por el
CPR. En contraste al comportamiento monétonamente decreciente, la conductividad
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dc evaluada en la energia del estado transparente (Er+ = —1.5|t]) oscila periddica-
mente, porque para la red mixta de Fibonacci con & = 4 el sistema tiene un coeficiente
de transmision unitario cada seis generaciones, ya que & = 4 es divisor de /N para
las generaciones n = 6/ — 1, con ! = 1, 2,3,...[Huang, et al., 1998]. El compor-
tamiento oscilatorio de la conductividad dec normalizada mostrado en la Fig. IIL.4(c)
es confirmado por la ecuacion (3.22), ya que la conductividad dc es proporcional a la
trasmitancia a través de la férmula de Landauer y ésta concuerda muy bien con la cal-
culada por medio de la féormula de Kubo-Greenwood [Oviedo, et al., 2000]. En la
siguiente seccion discutiremos la conductividad ac y su sensibilidad a las condiciones
de frontera sera investigada.

3.5 Condiciones a la frontera

Un tema interesante de estudio, es el comportamiento de los estados transparentes bajo
perturbaciones, tales como la aplicacion de los campos externos oscilantes, ya que la
conductividad ac es muy sensible a la naturaleza de la distribucion de los valores pro-
pios y a la localizacion de las funciones de onda cercanas a la energia de Fermi. En
general, la conductividad ac a temperatura cero no sélo depende de los estados en el
nivel de Fermi, sino de la estructura global del espectro [Wang, et al., 2001a]. En
figura III.5 se muestra la conductividad ac del estado transparente para tres redes mix-
tas de Fibonacci con las mismas auto energias e integrales de salto como en la figura
1I1.2, pero diferentes condiciones a la frontera, es decir, sistemas de (a’) 4807526976
atomos sin saturadores, (b’) 267914296 atomos conectado a dos cadenas periddicas
de 2269806340 atomos, y (c’) 267914296 atomos saturado por dos cadenas periddicas
semi-infinitas de 10°° dtomos. Las figuras II1.5(a), II1.5(b) y II1.5(c) muestran los resul-
tados obtenidos para un sistema periodico con i = 0 y las mismas longitudes y condi-
ciones a la frontera como en las figuras II11.5(a’), II1.5(b’) y II1.5(c’), respectivamente.
Obsérvese que en las figuras I11.5(a) y II1.5(b) los sistemas incluyendo los saturadores
ticnen el mismo numero total de atomos, entonces los picos de resonancia se ubican
en las mismas frecuencias, debido a que los espectros de eigenvalores son los mismos
y los picos de resonancia son determinados por la regla de oro de Fermi [Economou,
1983]. Sin embargo, sus amplitudes son muy diferentes, porque la formula de Kubo es
evaluada sobre longitudes de sistema diferentes. Ademas, los minimos de las figuras
I11.5(b) y II1.5(c) parecen estar localizados en los mismos valores de frecuencia excepto
que en la figura II1.5(c) se observa un comportamiento continuo debido a la presencia
de los saturadores casi infinitos. Para el ultimo caso, la conductividad ac esta dada por
la ecuacién (3.3). Todas estas caracteristicas son esencialmente preservadas para los
estados transparentes como se muestra en las figuras II1.5(a’), I11.5(b’) y 111.5(c”), ex-
cepto por una compresion del espectro debido a la presencia de las brechas energéticas
en el espectro de eigenvalores de la red mixta de Fibonacci.
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Fig. 111.5 Conductividades de Kubo ac del estado transparente (i« = E7) para tres redes mixtas de
Fibonacci con las mismas energias e integrales de salto como los de la figura 111.2 pero diferentes
condiciones a la frontera, es decir, (a”) 4807526976 atomos (n = 47) sin saturadores, (b’) 267914296
atomos (n = 41) conectado a dos cadenas periddicas de 2269806340 atomos y (¢) 267914296 idtomos
saturado por dos cadenas periédicas de 1079 atomos. Las figuras (a). (b) y (¢) muestran los resultados
correspondientes obtenidos para sistemas periédicos con u = 0.

En la figura II1.6, la conductividad de Kubo ac (o(u,w)/op) de dos tipos de esta-
dos no transparentes se muestra en comparacion con la del estado transparente (circu-
los), tomando los mismos parametros de la figura II1.2. Primero, para las generaciones
n = 61, 6l + 1y 6/ + 4 (triAngulos hacia arriba), n = 6! + 2 (triaAngulos hacia abajo) y
n = 6{+3 (cuadrados), las conductividades ac son evaluadas en las energias de maxima
conductividad de [ver figura I11.3(b)] localizadas en = Er — A/4, u = Er — A/2y
p = Ep — 3A/4, respectivamente, siendo A = 4.546|t|/(/N — 1). Obsérvese que es-
tos estados casi-transparentes tienen la misma dependencia de frecuencia excepto que
el valor inicial en w = 0 es estrictamente uno sélo para el estado transparente de ge-
neracion n = 6/ + 5. Cabe mencionar que las curvas escalan con el inverso del tamaifio
del sistema, lo cual esta relacionado al escalamiento mostrado en la figura II1.3, de-
bido que la conductividad ac a temperatura cero es calculada integrando una vecindad
de fiw alrededor de la energia de Fermi [Ec. (3.1)]. Para el segundo caso de los esta-
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dos no transparentes, es decir, de alta conductividad dc con 1 # F'r en la misma red
mixta de Fibonacci de generacién 41 como en la figura II1.2, se observa un compor-
tamiento ruidoso para u, = —0.591763398|t| (linea gris) y 1, = —0.10860000001|¢t|
(linea gris claro), con o(x,,0)/op = 0.9701 y o(u,,0)/cp = 0.95. Es importante re-
marcar que la conductividad ac de estos estados no es invariante ante cambio de escala
y decae mucho mas rapido en comparaciéon con la del estado trasparente. En general,
la conductividad ac no sélo depende del estado en el nivel de Fermi, sino también de
1a condicién de localizacion de los estados alrededor de este. Una grafica log-log de la
conductividad ac en el limite de bajas frecuencias se muestra en el recuadro de la figura
I11.6, donde los calculos fueron realizados usando I (E) = 10~ !5|¢|. Nétese que los
estados transparentes y casi transparentes tienen el mismo comportamiento en el limite
de bajas frecuencias [(N — 1)Aw/|t| << 1], la cual sigue la misma relaciéon que en el
caso periodico con u = 0 [ver Ec. (3.3)][Wang, et al., 2001b],

_efa(iN —1) 1 [(&V - 1Dhw]?
o(0,w) = —————= {1 -5 [T] } . (3.30)

excepto por el coeficiente 0.08484 en lugar de 1/48. Asimismo, los coeficientes para
los estados no transparentes con g, y g, son 22.3934 y 69.0557, respectivamente. Cabe
mencionar que los mayores coeficientes de los estados no transparentes confirman el
dramaitico decaimiento de su conductividad ac cuando un campo eléctrico oscilante es
aplicado. Por otro lado, la Ec. (3.30) tiene la misma forma que la Ec. (2.9) de la teoria
de Drude discutida en la seccion I1.1.
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Fig. 111.6 Conductividad de Kubo ac con los mismos parametros de 1a red mixta de Fibonacci de la
figura 111.2 pero con n = G, 6! + 1, 6/ + 4 (tridngulos hacia arriba), n = 6! + 2 (triangulos hacia abajo)
y n = 6! + 3 (cuadrados) evaluados en it = Ep+ — A/4, Ex+ — A/2y Er — 3A/4, respectivamente, en
comparacién con el estado transparente (circulos), donde A = 1.546|¢|/(.V — 1). La conductividad ac

de los estados no transparentes con p; = —0.591763398]¢| (linea gris) y s, = —0.10860000001 j¢|

(linea gris claro) son también mostrados. En el recuadro se presenta una grafica log-log en un régimen
de bajas frecuencias.

3.6 Modelo de enlaces

Se ha encontrado la existencia de estados transparentes con transmitancia uno en el
modelo mixto de Fibonacci (ver seccién I11.3). En esta seccion vamos a demostrar que
para el modelo de enlaces también hay estados transparentes, aiin cuando las matrices
de transferencia del sistema no conmuten. Partimos de la ecuacion de transmitancia
dada en la seccion I1.3, particularmente para £ = 0 la ecuacion (2.36) puede escribirse
como -
4
(a1 — 712)% + (722 + T11)%’
donde los elementos de la matriz de transferencia total del modelo de enlaces (7 ;),

T(E = 0) =

3.31)
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considerando que las auto energias son igual a cero, estan dados por

Ti;(n) = s ([;J + |z —j|) {—s(z+ 1)+
+s(@)[—(—1)Esr + i)y + (~D) s+ — 1)y}, @3

donde i = 1,2, j = 1,2, v = tq/tp, s(k) = [1 + (~1)*]/2, y los nimeros enteros
r = nmod3 € [0,2], y = (n +2)mod6 € [0,5] y = = (n + 5)mod6 € [0,5].
Asimismo, |a] es el entero menor y mds préoximo al numero real a. Ahora, sustituyendo
cada uno de los términos del producto de las matrices de transferencia en la ecuacion
(3.31) obtenemos la transmitancia para el modelo de enlaces que sigue una secuencia
de Fibonacci

4
T(E =0) = . 3.33
( ) s(x)(v+ v 1) +4s(x+ 1) (¢ )
Por lo que la trasmitancia es igual a uno cuando = = 1, es decir, para generaciones
n = 1,4,7,--- existe un estado transparente en el modelo de enlaces a £ = 0. Este

resultado ha sido confirmado por los calculos numéricos usando el método de renor-
malizacion desarrollado especialmente para el modelo de enlaces [ver apéndice C].

3.7 Centro de fractalidad

Para el modelo de enlaces, una amplificacion de la conductividad dc a temperatura
cero alrededor del estado transparente (Ep+ = 0) se muestra en la figura II1.7(c) en
comparacion con la de una red periddica II1.7(a) y la de una red mixta de Fibonacci
I11.7(b), donde la parte imaginaria de la energia en la funcidon de Green es de 10~11|¢|,
las auto-energias de sitio son @ = 0 y el cociente de los parametros de salto v = 1 para
el caso periddico, v = taa/tpa = 0.85 para el caso mixto con & = 2, y finalmente
v =ta/tp = 0.85 para el caso de enlaces. Las correspondientes conductividades ac a
temperatura cero son mostradas en las figuras I11.7(a’), I11.7(b’) y II1.7(c’) para el caso
peridodico, el mixto y el de enlaces, respectivamente. Obsérvese que la conductividad
dc para el caso de enlaces no oscila periédicamente como ocurre en el caso peridédico
y en el mixto. También, los minimos en el espectro ac no tienden a cero como sucede
en las figuras 111.7(a”) y II1.7(b’). Este hecho puede ser debido a que en el problema
de enlaces el estado transparente es localizado en un centro de fractalidad [Sanchez, et
al., 2003a].
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Fig. I11.7 Conductividad de y ac para las redes periddica (a) y (a’), mixta de Fibonacci(b) y (b") ¥
Fibonacci de enlaces (c) y (¢”), respectivamente.

Por otro lado, para el caso de enlaces el espectro de conductividad alrededor del es-
tado transparente se escala también con el inverso del tamaiio de sistema -como sucede
en el caso mixto-, excepto por un factor ¢ que depende de v y del nimero de generacion
n, es decir, c(®~™)/6(~). En particular, ¢ = 1 para el caso peridédico y el mixto, ya que
el estado transparente en el problema de enlaces no esta rodeado de estados de alta
conductividad como sucede en el caso mixto. Creemos que este factor c(-y) podria es-
tar relacionado con la dimensionalidad fraccionaria del espectro de conductividad dc
alrededor del estado transparente. En la figura II1.8 se muestra el factor ¢(v) en com-
paracion con la solucidn analitica [Kohmoto, et al., 1987] de la dimension fractal de la
densidad de estados alrededor de £ = O {d(+y)]. Noétese la similitud de comportamiento
entre c(v) y d(v), a pesar de que la d(y) no es la dimensién fractal del espectro de
conductividad dec.
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Fig. 11L.8 Muestra el factor c(~y) del modelo de enlaces y la dimension fractal de densidad de estados

da().
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Capitulo 4
Conductividad en Redes Bidimensionales

Hasta aqui hemos analizado la conduccion electronica en sistemas unidimension-
ales y sabemos que dicha conduccion es extremadamente peculiar por la ausencia de
anillos en el sistema, es decir, la falta de caminos alternos para el transporte elec-
trénico cuando existe un defecto local. Por lo que es importante estudiar sistemas mas
alla de una dimensién, y quizas el caso mas simple seria redes bidimensionales. Se
ha intentado aplicar las ideas del grupo de renormalizacién a sistemas cuasiperiddicos
bidimensionales y se ha encontrado que todos los sitios de la frontera son necesarios
para el proceso de renormalizacion, por lo que el grado de libertad de dicho proceso
crece como el perimetro del sistema [Naumis, et al., 1994]. En este capitulo investi-
garemos el transporte electronico en superredes peridodicas y cuasiperidodicas, asi como
redes doblemente cuasiperiddicas, utilizando el método de convolucion.

4.1 Féormula de Kubo en dos dimensiones

La conductividad eléctrica en sistemas bidimensionales puede escribirse dentro del for-
malismo de Kubo como [Ferry, 1991]

2 ‘7e h
o0 (p, w=0) = Z=—5 3> Im[Gyjra(1)} P Im[Grror()] Pu (4.1
rs  ijkil
donde Giju(u) = G(rx,rj; ). 2 es el volumen del sistema en dos dimensiones y

Pjr son elementos de la matriz del operador de momento definida en la ecuacion (3.2).
Utilizando las relaciones (3.8) y (3.2), la ecuacidn (4.1) se reescribe como

e2a

o*P(p,0) = o=

E i1 1t_7+1.1{G (r1+lry Tjs; /J-) Gt (rJ+1.~n Xir; )U') -

1_11'8
—G":(l‘in ris; 1) GH(Tjg1s, Pivrrs ) — GV (Ti1r, Tig1ss 1) GH (058, Tirs 1) +
+G+ (rir, Tji1s3 M) G+ (l'js, Tip1ri 1) — G+(l‘i+1r, rjs;pn) G~ (rj+1:n Tirs 1£) +
+GH(Tir, Tjs; 1) G (Tjts, Ciir; ) + GF (Civir, Cigs; ) G (P, Pirs 1) —
-G+ (rir, Tjt1s: n) G~ (rj,, Cit1r; ) — G7(Xigar, ) F ' ) G+(rj+lsw rir; 1) +
+G 7 (Cir, Tjss 1) G (X1, Tiv1ri #) + G (Tig1r, Tjrss £) G (Xjs, Tiry 2) —
—G~(Xir, Tjr1ss 1) G (s Tivrrs ) + G (Tiverr, Tisi ) G (Tjp1s, Firs 1) —
—G T (Tir, Tiss 1) G (Tjs1ss Tig1ri 1) — G (i1, Tia1si 1£) G (Tjs, Tiry 1) +
=G (Pirs Cia1ss 1) G (Fjs, Figar; 1) 3 “.2)

50

TESIS CON
FALLA DE OPIGEN




Por otro lado, para superredes cuasiperiodicas si el campo eléctrico se aplica en la
direccién cuasiperiédica, la funcién de Green puede expresarse en términos de la trans-
formada de Fourier aprovechando la simetria traslacional en la direccion perpendicular
al campo externo, es decir

1 .,
Gt (Tir, Tius ) = ~N E GH(z;, zj, ki u) explik - (rir — rj.)], 4.3)
3

donde z; es la coordenada de los planos en la direccion del campo aplicado, k =
(0,k1) y N, es el namero de atomos en la direcciéon perpendicular. Ahora utilizando
la ecuacion (4.3) y la definicidn de la funcidn delta de Kronecker,

1 .
S0 = o Rgf; expli(k - R)], “.4)

la ecuacion (4.2) se expresa como

U?D(#’ O) = 271'Qﬁ, Z: Z t1+1 i _7+1 ]{G (x1+11 Zj, k_L, /-l') G+ (IJ+1) i, kJ_r /-") -
kg

-G (zxi, x4, k_._, 1) GY(xjp1s Tigr, kri ) — G {xiv1, Tjpr, ks 1) G (xj, zi, ko 1) +
+G* (xn Zj41, ki) G* (z.n Tit1, "’.Ls /J') = G+(:L‘,+1, xj, ki; n) G~ (1'_1-#-1: xi, kyp) +
+G* (z:, T, ks n) G~ (-'EJ+171'1+11 ]“.Ly ) +' G+($,+1, xTip1, ko u) G~ (-'L'Ja xi, ks p) —
-G+ (z4, Tjer, Ko un) G~ (erzt-kl,_‘k.L: ) = G (Zip1, T, ks 1) Gt (xJ+l7 xi, ks p) +
+G 7 (xi, T4, kus u) GH (@41, Tisr, kL 1) + G (Zigrs Tjr, Ky 1) G (g, za ks p) —
=G~ (@i, Tjer, ko ) G (s, Tig1 ks 1) + G (Tigr, Tjy ks ) G (Tj41, Ti ks i) —
— G (wi, 5, k1 1) G (Tjars Tivr, ks i) — G (Tisr, Tir, ks u) G (x5, 2o, ks 1) +
+G~ (miy Tjig1, k_L; /J') G~ (mjr Lig1, k.!.; /-l')}' 4.5)

En el limite termodinamico la suma de £, en la ecuacion (4.5) se convierte en una
integral como se muestra a continuacion [Ashcroft, et al., 1976]

1 1
sz‘: — /dku, .6)
L

donde 1BZ es la primera zona Brillouin. Entonces, la ecuacion (4.5) puede reescribirse
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Como
e2a?
02D(#, 0) -= Ih /ko_E :t,+1, J+1.:{G

-G .J(A‘J—7 #) GJ+1,:+1(k-L' #) _’G;'-H 1 (RL; ) GFi(ky; p) +
+G (ks ) G],‘l+1 (ki3 IJ-) GHai(kyis ) Gipg, t(l“-'-v M) +
+Gz FilkL; 1) Gg+1,z+1(k.1.: ) + Gz+1.J+1("'_L1 1) G5 (ky; p) —
,J+1(I“J—’ 1) G5 ,1+1(I"J-1 IJ') 1+1 J(I“-Lv ) GJ+1 :(I"-LY H) +
+G: J(A'.Ly Kn) G +1,z+1("'J., #)+ Gy (k) G ,:("'J.v M) —
G (ko u) G, Fom(b 1) + G (ks 1) Gy (ks ) —
_Gi_.j(kJ-;“) G (kL i) — Gy j (ko) G(kys p) +
+G T (kL 1) Gy (ks )}, “@.7n

-tf-l ](k.l.y l-‘) +1 ;(LJ.x IL)

donde Gi (ki) = G=(x:, x4, ks u) y ) es el volumen en la direccién paralela al
campo. Por otro lado, comparando las ecuaciones (4.7) y (3.5), y teniendo en cuenta la
definicion (3.8) y w = 0, la ecuacidén (4.7) puede escribirse como

$2] 1
P (1, 0) = 5= [ dhro}Pler; 1 0), 4.8)
donde
oiP(ky; 1, 0) = _2e%a? Zt.+1, i1 {ImGH (ks ) Im Ghy (ks u) —
1] LN i ] 7rQ||ﬁ. F+1.7 i+1,7 ’ j+1,i

—Im GE’,'J'(LJ., L)Im G (ki p) —
—Im GI{-l.j+1(k_L; #) Im G;,_i(k_L; ) +
+Im G, (kL) Im Gy (ks )} “.9)

Por ultimo, partiendo de la simetria traslacional en la direccion perpendicular, la su-
perred cuasiperidédica puede proyectarse a una cadena cuasiperiodica con una contribu-
cién adicional a las auto energias [2¢, cos(k,a)] [Wang, et al., 19881{Wang, 1989].
Por lo que

P (e, 0) = ;1; / dky o}P(p — 2t, cos(k.a),0). 4.10)

En la siguiente seccion se calcula la conductividad eléctrica dc de forma analitica
para una red periddica.
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4.2 Método de convolucion

Las superredes cuasiperidédicas bidimensionales pueden construirse por un apilamiento
periddico de las cadenas de Fibonacci y su conductividad eléctrica en la direccion
cuasiperiddica estd dada en la ecuacién (4.10). Haciendo un cambio de variable E =
p — 2t; cos(kpa), se tiene que

o*P(u,0)

1

1 w/a

5;/_"/“ dkyofPlp — 2ty cos(kia),0]
i~ =]

- %/ olP(E,0)DOSYP (1 — E)dE, @1
—_—00

donde alllo es la conductividad unidimensional en la direccion del campo eléctrico apli-
cado y DOSIP es la densidad de estados de una cadena periodica, la cual esta dada
por
1D o(12t.| — |E)) 1,siz =0
DOSLE) = L =& O.siz <0 } “.12)
Es importante enfatizar que la ecuacion (4.11) forma parte de un formalismo general
de convolucion desarrollado por W.A. y M.K. Schwalm [Schwalm, et al., 1988], el cual
afirma que si el hamiltoniano es separable, es decir, H. = H® Ix + Ig ® K, entonces
sus eigenfunciones son un producto de las eigenfunciones de cada hamiltoniano que
lo componen (H, K) y sus eigenvalores son la suma de los eigenvalores de estos dos
hamiltonianos. Ademas, ellos muestran que la densidad de estados y la conductividad
eléctrica se pueden escribir como

, donde 8(x) = {

DOSMN(E) = / DOSM (1) DOSE)N(E — z) dx, (4.13)
o0
cMH(E) — / o (2) DOSES)(E — z) da. “@.14)
En particular, para el caso de s;;)cerredes periddicas, considerando t;, = ¢, =tyla

Ec. (3.4), obtenemos una expresion analitica de la conductividad dc en redes peridédicas
de dos dimensiones [Sanchez, et al., 2002]:

. * g(2t] — lu— ENdE _op (Iul - 2t)
P (p,0) =op sy -y pray — cos o e(l4t] — |ub)-

4.15)

Para la conductividad ac, se sustituye la Ec. (3.3) en la integral de la Ec. (4.11) y esta

ultima se calcula numéricamente. En la figura IV.1 se muestra la conductividad ac nor-

malizada en redes periodicas de una (circulos) y dos (triangulos) dimensiones. Nétese
que los minimos profundos de la conductividad ac se presentan sé6lo en los sistemas
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unidimensionales, debido a la interferencia destructiva completa en esas frecuencias y
no asi en sistemas bidimensionales, en los cuales se presentan minimos suavizados que
no tienden a cero. :

10"

10°

o(u=0,0)a,

10

LRALL BREALL BRALLL BRAALL BRELLL BREALL mARALL -

o]

(N-Dhw/|t|

Fig. IV.1 Conductividad ac en sistemas periddicos de una (circulos) y dos (triangulos) dimensiones.

Asimismo, en la figura IV.2 se muestra la conductividad ac de sistemas periddicos
de una y dos dimensiones como funcién de la energia de Fermi (u) para diferentes
cortes de frecuencia, donde se observan oscilaciones drasticas de o en funcion de u para
cualquier frecuencia en sistemas de una dimension y dichas oscilaciones son suavizadas
en sistemas bidimensionales.
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Fig. IV.2 Conductividad ac en sistemas periédicos de una y dos dimensiones para diferentes cortes de
frecuencia.

4.3 Superredes de Fibonacci

En esta seccion analizaremos la transicion de una a dos dimensiones y sus consecuen-
cias en las propiedades como la conductividad de Kubo. Utilizando el método de
renormalizacion, hemos calculado la conductividad eléctrica de de una red mixta de
Fibonacci con & = 3, conectada a dos saturadores peridédicos con integrales de salto ¢
Yy auto-energias nulas. La figura IV.3(a) muestra su conductividad de Kubo dc a tempe-
ratura cero como una funcién de la posicion de la energia de Fermi, con a = 0.225|¢|,
taa = 1.25¢, tap = tpa = t y n = 35. El espectro contiene 800000 datos calcula-
dos en cuadruple precision. La parte imaginaria de la energia en la funcién de Green
es de 1071%|¢| y la energia del estado transparente se encuentra en Er = —1.025(¢|, la
cual se indica por una linea punteada. Observe que la estructura de bandas es muy fina
en comparacion con la obtenida en la referencia [Oviedo, et al., 2000], ya que ahora
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el sistema contiene 14930352 atomos para n = 35. Un comportamiento casi constante
es encontrado en la vecindad del estado transparente. Una amplificacién de esta zona
muestra un comportamiento oscilatorio Fig. IV.3(a’), el cual puede obtenerse de la Ec.
(3.27). Notese que el espectro alrededor del estado transparente escala con el inverso
del tamaiio del sistema. Las figuras IV.3(b), 3(c) y 3(d) muestran la conductividad
Kubo dc de una superred mixta de Fibonacci bidimensional, la cual es cuasiperiodica
en la direccion del campo aplicado y peridodica en la direccién perpendicular. Estas
figuras se obtuvieron con los mismos parametros de la Fig. IV.3(a) variando la inte-
gral de salto perpendicular ¢t; = 107%, ¢, = 10~%t,y t = t,. Estos espectros son
obtenidos integrando la ecuacion (4.11). Obsérvese la transicion de dimensionalidad y
el suave comportamiento del espectro en Fig. IV.3(d), los cuales revelan la importan-
cia de la dimensionalidad del sistema y sugieren que las superredes de Fibonacci no
son un buen candidato para observar experimentalmente las estructuras multifractales

de las bandas de conduccién [Sanchez, et al., 2002].

& 1.05 @

S 1.00
= 0.95

._b 0.90
-2 WQE ¥ 10 o

10' v

am(p,O)laP

K/t

Fig. IV.3 Conductividad de un sistema de Fibonacci mixto bidimensional [(b), (c), y (d)] en comparaci
6n con una cadena de Fibonacci mixta (a) tomando los parametros de k=3. En la figura V.3 (a’) se
muestra una amplificacioén alrededor del estado transparente.
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4.4 Redes doblemente cuasiperiddicas

En la presente seccion investigaremos la conductividad de Kubo en redes bidimen-
sionales doblemente cuasiperiddicas que son redes de Fibonacci de enlaces en ambas
direcciones tanto paralela como perpendicular al campo eléctrico aplicado [Sanchez, et
al., 2003b]. En la figura IV.4 se muestran los espectros de la conductividad dc en redes
doblemente cuasiperidodicas con (3°) n; = 2, (b)) ny, = 4y (¢’) n,. = 6, en com-
paracion con los de las correspondientes superredes de Fibonacci mostradas en (a), (b)
Yy (¢). En todos los casos, los sistemas considerados fueron con ny = 34 y v = 0.7,
y los cdlculos fueron realizados con una parte imaginaria de energia de la funcion de
Green en la conductividad dc unidimensional paralela al campo eléctrico externo de
Im(E) = 10711|¢| y 1a correspondiente a la densidad de estados en la direccién per-
pendicular a dicho campo de Im(E), = 1073|t[. Las graficas contienen 80000 datos
cada una y la integral de la ecuacion (4.14) fue realizada con el algoritmo de Simpson
y una particion de 60000 puntos. Obsérvese que la estructura de bandas y brechas es
mas notoria en los espectros de doble cuasiperiodicidad [Fig. IV.4 (a’)-(c”)], y dicha
estructura pierde su definicion cuando el ancho del sistema crece.

0.08 ] T
@ I | @) ,
0.04 ]
—M | ﬂ’ I L
a.:
o) ‘ i
(b) u

0.00
(C)]

0

0.04 1

a.02 B

awOiN,0)

0.00
(©) )

0.04

0.00
-4 -2 [+] 2 -4 -2 o 2 4

Wit wit
Fig. IV.4 Conductividades dc en superredes de Fibonacci con (a) n.=2,(b) n =4y (c) n,=6 en
comparacion con las de doblemente quasiperiddicas con (a’) n1=2, (b’) n =4 y (¢’) n_ =6. En todos
los casos los cdlculos se realizaron en el modelo de enlaces con =34, v=0.7, Im(E) ;=10-!1[¢| y
Im(E)L=10"3|¢t].

Ahora, analizaremos la conductancia (G) que esta relacionada con la conductividad
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(o) para sistemas bidimensionales de la forma siguiente [Datta, 1995]

G () = 0P (W) 2L, @.16)

donde L; y L, es el tamafio del sistema en la direccién perpendicular y paralela al
campo eléctrico aplicado, respectivamente. Con el fin de estudiar las propiedades
globales de los espectros de la conductancia introducimos el promedio de la misma
({(G?P(u))) como
2D 2D
(G?P(w)) = S duG (M)DQODS (/i).
S duDOS?P ()

En la Figura I'V.5 se muestra el promedio espectral de la conductancia como funcién
del ancho del sistema (L, = N, a) para redes periddicas (circulos), superredes de
Fibonacci (cuadrados) y redes doblemente cuasiperiddicas (rombos). La longitud de
estos sistemas en la direccién paralela al campo eléctrico es de 165580142 atomos,
correspondiente a la generaciéon n = 40, conectados a dos saturadores semi-infinitos
en sus extremos. Para las redes cuasiperidédicas se ha tomado v = tg/ta = 0.9.
Los calculos de la densidad de estados y de la conductividad en dos dimensiones se
realizan utilizando el método de convoluciéon [Ec. (4.13) y Ec. (4.14)], donde la parte
imaginaria de la energia en conductividad eléctrica unidimensional es de 107!!|¢[ y la
de la DOS(FE) es de 10~2|t|. Estos valores se eligieron con el fin de poder realizar
facilmente la integral de la ecuacion (4.17). Obsérvese que el promedio espectral de la
conductancia bidimensional crece linealmente con el ancho del sistema, es decir,

“.17

{(G*P (1)) = mNL +b, (4.18)
donde para la red periddicam = 1.13855 y b = 10.02583, para la superred de Fibonacci
m = 0.33047 y b = —3.94034, y para la red doblemente cuasiperiédica m = 0.33923
y b = —3.06046. Notese que los valores obtenidos de b si se comparan con la escala

de la grafica (10%) son esencialmente cero, y el promedio de conductancia en redes
doblemente cuasiperiodicas es mayor que el en superredes de Fibonacci, posiblemente
debido a la mayor coherencia en las estructuras doblemente cuasiperiodicas.
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Fig. IV.S Se muestra el promedio espectral de la conductancia como funcién del tamafo en la direccion
perpendicular al campo eléctrico aplicado en sistemas periodicos (circulos), en superredes de Fibonacci
(cuadrados) y en redes doblemente cuasiperiédicas (rombos). El tamaiio en la direccién paralela al
campo es de 165580142 atomos y v = 0.9 para sistemas cuasiperiédicos.

La figura IV.6 muestra el promedio espectral de la conductancia en funcion del largo
del sistema (L, = NN, a) para el caso periédico (circulos), para superredes de Fibonacci
(cuadrados) y para redes doblemente cuasiperidédicas (rombos). El ancho de los sis-
temas en la direccion perpendicular al campo eléctrico aplicado es de 121394 atomos,
correspondiente a la generacion n = 25, y v = 0.9 para los sistemas cuasiperiodi-
cos. Las partes imaginarias de la energia son las mismas de la figura IV.5. Obsérvese
que el promedio de la conductancia en sistemas periddicos es constante al incrementar
el largo del sistema, en cambio para sistemas cuasiperiodicos éste decae exponencial-
mente siguiendo la siguiente relacion

(G?P(u)) = bNT,
donde para superred de Fibonacci n = —0.06961 y b = 175.4405081, y para red
doblemente cuasiperiodica m = —0.06955 y b = 177.3739117. Cabe mencionar que

el promedio de la conductancia de las superredes de Fibonacci decaen mas rapido que
el de las redes doblemente cuasiperiddicas, similar a lo sucedido en la figura IV.S.
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Fig. V.6 Muestra el promedio espectral de conductancia en funcién del tamaiio en la direccion paralela
al campo eléctrico aplicado, para red periddica (circulos), para superredes de Fibonacci (cuadrados) y
para redes doblemente cuasiperidédicas (rombos). El tamaiio en la direcciéon perpendicular al campo es

de 121394 atomos y v = 0.9 en los sistemas cuasiperiodicos.

Por ultimo, los resultados de la conductividad en dos dimensiones requieren mas
calculo y analisis. En particular, la conductividad ac en estos sistemas involucra una
integral adicional sobre una vecindad de ancho fiw/|t| alrededor de la energia de Fermi
o del potencial quimico [Ec. (3.1)]. Los espectros de la figura I'V.4 tienen un consumo
de tiempo computacional alrededor de 20 horas en una estacion de trabajo de Silicon
Graphics con un procesador R12000 y generalmente los espectros ac requieren de un
tiempo 100 veces mayor que el de conductividad dc. Por lo que la investigacion de
la conductividad ac en sistemas cuasiperiodicos bidimensionales se encuentra actual-
mente en proceso.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado el transporte electrénico en sistemas cuasiperiodicos de una y dos
dimensiones dentro del formalismo de amarre fuerte. Para dicho estudio, hemos desarrollado un
nuevo método de renormalizacion para la formula de Kubo-Greenwood en redes de Fibonacci, el
cual permite analizar la conductividad electronica de sistemas de tamaiio macroscépico. A pesar
de la complejidad en la apariencia del método (apéndice B), éste marca un camino para desarrollar
nuevos métodos de renormalizacion, es decir, iterar directamente el producto de la funcion de Green
en lugar de la funcidon de Green misma, como sucede en el de la densidad de estados. Ademias,
hemos obtenido resultados analiticos para sistemas periédicos de una y dos dimensiones, algunos
de éstos han sido confirmados recientemente de forma experimental. Asimismo, hemos demostrado
la existencia de un nuevo estado transparente en el modelo de enlaces de Fibonacci y dicho estado
podria pertenecer a una clase diferente al del modelo mixto, debido a que dicho estado se encuentra
en un centro de fractalidad a diferencia del en el modelo mixto que esta en una vecindad continua
de estados de alta conductividad.

Las conclusiones principales de esta tesis son:

(1) EI grupo de renormalizacion en el espacio real constituye un método eficiente y exacto para el
estudio de los sistemas cuasiperiodicos, dada la ausencia del espacio reciproco.

(2) La existencia de un nuevo estado transparente ubicado en un centro de fractalidad dentro del
modelo de enlaces de Fibonacci.

(3) EIl espectro de la conductividad dc alrededor del estado transparente escala con el inverso del
tamafio de sistema en el modelo mixto de Fibonacci, a pesar de la ausencia de dicho es-
calamiento en el espectro completo.

(¢) La presencia de una oscilacién periodica de la conductividad dc alrededor del estado transpa-
rente y la amplitud de dicha oscilaciéon aumenta cuando crece la inhomogeneidad o la diversi-
dad quimica del sistema.

(5) La conductividad ac del estado_transparente disminuye oscilatoriamente con la frecuencia y
escala con el inverso del tamaiio de sistema en el modelo mixto de Fibonacci, contrario al
comportamiento de los estados no transparentes.

(6) El espectro de la conductividad ac es altamente sensible a las condiciones de frontera del sis-
tema.

(7) La coexistencia de la periodicidad y la cuasiperiodicidad en las superredes de Fibonacci mues-
tra el dominio del espectro continuo sobre el multifractal.

(8) Las superredes cuasiperiédicas no representan un buen medio para observar experimentalmente
la autosimilaridad en la estructura de bandas de conduccion. .

Con respecto a los sistemas cuasiperiodicos, he encontrado que el ordenamiento atdmico de un
solido es decisivo en muchos casos para la estructura electronica del mismo. En consecuencia, el
transporte en los sistemas cuasiperiédicos debe ser completamente nuevo, debido a las simetrias
de la red hipercubica de la cual fue proyectado el cuasicristal. La conductividad eléctrica del
estado transparente en las redes de Fibonacci se asemeja a la de los sistemas periédicos revelando
el orden de largo alcance, mientras que el transporte eléctrico en los estados no transparentes es
similar al de sistemas desordenados debido a la ausencia de la simetria traslacional. Por otro lado, el
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modelo de amarre fuerte se basa en las funciones de Wannier y puede incluir la cuasiperiodicidad de
forma natural sin requerir de la ayuda del espacio reciproco. Por ultimo, el presente trabajo podria
extenderse a sistemas tridimensionales usando el método de convolucién, asi como al estudio de
otras excitaciones (fonones, fotones, etc.) y/o otros fendmenos fisicos (Raman, infrarrojo, etc.)
aplicando el método del grupo de renormalizacion en el espacio real. Asimismo, se extenderia la
investigacidn al transporte electronico en sistemas cuasiperiddicos a temperatura finita, incluyendo
los efectos de la estadistica de Ferm-Dirac y las modificaciones en la funcion de Green dentro de
la formula de Kubo-Greenwood. En resumen, durante mis investigaciones doctorales he aprendido
parte del quehacer de un cientifico moderno, que consiste en la revision bibliografica, renovacion
de métodos, programaciéon computacional o realizacion experimental, analisis de los resultados,
presentacion en foros internacionales y publicacidon en revistas de la especialidad.
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Apéndice A
Funciones de Green.

Desde un punto de vista puramente matematico, el uso de la funcion de Green constituye
un método auxiliar para la solucion de ecuaciones diferenciales inhomogéneas. Sin em-
bargo, desde la perspectiva de la fisica, la funcion de Green adquiere una importancia
propia, ya que diversas propiedades de los s6lidos medibles en el laboratorio, tales
como la densidad de estados, la respuesta Raman e infrarrojo, asi como el transporte,
pueden calcularse a partir de ella [Elliott, et al., 1974 ]. En esta seccion introduciremos
la funcidn de Green a partir de su significado fisico que se relaciona con la correlacion
espacial y temporal de una particula en el s6lido.

La funcién de Green retardada -la causal- en términos de los operadores de creacion
y aniquilacion se define como [Zubarev, 1960}

GE (¢t — t') = ({a:i (t) 50} (¢))) = 3—;(3 ¢—t)([a:®),af ], ), (AD

donde

0 sit<O
es la funcion escalén, (- --) indica el promedio sobre un ensamble gran candnico. La
ecuaciéon de movimiento para la funcion de Green Gf (¢) es:

6(t)={1 sit>0 A2)

L0
zha {{a: (t); af (O)>>R =276 (t) <[a.~ t),a} (O)]+> + {{la: () , H] saf (0)>)R .
(A.3)
donde A es el hamiltoniano del electron independiente que puede escribirse dentro del
formalismo de amarre fuerte como

H = Zs,a a;+>_ > tiata;. (A.4)

i <i, >
Las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para estos operadores estan dadas por

Ln—al(t) = [a:(t), H] = e:a:(t) + >_ ti;a;(t). (A.5)

<i,j>

Considerando la Ec. (A.5) se tiene que la Ec. (A.3) puede reescribirse como:

GE () =26 (t) {[a: (1), a} @], ) +&GE ) + 3 tuGE (®) - (A.6)
£
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Introduciendo la transformada de Fourier de la funcién de Green como

G(B) = 5= /_: d(t—t)G (¢t — t')exp [iE (¢t — ') /] AT

en la Ec. (A.6), obtenemos la ecuacién de movimiento de G (F):

(E — H)G=1. (A.8)

En esta ecuacién la energia E debe ser reemplazada por una variable compleja E + is
con s — 0 para eliminar las divergencias de la funciéon de Green. En consecuencia,
G* (E) = lim,—o+ G (E + is). En la notacién de Dirac, la funcién de Green puede
escribirse como

_ In) (n|
G(E) = zn: Yo (A.9)
donde H [n) = E,|n) y 3=, In) (n] = 1.
Usando la identidad {Merzbacher, 1970]
1 1 . 5
.lll_!_.'l}) -mi—ly =P (;) =+ id (l) . (A.lO)

donde P (z) es la parte principal de =, y de la Ec. (A.9), tenemos que:
G(E)=P (Z '") <"' —im > _S5(E — E,)|n)(n|. (A.11)
Por lo que la traza de la funcidén de Green esta dada por

Tr[G(E)] =P (2 E_;En) —in > _S(E — E,). (A.12)

La cantidad 3, § (£ — E,.) es la densidad de estados (DOS) en la energia E, es decir,
DOS (E) dE da el nimero de estados cuyas energias estian en el intervalo {E, E + dE].
Entonces, de 1a Ec. (A.12) se obtiene

DOS (E) = —% Im {Tr [G (E)]}, (A.13)

ecuacidén que emplearemos en esta tesis para el cilculo de la densidad de estados en
sistemas cuasiperiodicos.
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A.0.1 Cadena Periédica Monoatémica

En esta subseccion ejemplificaremos el calculo de la densidad de estados para la cadena
monoatémica periédica en el modelo de amarre fuerte. La relacion de dispersion de la
Ec. (1.15) en el caso unidimensional es

Ey = o + 2t cos ka, (A.14)

donde o y ¢t son respectivamente la auto energia y la integral de salto de la cadena
peridodica monoatémica. Las funciones de onda estan dadas por la Ec. (??2):

1 -
W) = —— ekie |5y, A.15
) = 75 22 D) (A.15)
donde NV es el nimero total de atomos en el sistema y las posiciones atdmicas R; = ja.

Los elementos de matriz de G (£) se obtienen sustituyendo las Ecs. (A.14) y (A 15)
en la Ec. (A.9):

_ (e |\I’k) (‘I-’LI m) _a /ﬂ/a . eika(i_'—m)
(G (B) |m) _Zk: E — E; o _,,/adkE—Eo—2tcoska' (A-16)

Evaluando esta integral y empleando la Ec. (A.13), encontramos la densidad de
estados [Economou, 1983]:

ﬁ 9(2t— IE'— EQD
T \/:lt'z - (E bt 60)2,

donde &(z) es la funcién escaldn definida en la Ec. (A.2).

DOS (E) = _% Im {(0| G (E) [0)} = (A.17)
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Apéndice B
Renormalizacion en el Problema Mixto

Como se discute en el capitulo III, la formula de Kubo-Greenwood puede escribirse
en términos de las sumas parciales S(EY, E?, n), definidas en la ecuacién (3.6). Estas
pueden expresarse como un polinomio cuadratico de las funciones de Green evaluadas
en los extremos del sistema, como se muestra en la ecuacion (3.9), donde los coefi-
cientes son iterativamente dados por

A(E1, Ea,n) = — [A(F, Ea,n) — A(Es2, By, )], (B.1)
B(E\, Ea,n) = 2[A(E1, E2,n) — A(E:2, E1,n)] [Bc(E2, E1,n) — B(E,, E2,n)] +
+2[C.(E1, Ez,n) — D(E2, By, n)] [Co(E2, E1,n) — D(Ey, Ea,1)],
(B.2)

C(E:, E3,n) = — [B(E\, E2,n) — Bo(Ez, E1,n))?, (B.3)

D(E]_, Ez, 77.) =2 [Ac(El, Ez, TL) - Ac(Ez, El, n)] [DC(EQ, E1, n) b Cc(El, Eg, n)] ’
: (B.4)
F(Ey, Bz, n) = — [Co(Br, EB2,n) — D(E2, E1,n))?, (B.5)

I(E,, E2,n) = 2[B.(E), E2,n) — B(E2, Eh,n)] [D(E2, Er,n) — Ce(Er, B2, n)],
(B.6)
J(El,'Ez, TL) = J(El,Ez,n— 1) +nf(El,n)[eg(Eg,n)C'(E'l,Eg,n— 1) +

+L(E1, Eg, n — 1)] -+ 7]1(51, n)[Gg(Eg,n)I(El, Eg, n — 1) -+
+K(E1, FEa,n — 1) -+ %(El, FEs, Tl)] «+- 02( FEn, T'L)F(El, FEan — 1) +
+r3(E1, n)[01(E2, n)A(E), E2, 7o — 2) + J(E1, B2, — 2)] +
+&1(E1, n)[n1(Er, n)03(E2, n)Ao(EL, E2,n) +

+93(E2, TI.)B‘,(EQ, FE;, n) -+ Wu(Eg, E,, TL)], (B.7)
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I((El' E,, TL) = ,02(E2! n)“?(Ely n) [27]l(E1! n)C(Els E,n — 1) -+ I(Elv FE2,n — 1)] +
» +r2(Ey, n)[2n, (B, n)L(E), E2,n — 1) + K(E,, Ez2,n— 1) +
+‘/;‘(E1, Fo, 'n.)] -+ 01(E2, TL)K.] (El, TL) [27]2(E1, n)A(E,, E;,n — 2) -+
+D(E;, E1,n — 2)] + k1(E1, n)[2n(Er, n)J (B, E2,n — 2) +
+K(E), Ez,n — 2) + Y (E,, E\, n)] + 63(E-o, n)C,(E,2, Ey,n) +
+03(E2, TL) [Kg(El, TL)NZl (El, n) -+ 172(E1, TL)T“ (El, n)]A,,(E'l, Ez, Tl) -+
412 (E1, 1) [03(E2, n) Bo(E2, E1, 1) + Wy (E2, E1,n)] +

+n, (B, ) [03(E2, n) Do(Ey, En, ) + Xu(E, Ez,n)], (B.8)
L(E1§E21n) = L(EI’E21n_ 2) +77§(E11n)[61(E21 n)A(Ely Eg,’n.—2) -+

+J(E1, Eg, 7 — 2)] -+ 7]2(E1, 'n)[ol(Ez,TL)D(Ez, E]_, " — 2) -+

+K(E1, Ez, n — 2) -+ Yu(Eg, El, n)] -+ 01(E2,n)F(E2, El,n —_ 2) -+

+12(E1, n)[02(E2, n)C(Ey, E2,n — 1) + L(Ey, B2,n — 1)} +

+I€2(E1,TL) [7]2(E1, n)gg(Eg, TL)AD(El, Es, TL) -+ 03(E2, TL)DD(El, Es, n) —+

+X.(E\, E2,n)], (B.9)
Z(Er,Ea,n) = Z(F\1,Es,n—1)+ Z(E, Ea,n— 2) + +Z,(E\, Ez,n) + Z,(E2, E1,n) +

+01(E1,n)[61(E2, TL)A(El, Exyn — 2) -+ J(El, Eyn — 2)] -+
+92(E1,1‘L)[02(E2, TL)C(El, Ez,’n _— 1) -+ L(El, Eg, n — 1)] -+
+91(E2,72)J(E2, Ey,n— 2) -+ 62(Eg, TL)L(EQ, Ey,n — 1) —+
+03(F,,n)03(F2,n)A(F,, F2,n), (B.10)

donde E; y E> pueden ser E¥, o EP,y

6(E,n) = [E— Er(E,n—1)]/vr(E,n), (B.11)
8:(E,n) = [E— EL(E,n—2)]/vr(E,n), (8.12)
63(E,n) = tap/vr(E,n), (B.13)
vr(E,n) = [E— Er(E,n— 1D|[E — EL(E.,n—2)] —t3p, (B.13)
(B, n) = t(F,n— 1)83(F,n), (B.15)

ra(E,n) = t(E,n— 2)03(F,n) (B.16)
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m(E,n) = t(E,n—1)02(E,n), (B.17)
/ 772(E, n) = t(E,n—2)0,(FE,n). (B.18)

Ac(Er, Ez, n) - = c(Elr Ez»'"- - 1) + k1(Ey, n)rki(E2,n) A (B, Ez,n — 2) +
+771(E'1’ n)nl(E'g,n)B (B, B2, — 1) + 1y (E2,n)C(Ey, Ea,nn — 1) +
o +ﬁi(E' ""-)D (El, E2yn — 1) + tapri(E1,n)n, (E2,n), (B.19)

BBy, Bayn— 2) + ma(Bry m)ma(Bam) Ac(Br, Eaym— 2) +
+I€2(E1, 'n)h‘.g(Eg,‘n)B (E\,FE;,n — 1) + ny(E, n)C (Eh, E2,nn — 2) +

- +772(E2, Tl)Dc(El, Ez,’n - 2) -+ tABK,o(Eg, n)nz(El, ’I‘L) (B.20)
Cc(Eq, Ea,n) = 'h.l(El, "7-)772(5'2, n)A(EL, E2,nn — 2) + k2(E2,n)Ce(FE,, Ez,n — 1) +
; ‘ +n1(Elrn)'c2(E21n)Bc(E11 Es,n —1) + K1 (£, n)c (EI: 2,12 — 2) +
| Ftapka(BEz, n)ki (B, n), (|21
D (E,, E2z n) = ‘Kfyly,(‘Ezs‘n)nz(Ela n)A(Er, E2,n — 2) + rk2(Er, n)D(E,, Ea,n — 1) +
: +7zi(E2,n)ng(E1,n)Bc(E1,Eg,n — 1)+
U tr1 (B2 n)Do(Ey, Ez,n — 2) + tasni (B2, n)n2(E), n), (B.22)
Vu(B1, B2, n) = 2tap{r1(E1,1)01(E2,7n) [Ac(Er, E2,n — 2) — Ac(Ez, E1,m — 2)] +
o+ (B, n)03(Er, ) (Bo(Ey, Ea,nn — 1) — Bo(E2, Ey,n— 1)] +
+93(E2,7L)[CC(E'1, FEo,n — 1) — DC(EQ, Fi,n— 1)] -+
+0.5tapn [I\‘.l (El, 77.)03(E2, 77.) — (El, TL)91(E2, 77.))}, (B.23)
“Vu(El, Eg, n) = 2tAB{92(E1, n)ﬂl(Eg, n) [Bc(El, Eg, 7 — 1) bt Bc(Eg, El, n — 1)] -+

+02(E1, 1) [De(Ey, Ea,nn — 1) — Co(Ea, By, — 1)] +

+0.5tap (17, (£2, n)03(E1,n) — 02(E1, n)k1(Fa,n)] +

+603(E1, n)r1 (B2, n) [A(Er, B2, n — 2) — A(E2, By, n — 2)]},
(B.24)
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Xu(El, Eg, TL) = 2tAB{T)2(E1,TL)01 (Eg, n) [AC(E]_, Ez, n — 2) — Ac(Ez, El, n — 2)] +
+91(E2, n) [DC(E]_, Ez, n— 2) i CC(EQ, El,n b 2)] —+
+0.5tAB [7]2(E1, n)03(E2, n) _— 91 (Eg, TL)KQ(E],, TL)] —+
+K2(E1, ‘n.)03(E2,n) [Bc(El, Ez, n — 1) i Bc(Ez, Ex, n — 1)]},
(B.25)

YI‘(E],, Eg,'n) = 2tAB{K.2(E2, 71)92(E1, n) [BC(EI, E:,n—1) ~ Bc(Ez, FEy,n — 1)] -+
+63(E1,Tl) [C,_-(El, FEyn — 2) — DC(EQ, E,,n— 2)] -+
+0.5t ap [k2(E2,n)03(E1, ) — O2(FE, n)n(E-, n)] +
+63(E1, TL)772(E2, TL) [Ac(El, Eg, n — 2) —_ AC(EQ, El, n — 2)]},

(B.26)
Zu(Er, Ez,n) = 2tap{03(E2,n)02(E1,n) [BAEL, E2,n — 1) — Be(E2, By, — 1)] +
+603(E1,n)61(E2,n) [A(E1, E2,n — 2) — A(E2, B1,n — 2)] +
+0.5tap [03(E2, Tl)gs(El, 77.) _— 62(E1, n)91 (Ez, TL)]}, (B.27)
AO(E11 E27n) = 2[AC(E1’ E2xn_2) "'Ac(E2, E;,n— 2)] [BC(E'_), E'l,n— 1) —_
B.(E,, Ez,n — 1)), (B.28)
By(E:, E2,m) = 2 [Ac(Eh Ea,n —2) — A(Ez, E1,n — 2)] [Ce(E2, By, — 1) —
‘—D.(E:, E2,n — 1)], (B.29)
CO(E17 E21 TL) = 2 [CC(E11 E2)n - 2) - DC(Ez, Ely n— 2)] [Cc(Eﬂr Ela n — 1) -
—D.(E,, E2,n — 1)}, (B.30)
DO(EI, Eg, n) = 2 [BC(EI, Eg, n — 1) el BC(EQ, El, 7 — 1)] [CC(E';, El, n — 2) -
—D (E:, Ea,n — 2)]. (B.31)

Por otro lado, en las siguientes expresiones la £ toma los valores de F; o E>;. La
integral efectiva de salto ¢(E,n) y las auto energias efectivas de los sitios extremos
de izquierda y derecha en el procedimiento de renormalizacion, E.(FE,n) y Eg(E,n),
son dadas por
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Er(E,n) = Er(E,n — 2)+t3(E,n— 2)[E — Eg(E,n— 1)]/7r(F,n), (B.32)

EL(E1 77.) = EL(Er n — 1) -+ t2(E,n - 1)[E - EL(E’T" - 2)]/‘717‘(5‘1 n)9 (833)

t(E,n) =tap t(E,n—1) t(E,n—2)/ve(E,n). (B.33)
Para el caso de las condiciones a la frontera libres, las funciones de Green del sistema
renormalizado son

Gr(E) = [E— Er(E,n)]/vc (B.35)
Grr(E) = [E— EL(E,n)] /s, (B.36)
GLr(E) = tE,n)/va (B.37)
Yo = [E — EL(E,n)] [E — Er(E,n)] — t*(E,n), (B.38)
y para el caso de que las condiciones de frontera de un saturador finito, ellas son
-1
2 t2(E,n)
G EyY=<¢FE—FE.(E,n)— — ,
r.L(E) { L(E,n) E — Epp(E,m) E — Er(E,n) _IETEL—i—(TET)Y}
(B.39)
-1
t2 t2(E,n)
G E)y=4qFE— Eg(E,n)— - ,
r.r(E) r(E\N) — B E (B, m) E_EL(E'")—IﬁE.—m_)I}

(B.40)
GLr(E) = Grr(E)Y(E,n)/{E — EL(E,n) — t*/[E — Erp(E,m)]}, (B.41)
donde m es el namero de generacion del saturador peridédico construido siguiendo un

procedimiento de Fibonacci, y sus auto-energias efectivas y las integrales de salto efec-
tivas estan dadas por

ELp(E,m) = Erp(E,m—1)+th(E,m—1)(E—ELp(E,m—2))/vp(E,m), (B.42)

Egrp(E,m) = Epp(E,m—2)+t5(E,m—2)(E—Egp(E,m—1))/vp(E,m), (B.43)

tp(E,m) =ttp(E,m— 1)tp(E,m — 2)/vp(E,m), (B.44)
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tomando
vp(E,m) = [E — Egp(E,m — 1)|[E — ELp(E, m — 2)] — 2. (B.45)

Finalmente, las condiciones iniciales para la iteracion de los procedimientos son

t(E,2) =tpa, EL(E,2) = —a, Egr(E,2)=a, (B.46)
t(E,3) = taatpa/(E—a), EL(E,3) = —a+ths/(E — a),
Er(E,3) = a+ti./(E— a), B4
tp(E,2) =1, Erp(E,2) = ELp(E,2) =0, (B.48)
tp(E,3) = t>/E, E.p(FE,3) = Erp(E,3) =tp(E,3), (B.49)
A(E1, Eg, 2) = C(El, Ez, 2) = D(El, FE,, 2) = I(El, Ez, 2) =0, (B.50)
J(E1,E2,2) = K(E, E2)=L(E,, E:,2) = Z(E1,E>,2)=0, (BSI)
B(Ey, E», 2) = 2th,, F(E1, Ez,2) = —tha, (B.52)
A(E,, E», 3) = — [t(E,3) — t(E2, 3)]* t3./t3q, (B.53)
B(E., E2,3) = 4(t*(E&1, 3) + t2(E2, 3)), (B.54)
C(E:, E2,3) = —[t(E1,3) — t(£2,3)12t34/t% A, (B.55)
D(E\, E2,3) = 2 [t*(E1,3) — t>(E2,3)] tea/taa. (B.56)
F(E,, E;,3) = — [t(E1, 3) + t(E2, 3)]°, (B.57)
I(E\y, E2,3) = 2[t(E2,3) —t2(E1,3)] taa/tsa, (B.58)
J(E\, E2,3) = —t(E2,3)tga/taa, (B.59)
K(E,,E2,3) = 2t(F»2,3), L(FE1,E>,3) = —t(E>,3)tas/tsa, (B.60)
Z(E,, E2,3) = 0, (B.61)
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Ac(Er, E2,2) = B.(E:, E2,2) = Co(Ey, E2,2) =0,

Dc(El’ By, 2) = tpa, (B.62)
A(EL, E2,3) = tha/(E1 — o), BEy, E2,3) =th,/(Ez — ),
C.(E\, E2,3) = 0,y (B.63)
.Dc(El, Ez, 3) = tAAtBA/[El —_ C!] -+ tAAtBA/[Eg —_ a]. (B64)

Para el caso de la DOS, el procedimiento de renormalizacidon es mucho mas simple,
porque sé6lo los elementos diagonales de la funcidon de Green son tomados en cuenta,
en lugar de los productos de la férmula de Kubo-Greenwood. En este caso tenemos

_ _1 ot
DOS(E) = p- Iij:GJ_, (E*)
= 2 Im{Dy(E*,n)Gre(EY) + Ds(E*, )G r.n(E™) +
+D3(EY, n)GL r(ET) + Dy(ET,n)}, (B.65)
donde
Dy(E*,N) = Dy(E*,N —1)+&3(E*,n)Di(E*, N —2) +
+77§(E+7")D2(E+, N — 1) -+ +771(E+1 n)D3(E+7 N — 1)’
(B.66)
Dy(E*,N) = Dy(E+,N —2) + k2(E+,n)Dz(EY, N — 1) +
: L +T)§(E+1 n)Dl(E+7 N — 2) + +T’2(E+v Tl)Da(E+, N — 2):
(B.67)
Dg(B+,N) = nro(E+,n)Ds(E*, N — 1) + rxi(E*,n)Ds(E+, N — 2) +

+2n.(Et, n)ry(EY, n)D(EY, N — 2) +
+2n(Et, n)k(E*T, n)D2(EY, N — 1), (B.68)




Di(E+,N) = Dy(E*,N—1)+ Ds(E*,N —2) + 0,(E*,n)D1(E*,N —2) +
+6:(E*,n)D(E*, N —1), (B.69)

y las condiciones iniciales son

Dl(E+, 2) = D2(E+,2) = 1, D3(E+,2) = D4(E+,2) = 0, (B.70)
-+ _ tha + _ t3a
Dy(E™.3) = 1+ gy Dy(EY,3) = 1+ o,
2tpat 1
D3(E*,3) = ﬁ, D4 (E*,3) = B —o (B.71)

A continuacién explicaremos el procedimiento para obtener los coeficientes de la
ecuacién (3.9). Por ejemplo, el primer coeficiente A(E), E3,n) se calculara en detalle.

De la ecuacioén (3.6) tomamos uno de los tres términos, el primero, y s6lo conside-
ramos la suma sobre un indice j, la cual esta definida como:

N(n)-1

S E), Ea,n, k, k+1) = Z t5.i+1Gj41,6(E1)Grir,5(E2), (B.72)

=1
Yy esto puede ser escrito como:
Sc(Ey, Ea,m, kb +1) = AdE), E2,n)G1x(E1)Grr11(E2) +

+B.(E1, Ez, N)G )k (E1)Gra1,n@) (E2) +
+C(EL, B2, )G x(E1)Gra1,ny (E2) +
+D (Ey, E2, n)GN(n) .k (E1)Grt+1,1(E2), (B.73)

donde A (F,, Eo, n),...,0D:(E1, E2,n) son definidos como los coeficientes del producto
de dos funciones de Green que satisfacen la ecuaciéon homogénea de Dyson ([E —
H]G = 0). La contribucion de los términos inhomogéneos son tomados en cuenta en
los coeficientes J(E,, E2,n), K(E,, Ea,n), L(E,, F2,n),y Z(E1, Ez,n).

La regla construccidn de secuencia de Fibonacci que se discute en el capitulo I
conduce a

SC(E11E27n'7k’k+1) = SC(ElyE'Zvn_1ykvk+1)+SC(E17E2)n_2)k)k+1)+
+tABG N (n-1)+1.4(E1)G N—1)k+1 (E2). (B.74)
Asi, los coeficientes A (E,, Ej,n),....,D:(E,, F2,n) pueden calcularse sustituyendo en
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la ecuacién anterior las relaciones

GNm-1.1(E) = 1(E,n)G1,h(E) + 82(E,n)GNnny,n(E) (B.75)

Grnm-1)+1..(F) = ki (E,n)G1h(E) + n2(E, n)G iy (E), (B.76)
donde 7; y ~; son definidas anteriormente, y h puede ser ko k + 1.
Ahora, reescribimos la ecuacion 3.6 como

N(n)—1
S(E,, Ea,n) = E tek+1[2S( By, Ea, i k, ke + 1) — So(Br, By, b+ 1,k) —
k=1
—Sc(E2, Er,n, k, k + 1)) (B.77)

y tomando sélo el término de A.(F;, F2,n) en cada S. obtenemos

N(n)—1 -
Sa(Ey, E2,n) = Z ten+1(2A(Er, B2, )G x(E1)Grv1,1(E2) —
. =1
—Ac(Ey, E2,n)Gx41(F1)Gr1(E2) —
—Ac(E2, E1,n)G1 4 (E1)Gre1,1(E2))
N(n)—1
= [2A(Ey, E2,n) — A E2, B, )] D tek+1G1u(E1)Crsr1(E2) —

k=1
N(n)—1
—Ac:(E), E2,n) Z te k+1G1, k41 (E1)Gr 1 (E2)
k=1

= [2AC(E1, E'_), TL) — A,;(Eg, El, n)] [AC(E2, El, ’I‘L)Gl'l(El) >
><G1,1(E2) -+ ...] _ A,_-(El, Eg, TL) [Ac(El, Eg, n) b4
XGl'l(El)Gl.l(Eg) -+ ...]

= —[A(E1, E2,n) — Ac(E2, E1, )?G11(EY)Gr1(E2) + ... (B.78)

donde G, (F) corresponde a G, L (F) en la ecuacion 3.6, y usamos el hecho que los
coeficientes A (E,, Ea, n),...,D:(E,, F2,n) no dependen de k. En consecuencia

A(E,, E2,n) = —[A(E1, E2,n) — A Es2, E1,n))>. (B.79)
El resto de los coeficientes puede obtenerse siguiendo un procedimiento similar.
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Apéndice C
Renormalizacion en el Problema de Enlaces

En esta seccién se discuten los coeficientes de renormalizacion para la formula Kubo
en el problema de enlaces de una cadena de Fibonacci [ecuacion (3.9)]. El cdlculo de
estos coeficientes se hace de la misma forma que los del problema de Fibonacci mixto
mostrados en el apéndice anterior. Por lo que en este caso los coeficientes son

A(Ey, Ea,n) = — [A(E1, Ez,n) — A(Ee, E1,n))?, c.n
B(E,, Ea,n) = 2[A(E:, E2,n) — A(E2, E1,n)] [B:(E2, E1,n) — B.(E:, Ez,n)] +
+2[Cc(Er, E2,n) — D(E2, E1,n)] [C(E2, E1,n) — D(E:, E2,n)],
(C.2)

C(E1, E2,n) = — [Be(E1, E2,n) — Be(E2, Ey,n)]?, (C.3)

D(Ey, E2,n) = 2[A(Er, B2, n) — A(E2, E1,n)] [D(Ea, Br,n) — C(Ey, E2,n)],
) (C.49)
F(E,, Ez,n) = — [Co(Es, Ez,n) — D(E2, Ey,n)]?, (C.5)

I(E;, Ea,n) = 2 [B(E1, E2,n) — Bo(Ea, Er,n)] [De(En, Er,n) — C(E, Ez,n)),
(C.6)

J(Er, Ea,n) = J(E, Ea,n— 1)+ &2(E),n)0:1(E2,n)[C(E), E2,n — 1) +
+A(E, E2, 12 — 2) + A (E1, Ez,n)] + K3(E1, n)[L(E:, E2,n — 1)
+J(E1, Ez,n - 2)] + 91(E2,'n,)F(E1, Eg,n —_ 1) +
+I‘C1(E1,TL)K(E1, Eg, ™ — 1) -+ 01(E2,n)fc1(E1,n)[I(E‘1, Eg, T — 1) -+

€.D

+B,(E., E2,n)],
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I{(EI’ E2yn) =

L(E,, E2,n) =

Z(E, Ez,m)

291(E2,17,)f€1(E1, TL)K.g(El,TL)[C(El, Eo,n — 1) -+ A(El, Eg, n — 2) -+
+A,,(E1,E'2,n)] -+ 21‘31(E1,TL)I€2(E1, TZ.)[L(El, E;,n — 1) -+
+J(E1,E'2,n - 2)] + 01(E2,n){ﬁ,1(E1, n)[D(Eg,El,n i 2) —+
+Do(E2, B1,n)] + Co(Er, Bz, 1) + k2(E1,n)[I(Er, B2y — 1) +
+BO(E1, FE,, n)]} —+ K.Q(El,n)K(El, E>.n — 1) -+

+r1 (B, n)K(E,, E2,n — 2), (C.8)

L(Ey, Ea,n — 2) + K2(E1, n)[01(Ea, 1) [C(Ex, Ea,n — 1) +

+A(E1, Ea,n — 2) -+ Ao(El, E,, n)] + h,‘g(El, TL)[L(El, FEs,n — 1) -+
+J(E1,E9_,'n _ 2)] -+ 01(E2, ’n)F(Ez, Ey,,n— 2) -+
+R2(E1,1’1){I\’(E1, Fa,n — 2) -+ 01(E2, 'n){D(Ez, E,,n— 2) -+
+Do(Ez, Ey; 1))}, (C.9)

Z(El,Ez,TL - 1) + Z(El, Ean —2) + gl(El,ﬂ)[L(El,Ez,TL — 1)+
+J(E1,E2,TL _ 2)] + 61 (E'l,n)Gl(E‘g, TL)[C(El, E>,n — 1) -+
+A(E1, Ez,'n —_ 2) -+ AO(EI, Eg, TL)] -+ 91(E2, TL)[L(E'_), Fy,n— 1) -+
+J(FE2, B, — 2)], (C.10)

donde E, y E» pueden tomar los valores EY, o ER,y

6:1(E,n) = [E — Er(E,n — 1) — Er(E,n—2)]7}, (C.11)
r(E,n) = t(FE,n—1)0,(F,n), (C.12)
ro(E,n) = t(E,n—2)6,(F,n) (C.13)

Ac(E,y, E2,n)

Bc(Eh E2a n)

= AC(EI, Eg,n —_ 1) -+ h‘,l(El, n)lil(Eg, Tl)[Ac(El, Eg,‘n —_ 2) -+

+BC(E1, Ef_), n — 1)] -+ h‘.l(Eg, TL)CC(E;(, Ez, n — 1) —+
+r1(E1,n) DBy, B2, n~ 1), (C.14)

= Bc(El, Es,n — 2) -+ Ng(E;, n)Nz(Eg, Tl)[Ac(El, Es,n — 2) -+

+BC(E1, Es,n— 1)] ~+= Iig(El, TL)CC(El, Es,n— 2) —+
+£82(E2, n) D (E, B2, — 2), (C.15)
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Co(Br, Bz,n) = rki(Ey,n)ra(E2,n)[A(By, B2,n — 2) + Be(Er, Bz, — 1)) +
. o L +'c2(E2;n)_Cc(E1, Esn — 1) -+ NI(E]_, TL)CC(Ex, Eo,n — 2),

(C.16)

DBy, E2yn) = r1(Ea,n)ka(Er, )[A(Er, E2,n — 2) + Be( By, E2,n — 1)] +

e ey +I~:2(E1,TL)DC(E1, FEa,n — 1) -+ K.](Eg, TL)DC(El, Ea,n — 2),

AT SRR (R E))

Ay(By, Bayn) = 2[Ac(Er, B2,n = 2) — A(E2, Br,n — 2)] [Be( B2, Br,n — 1) —
R DR —BC(E E,," n__]_)], (C.18)

Bo(By, Bzym) = 2 2) — Ac(Ez, Br,n — 2)] (Ce( Bz, Br,m — 1) —
T 1 (C.19)

Co(B1, Ezyn) = 2[Co(Br,Eayn ~ 2) — Do(Ez, By, — 2)] [Co(E2, By, — 1) —
. . —D. (B, B2, — 1)], (C.20)

Do(E1,Ez,n) = 2[B:(E), E2,n— 1) — Bo(E2, E\,nn— 1)][C.(E2, By, — 2) —
— D (E,, E>,n — 2)]. .21

Para las siguientes expresiones E puede ser E; or E;. La integral efectiva de salto
[t(£,n)] y las auto energias efectivas de los sitios extremos de izquierda y derecha de
la renormalizacién del problema de enlace, £ (E,n) y Er(FE, n), son dadas por

Ep(E,n) = Er(E,n —2) + t3(E,n — 2)6,(E,n), (C.22)
E(E,n) = EL(E,n— 1)+ t2(E,n — 1)6,(E,n), (C.23)
HE,n) = t(E,n — 1) t(E,n — 2)6,(E, n). (C.24)

Para el caso de las condiciones a la frontera libres, las funciones de Green del sistema
renormalizado son .

GrLi(E) = [E— Er(E,n)]/vc- (C25)

Grr(E) = [E — EL(E,n)] /e, (C.26)

GLr(E) = HE,n)/ves (€27
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donde v¢o = [E — EL(E,n)] [E — Er(E, n)]'— t2(E,n). Para el caso de saturadores
finitos, ellas son

o o
{E — EL(E,n)— Erp(E,m) — =2Z2

GL.L(E) = t2(E,n) - (C28)
T E-Er(En)—ELp(E,m)—t5(E,m)/[E—Erp(E,m)] } >
E — Ep(E,n) — ELp(E,m) — —REm___
Crn(B) = ' n(E,m) ,zL(Z_E.) ) = B=EarEm ) (C.29)
T E—EL(En)~Erp(Em)—tL(E.m)/[E-ELp(E,m)] .
G Yyt (E,n
GL.r(E) = rr(E)(E, n) (C.30)

{E — EL(E,n) — Erp(E,m) — t:(E,m)/[E — ELp(E,m)]}’
donde m es el numero de generacién del saturador periédico construido siguiendo un
procedimiento de Fibonacci, excepto que todos atomos y enlaces son idénticos. En las
ultimas ecuaciones las auto energias efectivas y las integrales de salto efectivas estin
dadas por

ELp(E,m)= Ep(E,m — 1) + tp(E,m — 1)/vp(E, m), (C31)
Erp(E, m) = Epp(E,m — 2) + tp(E,m — 2)/vp(E,m), (C.32)
tp(E,m) = tp(E,m — Vtp(E,m — 2)/vp(E,m), (C33)
siendo

yp(E,m) = [E— Erp(E,m—1) — E. p(E,m — 2)]. (C.3%)

Finalmente, las condiciones iniciales para la iteracion de los procedimientos son
t(E,1) =ta, EL(F,1)=FEr(E,1)=0, (C.35)
t(E,2) = tats/E, EL(E,2) =t}/E, Er(E,2) =t3/E, (C.36)
tP(E, 1) = t, ERP(E, 1) = ELP(E, 1) == 0, (C37)
tp(E,2) =t2/E, ELp(E,2) = Erp(E,2) = tp(E,2), (C.38)
A(El, Eg, 1) == C(El, E'_’, 1) = D(El, Es, 1) = I(El, EQ, 1) =0, (C.39)
J(E]_,Eg, 1) = K(El,Eg, 1) = L(El,Ef_), 1) = Z(El,Ez, 1) =0, (C.40)
B(E,, E2,1) = 2t%, F(E,, E2,1) = —t%, (C.41)
A(Ey, E2,2) = — [t(£1,2) — t(E2,2))" t5/1t5, (C.42)
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B(E\, E»,2) = 4[t*(E,2) + t*(E2, 2)], (C.43)

C(Ey, Ez,2) = —[t(E1,2) — t(E2, 2))°th/th. (C49)
D(E]_, Ez, 2) = 2 [tQ(El, 2) — tz(Ez, 2)] tB/tA, (C.45)
F(Ey, E2,2) = = [t(E1,2)+ t(E2 2))°, (C.46)
I(El, Es, 2) = 2_ [t?(Eg, 2) — tz(El, 2)] tA/tB, C.Aa7)
J(E,, E3,2) =" (C.48)
K(E,, Es; (C.49)
L(E,, Ez;2 (C.50)
Z(Ey, E2;2 s

Ac(BEy, Ea,1) = B, )= C.(E1, Ez, 1) = 0,
Dc(El, Es, 1) = ' (C.52)
Ac(Bh, Ea,2) = th/FE, (C.53)
B.(E,, E2,2) = t3/E,, (C.54)
Co(Ey, E22) = O,y (C.55)
Dc(El,Ez,z) = t,\tB/El +t,\t5/E2. (C.56)

Por ultimo, cabe mencionar que los procesos de renormalizacion son extremadamente
eficientes computacionalmente, sin embargo, se requiere de cuadruple precisién para
abordar sistemas mayores que 10° atomos.
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