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Resumen

Durante los ultimos veinte anos la investigacién en conductores orgénicos
se ha convertido en una de las ramas més activas de la fisica de la mate-
ria condensada. La principal diferencia entre los conductores orgdnicos y
los metales convencionales es que los primeros estan formados de bloques
construidos a partir de dtomos de carbono y sus combinaciones con otros
elementos tales como azufre, selenio u oxigeno. Como resultado de esto, al
formarse el cristal, estas unidades moleculares preservan en gran medida sus
caracteristicas especificas tales como orbitales moleculares, energia de ioni-
zacién y modos vibracionales intramoleculares. La geometria de los bloques
estructurales y la manera en que se empaquetan en el cristal determinan
la dimensionalidad efectiva de la estructura electrénica del compuesto dan-
do lugar, en muchos casos, a una estructura electrénica cuasibidimensional.
En particular, la estructura electrénica alrededor del nivel de Fermi de los
compuestos orgdnicos del tipo kK — (BEDT — TTF)2 X puede representarse
por el hamiltoniano de amarre fuerte de una red triangular anisotrépica con
integrales de transferencia ¢ entre orbitales de primeros vecinos y ¢ entre
orbitales de segundos vecinos. El confinamiento de los portadores en dos di-
mensiones junto con la pequefia longitud de coherencia de los pares de Coop-
er en estos materiales sugiere el uso de un modelo basado en interacciones
electrénicas locales para describir el estado superconductor. Una manera
general de analizar la correlacién electronica es el modelo de Hubbard, que
es quizas el modelo mas simple que considera interacciones electron-electron
de corto alcance.

El objetivo de la presente tesis consistié en llevar a cabo un estudio sis-
tematico de la superconductividad en redes triangulares anisotropicas por
medio del modelo de Hubbard. En particular estudiamos la temperatura
critica, la brecha superconductora y el calor especifico, como funcién de los
parametros del modelo como lo son las integrales de transferencia, la densi-
dad de portadores del material y la energia de interaccién intra-atémica.
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VIII

Se encontraron las configuraciones de parametros que favorecen la super-
conductividad, halldindose que a energias de interaccién débiles, los maxi-
mos de temperatura critica se encuentran en redes con mayor frustracién
geométrica mientras que a interacciones mas fuertes la temperatura critica
méxima se encuentra cuando la red se vuelve cuadrada. Se encontré ademas
que, para una topologia de red dada, la temperatura critica maxima se
encuentra para aquella concentracion de portadores cuyo nivel de Fermi
esta cerca de una singularidad de van Hove. Por otra parte, se encontré que
tanto la discontinuidad en el calor especifico como el cociente de la brecha
dependen de la concentracion de electrones. Méas aiin, la maxima discon-
tinuidad en el calor especifico se obtiene para redes con minima frustracién.
Finalmente, se encontraron algunas simetrias en el modelo de Hubbard para
el caso particular de redes triangulares anisotréopicas que relacionan diferen-
tes configuraciones de pardmetros con un mismo valor de la temperatura
critica y la brecha superconductora.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Superconductividad

La superconductividad fue descubierta por H. Kamerlingh Onnes en
1911 justo tres anos después de haber conseguido licuar el helio. Lo que
encontré fue que la resistencia eléctrica de algunos metales desaparecia por
completo dentro de un estrecho rango alrededor de una temperatura critica
T.[SCHRIEFFER and TINKHAM, 1999]. Dicha temperatura critica era del or-
den de unos cuantos Kelvin y dependia del metal en cuestion. Dos décadas
més tarde, Meissner y Ochsenfeld (1933) descubrieron que los superconduc-
tores, ademas de conductores perfectos, eran diamagnetos perfectos. Este
fenémeno se conoce actualmente como efecto Meissner. Antes de este des-
cubrimiento, se pensaba que los superconductores simplemente eran mate-
riales que presentaban resistencia cero al paso de la corriente, pero el efecto
Meissner dio pie a definir un superconductor como un material que presenta
tanto resistencia nula como efecto Meissner. Uno de los primeros modelos
en atacar el problema de la superconductividad fue el modelo fenomenoldgi-
co de F. y H. London (1935) que describia las propiedades de resistencia
cero y efecto Meissner. En 1950 Ginzburg y Landau extendieron la teoria
fenomenoldgica de London, basdndose en la teoria de transiciones de fase de
segundo orden de Landau. Introdujeron una funcién de onda de ’electrones
superconductores’. Esta teoria describe la interfase entre las fases normal y
superconductora en presencia de campo magnético critico H.. Sin embar-
go no fue hasta 1957 con la llegada de la teoria BCS (Bardeen, Cooper y
Schrieffer) que existié una descripcién microscépica del mecanismo de la
superconductividad, atribuyéndose a la formaciéon de pares de electrones
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mejor conocidos como pares de Cooper. A partir de la teoria BCS Gor’kov
en 1959 recuperé la teoria de Ginzburg y Landau como un caso limite de la
teorfa BCS [SCHRIEFFER and TINKHAM, 1999].

Durante las casi tres décadas siguientes se siguieron encontrando nuevos
materiales que presentaban superconductividad al ser enfriados con helio
liquido, pero en 1986 se descubrieron compuestos del tipo La-Ba-Cu-O con
temperaturas criticas mucho mayores que aquellas de los superconductores
conocidos hasta entonces, y que permitian el uso de nitrégeno liquido como
refrigerante.

Generalmente se hace la siguiente distincién entre superconductores de-
pendiendo de su comportamiento bajo campos magnéticos
[GINZBURG and ANDRYUSHIN, 2004].

Superconductores tipo I. Es una categoria conformada principalmente
por metales. Presentan temperaturas criticas bastante bajas y se considera
que la interaccion atractiva entre los electrones de estos materiales para
formar pares de Cooper se da por interaccion electrén-fonon debido a las
deformaciones de la red al paso de los electrones. Fueron el primer tipo de
superconductores que se descubrié y su funcionamiento a nivel microscopico
es explicado por la teoria BCS

Superconductores del tipo II. Comprende principalmente compuestos
metélicos y aleaciones, aunque también hay algunas excepciones como el
vanadio, tecnesio y niobio [GINZBURG and ANDRYUSHIN, 2004], en esta cat-
egoria también estan comprendidas las ceramicas de éxidos metalicos. Usual-
mente los superconductores del tipo II alcanzan temperaturas criticas mu-
cho mas altas que los del tipo I, sin embargo el mecanismo que produce la
superconductividad aun no se ha comprendido en su totalidad.

Los superconductores del tipo II se caracterizan por tener dos valores del
campo magnético critico (H.1,H.2) y por tanto soportan campos magnéticos
mayores, preservando superconductividad, que los superconductores del tipo
I (donde la superconductividad desaparece al alcanzar el campo critico Heq ).
Esta resistencia mayor la consiguen permitiendo cierta penetracién del cam-
po magnético una vez que se ha alcanzado el valor critico H.; presentando
superconductividad a lo largo de franjas en el material. Una vez alcanzado
el valor critico H.o la superconductividad desaparece.

La simetria de la funcién de onda de los pares de Cooper, permite
ademds hacer la distincién entre superconductores convencionales (pares
con simetria s) y no-convencionales (simetrfas p y d) en el primer caso
podemos mencionar a los metales cuyas temperaturas criticas generalmente
son menores a 10 K [KITTEL, 2005] y ciertas aleaciones metalicas con tem-
peraturas criticas que pueden alcanzar los 23 K [MATTHIAS et al., 1954].
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Dentro de los superconductores no-convencionales podemos mencionar a
los superconductores ceramicos de alta T, cuyos pares tienen simetria d
como es el caso de TloBasCuOgi, [TSUEL et al., 1997] v Y BasCu07_,
[WOLLMAN et al., 1993][TSUEI et al., 1994], asi como el rutenato de estron-
cio cuyos pares tiene simetria p [ISHIDA, 1998]. Mds atin existe eviden-
cia experimental de un apareamiento anisotrépico en la familia de super-
conductores orgdnicos del tipo kK — (BEDT — TTF)X [MCKENZIE, 1997]
[JEROME and SCHULZ, 2002][SINGLETON and MIELKE, 2002], los cuales pre-
sentan temperaturas criticas bajas que van desde 0.4 K hasta 12 K a presiéon
atmosférica [SUPERCONDUCTORS.ORG, 2007]. Sin embargo, propiedades co-
mo su alta resistencia a campos magnéticos y la presencia de efecto Hall
cuantico los han convertido en objeto actual de estudio.

Entre las principales caracteristicas de los superconductores no-conven-
cionales podemos mencionar la pequefia longitud de coherencia (tamafio de
los pares de Cooper) y que el transporte electrénico se presenta en estruc-
turas de baja dimensionalidad [YANASEA et al., 2003]. De manera general,
para formar pares se requiere la existencia de una fuerza atractiva entre
electrones que pueda sobreponerse a la repulsién coulombiana entre ellos.
Para los superconductores convencionales se considera que dicha interaccién
atractiva es de origen fondnico, sin embargo este modelo ya no es valido para
la superconductividad de alta T, puesto que la interaccién fonénica da lugar
a pares con longitud de coherencia muy grande y temperaturas criticas rel-
ativamente pequenas. Se han propuesto varios mecanismos para describir el
origen del apareamiento electrénico de corto alcance, mejor conocido como
apareamiento local [MICNAS et al., 1990]. Entre estos podemos mencionar:

= Acoplamiento electréon-red que da origen a polarones, donde dos po-
larones sienten una interaccion atractiva debido a la deformacién de la
red
[ALEXANDROV and RANNINGER, 1981] [MICNAS et al., 1987].

= Acoplamiento debido a excitones o plasmones [GINZBURG, 1965]
[HIRsCH and SCALAPINO, 1985].

= Mecanismos electronicos capaces de producir una atraccién no retar-
dada debido a la polarizabilidad de los aniones, consiguiendo un apan-
tallamiento de la fuerza repulsiva de origen coulombiano
[IoNOVA et al., 1977] [IONOV et al., 1985].

= Enlaces anormales de sistemas conocidos como metales no-simples
[TING et al., 1980].
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4 Introduccion
1.2. Superconductores Organicos

La mayoria de los materiales compuestos por moléculas organicas no son
metales puesto que sus bandas de valencia se encuentran usualmente llenas.
Al combinar moléculas orgénicas con aniones no orgénicos, que sirven como
receptores o donadores, aparecen bandas parcialmente llenas. Los conduc-
tores organicos son materiales compuestos por moléculas organicas relativa-
mente pequenas formadas por atomos de carbono combinados con elementos
tales como azufre, selenio, hidrégeno u oxigeno [SINGLETON and MIELKE, 2002].
Como resultado de esto, al formarse el cristal, estas unidades moleculares
preservan en gran medida sus caracteristicas especificas tales como orbitales
moleculares, energias de ionizacion y modos vibracionales intramoleculares.
La geometria de los bloques estructurales y la manera en que se empaque-
tan en el cristal determinan la dimensionalidad efectiva de la estructura
electrénica del compuesto dando lugar, en muchos casos, a una estructura
electrénica cuasi-bidimensional. A partir de 1981 se han sintetizado mas
de 400 conductores orgdnicos, donde mas de 50 de ellos son superconduc-
tores [SUPERCONDUCTORS.ORG, 2007]. En estos materiales se han obser-
vado, ademas de la superconductividad, numerosos fenémenos como por
ejemplo ondas de densidad de carga, ondas de densidad de espin y efecto
Hall cuédntico [SINGLETON and MIELKE, 2002].

En muchos de los superconductores organicos el bloque estructural es
una molécula conocida como BEDT —TTF donde BE DT =Dbis(etilenoditio),
TTF = tetratiafulvaleno (ver figura 1.1). Esta molécula es aproximada-
mente plana por lo que puede empaquetarse de varias formas para construir
un so6lido. Para crear bandas electronicas es necesario apilar estas moléculas
una tras otra para que los orbitales moleculares puedan traslaparse permi-
tiendo la trasferencia de electrones entre moléculas. Esto puede conseguirse
agregando un segundo tipo de molécula no-organica (o coleccién de molécu-
las) que etiquetamos con X a un ntimero j de moléculas BEDT —TTF para
formar un compuesto (BEDT —TTF),;X. Las j moléculas BEDT — TTF
se encargan de donar un electron a X dandole una carga negativa razén
por lo que se conoce como anién. La transferencia de carga sirve para en-
lazar al compuesto asi formado y dejando un hueco compartido por las j
moléculas. Esto significa que las bandas formadas por el traslape de los
orbitales moleculares de (BEDT — TTF') estardan parcialmente llenas es-
perandose que sean conductoras. La figura 1.2 muestra el arreglo molecu-
lar en el compuesto superconductor k — (BEDT — TTF)2Cu(NCS)2 con
una T, ~ 10.4K [URAYAMA et al., 1988]. Aqui x denota el tipo empaque-
tamiento de las moléculas BEDT —TTF. Cabe senalar que diferentes tipos
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de empaquetamiento pueden lograrse con un tipo particular de anién. Las
moléculas BEDT —TTF estian empaquetadas en capas separadas por capas
de Cu(NCS)2, dentro de las capas BEDT —TTF la integral de transferen-
cia (ver (2.7)) que parametriza el salto de electrones entre dichas moléculas
serd relativamente grande. Por el contrario, en la direcciéon perpendicular a
dichas capas, las moléculas BEDT —TTF estan muy separadas entre si, por
lo que las integrales de transferencia seran mucho menores en esta direccién
resultando en un compuesto cuasi-bidimensional en lo que respecta a las
propiedades electrénicas.

S S H
IS SI :
> < H

S S S s “H

Figura 1.1: Molécula de bis(etilenoditio)tetratiafulvaleno ( BEDT —
TTF ), tiene una estructura molecular aproximadamente plana que
le permite empaquetarse de diversas maneras para construir un
sélido.[SINGLETON and MIELKE, 2002].

mE o

En el caso particular de kK — (BEDT — TTF)2Cue(CN)3 se sugiere que
la estructura de bandas puede aproximarse por un modelo de amarre fuerte
para una red triangular anisotrépica con pardmetros de salto ¢ y ¢’ como se
muestra en la figura 2.1 [KoNDO and MORIYA, 2004].

Las estructuras cristalinas del tipo k — (ET)2X donde ET corresponde
a BEDT-TTF, son cuasi bidimensionales. Experimentalmente se observa
que es un aislante de Mott a presién ambiente [SHIMIZU et al., 2003] y bajo
presion moderada sufren un cambio de fase a estado superconductor con
T, = 3.9K[KOMATSU et al., 1996]. Por aislante de Mott nos referimos a un
material el cual se esperaria que fuera conductor de acuerdo a su estructura
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Ala =l

Figura 1.2: Estructura de la sal orgénica k — (BEDT — TTF)3Cu(NCS)
( T. = 104K). (a) Vista lateral del arreglo molecular. Las moléculas
BEDT — TTF se empaquetan en planos separados por capas de los an-
iones Cu(NC'S)z. (b)Vista inferior de los planos BEDT — TTF mostrando
el alto grado de empaquetamiento que permite el traslape de los orbitales

moleculares. El tamafio de la celda unitaria es 16.248A4 |, 8.44A y 13.124A
a temperatura ambiente [URAYAMA et al., 1988].
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de bandas, es decir, no tiene completamente llena su banda de conduccién.
Sin embargo resultan ser aislantes. Este efecto se debe a interacciones elec-
trén-electrén que no son tomadas en cuenta por la teoria convencional de
bandas. El estado superconductor de éstos materiales ocurre en el estado
metdlico de la transicion de Mott donde no existe un momento magnético
local o bien, no se puede definir [KONDO and MORIYA, 2004].

Aunque todavia no hay un modelo que describa el fenémeno de la super-
conductividad en estos materiales, modelos simples como el Hubbard han lo-
grado buena correlacién con resultados experimentales [PEREZ et al., 2007].
Se ha estado abordando el problema de la superconductividad en esta clase
de substancias utilizando el modelo de Hubbard para una red cuadrada con
integrales de transferencia t y ¢’ (ver (2.8)) entre orbitales de primeros y
segundos vecinos respectivamente [MACKENZIE, 1998].

Para el caso de t'/t = 1 el modelo es topoldgicamente equivalente a una
red triangular equildtera. Es conocido que las redes triangulares equilateras
presentan frustracién geométrica para un sistema antiferromagnético de es-
pines.
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Capitulo 2

Modelo de amarre fuerte

2.1. Hamiltoniano de Amarre Fuerte

El problema de encontrar una funciéon que describa el potencial de un
electron en un cristal real es bastante complicado puesto que hay que tomar
en cuenta tanto el efecto de los iones como el de los demas electrones en el
cristal, es por esto que se hacen aproximaciones como el modelo de amarre
fuerte. Consideremos un sistema con dos atomos idénticos libres, al ir acer-
cando un atomo al otro, las funciones de onda de sus electrones comenzaran
a traslaparse. Por cada nivel de energia que tenian los electrones en los ato-
mos libres, se formaran dos nuevos niveles, uno con energia mayor y otro
con energia menor a la del nivel original. Si en vez de un sistema con dos
atomos, tenemos un sistema con N atomos, cada orbital de un atomo li-
bre se desdoblard en N orbitales al juntar todos los dtomos para formar
un cristal. De hecho, la interacciéon coulombiana es la responsable de des-
doblar los niveles de energia en un atomo libre para formar bandas en un
cristal. El ancho de la banda serd proporcional al traslape entre sitios veci-
nos [KITTEL, 2005] y habrd bandas formadas por cada uno de los estados
s,p,d, f,... de los atomos libres. Las bandas también pueden llegar a trasla-
parse entre si al coincidir su valor de energia para ciertos valores de k dentro
de la primera zona de Brillouin. Antes de comenzar a explicar el modelo de
amarre fuerte, es necesario introducir conceptos basicos como las funciones
de Bloch y Wannier.

F. Bloch demostré el teorema que lleva su nombre, en cual se prueba
que las soluciones de la ecuacién de Schrodinger para un potencial periédico
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deben ser de la forma,
Pk, r) = u(k,r)exp(ik - r) (2.1)

donde u(k,r) tiene la periodicidad de la red, es decir u(k,r) = u(k,r + R;)
con R; un vector de traslacién de la red. Si G,, es un vector de la red
reciproca, se puede probar que

Yk + Gy, r+Ry) = exp(ik - Ry)v(k,r) (2.2)

A las 9 (k, r) se les conoce como funciones de Bloch, y como puede observarse
de la ecuacién 2.1, si hacemos u(k,r) constante 1(k,r) representard una
onda plana que describe a un electréon con vector de onda k. Si hacemos
la distancia entre los dtomos que forman el cristal muy grande, el espacio
reciproco tenderd a colapsarse haciendo k — 0 por lo que ¥(0,r) = u(0,r)
deberia describir alguno de los orbitales atémicos de un atomo libre. Puesto
que los orbitales atémicos hacen distincion entre estados 1s,2s, 1p, ... debe-
mos hacer la misma distincion en las funciones de Bloch para que cuando la
distancia interatémica se haga tender a infinito, las funciones de Bloch tien-
dan a alguno de los orbitales atémicos. Denotaremos entonces 1,,(0,r) a la
funcién de Bloch que en el limite de atomos aislados colapsa en el m-ésimo
orbital atémico. De la ecuacién (2.2) se puede observar que las funciones de
Bloch son periddicas en el espacio reciproco lo cual hace posible su repre-
sentacion en series de Fourier como sigue

U (k1) = N2 )" 0 (Ryy, ) R (2:3)

en donde N es el nimero de dtomos en el cristal y a las funciones ¢,, (R, r)
se les conoce como funciones de Wannier. Estas funciones las podemos
obtener como

@m(anr) = N7% Zum(k7r)eik'(r7Rn) (24)
k

donde la suma es sobre la primera zona de Brillouin. Como las u,,(k,r)
tienen la periodicidad de la red, las funciones de Wannier dependeran sélo
de la diferencia r — R,;; esto es, estan centradas en el sitio R,, de la red. Las
funciones de Wannier son ortogonales entre si para diferentes bandas y sitios
distintos, por lo que forman un conjunto completo y constituyen una base
alternativa para la descripcién exacta de las soluciones del hamiltoniano del
cristal.
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De la ecuacién de Schrédinger H |m, k) = &, (k) |m, k) donde |m, k) es el
ket correspondiente a 1, x obtenemos que la energfa €, (k) puede escribirse
como

em(k) = (m, k| H|m,k) = N~1y ) ") j|H|m, i) (2.5)
J i

donde |m, ) es el ket que representa ¢, ; = @ (r — R;). Por simplicidad
en la notacién, nos restringiremos al caso de una sola banda por lo que ya
no serd necesario el subindice m.

Haciendo las siguientes definiciones:

a =N (g;|Hlp;) = / o(r— Ry Hp(r —Ry)dr,  (26)

y cuando i # j

ti; = N7' (p;|Hlps) = /@*(F_Rj)HQO(r—Ri)dI‘. (2.7)

El modelo de amarre fuerte consiste en considerar tinicamente los valores
de t;; que corresponden a vecinos cercanos, haciendo cero el resto. Es decir,
en el caso de un modelo de amarre fuerte a segundos vecinos se hace la
siguiente aproximacion sobre t;;

t sii es primer vecino de j
tij = ¢ t' siiessegundo vecino de j (2.8)

0 cualquier otro caso

por lo que la ecuacién (2.5) queda como
/.
Eo(k) =+ Z €1k'ri’tij, (29)
i

donde la suma primada indica que la suma se hace sobre los vecinos del
sitio j y se ha definido r; como el vector que une al sitio j con su i-ésimo
vecino. Cabe mencionar que €g(k) se conoce también como relacién de dis-
persién. En el caso particular de una cadena lineal de dtomos, la relacién
de dispersién de amarre fuerte a primeros vecinos (¢ = 0) es

eo(k) = a + 2tcos(ka) (2.10)

donde a es el parametro de red.
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En dos dimensiones, para una red cuadrada a primeros vecinos
eo(k) = a + 2t(cos(kza) + cos(kya)) (2.11)
y en tres dimensiones, para un red cibica simple (s¢) a primeros vecinos
eo(k) = a + 2t(cos(kza) + cos(kya) + cos(k,a)) (2.12)

En estos casos, es facil verificar que el ancho de la banda estd dado por
2Z|t| donde Z es el ntimero de primeros vecinos. Para una red triangular,
tenemos seis primeros vecinos, quedando la relacién de dispersién como

eo(k) = a + 2t |cos(kya) + cos (%[kx + \/§ky]> + cos (g[kJc - \/gky])] .

(2.13)

en este caso la relacién de dispersién toma valores entre —a — 6|t] y

—a+3|t| por lo que ya no se cumple que el ancho de la banda es 2Z|t|. Esto

se debe a la frustracion de estados antibonding como veremos mas adelante.

Para el caso de una red triangular anisotrépica debemos tomar en cuenta

a los segundos vecinos con integral de transferencia ¢’ sélo sobre una diagonal
como se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Celda unitaria de una red triangular anisotrépica donde los
circulos indican los sitios de la red, y las lineas indican las integrales de
transferencia ¢ (linea sélida) y ¢’ (linea punteada). Nétese que la integral
de tranferencia t' existe sélo en una de las dos diagonales. El caso t' =
0 que corresponde a una red cuadrada mientras que el caso |t| = [t'] es
topoldgicamente equivalente a una red triangular equilatera.

De esta manera obtenemos la siguiente relacién de dispersién para una
red triangular anisotrépica

eo(k) = 2t (cos(kya) + cos(kya)) + 2t cos(kya + kya) (2.14)
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donde a es el parametro de red y por simplicidad hemos tomado o = 0

2.2. Densidad de estados en redes triangu-
lares

Cabe mencionar que los resultados para los anchos de banda en el
modelo de amarre fuerte para las redes lineal, cuadrada, cibica y trian-
gular son casos particulares de un resultado conocido como Teorema de
Perron-Frobenius [ZIMAN, 1979]. Para deducir este resultado, reescribire-
mos el hamiltoniano como de amarre fuerte como:

H=a Y li) Gl +t1i) (2.15)

donde |#) denota la funcién de Wannier centrada en el sitio . Las soluciones
de la ecuacion de Schrodinger pueden escribirse en esta notacion como

w = E C; |Z>
i
quedando entonces las ecuaciones para encontrar los coeficientes Cc; COMo

(E—a)e; =Y _t; (2.16)

i#]
de donde
(B = a)llesl = 1Y _tej| < Y [tlle] (2.17)
i#] i#]
Dado que en un cristal ideal los sitios deben ser idénticos |¢;| = |¢j]
|E — o] < Z|t] (2.18)

donde Z es el nimero de primeros vecinos que tiene sitio, también conocido
como coordinacién local. Para una red bipartita, es decir, una red que puede
subdividirse en dos subredes de modo que todos los primeros vecinos de una
subred pertenecen a la otra y viceversa, el espectro de energias en el modelo
de amarre fuerte es simétrico respecto de E = «. En este caso, en la ecuacién
(2.16) i pertenece a una subred y j a la otra. Entonces, si el sistema puede
tener una energia F — a, a — E también serd una energia posible.

Es posible resolver la ecuacién de Schriodinger para el hamiltoniano
(2.15) por medio de la funcién de Green, y todas las cantidades fisicas
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medibles de un sistema se pueden escribir en términos de dicha funcién
[EcoNnoMOU, 1983]. La funcién de Green correspondiente al operador her-
mitiano lineal independiente del tiempo H(r) y a la variable compleja z =
E 419, se define a través de la ecuacién (z — H)G = 1. En el caso particular
del hamiltoniano (2.15) con (k) sus valores propios, y en la base ortonormal
de las funciones de Wannier tenemos [ECONOMOU, 1983]

G(z)=(z—H)! :Zm (2.19)

k

donde [k) = N~2 > 1) 5 k) y |1) son las funciones de Bloch y Wannier
respectivamente. Definimos asi

) = (11 Gl oy = § (L) (e [m)
G(1,m; 2) = (1] G(2) |m) Ekj ) (2:20)
1 cik:(Ri—Rin)

siendo G(2) los elementos de matriz de G y donde V;, g es el volumen de la
primera zona de Brillouin y la integral se evaltia sobre la primera zona de
Brillouin. Dado que H es observable (hermitiano), sus valores propios son
reales asi que las singularidades de la funcién anterior estaran sobre el eje
real. Podemos calcular la funcién de Green G(z) ya sea directamente de la
definicién (z— H)G = 1 o bien con la ecuacién (2.19). Una vez que se conoce
G(z) es posible obtener informacién sobre los valores propios de H. La
posicién de los polos de G(z) dard el conjunto discreto de de valores propios
de H, y los residuos en estos polos dardn informacién sobre la funcién propia
correspondiente. De aqui en adelante, dada la gran cantidad de sitios en un
cristal, consideraremos un espectro continuo F de valores propios de H.
Asimismo, se puede demostrar que la densidad de estados para el sistema
descrito por H es

p(B) = F - Im(G* (1,1, B)) (2.22)
donde
G*(e) = Jim, G(e + 1) (2.23)

La p(E) multiplicada por un incremento de energfa dE da el nimero
de estados posibles para un electrén con energia entre £ — dE y FE + dFE,
estos estados pueden estar ocupados o desocupados. A manera de ejemplo,
para el caso de una red lineal con pardmetro de salto a primeros vecinos,
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sustituimos la relacién de dispersién dada por (2.10) para obtener la traza
de G(z)
L w/a eik(l—m)a

G(l,m;z) = N

. 2.24
—rja Z—a—2tcos(ka) (2:24)
para concluir el calculo de la densidad de estados en este sistema, es nece-
sario evaluar la integral anterior [ECONOMOU, 1983] y sustituir en (2.22)
para obtener

(2t — |E — af)

m\/4t? — (E — «a)?

donde 6 es la funcién escalén. En este caso la densidad de estados tiene
singularidades en « & 2t y los estados permitidos se encuentran dentro de
estos limites (ver gréfica para t'/|t| = 0 en la figura2.2).

Para una red cuadrada se obtiene

a2 ) eik-(Rl*Rm)
Loy — O Pk . 2.26
( , 1 Z) 472 /lzB - — 2tCOS[(l€za) + cOS(kyCL)} ( )

p(E) = :F%Im(Gi(l,l,E)) = (2.25)

donde primera zona de Brillouin es el cuadrado —7w/a < k, < 7w/a y
—n/a < k, < m/a evaluando [ECONOMOU, 1983]

2
2m2t

(E—a)
4¢2

(2.27)
Con K denotando la integral eliptica completa de primera clase. Se puede
ver una gréfica de esta funcién en la figura 2.3 (caso t'/|¢t| = 0) ndtese la
simetria respecto a « = 0 y la singularidad. Nétese las singularidades en la
funcién p(F) las cuales provienen de aquellos puntos en el espacio k para
los cuales V(E) = 0, es decir, donde las superficies de energia son planas
[IBacH and LUTH, 1991]. Para el caso de la red triangular anisotrdpica, en la
figura 2.3 se muestra el calculo numérico de la densidad de estados para dis-
tintos valores de t'/|t| donde las singularidades vienen dadas por las tablas
2.1y 2.2 que corresponden a t positiva y ¢ negativa respectivamente. Dichas
singularidades se encontron a partir en aquellos puntos donde Veg(k) = 0,
es decir

p(E) = $%Im(Gi(l7 ILE)) = 6(2t — |E — a))K < 1-

&;ok(k) = —2tsen(kya) — 2t'sen(kya + kya) = 0, (2.28)
k
Ogo(k) = —2tsen(kya) — 2t'sen(kya + kya) = 0. (2.29)

Ok,
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DOS [u.a.]

e

-3 -2 -1 0 1 2 3

EAY

Figura 2.2: Densidad de estados para una cadena lineal, nétese la simetria
respecto de cero y las singularidades en E/|t| = £2

c0 U< 05 <0) | 05t<| <t >0) ][] <0.5¢
Minimo g0 = —4t + 2t/ —2 o —4t + 2t/
VHS 1 o = 2t —4t + 2 —or’
VHS 2 o — 4t + 21/ —2r ot
Maximo | gy =& —2¢ At + 2t/ At + 2t/

Tabla 2.1: Singularidades de van Hove de la densidad de estados para una
red triangular anisotrépica ¢ > 0.

< —0.5]t[ (' < 0) | 0.5]t] < < [t] (' >0) | [] < 0.5[{]
Minimo o = 4t + 2t/ o 4t + 2t/
VHS I g0 = —2t At + 2t/ ot/
VHS2 | &= 4t +2¢ —2r —ot’
Méximo | ey = -5 — 2t/ —4t + 2t/ —4t + 2t/

Tabla 2.2: Singularidades de van Hove de la densidad de estados para una
red triangular anisotrépica t < 0
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- /=1

: t/|t|

L t/]t]=0

DOS [u. a.]

| t/]tj=0.5 K

L t=0.7

E/| t|

17

Figura 2.3: A la izquierda se muestra la densidad de estados electrénicos
para diferentes valores de t’ y a la derecha las respectivas curvas de nivel de
€o(k) sobre la primera zona de Brillouin (por simplicidad hemos normalizado

respecto al pardmetro de red).
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Figura 2.4: Sistema de espines en (a) una red cuadrada y (b) una red tri-
angular equildtera, donde en el primer caso se muestra el estado base anti-
ferromagnético mientras que en el segundo caso se muestra que tal estado
estd frustrado [MOESSNER and RAMIREZ, 2006].

Como ya mencionamos la densidad de estados de una red bipartita como
lo es la red cuadrada (¢’ = 0) es simétrica con respecto a F = 0, mientras que
para para t’ # 0 la densidad de estados pierde dicha simetria. Esto tiene su
origen en la geometria del sistema, la cual provoca que ciertas simetrias de
algunos estados electrénicos no puedan realizarse, es decir, dichos estados
se ven frustrados y las energias correspondientes se vuelven inaccesibles.
Para ver esto con més detalle, consideremos una red cuadrada (¢ = 0) y
una red triangular equildtera (¢ = ¢ = —1). En ambos casos la funcién
de onda de una particula correspondiente al estado base de un electrén
descrito por un modelo de amarre fuerte tiene el mismo signo en todos los
sitios. Por otra parte el estado de maxima energia de una red cuadrada
tiene una funcién de onda cuya amplitud cambia de signo de sitio a sitio
(estado antibonding). Sin embargo, en el caso de una red triangular tal
configuracion es imposible, tres sitios vecinos no pueden formar pares con
signos opuestos y el sistema esta frustrado. Lo mismo ocurre para sistemas
de espines sobre redes como se muestra en la figura 2.4 donde en el caso
de una red cuadrada (a) cada espin puede ser antiparalelo con todos sus
vecinos formando un estado antiferromagnético, mientras que en el caso de
una red triangular (b) tal configuracién es imposible, es decir, no es posible
dar una configuraciéon de espines tales que para cada sitio sus primeros
vecinos tengan espin opuesto y por lo tanto el estado antiferromagnético
esté frustrado.
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Teoria Microscopica de la
Superconductividad

La teorfa BCS fue la primera teoria microscépica que pudo explicar la
superconductividad en los ahora llamados superconductores convencionales
y fue desarrollada por John Bardeen, Leon Cooper, y John Schrieffer en
1957 [BARDEEN et al., 1957]. Esta teoria microscépica constituye un no-
table éxito de la teoria cuantica de los sélidos ya que explica de manera
simple, aunque no trivial, los principales efectos de la superconductividad
y estd basada en la demostracion de Cooper de que el estado normal de un
mar de Fermi de electrones es inestable bajo cualquier interaccién atracti-
va entre dos electrones sin importar cuan débil sea ésta [COOPER, 1956].
En los superconductores convencionales esta interaccion atractiva es el re-
sultado de la interaccién electrén-fonon idea que surgié a partir del efec-
to isotopico, esto es que T, o« M~ donde M es la masa de los iones y
a = 0.5 [MAXWELL, 1950][REYNOLDS et al., 1950]. La investigacién en ma-
teriales superconductores recibié un nuevo impulso con el descubrimiento
de Bednorz y Miiller en 1986 de compuestos cerdmicos con temperaturas
de transiciéon que eventualmente superaron la temperatura del nitrégeno
liquido (77K) alcanzando los 133K para el compuesto HgBasCasCuzOs
[PUTILIN et al., 1993] [A. SCHILLING, 1993]. Esta T, puede incrementarse
hasta 164K, si dicho compuesto se somete a presiones del orden de 30G Pa
[CHU et al., 1993]. Las altas temperaturas criticas asi como los valores pe-
quenos de « hallados en estos materiales, sugieren que el mecanismo fonénico
no es necesariamente el origen del apareamiento en los cupratos supercon-
ductores y que dicho mecanismo podria ser de origen electrénico [ANDERSON, 1987].



“redes’triang” — 2007/4/9 — 13:15 — page 20 — #32

20 Teoria Microscopica de la Superconductividad

Sin embargo, cabe senalar que dentro del formalismo de Eliashberg exis-
ten argumentos que impiden descartar por completo al mecanismo fondnico
[CARBOTTE, 1990]. Por otra parte existe una gran variedad de superconduc-
tores no convencionales tales como los conductores moleculares, incluyendo
orgénicos y fullerenos, los compuestos de fermiones pesados y el rutenato de
estroncio SroRuOy4 en los que tampoco existe consenso sobre el mecanismo
que da lugar a la formacién de pares. Sin embargo, el origen de dicha inter-
accion no es crucial para que el formalismo BCS se sostenga, por lo que las
ideas generales de esta teoria no estan del todo excluidas como una posible
explicacién de la superconductividad en estos materiales.

3.1. Pares de Cooper

Observando los resultados de la teoria fenomenoldgica de la supercon-
ductividad, se puede apreciar que la carga del electrén siempre aparece
multiplicada por un factor de dos. Esto sugiere que la superconductividad
se debe a pares de electrones, la creaciéon de pares de electrones a partir de
una interaccion atractiva entre ellos es el objeto de la presente seccién.

La idea béasica de que incluso una atraccién débil entre electrones es
capaz de formar pares fue introducida por Cooper en 1956 [COOPER, 1956].
Cooper mostrd que un mar de Fermi tiende a formar por lo menos un par sin
importar qué tan débil sea la interaccién, siempre y cuando sea atractiva.

Supongamos un mar de Fermi a T' = 0 al cual se le han anadido dos elec-
trones. Partimos de la suposicion de que estos nuevos electrones interactiian
entre ellos mas no con el mar de Fermi excepto por el principio de exclusion,
de modo que lo que buscamos es la funcién de onda de dos particulas.

Esperamos ademas que el estado base tenga momento total cero, asi que
los electrones deben tener momentos iguales y opuestos. Tomando esto en
cuenta, construimos una funcién de onda del tipo

\I}O(rly r2) — ngeik‘rle—ik»rz (3.1)
k

dado que las particulas en cuestién son fermiones, la funcién de onda debe
ser antisimétrica respecto del intercambio de particulas lo cual nos da co-
mo opciones: un estado de triplete con dependencia antisimétrica respecto
del intercambio de r; y ro o bien, un estado singulete con dependencia
simétrica respecto del intercambio de ry y rs. Anticipdndonos al efecto de
la interaccién atractiva, esperamos un acoplamiento de singulete (simetria

s)
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Uo(r; —rp) = ( Z grcosk - (ry — I‘2)> (@182 — Braz) (3.2)

k>kg

donde «; y B; se refieren a los estados de espin hacia arriba y hacia
abajo, respectivamente, para la i-ésima particula.

Al introducir esta funcién de onda en la ecuacién de Schrédinger corre-
spondiente se obtiene la siguiente relacion [TINKHAM, 2004] para los valores
propios de la energia F y los coeficientes gy

(B —2er)gx = Z Vi’ g/ (3.3)
K >kp

donde ¢, corresponde a la (relacién de dispersiéon de una particula con
momento k) energia de una onda plana para una particula en el estado
k vy Vikk es el potencial necesario para dispersar un par de electrones con
momento (k’, —k’) a momento (k, —k).

Dado que el anélisis del potencial Vi resultaria complicado, para facil-
itar los calculos, Cooper introdujo la siguiente aproximacion:

Si 0 § €k — EF § hwc
Yy 0 § €k’ — EF S hwc
ka/ = (3.4)

0 Cualquier otro caso

Es decir, sélo intervienen aquellos electrones que se encuentran en una
banda de ancho 2hw, centrada en la energia de Fermi
Entonces a partir de la ecuacién (3.3) podemos escribir

9%
o= V=2 (3.5)

sumando sobre k ambos lados de la ecuacién

‘1/ = > Qa-EB)" (3.6)

k' >kp

reemplazando la suma por una integral y llamando N (0) a la densidad de
estados para la energia de Fermi (tomando en cuenta una dnica orientacién
de espin) tenemos
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1 Brthw. 1 2B — E + 2hw,
y N(O)/ de = N2 B e (3.7)

N Er 2¢ — F 2EF—E

En la mayorfa de los superconductores cldsicos se encuentra que N (0)V <
0.3 entonces, haciendo uso de la aproximaciéon de acoplamiento débil valida
para N(0)V << 1 [TINKHAM, 2004] tenemos

Q2/INOV _ 2Ep — E 4 20w, _ 14 2hw, ~ 2hw, (3.8)
2FEr — FE 2EFp — E 2Ep —F
reescribiendo la ecuacién anterior
E ~ 2Ep — 2hw.e”YNOV (3.9)

La ecuacién anterior predice la existencia de un estado ligado con en-
ergia negativa respecto de la superficie de Fermi, formado por electrones
cuya energia cinética es mayor que la energia de Fermi. En otras palabras,
mientras exista una interacciéon atractiva entre las particulas anadidas al
mar y sin importar qué tan pequena sea, habrd tendencia a minimizar la
energia formando pares.

Volviendo a la ecuacién de onda (3.2), se puede observar que ésta es
proporcional a

k-
cosk - x (3.10)

!
esrnll 26k + €

donde & = ex — Er, E’ se refiere a la energfa medida respecto del nivel de
Fermi: £’ = 2Er — E > 0. (Los coeficientes gx sélo dependen de & por lo
que la solucién tiene simetria esférica es un estado S asi como el singulete.)

El factor (2& + E’)~! alcanza su valor maximo 1/E’ cuando & = 0
(electrones con energia de Fermi) y disminuye para valores més grandes de
&x. De modo que aquellos estados con energfa ~ E’ por encima de Er son
los més importantes en la formacién de pares. El hecho de que E' << hw,
cuando N(0) << 1, muestra que el comportamiento de Vi fuera de la
banda hw,. alrededor de Er no tiene gran efecto en el resultado.

Podemos estimar el tamano de un par utilizando como argumento el

principio de incertidumbre Ap ~ % donde vr es la velocidad de Fermi,
h . hur
Ap ~ E
que hb'if . Resulta ser que kT, (T, es la temperatura critica) es del orden de
E’ asf que el tamano de un par de Cooper es aproximadamente & = “If;iF

esto nos lleva a que Az 2>

por lo que un par no puede ser menor
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donde a es una constante del orden de la unidad a determinar. Escrito de
otra manera
h2kp
&= mE’
donde kr es el momento para una particula en el nivel de Fermi, m es una
constante a determinar.

En el caso de los superconductores clasicos, se considera que el origen de
la interaccién atractiva se debe a interacciones electrén-fonén. Esto es, por
deformaciones de la red al paso de los electrones. Bajo esta suposicién de
interaccion fondnica, un electrén que se dispersa de momento k a momento
k’ por conservacién de momento el fonén debe tener momento igual a k—k’.
Por esta razén, se espera que la energia de corte hw. sea del orden de la
energia de Debye hwp.

~ 103A (3.11)

3.2. Formalismo de segunda cuantizacién

La forma de escribir una funcién de onda que describa un sistema de N
fermiones no interactuantes es utilizando determinantes de Slater

1 Pey (<1> Pey (CN)

D(Cry s (V) = —= : : (3.12)
VAL Pen(C) -0 Pen(Cn)

donde ¢, (¢) forman un conjunto completo ortonormal de funciones de
onda de una sola particula en el estado ¢; y ( representa todas las coorde-
nadas de la particula, tanto espaciales como la proyeccién del espin sobre
el eje z; ﬁ es el factor de normalizacién. La funcién de onda ®((y, ..., ()
asi definida es antisimétrica bajo el intercambio de coordenadas de dos
particulas.

Con la finalidad de simplificar el trabajo de lidiar con determinantes
de Slater, se introducen los operados de creacién cjy aniquilacién ¢; que
actian sobre el espacio de Hilbert generado por los vectores |ny,na, ..., Neo)
donde n; es el nimero de ocupacién del estado €;, pudiendo valer 0 o 1.
Estos operadores cumplen con las siguientes reglas

cilnynay iy ) =01 m, (=) ng ng,ng—1,.0) . (3.13)

Este operador, de aniquilacién del i-ésimo estado, no es hermitiano y oper-
ador su adjunto cumple

el Ini,na, ni, ) = Soon, (—1)S(l’i71) [n1,ng,..on;+ 1,0 (3.14)
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El operador de creacién agrega una particula al estado ¢ si el estado se
encontraba vacio.

En ambas ecuaciones (3.14) y (3.13) tenemos que S (m, n) se refiere a la
suma de los nimeros de ocupacion desde el estado m hasta el estado n, es
decir

S(m,n) = Z ng . (3.15)

k=m

A partir de las relaciones anteriores, se puede encontrar que

<..,ni,..\c;rci|..,ni,..> =n; (3.16)
(g, Jeicf|ng, ) =1—mn; . (3.17)
Particularmente al operador N = cle; se le conoce como operador de

numero, siendo n; sus valores propios.

En una notacién mas general, con o representando el espin, las propiedades
de los operadores de creacion y aniquilacién se pueden resumir como reglas
de anticonmutacion para operadores fermiénicos

(s = {ehc L =0, 19)

3.3. Formalismo a7l =0

El problema que ataca el formalismo BCS es el de encontrar el estado
en el cual cesa la formacion de pares para electrones cuya energia esta por
encima de la del mar de Fermi. Es decir, encontrar el momento en que el
sistema estd ya tan diferente del mar de Fermi debido al niimero de pares
formados, que es imposible formar un par mas. Para comenzar, necesitamos
una funcién de onda, y el caso mas general para una funcién de onda de N
electrones formando N/2 pares de Cooper es la siguiente

|1/}N> = Zg<kzu soey kl)clti,chki’i T CIL,Tkahi |O> ) (320)

donde |0) es la funcién de onda del vacio, carente de particulas. k; yk; deno-
tan el primero y el dltimo de los M de k que se encuentran ocupados para
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un término dado de la suma. Los coeficientes g denotan el peso probabilisti-
co de encontrar una configuracién dada de N/2 pares. La suma se realiza
sobre todos los valores k de la banda. Esta funcién de onda presenta un
problema, y es que el niimero de maneras en las que podemos escoger N/2
estados de ocupacion para los pares es del orden de 10t0* configuraciones
[TINKHAM, 2004], implicando que debemos determinar esa misma cantidad
de coeficientes g. Es por esta razén que BCS toma como su funcién de estado
base (utilizando la notacién de segunda cuantizacién) como

wa) =] (Uk + kaI’Tka,l) 0), (3.21)

k

done |ug|? + |vk|?> = 1. De esta manera, la probabilidad de encontrar el
estado de un par de electrones con momentos (k T,—k |) ocupado es |vy|?
mientras que la probabilidad de encontrar el mismo estado desocupado es
|uk|?. En esta funcién de onda se ha introducido la aproximacién de que
la ocupacién de un estado k depende solamente de la ocupacién promedio
de los demas estados. Cabe notar que esta funcién de onda no es valor
propio del operador de ntimero total N, por lo que presenta un niimero de
particulas variable.Esta aproximacion relaja la condicién de que el nimero
de particulas N sea fijo. El error cometido al mantener fijo inicamente el
ntimero promedio de particulas N no es relevante dado el gran nimero de
particulas con la que se trabaja.

En esta seccién aplicaremos el método variacional al hamiltoniano de
BCS, como se hizo en el trabajo original, para obtener valores para vy y ug

de Y

1
Hpes =Y e (k) nio + N D Vil ety e e (3:22)
k.o S kK’

Para determinar el nimero medio de particulas, es necesario minimizar
el valor de expectacién de (V| Hpos — IV |¥¢) con respecto de vy y con
este fin se ha introducido el potencial quimico u. Buscamos

1
0 (Vg |H —uN|Pg) =46 2; (e(k)—p) vi—i— E;ka/ Uk Vk Uk’ V' | =0 .

(3.23)
Seré conveniente definir

1
Ak = —FS %: ka/uk/vk/, (3.24)
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By = /& + AL (3.25)

Donde ademads hemos definido la energia de una sola particula medida res-
pecto del nivel de Fermi como (k) = e(k)—pu. Con estas definiciones Fy
resultard ser la energia de excitacién de una cuasiparticula con momento fk
y Ay serd précticamente independiente de k convirtiéndose en la minima
energia de excitacién o bien gap energético.

Si tomamos la condicién |uk|? + |vk|? = 1 para hacer

ux = senby y vx = cosby (3.26)
tenemos que

1
<\I/G |H — ILLN| \I/G> = 2; (€(k)*,u) 1)12{ + N ; Vi Uk Vi Uy Uk(327)

S

1
= zk: f(k)(l + COSQOk) + 47]\/; %{; Vi 86%29k86n29{£3.28)

y al minimizar respecto de 6y

9 (Wg |H — pN| Wg)

=0= -2 ¢(k)sen20y + Z Vi 0520y sen20;. .
k/

00k
(3.29)
de donde podemos obtener
» Vi 81120y
tan20, = 20 Viae sin2be (3.30)
28k
entonces (3.24) queda como
1
Ag = — o, ; Vi sen26 , (3.31)
ademas A
tan26, = ——= (3.32)
13"
de modo que
A
Qui vk = sen20y = —k (3.33)
Ey
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V2 — Uk = 08260, = — == 3.34
k k

podemos recuperar los coeficientes uy y vy utilizando (3.34) y que ul +
v =1 como

<1 - f(k)> (3.35)

e = % (1 + 2&3) . (3.36)

Es importante remarcar que los signos del seno y coseno en las ecuaciones
(3.33) v (3.34) respectivamente, han sido tomados de manera que si & — 0
entonces vy — 0 para que el sistema tenga sentido fisico. Notemos ahora que
la ecuacién (3.24) tiene la forma de una condicién de autoconsistencia, pues
ux y vk dependen a su vez de Ay. Sustituyendo (3.33) en (3.31) obtendremos
de manera explicita la condicién de autoconsistencia sobre Ax como

1 Ay
Ay = ——— p——— .
k 5N, ; Vik B (3.37)

En este punto podemos observar que si hacemos Ay = 0 tendremos que
vk = 1 para {g < 0y vx = 0 para £ > 0, esto es, tendremos ocupados
todos los estados hasta el nivel de Fermi. En otras palabras, la solucién
trivial Ax = 0 representa un mar de Fermi a T" = 0. Para obtener una
solucién no trivial, retomamos la aproximacién hecha por Cooper para Vi

—V Si /| < hw,
Vi — { i & y &e] < (3.38)

0 Cualquier otro caso

donde V' es una constante positiva. Introduciendo (3.38) en (3.37) tenemos

k=

{A Si |€x| < hwe (3.39)

0 Sil|ék| > hAwe

esto significa que Ax = A serd independiente de k y asi la ecuacién (3.37)
queda finalmente como

\% 1
1= —. 4
v S 0
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Reemplazando la suma por una integral desde —hw, hasta fuw, y aprovechan-
do la simetria de ££ en la ecuacién anterior, tenemos

1 Fwe d¢ fiw,
despejando A
hw

~ senh[1/N(0)V] (3.42)

En lo que se conoce como limite de interaccién débil N(0) << 1 (tipicamente
se tiene que N(0) < 0.3 [TINKHAM, 2004]) tenemos el siguiente resultado

A ~ 2hwe” YNOV (3.43)

Una vez que se han determinado los coeficientes uy y vk ha quedado deter-
minada |¥¢). De modo que ahora se puede calcular la energia del estado
base E¢ a partir de la Ec. ((3.27)) como

Eg = (Yg|H|Vg) = Z (5(1‘)_%((113) + Z 2§(li() +uN . (3.44)
K K

podemos calcular el nimero medio de particulas como sigue

> q/G> =2 (3.45)
k k

y sustituyendo (3.35) en la ecuacién anterior

N = zk: (1 - %) , (3.46)

si definimos como n al nimero promedio de particulas por sitio, es decir,
n = N/N, la ecuacién anterior se reescribe como

1 k)—

Tendremos dos estados excitados del sistema, la excitacién de una sola
particula y la excitacion de un par de particulas sobre el estado base, ambas
excitaciones deberdn ser descritas por funciones de onda diferentes. Para el
caso de la excitacién de una particula tenemos

|\Ifew1> = C;T H (uk/ + Uk/clt’,TCi_k’,l) |0> y (348)
k#k’

N = <\11G ‘N‘ \1/G> - <\IJG
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y para la excitacion de dos particulas
|Vepo) = (vk - ukcl‘:T Ci—k,l) H (uk/ + Uk/cI,7chk,7l> |0}, (3.49)
k#£k’

Podemos calcular las energias de excitacion tanto de una particula o de un
par como

Eem = <\Ileaz

HfuN’\I/m> - <\Ifg‘H7ﬂN’\Ifg> (3.50)

Evaluando estas funciones de onda como se indica en la relacién anterior

tenemos
Een(k) = /(e —n)’ + A% = B(k), (3.51)
Bewa(k) = 2y/(exc—p)° + A} = 2B(k). (3.52)

Asi, el espectro de excitaciones basado en el estado (3.21), exhibe cuasi-
particulas de energia Ey con una brecha de energia |Ax|[PEREZ, 2002].

Es posible encontrar una solucién exacta cuando tratamos el limite de
baja densidad, donde la ecuacién BCS de la brecha superconductora ((3.37))
se reduce a la ecuacién de Schrédinger para un solo par [EAGLES, 1969
[MICNAS et al., 1990] Para probar este caso haremos la siguiente definicién

Ay

k)= . .
asi podemos reescribir (3.37) como
1
Ak = —5r %{: Viaw ¢ (K') | (3.54)

multiplicando ambos lados por 2£(k)/E(k) tenemos

26(0)6 () = -~ - 3 Viaeo (). (359)
S kk’

si hacemos £
= 1 _—
Nk E(k) ;
y comparando la relacién anterior con (3.46) podemos ver que Ni Dok =
n. Reescribimos entonces (3.55) como ‘

2 (k)6 (k) = — (1 - ) 1= 3 Viawd (K) (356)

% kK’
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En el limite de bajas densidades ny << 1y dado que £(k) =e(k) — p, la
ecuacién anterior queda como

20— 2e(k)] ¢x = —Ni > Vo (K). (3.57)
5 kK’

La ecuacién anterior (3.57) es la ecuacién de Schrédinger para un solo par
en el espacio reciproco, donde 2 juega el papel del eigenvalor [PEREZ, 2002]

La ganancia de energia en el estado base de BCS con electrones aparead-
os, respecto de la de un mar de Fermi sin apareamiento es [TINKHAM, 2004]

U.(0) ~ Un(0) = ~ 3 N(0)A%(0) (359)
Donde hemos denotado U(T') a la energia interna del sistema y anticipa-
do que A = A(T) seré dependiente de la temperatura. La ecuacién (3.43)
muestra que A es proporcional a hw.. Para diferentes isétopos del mismo
elemento se ha encontrado que w, es proporcional a M —2 (M es la masa
atémica). Al ser (3.58) la energia que debemos vencer para destruir el esta-
do superconductor, ya sea con temperatura o con un campo magnético, el
valor de H, variard como M~ donde o &~ 3. Esta dependencia de H, (o T,)
se conoce como efecto isétopo. El coeficiente « es practicamente % para los
superconductores clasicos, sin embargo se ha encontrado que en otros mate-

riales puede variar hasta cero e incluso cambiar de signo [TINKHAM, 2004].

3.4. Formalismo a 7" # 0

En la seccién anterior se bosquejé el formalismo BCS usando el método
variacional para obtener resultados a temperatura cero. Ahora trataremos
el problema pero desde un enfoque moderno utilizando una transformacién
canodnica en vez de utilizar el método variacional. El hamiltoniano carac-
teristico de BCS nos lleva a un estado base que es hasta cierto punto una
superposicién coherente de estados de muchas particulas, donde tendremos
pares (k T,k |) ocupados o bien desocupados. Es por esto que operadores
como c_g,|ck,; tendran valores de expectacién distintos de cero; ademas,
debido al gran nimero de particulas involucradas, las fluctuaciones alrede-
dor de los valores esperados deberan ser pequenas asi que despreciaremos
fluctuaciones a segundo orden. Esta técnica se conoce como aproximacién de
campo medio, y estd disenada para reproducir los resultados a temperatura
cero. Comenzaremos reescribiendo
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Kk, 1C-k,| = bk + (cx1¢-%,] — bi),

donde bx = (ck,1¢—k, ). Si aplicamos esta aproximacién hamiltoniano de
BCS (3.22) y agregamos el potencial quimico para fijar el niimero medio de
particulas, tendremos

N 1
Hey — N = Zf (k) Nk,o 1 F Z Vi’ (bk'c:ﬁctk,l + bl*(’ck,Tc—k,l — blt/bk)
k.o 5 kk!

Zﬁ (k) Nk,o — Z (Akclt,Tci—k,i + Aick,TC—k,l — Akbii) R (3.59)
k,o k

donde

1 1
Ak = _FS %: ka/bk/ = —FS ;ka/ <Ck,chk7L> s (3.60)

que de manera andloga a (3.24), también resultard ser la brecha super-
conductora. El hamiltoniano (3.59) puede ser diagonalizado introducien-
do nuevos operadores fermidnicos Yxo v Y1 mediante la transformacién
canonica de Bogoliubov

_ +
Ck,f = URYKO T UkVys

Ctk,l = _'Ul}i’VkO + uk’hfl
donde nuevamente los coeficientes ux y vx deben satisfacer
lue|® + | * = 1. (3.61)

Cabe notar que el operador 7y participa en la destruccién de un electrén
k T o en crear uno con —k |, en ambos casos se reduce en k el momento
total del sistema y S, se reduce por f/2. Al contrario del operador ~yy1
que tiende a aumentar el momento total por k asi como también S, por
h/2. Sustituyendo (3.61) en (3.59), y realizando las operaciones indicadas
tomando en cuenta las propiedades de anticonmutacién de los operadores
fermidnicos, obtenemos
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Hons = ulV = 3~ @)1 (Juel - Jowl®) (omeotaidima) +2owl
k

+ 20U VY1 Vo T 2Uk Vi Vg i |

+ Z[(Akukvlt"’Al*cul*cvk) (Moot 7a-1)
k

+ (AkZ/f?-Al*(ultz) Yk1Yk0o+ (A;;UIQ(-Akui) 71—:071—:1 +AkA]t] . (362)

Si escogemos uy y vk de tal forma que los coeficientes de ~i17ko ¥ '71—50'71—51 en
la ecuacién anterior sean cero, entonces habremos diagonalizado el hamilto-
niano. Esto es, habremos llevado el hamiltoniano a una forma en la que sdélo
contiene constantes y términos proporcionales a los niimeros de ocupacién
7; k- Conseguiremos lo anterior resolviendo la siguiente ecuacion

26 (K)up v + Afvg — Ayui = 0. (3.63)

- .y . Al .

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por —¥ y resolviendo el
k

cuadrado, la condicién anterior se convierte en

A%:k =/€2(0) + [Ax]* — £ (k) = E(l)—¢(k), (3.64)

donde se ha tomado el signo positivo de la raiz para que corresponda a una
solucién estable de minima energia en lugar de un maximo.Retomando la
condicién de normalizacion |ux|*+|v|* = 1y que v /ux| = (E(k)—£(k)) /| Ak]
(de la ecuacién (3.64)) podemos recuperar los coeficientes

joi|* =1 — |uie|* = % (1 - g@) : (3.65)

que concuerdan con el resultado anterior ((3.35) y (3.36)) obtenido mediante
el método variacional. Aunque las fases de wuy, vk y Ax son individualmente
arbitrarias, estdn relacionadas por (3.64) ya que %:k es real. Esto es, la
fase de vy relativa a uy debe ser la fase de Ag. Sin pérdida de generalidad
podemos escoger como valores reales y positivos todos los coeficientes wuy
y obligar asi que v y Ak tengan la misma fase. Una vez determinados los
coeficientes uy y vx a modo de que diagonalicen (3.62), podemos reescribir
el hamiltoniano como

Hoy—pN =Y <§(k) - E(k)*Ni > ka'biibk’> +YE(k) (im0 + 9 ma)
k 5 kK’ k
(3.66)
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la primera suma de este hamiltoniano es un término constante que difiere de
la suma correspondiente para el estado normal a T' = 0(Ey = |€k|,Ax = 0)
exactamente por la energia de condensacién (3.58). El segundo término del
hamiltoniano se refiere al incremento de energia sobre sobre el estado base
en funcién de los operadores fylf Yk para los fermiones vi1. De modo que
~k describe excitaciones elementales de cuasiparticulas (conocidas también
como Bogoliubones) cuya energfa de excitacion es E(k) = /& + |Ax|?, y
nuevamente se puede apreciar que Ay representa una brecha energética o bi-
en, el minimo de energfa de excitacién. El hamiltoniano (3.66) determina las
propiedades del sistema en términos de los by pero ain se deben determinar
dichos numeros, pues de la misma forma que en el desarrollo variacional,
requerimos autoconsistencia al reinsertar los términos by nuevamente en
(3.60). Dichos términos son los promedios cudntico y termodindmico de los
operadores ¢k 1c_k,| cuando el sistema estd descrito por Honr — uN. En
mecdanica estadistica cudntica se demuestra que tales promedios estan da-
dos por [PATHRIA, 1972]

T {exp [ (Hear — u)] exc e
Tr {exp [—5 (HCM - /«LN)} }

bk = <Ck,chk,l> = s (367)

donde Tr{...} denota a la traza del operador entre paréntesis en el espacio
de Hilbert de los eigenestados de Hopr — ,u]\7 y 8 = 1/kpT. Reescribiendo
los operadores ¢y en términos de los operadores 7, despreciando términos
diagonales (71—:0'7;1 ¥ Yk17Yk0), la traza puede evaluarse y se obtiene

Tr {exp [—5 (HC'M - MN)] (—uf oo ko + u;‘(kalelJ{l)}
o o -2 (o]}
= uvi {1 —-2f [E(Kk)]}, (3.68)

by

donde
1

FIB0)) = e (3.69)

es la funcién de Fermi-Dirac, como era de esperarse, pues habiamos identifi-
cado a E(k) como la energia de excitaciéon de una cuasiparticula fermidnica.
El denominador contiene exp (E(k)/kpT) en vez de exp ([E(k)—u] /ksT).
La razén fisica es que v, (0 7, ) crea un estado excitado pero no cam-
bia el nimero de particulas. Por otra parte, dado que E(k) > A, f[E(k)]
tiende a cero a T' = 0 para toda k en el espacio reciproco. Atn en el estado
normal, la funcién de Fermi-Dirac ya no esta describiendo la ocupacién de
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estados electronicos independientes, més bien describe excitaciones del mar
de Fermi a T' = 0. Sustituyendo las ecuaciones (3.68), y (3.65) en (3.60), la
ecuacion de la brecha superconductora a temperaturas finitas queda como

Ak/
= \% {1-2f[EK
Ay NZkk2Ek/ FIEX)]},
de manera anéloga, podemos generalizar la ecuacién (3.47) como

B 1—2f[BEX))}.

Finalmente las dos ecuaciones anteriores se pueden reescribir como

Ay E(X)
ZV““ 2FE(K') anh [QkBT ’ (3.70)

1 e(k)— EX)
n—lz—ﬁsz K tanh [2kBT} , (3.71)

donde (3.70) y (3.71) describen el estado superconductor a temperatura
finita. Dados Vi, n y T, dichas ecuaciones deben resolverse para deter-
minar Ax(n,T) y p(n,T). La temperatura critica es aquella para la cual
A(T) — 0, en este caso, E(k) — |¢x|. Haciendo las aproximaciones de BCS
(Vkk=—v vy Ax = A = A),, reemplazando E(k) por |{k| y finalmente
cambiando la suma por una integral sobre (3.70) encontramos

1 Behwe/2 fanh
= dr = In(A 3.72
o p=(AGhe) (372
donde A = 2¢7/m &~ 1.13 y v = 0.577... es la constante de Euler. Despejando,

kpT, = 3! ~ 1.13hw.e YN OV (3.73)

y comparando esta ecuacién con (3.43), tenemos

2A(0) 4
~—— =23.52 3.74
kT, 1.13 ’ ( )

esto quiere decir que la brecha superconductora a temperatura cero es com-
parable con kpT..
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3.5. Resultados de BCS

A manera de resumen, se enunciardn brevemente algunos de los princi-
pales resultados de la teoria BCS.

= En el caso de interacciones débiles N(0)V << 1 La teoria predice una
transicion de fase de segundo orden a una temperatura T'c dada por:

KBTC ~ moefl/N(O)V

= A temperatura cero, tenemos la brecha superconductora dada por

A ~ QMCe—l/N(O)V

= Da un valor aproximado para el cociente de la brecha de

2A

~ 3.52
KgpT.,

= El calor especifico de un superconductor presenta un salto al pasar
del estado normal al superconductor. En el caso del modelo BCS, este
salto (normalizado respecto de su valor en el estado normal C,,) resulta

ser AC
— =~ 1.43
Cn
= Predice la cuantizacion del flujo magnético capturado por un anillo
superconductor en unidades de:

he

by = —
0 2e

= Es posible recuperar la teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau
a partir de BCS proponiendo A = A(r) como lo mostré Gor’kov en
1959. Quedando asi la teoria fenomenolégica de la superconductividad
fundamentada de manera microscopica.
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Capitulo 4

Modelo de Hubbard

En la mayoria de los superconductores no convencionales la baja dimen-
sionalidad asi como la pequena longitud de coherencia incrementa la inter-
accién electron-electron por lo que es conveniente tener un modelo basado
en interacciones electrénicas locales para describir la formacién de pares
en estos materiales. El modelo de Hubbard es quizas el modelo méas simple
que considera interacciones electrdon-electréon de corto alcance y que permite
analizar la correlacién electrénica de manera general. A pesar de su simpli-
cidad, solamente se han obtenido soluciones exactas para sistemas de una
[LiEB and WU, 1968] e infinitas [METZNER and VOLLHARDT, 1989] dimen-
siones. El estudio de este modelo se intensificé a partir del descubrimiento
de los superconductores de alta T [ANDERSON, 1987] donde los pares de
Cooper tienen una longitud de coherencia pequena del orden del pardametro
de red [MICNAS et al., 1990]. El modelo original de Hubbard describe inter-
acciones locales entre fermiones HUBBARD, 1963], con un término cinético y
otro término que se refiere a la energia potencial para interacciones locales.
En esta seccién se revisard el modelo de Hubbard atractivo para una sola
banda.

4.1. Hamiltoniano de Hubbard atractivo

El hamiltoniano de Hubbard de una sola banda se puede escribir en el
espacio real como

H—puN =t Z ¢ oCio + Uannm — NZCL%U , (4.1)
0,0

<i,j>,0 7
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donde (i, j) , o indica la suma sobre 4, j primeros vecinos y el espin . El
término ,uN sirve para fijar el nimero de particulas, siendo p el potencial
quimico y N el operador de numero.

Utilizando las siguientes relaciones para pasar del espacio real al espacio
reciproco[MAHAN, 1990]

-+ _ 1 ik-R; +
Cio — / € k,o°
) N,S -
1 .
—ik-R;
Ci,o = Z e’ Ck,o) (4 2)

tenemos

1 1R ik R
cjacjyg = — E ek RICIU E e K Ric, (4.3)
3 NS 3
k K/
1 TR, .
= — g (k=K Ry ik RWcltgck/J , (4.4)
S kk’

donde R; = R, +R;, y si ademés consideramos que R, son los m primeros
vecinos de R; entonces

S ciatie = 3 X L S g o (09
Sk k J Y

(i,g)o

dado que §(k — k') = & >, e'=K)Ri 15 ecuacién anterior queda como

S oo =Y (z ) ot o
k v

(i,5),0

siguiendo un procedimiento similar al anterior podemos encontrar que

+ _ +
Ci oCivo = E Cr.oCk,o - (4.7)
1,0 k
Utilizando estas dos tultimas ecuaciones y comparando el término entre

paréntesis de la ecuacién (4.6) con la relacién de dispersién (2.9) podemos
escribir el primer y tercer términos de (4.1) como Y, _[eo(k) — pley ,cx.o
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Para reescribir el segundo término del hamiltoniano, utilizamos que n; , =
¢t ¢i», mediante (4.2) y renombrar subindices obtenemos
;

1

_ +

U nigniy = N D U Glq € g C 1 baltkra s (4.8)
i * kk'q

Finalmente el hamiltoniano de Hubbard para una banda en el espacio
reciproco es

H—puN = Z [e0 (k) — y] cltgck,cr—l-Ni Z U CI+q,TCtk+q,l67k/+qvlck/+qu’
k,o s k.k',q
(4.9)
donde ¢ (k) es la relacién de dispersién para una particula y 2q es el
momento del centro de masa del par.

Como ya se mencioné anteriormente, en el caso de BCS los términos més
relevantes para la superconductividad son aquellos con q = 0 . En este caso
para los términos con q # 0 utilizamos la aproximacién de campo medio
donde

(o) =5 (4.10)
y
(ni,a - <ni,0>) : (ni,a’ - <ni,a’>) ~0, (4'11)
reescribiendo
nip = (nip) + (nig — (nig)) (4.12)
ni, = (ni,1) + (s, — (na,1)) (4.13)

Usando estas relaciones y el hecho de que N = doimig

DIENELIES SRED S CTRLI RED SRS 8%

Un? Un

=2 "N, +—N. (415

Finalmente reescribimos los términos con q # 0 de (4.9) como ~Un?Ng/4+
UnN /2 para obtener
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H— N_Z[(k)_ ]+ +LZU + _LnQN
12 = 2 3 1% Ck,ack»g NS 2 Ck,chk,lc—k’,lck’,T 1 s
(4.16)

donde (k) = go(k) + Un/2 es la relacién de dispersién de una particula
incluyendo una auto-energia de Un/2. Al comparar el hamiltoniano (4.16)
con el hamiltoniano de BCS (3.22) vemos que en el caso de Hubbard Viy =
U, es decir, la interaccién entre electrones es independiente de su momento
hk. Sustituyendo esta interaccién en las relaciones (3.70) y (3.71) obtenidas
en el desarrollo del formalismo BCS es facil ver que la tinica solucién posible
para la brecha superconductora Ay corresponde a una brecha isotrépica de
simetria esférica en el espacio reciproco (A). En consecuencia el sistema de
ecuaciones integrales acopladas que describen el estado superconductor a
temperatura T' puede escribirse como

_ U] 1 EK')
1=y Ek/ 2B P {2]{731—}7 (4.17)
1 el [EK)
n—1= N gk E(K) tanh [QkBT} , (4.18)

donde E(k’) = [(e(k)—u)2 + Aﬂ ® . En estas ecuaciones dados T y n se

determinan iy A de manera autoconsistente. En particular para determinar
la temperatura critica T, hacemos A = 0, mientras que para determinar la
E(K")
2kpT

brecha a temperatura cero hay que considerar que tanh [
T — 0.

} — 1 cuando

4.2. Soluciones Analiticas

Es posible hacer aproximaciones con las cuales las ecuaciones (4.17) y
(4.18) tienen solucién exacta, como lo es el caso |U| >> [t|. Esta situacién
puede interpretarse como |U| >> |eg(k)|, significando que la topologia de
la red se ha vuelto irrelevante. Dento de esta aproximacién obtenemos la
siguiente solucién al sistema de ecuaciones

1
p=—5 U1, (4.19)

A:%|U|\/n(2—n), (4.20)
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En la gréfica 4.1 se puede observar una confirmacién numérica (circulos
abiertos) de esta aproximacién (linea sélida) realizada con nuestros c6digos.
Ademds, para este mismo caso, es posible calcular a partir de 2FE(k) =
2¢/(e(k) — )% + A? la energfa de amarre del par como

20 = |U|. (4.21)

Para el limite de baja densidad (n << 1) tenemos

1
p=—3Ul, A=[Ulv/n2. (4.22)

Para el caso de la temperatura critica en el limite cuando |U| >> [t] a
partir de las ecuaciones (5.1) y (5.2) obtenemos
1
p= 1)U, (4.23)
[n—1|-1U]|
4 arctanh(|jn —1|)°

kpT. = (4.24)

Se puede observar una confirmacién numérica de esta aproximacién en la
figura 4.1.



“redes’triang” — 2007/4/9 — 13:15 — page 42 — #54

42 Modelo de Hubbard

5.0e+05

4.0e+05

3.0e+05
=
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0
n
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Figura 4.1: (a)A/|t| vs n'y (b)kgT./|t| vs n para U/|t| = —10°. En ambas
graficas la linea solida representa la solucién analitica y los circulos abiertos
los calculos numéricos correspondientes.
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Capitulo 5

Estado base
superconductor en redes
triangulares anisotropicas

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos del estudio nu-
mérico del estado superconductor en una red triangular anisotrépica dentro
del modelo de Hubbard atractivo para una sola banda. Se han calculado
de forma numérica la temperatura critica (T;) y la brecha superconductora
(A(T)) como funcién de la temperatura variando la topologia de la red, el
llenado de la banda y la energia de interaccién. Se buscaron ademads con-
figuraciones de estos pardmetros que resulten en temperaturas criticas mas
altas, asi como en valores maximos de la brecha superconductora. Asimismo
se obtuvo el calor especifico como funcién de la temperatura para algunos
sistemas.

Para realizar el estudio numérico de la superconductividad en este sistema,
partimos de las ecuaciones que describen el estado superconductor (4.17) y
(4.18) y sustituimos la suma sobre k por una integral sobre la primera zona
de Brillouin.

1 m/a w/a tanh -
=Y. 7/ / (%BT)dkwdky (5.1)
2 2m2a? —n/aJ—m/a E(k)
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1 w/a T/a E(k)—/i E(k/)
—-1=—-——— tanh | —— | dk,dk, . 2
" 4m2q? /ﬂ/a /,r/a E(k) a {2]{:BT} Y (52)
donde e(k) es ahora la relacién de dispersién descrita por (2.14). A partir

de estas ecuaciones podemos determinar T, haciendo A = 0 asi como deter-
E(k)
2%kpT
que en todos los cédlculos hemos utilizado t = —1.

minar A(0) haciendo T — 0, es decir tanh( ) — 1. Cabe mencionar

5.1. Brecha superconductora a T=0 y Tem-
peratura critica

En esta seccién se presentan los resultados para la temperatura critica
y la brecha superconductora como funcién de los diferentes parametros de
la red asi como también de la energia de interacciéon U. En la figura 5.1 se
muestra el comportamiento de la temperatura critica como funcién de U,
para una red cuadrada (¢’ = 0) con banda semillena (n = 1). Obsérvese el
comportamiento lineal de T, como funcién de U para |U| >> [t| asi como
el crecimiento exponencial para |U| 2 [¢|. Un comportamiento similar se
observa para la brecha superconductora a T'= 0 (A(0)). El comportamien-
to para |U| >> |t| se puede obtener de manera analitica a partir de las
ecuaciones (4.24) para T, y (4.20) para A(0).

Los estados con energias de interaccién pequenas, aunque no favorecen
la superconductividad, no extinguen el fenémeno, pues para que exista for-
macién de pares en una red bidimensional dentro del modelo de Hubbard
no importa que la interaccién atractiva sea pequena siempre y cuando sea
distinta de cero [PEREZ et al., 1996][PEREZ and WANG, 1998]. Aunque en
la gréafica se presenta un caso particular, ayuda a formar una idea de lo que
se puede esperar al variar U. Mds ain, de las ecuaciones (4.20) y (4.24) se
concluye que la topologia de la red deja de tener importancia importancia
en el limite |[U| >> |¢|. Aun sabiendo que A y T, en esencia crecerdn si
aumentamos la energia de interaccién, no nos hemos limitado a un tnico
valor de U pues, el comportamiento de las diferentes propiedades del esta-
do superconductor también pueden depender de dicho valor de manera no
lineal como se ve en la figura 5.2. En esta figura se presenta la temperatu-
ra critica como funcién de t' para (a) U = —1.5|t|, (b) U = —2.5|t| y (c¢)
U = —3.5]t|] para n = 0.7 (circulos), para n = 0.8 (cuadrados), n = 0.9
(rombos), n = 1 (tridngulos hacia arriba), n = 1.1 (tridngulos hacia abajo),
n = 1.2 (tridngulos a la derecha) y n = 1.3 (tridngulos a la izquierda).
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Figura 5.1: (a) Temperatura critica (T.) como funcién de U para una red
cuadrada (¢’ = 0) con banda semillena (n = 1). (b) Acercamiento a la regién
|U/t| < 3 para el mismo sistema que (a).

Notese que la topologia de la red afecta de mayor manera cuando la
energia de interaccién es mas pequena, y cuanto mas crece esta energia,
las curvas para diferentes valores de n deberan acercarse a una constante
(independientemente de la topologia de la red) como lo predice la ecuacién
(4.24). Por otra parte, obsérvese que si n < 1, el méximo de la temperatura
critica para ese llenado se obtiene para t’ > 0 mientras que si n > 1 el
méximo de la temperatura critica se alcanza para t' < 0. M4s aln, para
una interaccién dada y pequena (U] ~ |t|) la mayor temperatura critica
posible se obtiene para t'/|t| cercana a —1 para densidades altas y para
t'/|t| cercana a 1 para densidades bajas. En el caso particular de ¢’ = 0 (red
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cuadrada) la T, mds alta siempre se presenta para una banda semillena
(n = 1) sin importar el valor de U. En la gréfica 5.2 se puede observar que
las curvas son simétricas con respecto a t’ = 0 y n = 1, la forma explicita
de esta simetria se verd mas adelante.
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Figura 5.2: Temperatura critica (7.) como funcién de ¢’ para (a) U =
—1.5]¢], (b) U = —2.5]t| ¥ (c) U/|t| = —4.5|t|. Los distintos simbolos denotan
distintos llenados de banda (n).
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Hasta ahora hemos bosquejado el efecto de la topologia de la red sobre
la temperatura critica, pero como ya hemos visto, el estado superconductor
depende de manera importante del llenado de la banda (n), por lo que
resulta conveniente hacer un estudio mas detallado de la dependencia de
las propiedades del estado superconductor con de n. Recordemos que n =0
corresponde a una banda vacia y n = 2 a una banda completamente llena.
En la figura 5.3 se muestra la dependencia de la temperatura critica como
funcién de n para energias de interaccién (a) U/|t| = —2.5, (b) U/|t| = —3.5
y (c) U/|t| = —4.5, y t' = —1.0J¢| (circulos), t' = —0.7]¢t| (cuadrados),
t' = —0.5|¢| (rombos), t' = —0.2|¢| (tridngulos hacia arriba), ¢ = 0.0]¢|
(tridngulos hacia abajo), t’ = 0.2|¢| (cruz diagonal) , t' = 0.5|¢| (tridngulos a
la izquierda), t' = 0.7|¢| (tridngulos a la derecha) y t' = 1.0|t| (cruz vertical).
En la sucesién de grificas se puede ver que conforme |U| crece, la topologia
de la red se vuelve menos relevante, y el llenado de banda n donde se alcanza
la maxima temperatura critica se acerca a n = 1 tendiendo al caso limite
mostrado en la figura 4.1. Asimismo, ndtese como a menores energias de
interaccién (|U]), un llenado de banda bajo favorece una T, mds alta en
redes con frustracién geométrica y ¢'/|t| — 1, mientras que un llenado alto
la favorece para redes frustradas con t'/|t| — —1. Mds atin, como ya se
habia mencionado, existe una simetria de las gréficas respecto de n = 1.En
particular para la red cuadrada (¢’ = 0) cabe destacar su simetria respecto
de n = 1, donde los estados mas desfavorables para la superconductividad
son, como era de esperarse, una banda completamente llena y una banda
totalmente vacia.

En la figura 5.4 se muestra la dependencia de la brecha superconductora
(A) como funcién del llenado de la banda n, para los mismos sistemas que
en la figura 5.3. Notese que el comportamiento es cualitativamente similar
al de la temperatura critica.
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Figura 5.3: Temperatura critica () como funcién de la concentracién de
electrones (n) para (a) U/|t| = —2.5, (b) U/|t| = =3.5y (¢) U/|t| = —4.5.
Los diferentes simbolos corresponden a diferentes valores de t'. Obsérvese
como la topologia de la red deja de ser relevante conforme |U| crece y los
maximos se acercan a n = 1.



“redes’triang” — 2007/4/9 — 13:15 — page 50 — #62

50 Estado base superconductor en redes triangulares anisotrépicas
07— ‘ ‘ ——— ‘ ‘ ‘
06" o
05— -

_oap 7 p o S g
-~ 5 Jol X R
S “ e - C | —o— tht=-1.0 .
3" A < | o eieor N i
- ) o e —— tit=-0.5 . g b
02k = 5 —— tltE-0.2 > -
= o —— t'/t}=0.0 ™ X1
Lo o —— Pti=0.2 N
0o —— tt=05 J
—— t/t=0.7
i —— t/t=1.0 R
0 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L
05 06 0.7 08 09 1 11 12 13 14
n
2 ——T——— ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

t/t=-1.0
t/=-0.7 N
t/t=-05 3
t/t=-0.2 Ay
t/=0.0 N
t/t=0.2 N
t/t=0.5 B
t/t=0.7 Dk
t/t=1.0

18

—_—
L (c) U/|t|=-4.5 1
16 ]
141 ]
121 ]
= —o— t/t=1.0 1
.0 o t/t=0.7 T
08 —— tit=05 ]
06 —=— t/=0.2
' —— tI1=0.0
—— tI=0.2
04 —— tI=05
02 —— tI=07
—— tIt=1.0

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 18 2

n

Figura 5.4: Brecha superconductora (A) como funcién de la concentracién
de electrones (n) para (a) U/|t| = —2.5, (b) U/|t| = —=3.5y (¢c) U/|t| = —4.5.
Los diferentes simbolos corresponden a diferentes valores de t'. Obsérvese
como la topologia de la red deja de ser relevante conforme |U| crece y los
maximos se acercan a n = 1.
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En la figura 5.5 se muestra el comportamiento de (a) la brecha super-
conductora (A), (b) la temperatura critica (T.) y (c) el cociente de la
brecha dado por ﬁ como funcién de n para una red cuadrada t' = 0
con U = —3.5|t| (columna izquierda) y U = —4.5|¢| (columna derecha).
Obsérvese que aunque tanto A como 7, crecen cuando |U| se incrementa
el cociente de la brecha, aunque depende de n, permanece cercano al valor
predicho por BCS de 3.5 para un intervalo grande de valores de n.
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Figura 5.5: (a) Brecha superconductora (A(0)), (b) Temperatura critica (T¢)
y (¢) Cociente de la brecha 2A(0)/kpT, como funcién de n para t’ =0

En la figura 5.6 se muestra el comportamiento de (a) la brecha supercon-
ductora (A), (b) la temperatura critica (T) y (c) el cociente de la brecha
dado por szTc como funcién de n para redes triangulares anisotrépicas con
t' = £t P = +0.7|¢|,t' = £0.5]¢t| y ¢’ = £0.2]¢| para una energia de inter-
accién U = —4.5]t].
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En general, el cociente de la brecha es mayor para n < 1 en redes con
t'/|t| — 1, mientras que si n — 2 entonces el cociente es mayor para redes
con t'/|t| — —1.

Como ya mencionamos, mientras mayor es la frustraciéon geométrica de
la red (|t'/t| — 1) los estados de mayor T, (A) tienden a alejarse de n = 1,
acercdndose a n = 0 cuando t'/|t| — 1y a n = 2 cuando t'/|t| — —1.
Por otra parte, si se observa la densidad de estados de una particula para
diferentes t' (figura 2.3) puede verse que cuando t'/[t| — —1 la singularidad
de van Hove en la que la densidad de estados tiende a infinito se recorre hacia
la derecha, lo cual implica que se necesitara un llenado de banda mayor para
que el nivel de Fermi esté cerca de dicha singularidad. De la misma forma,
si t'/|t| — 1 dicha singularidad de van Hove se recorre a la izquierda dando
como resultado un menor llenado para que el nivel de Fermi coincida con
esta singularidad. Esta correlacién entre los valores méximos y el llenado
cuyo nivel de Fermi coincide con la singularidad de van Hove da pie para
observar esto con mas detalle.

En la figura 5.7 (5.8) se muestra una comparacién entre el llenado de
la banda,n*, cuya energia de Fermi coincide con una singularidad de van
Hove que tienda a infinito y el llenado de la banda éptimo, n,p:, donde T
(A) alcanza su méximo, como funcién de ¢'. Nétese que para |U| pequeno
las curvas de n*(t') y nope(t', U) son muy parecidas, mientras que conforme
|U| aumenta dicha correlacién tiende a desaparecer y np tiende a un valor
constante (nqp: = 1). Esta correlacién para |U| pequenia puede explicarse
de la siguiente manera. Como ya se mencioné anteriormente, no importa
el origen ni la magnitud de la interacciéon atractiva entre electrones, pues
siempre y cuando ésta sea distinta de cero los electrones anadidos a un
mar de Fermi tenderan a formar pares. El proceso de formacién de pares
continuard hasta que el estado del sistema sea ya muy diferente al del mar
de Fermi original. Ahora, si posicionamos el nivel de Fermi de modo que
puedan existir muchos estados con energfa cercana a la de Fermi (como
sucede al colocarla sobre las singularidades de van Hove) se puede formar
mayor cantidad de pares sin alterar demasiado el sistema del estado de un
mar de Fermi. Ademas podemos observar que en el modelo BCS la densidad
de estados del nivel de Fermi interviene directamente en en la temperatura
critica (3.73) y ésta serd mayor mientras mayor sea la densidad de estados.
Lo mismo se puede observar también para la brecha superconductora en
(3.43). En particular se encontré que debe escogerse aquella singularidad
de van Hove infinita que corresponde a un mayor llenado de banda. Para el
caso de una red cuadrada (¢ = 0), a la singularidad de van Hove infinita
le corresponde a un llenado de banda n*(0) = 1 lo que explica por qué 7,
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(A) tiene siempre su mdximo a banda semillena. Finalmente en la figura

= Nopt,U=-2.511]
|| = nopt,U=3.5t]
—— nopt,U=-4.51t]
06
= Nopt,U=-5.5t]

“ Nopt UN[t]>>1
04 T S . —
-1 08 06 04 -02

Figura 5.7: n* (linea sélida) y nep: para T, (simbolos) como funcién de t/,
esta ultima para diferentes energias de interaccién.

L [~ nopt,U=-2.5]t
= Nopt, U=-3.5t|
—— oy, U=-4 51|
—— Nopt, U=-5.51t|
-~ nops, U/|t[>>1
04 L I L I L I L 1 L 1 1

-1 08 -06 -04 -02 0
/|

06

Figura 5.8: n* (linea sélida) y nep para A (simbolos) como funcién de ¢/,
esta ultima para diferentes energias de interaccién.

5.9 se muestran los valores maximos de la temperatura critica (7.%%*), la
brecha superconductora ( A(0)mqs) asi como el correspondiente cociente de
la brecha (2A(0)maq/kpTi™*) como funcién de t'. Cabe senalar que cada
punto no solamente corresponde a una ¢’ diferente, sino también a una ngp;
diferente dada por las graficas 5.7 para T, y 5.8 para A(0). Nétese la simetria
de las curvas respecto de t' = 0 mas atn nop(t') = 2 — ngpe(—t')
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Figura 5.9: Valores maximos de (a) la brecha superconductora ( A(0)maz),
(b) la temperatura critica (T***) y (c) el correspondiente cociente de la
brecha (2A(0)mqe/ksT2*") como funcién de ¢’ el llenado de la banda ngp
correspondiente a cada valor de ¢’ viene dado por las figuras 5.7 y 5.8 para
T. y A(0) respectivamente.

De la observacion de las gréaficas anteriores, se sugieren las siguientes
simetrias para las ecuaciones que describen el estado superconductor para
una red triangular anisotrépica en el modelo de Hubbard

A(t',n, U, Jt)) = A(=t',2 = n, U, |t])
TC(t/’na U7 ‘t|) = Tc(ft,727n7U7|t|) (53)
pt' n, U [t) =U — p(=t',2 = n, U, |¢])
dichas simetrias se pueden corroborar ficilmente sustituyendo en (4.17) y

(4.18) utilizando la relacién de dispersion correspondiente a la red triangular
anisotrépica. El hecho de que sélo haya dependencia de |t| se debe a que
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cambiar ¢ por —t es equivalente a tomar la relacion de dispersién como g (k+
L(4m, £m)). Pero como siempre es posible reducir el estudio de esta relacién
a la primera zona de Brillouin utilizar e(k+ 1 (£, £7)) es completamente
equivalente a utilizar (k) pues la red reciproca es cuadrada.

5.2. Brecha superconductora a T # 0 y Ca-
pacidad calorifica
electrénica

En general la brecha superconductora, que representa la minima energia
de excitacién sobre el estado base superconductor, depende fuertemente de
la temperatura, siendo cero a temperatura critica y siendo maxima a tem-
peratura cero. El modelo BCS predice que la brecha es relativamente con-
stante para temperaturas cercanas a cero y una caida de manera practica-
mente vertical cerca de la temperatura critica [TINKHAM, 2004]. En nuestro
caso, usando el modelo de Hubbard, observamos un comportamiento similar.
En particular, la figura 5.10 muestra la dependencia de la brecha supercon-
ductora respecto de la temperatura para una banda semillena (n = 1) y (a)
U/lt| = =35y (b) U/|t] = —4.5 para t’ = —1.0J¢| (circulos), t' = —0.7]¢]
(cuadrados), t' = —0.5|t| (rombos), ¢ = —0.2|¢| (tridngulos hacia arriba)
y t' = 0.0]¢| (tridngulos hacia abajo). Cabe mencionar que en este caso
(n = 1) tenemos que A(T;t") = A(T; —t') y ambas graficas muestran el mis-
mo comportamiento relativo, esto es, las topologias con mayor frustracién
geométrica presentan valores de T, y A menores que las geometrias con
menor frustracién (teniendo los valores méximos la red cuadrada). Asimis-
mo, en la figura 5.11 se muestra A(T) en funcién de T para un llenado de
banda n = 0.7, U = —4.5|t| y t/ = —1.0[¢| (circulos), t' = —0.7|¢| (cuadra-
dos), t' = —0.5t| (rombos), t' = —0.2]¢| (tridngulos hacia arriba), ¢’ = 0.0]¢|
(tridngulos hacia abajo), t' = 0.2|¢| (cruz diagonal) , ¢ = 0.5]¢| (tridngulos a
la izquierda), t' = 0.7|¢| (tridngulos a la derecha) y ¢’ = 1.0]¢| (cruz vertical).
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Figura 5.10: Brecha superconductora (A(T)) como funcién de la temper-
atura (T') para (a) U/|t| = =3.5y (b) U/|t| = —4.5
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Figura 5.11: Brecha superconductora (A(T)) como funcién de la temper-
atura (T') para U/|t| = —4.5y n=0.7
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A(T;t")
A(0;t")
cion de la temperatura normalizada (T%) para una n fija, todas las curvas
coinciden.

Asi como la resistencia eléctrica de un material presenta un salto al pasar
de la fase normal a la fase superconductora, el calor especifico, una de las
caracteristicas térmicas mas importantes de una sustancia, también presenta
un salto durante la transicién [GINZBURG and ANDRYUSHIN, 2004]. En gen-
eral, cuando cuando una sustancia es enfriada su calor especifico disminuye.
En el caso de los superconductores cuando el material es enfriado hasta su
fase superconductora, el calor especifico electronico aumenta abruptamente.
De hecho la transicién superconductora a campo magnético externo igual a
cero es una transicién de fase de segundo orden o continua [REICHL, 1998].

El calor especifico electrénico, es altamente sensible a excitaciones de ba-
ja energia, por lo que puede arrojar informacion acerca de la simetria de los
estados superconductores [PEREZ et al., 2007]. Una vez que conocemos la
brecha superconductora como funcién de la temperatura A(T"), conocemos

Cabe senalar que al graficar la brecha normalizada (

) como fun-

también los valores para las energias excitacién Ey = \/ (e — ) + A(T)?
de las cuasi-particulas. Con estas energias se pueden determinar los niimeros
de ocupacién fermiénicos fi = (1 + e?Fx)~1 donde 8 = @%7 para asi de-
terminar la entropia como se haria en el caso de un gas de fermiones
[TINKHAM, 2004]:

S==2kp > [(1- fi)ln(l - fi) + filnfid (5.4)
k
El calor especifico electronico se puede escribir de la siguiente manera
ds ds
C o7 a3 (5.5)

sustituyendo (5.4) en (5.5) tenemos

S . LIME LTV A L
Ces—QﬁkB . 8ﬂ an—fk 2ﬁ kB . Ek 8[3 (56)
_ o2 dfi dEy
= —-26%kp Ek Ekd(ﬂEk) (Ek+ﬁ dﬂ) (5.7)
d 2
= 28kp ‘% <Eﬁ+; C;) (5.8)

k
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En particular, en el caso de una red triangular anisotrépica

2%y m/a 1 Fy dEx
= ——— 1— EL)? + =2 dkydk
Ce: 4dm2a?(kpT)? //W/a efx 41 [ ek +1} {( W)+ kT dg e

(5.9)
donde
ar 1
g~ kpp?’
dEy  dEyx dT
dg  dT dp’
dEy 1 du dA(T)
— = — | —[ex — p]—= + A(T
ar " B |1 Hgr H AT
En las figuras 5.12 y 5.13 se muestran, para energias de interaccién
U = —3.5|t| y U = —4.5|t| respectivamente, (a) el calor especifico electrénico
(C) como funcién de la temperatura para redes triangulares anisotrépicas
con una banda semillena, para t' = —1.0|¢| (circulos), ¢’ = —0.7]¢| (cuadra-

dos), t' = —0.5|t| (rombos), t' = —0.2]¢| (tridngulos hacia arriba), ¢’ = 0.0]¢|
(tridngulos hacia abajo). En (b) se muestran las correspondientes discon-
tinuidades en el calor especifico electrénico normalizadas (CCT Ca) como
funcién de t'. "

La figura 5.14 igualmente muestra (a) el calor especifico electrénico
(C) como funcién de la temperatura para las mismas redes triangulares
anisotrépicas que la figura 5.13 con un llenado de banda (n = 0.7), para
t' = —1.0l¢| (circulos), t' = —0.7|¢| (cuadrados), ' = —0.5]t| (rombos),
t' = —0.2]¢| (tridngulos hacia arriba), ¢ = 0.0]¢| (tridngulos hacia abajo),
t' = 0.2|t| (cruz diagonal), ¢’ = 0.5|¢| (tridngulos a la izquierda), t' = 0.7]¢|
(tridngulos a la derecha) y ¢ = 1.0]¢| (cruz vertical). (b) la correspondiente
discontinuidad en el calor especifico electrénico normalizada (%) como
funcién de ¢'. ’
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t/t]=-1.0
t/t=-0.7
t/t=-05
t/t=-02
t/t= 0.0

4 > o6 0 0

Figura 5.12: (a) Calor especifico electrénico como funcién de la temperatura
para diferentes ¢’ y (b) las correspondientes discontinuidades en el calor
especifico para redes triangulares anisotrépicas con U = —3.5]¢|.
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Figura 5.13: (a) Calor especifico electrénico como funcién de la temperatura
para diferentes t' y (b) las correspondientes discontinuidades en el calor
especifico para redes triangulares anisotrépicas con U = —4.5[¢|.
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Figura 5.14: (a) Calor especifico electrénico como funcién de la temperatura
para diferentes ¢’ y (b) las correspondientes discontinuidades en el calor
especifico para redes triangulares anisotrépicas con U = —4.5|t] y n = 0.7.



“redes’triang” — 2007/4/9 — 13:15 — page 64 — #76

64 Estado base superconductor en redes triangulares anisotrépicas

En las graficas de calor especifico, se puede observar la misma depen-
dencia relativa entre topologias de red que en el caso de la brecha super-
conductora. Mas atn, obsérvese que la discontinuidad en el calor especifico
depende fuertemente de ¢’ y alcanza su maximo en aquella ¢’ para la cual
el llenado de banda utilizado es el llenado éptimo.
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Conclusiones

En esta tesis se investigd el problema de la superconductividad en una
red triangular anisotrépica por medio del modelo de Hubbard atractivo
para una sola banda. Se hizo un estudio de la brecha superconductora, la
temperatura critica, el calor especifico y su dependencia de la topologia de
la red, el llenado de la banda y la energia de interaccién. Las principales
conclusiones de este estudio son las siguientes

= Se encontré una dependencia no monotdnica de la temperatura critica
(T) y de la brecha superconductora (A(0)) respecto del llenado de la
banda.

= Se hallaron las configuraciones de pardametros que favorecen la super-
conductividad, encontrandose que a energias de interaccién débiles,
los maximos de la temperatura critica y de la brecha superconductora
se encuentran sobre redes con mayor frustracion geométrica, mien-
tras que a interacciones mas fuertes la temperatura critica y la brecha
superconductora maximas se encuentran cuando la red es cuadrada.

s Cuando —|t| < ¥’ < 0, se encontré que los valores méximos de T, y
A(0) se presentan para llenados de banda (n) mayor que uno (n >
1) mientras que para 0 < t' < || se encuentran para n menor que
uno (n < 1). En particular para una red cuadrada el llenado 6ptimo
corresponde a una banda semillena (n = 1).

» Para una topologia dada (¢ fija), el llenado 6ptimo (nept), es decir el
llenado para el cual T, (A(0)) es maxima, coincide con aquel llenado
n* cuya energia de Fermi concuerda con una singularidad de van Hove
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infinita de la densidad de estados de una sola particula correspondi-
ente, si la energfa de interaccién |U| no es muy grande.

= Por otra parte, conforme |U| aumenta, el llenado éptimo tiende a
1 independientemente de la topologia, y en el limite |U| — oo la
topologia de la red se vuelve irrelevante y n,p; = 1. Mds ain, en este
limite tanto A(0) como T, dependen linealmente de |U].

= El valor del cociente de la brecha 2A(0)/kgT,. cambia de manera no
monoténica con n aunque su valor permanece aproximadamente con-
stante alrededor de ~ 3.5 para un intervalo grande de n.

= El comportamiento de A(T/T.)/A(0) es independiente de la topologfa.

= La discontinuidad normalizada del calor especifico ((Cs — C,)/Chp )
depende de la topologia de la red y en general son mayores que el
predicho por BCS. Para un llenado dado, su valor maximo coincide
con la topologia de la red para la cual ese llenado es el llenado éptimo.

= Se encontraron algunas simetrias en el modelo de Hubbard para el caso
particular de redes triangulares anisotrépicas que relacionan diferentes
topologia de red y llenados de banda con un mismo valor de T, y A

En este trabajo hemos analizado el efecto de la topologia de la red en el
estado superconductor a partir de un hamiltoniano de Hubbard con interac-
ciones intrasitio atractivas. A partir de este modelo sélo es posible obtener
una brecha superconductora con simetria esférica, por lo que para obtener
brechas superconductoras con otras simetrias es necesario generalizar este
modelo para incluir interacciones de salto correlacionado a primeros y se-
gundos vecinos [PEREZ et al., 2005]. Por esta razén y debido a que los super-
conductores orgénicos conocidos hasta la fecha pueden presentar simetrias
p,d 6 f no es posible realizar una comprobacién experimental de este mode-
lo. Sin embargo, se espera que el estudio del modelo generalizado aplicado a
redes triangulares anisotrépicas, donde la frustracién geométrica puede con-
trolarse a través del parametro de salto a segundos vecinos, resulte en un
diagrama de fases del estado base superconductor muy diverso donde puedan
encontrarse estados con brechas superconductoras de simetrias s, p,d 6 f al
variar los parametros del modelo.
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