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Resumen 
En esta tesis se estudia el comportamiento electrónico en sistemas no periódi­

cos dentro del modelo de Hubbard, particularmente la correlación electrónica, la 
localización y el transporte de los electrones en dichos sistemas. Hemos abordado 
el problema de dos electrones interactuantes, el cual puede mapearse a un proble­
ma de una sola partícula en un espacio de mayor dimensión, donde el desorden es 
tratado dentro de la aproximación del potencial coherente (CPA). Los resultados 
del CPA tienen una buena concordancia con los del promedio sobre el ensam­
ble para sistemas finitos, y muestran un incremento de la energía de apareamiento 
conforme crece la diferencia de auto-energía en una aleación binaria desordenada. 
El diagrama de fase del estado base para el desorden en la interacción electrónica 
intra-atómica muestra regiones dond.o el apareamiento está prohibido para sis­
temas diatómicos ordenados pero no para el caso desordenado. Esto muestra que 
bajo ciertas circunstancias el desorden podría ayudar al apareamiento electrónico, 
y consecuentemente a la superconductividad. Por otro lado, hemos estudiado el 
transporte de electrones -íntimamente ligado a la correlación espacial de la fun­
ción de onda de los mismos- en sistemas cuasiperiódicos, los cuales constituyen 
un caso particular del desorden estructurado en los sólidos. Este estudio se rea­
liza dentro del modelo de amarre fuerte usando la fórmula de Kubo-Greenwood a 
temperatura cero. La conductividad de obtenida se compara con Ja de Landauer. 
Hemos dedicado especial atención a los estados transparentes, cuya trasmitancia 
es uno. La conductividad ac de estos estados, como una función de la frecuen­
cia, presenta una mayor disminución que la de los sistemas periódicos, y ambas 
muestran mínimos. Asimismo, se demuestra que la conductividad ac es muy sen­
sible a las condiciones de frontera del sistema. Finalmente, la localización de los 
estados cuánticos se analiza a través del exponente de Lyapunov y de la razón 
de participación. Se demuestra que esta última es una cantidad inapropiada para 
caracterizar los estados críticos en sistemas cuasiperiódicos. 
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1 Introducción 

A partir del surgimiento de la mecánica cuántica a principios del siglo XX, muchas 
propiedades físicas de los cristales se han estudiado en la aproximación del electrón 
independiente [!]. La presencia de la simetría traslacional conduce al llamado teo­
rema de Bloch, el cual indica que la forma de la función de onda electrónica debe ser 
una onda plana modulada por una función periódica [2]. Cabe mencionar que estas 
funciones de ondas son coherentes con el potencial periódico, es decir, no son disper­
sadas por el mismo, por lo que la resistividad eléctrica se debe a las desviaciones de la 
red cristalina originadas por las vibraciones térmicas o la presencia de impurezas [3]. 
Asimismo, el potencial periódico conduce a la estructura de bandas y de ésta se ha po­
dido explicar la diferencia de la conductividad eléctrica por más de treinta órdenes de 
magnitud entre un metal y un aislante [4]. 

En 1958, P. W. Anderson demostró que el desorden en el potencial electrostático 
puede conducir a la localización de los estados electrónicos dentro de la aproximación 
de electrones no interactuantes [5]. Esta predicción se ha confirmado mediante la teoría 
de escalamiento, donde Abrahams [6] encontró que en sistemas de una y dos dimen­
siones todos los estados están localizados independientemente del grado de desorden. 
Para sistemas tridimensionales existen bordes de movilidad que separan los estados lo­
calizados de los extendidos y la ubicación de estos bordes depende del grado de desor­
den. Por lo tanto, el comportamiento metálico o aislante de los materiales amorfos está 
gobernado por la posición del nivel de Fermi con respecto a dichos bordes. 

En los últimos años, han habido evidencias de la existencia de estados metálicos en 
sistemas bidimensionales de baja densidad electrónica en varios dispositivos semicon­
ductores. En particular, S.V. Kravchenko et al. [7] hallaron en un MOSFET (meta/­
oxide-semiconductor field effect transistor) de Si de alta movilidad que al aumentar la 
densidad de electrones, dR/ dT -donde Res la resistencia eléctrica y T la temperatura­
cambia de valores muy negativos a muy positivos, es decir, pasa del comportamiento 
aislante al metálico. Este hallazgo experimental ha renovado el interés en el estudio de 
la correlación electrónica en sistemas desordenados [8], ya que se cree que esta delo­
calización electrónica se debe a la correlación, la cual no fue considerada en la teoría 
de escalamiento de Abrahams. 

Asimismo, se sabe que la superconductividad -fenómeno en el que Jos electrones 
están fuertemente correlacionados- es muy sensible al desorden [9]. En particular, en 
Jos superconductores de alta Te, Ja baja dimensionalidad del sistema y la introducción 
aleatoria de impurezas o vacancias son elementos importantes que deben ser consi­
derados. En general, la descripción teórica de lo que sucede cuando la correlación y el 
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1 Introducción 

desorden están presentes es un problema abierto de gran interés, ya que ambos de por 
sí no son fáciles de tratar por separado. En la presente tesis se estudia el apareamiento 
electrónico en sistemas desordenados dentro del modelo de Hubbard extendido, apli­
cando la aproximación del potencial coherente en el espacio de estados de dos partícu­
las (1 O]. 

Recientemente, ha habido evidencia experimental [11] de la delocalización de elec­
trones no interactuantes en superredes con desorden correlacionado de corto, así como 
de largo alcance [12]. Un caso particular de los sistemas aperiódicos con correlaciones 
de largo alcance lo constituyen los cuasicristales. Durante muchas décadas se creía 
que la simetría rotacional de orden cinco no es compatible con el orden de largo al­
cance. Sin embargo, en 1984, Shechtman, et al. [13] reportaron el primer patrón de 
difracción compuesto <le puntos con simetría cinco en un compuesto de Allvln. A es­
tos materiales que poseen un orden de largo alcance y una simetría rotacional puntual 
incompatible con la traslacional, se les conoce como cuasicristales. 

La red de Fibonacci constituye un caso unidimensional típico de los cuasicristales. 
El estudio de la localización y transporte de electrones en dicha red ha sido de gran 
interés desde la obtención del cuasicristal de Fibonacci en aleaciones (14] y de las 
supe1Tedes de Fibonacci semiconductoras [15] y metálicas (16]. Se ha demostrado que 
los estados electrónicos en redes de Fibonacci no son extendidos ni localizados, sino 
críticos, es decir, cuyas funciones de onda son autosimilares en el espacio real -la 
autosimilaridad de una función se define como la invarianza de la misma ante el cambio 
de escala [l 7]-. Asimismo, el espectro de energía correspondiente es singularmente 
continuo ( I 8] y constituye un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue cero [17], 
es decir, el espectro está fragmentado en infinitas partes y su ancho total de banda 
es cero [19]. Por lo tanto, la conducción electrónica en estructuras cuasiperiódicas 
se espera que no ·Sea balística como en las redes periódicas-ni difusiva como en los- · 
sistemas desordenados (20]. Recientemente, se ha demostrado la existencia de estados 
transparentes con trasmitancia uno en sistemas de Fibonacci mixtos [21], en los cuales 
tanto las autoenergías como las integrales de salto varían de acuerdo a la secuencia de 
Fibonacci. En esta tesis, se estudia el transporte de electrones en redes de Fibonacci a 
partir de la fórmula de Kubo-Greenwood a temperatura cero. Para el caso de, hemos 
confirmado la existencia de los estados transparentes, así como de muchos estados con 
alta conductancia alrededor de los mismos. Para el caso ac, hemos encontrado que 
la conductividad de los estados transparentes, en función de la frecuencia, decae más 
rápidamente que la de los sistemas periódicos [22]. 

La presente tesis se organiza de la siguiente forma: en el capítulo II se hace una re­
visión de los conceptos y métodos empleados en el desarrollo de las investigaciones. 
En el capítulo III se estudia el problema de dos electrones en una aleación binaria 
aléiiforia -dcl1fro efe! hamiltoniano de Hubbard extendido. El problema se aborda por 
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medio del promedio configuracional sobre cúmulos pequeños y los resultados se com­
paran con los obtenidos a partir de la aproximación del potencial coherente. En el 
capítulo IV, se analiza la localización y la conducción de los electrones en sistemas 
cuasiperiódicos. La localización se cuantifica mediante el coeficiente de Lyapunov y 
la inversa de la razón de participación. Asimismo, el transporte electrónico se inves­
tiga usando las fórmulas de Kubo-Greenwood y Landauer. Por último, en el capítulo 
V se da un resumen de los resultados y conclusiones principales de la tesis. 
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11 Fundamentos 

En este capítulo damos una descripción de los tipos de aperiodicidad que conside­
raremos a lo largo de la tesis. En particular, estamos interesados en sistemas con 
desorden sustitucional y en redes cuasiperiódicas. El comportamiento electrónico en 
estos sistemas se estudia, en primera aproximación, a través de un hamiltoniano de 
electrones independientes -el modelo de amarre fuerte- el cual se usa en esta tesis para 
el análisis de las propiedades de transporte y de localización. La correlación electrónica 
se investiga dentro del modelo de Hubbard usando la técnica de la función de Green 
y de la aproximación del potencial coherente. Con el fin de cimentar el trabajo de 
la presente tesis, en las siguientes secciones se discutirá en detalle cada uno de los 
conceptos mencionados. 

11.1 Desorden en Sólidos 

El desorden se define generalmente con respecto a cierto orden, es decir, se origina a 
partir del rompimiento del mismo. En los sólidos puede existir el orden traslacional, 
rotacional, de inversión, de espejo, de corto y largo alcance. En particular, un sistema 
puede no poseer uno o más de estos órdenes y conservar el resto. Por ejemplo, los 
cuasicristales tienen orden rotacional de largo alcance, el cual podría ser de simetría 
cinco, con ausencia de simetría traslacional. El arreglo atómico en los sólidos se in­
vestiga principalmente a través de experimentos de difracción, los cuales producen pa­
trones de intensidad relacionados con la transformada de Fourier del arreglo atómico. 
El orden de largo alcance conlleva a un número finito -posiblemente muy grande- de 
componentes de Fourier, y, por lo tanto, a un patrón de difracción de puntos [23]. 

El mayor grado de orden espacial se encuentra en un cristal. Físicamente pensamos 
en una red de átomos o moléculas idénticos, empaquetados uniformemente en hileras 
y planos regulares que llenan el espacio disponible. Matemáticamente, nos referimos a 
la invarianza bajo las operaciones de traslación de una red; la situación fisica en algún 
punto r del espacio se reproduce exactamente en cualquier otro punto del conjunto 

r+T=r+n1a1+n2a2+n3a3, (1) 

donde a1, a2 y a3 son tres vectores no coplanares y n1, n2 y n3 son números enteros. 
En los cristales también se aplican las operaciones puntuales de grupo, tales como 
rotaciones alrededor de un eje, reflexiones o inversiones, las cuales transforman el 
sistema en sí mismo. En particular, en las redes cristalinas la simetría traslacional debe 
ser compatible con la simetría rotacional en cada punto de la red, lo cual conduce a las 
14 redes de Bravais [!]. 

En general, en el estudio de los sistemas no cristalinos, tales como los sólidos amor­
fos y los cuasicristales, los teoremas que se demuestran para los cristales deben ser 
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II. l Desorden en Sólidos 

revisados y muchos de ellos ya no son válidos. Sin embargo, algunos rasgos de la red 
cristalina se pueden preservar. En una aleación sustitucional aleatoria, por ejemplo, 
ya no podemos asegurar que un tipo de átomo que se encuentra en r se encontrará en 
r + 1, a pesar de que la red puntual sigue siendo periódica. 

A continuación describiremos las redes aperiódicas que son de interés en esta tesis 
para el estudio de sus propiedades electrónicas. 

DESORDEN SUSTITUCIONAL 

El tipo más simple de desorden es el de una aleación sustitucional aleatoria [24]. Fre­
cuentemente es posible encontrar que un átomo A se reemplaza en un cristal perfecto 
por otro átomo B con una perturbación muy ligera en la red cristalina. Cuando los 
sitios sustituidos no forman una red regular tenemos un ejemplo de desorden sustitu­
cional. 

En general, los sólidos pueden considerarse como una red puntual más una base de 
átomos. Para el caso de la aleación sustitucional aleatoria, dicha red puntual es perió­
dica y la decoración de cada punto (la base) puede variar de punto a punto con una 
determinada probabilidad; por ejemplo, en la aleación binaria AxBi-x las probabilida­
des de encontrar los átomos A y B son x y 1 - x, respectivamente, si suponemos que 
los átomos se distribuyen completamente al azar. 

DESORDEN TOPOLÓGICO 

En el desorden topológico se abordan sistemas donde la red de puntos no es un 
arreglo ordenado. Introducimos un conjunto de vectores {R;}, donde R; son las coor­
denadas del átomo i-ésimo en el espacio real. Por simplicidad supongamos que los áto­
mos són quírnicamenté iOénticos.-Los valores permitidos de~las coordenada-s atómicas -
están restringidos por la física de los átomos del sólido, es decir, el arreglo topológico 
del material depende fuertemente de Ja penetrabilidad y la isotropía de la interacción 
entre átomos vecinos. 

Cadenas Lineales Desordenadas 

Si el conjunto de cantidades escalares { R;} representa el arreglo de átomos a lo largo 
de una línea, tenemos una cadena lineal. Una cadena ordenada se define mediante el 
conjunto 

R1 =la, 
donde l es un entero y a es el parámetro de la red. Si las distancias R; son variables 
aleatorias, tenemos un sistema unidimensional desordenado topológicamente. 

- -- - ---- -g1 estudio de dicho sistema no-es meramente un ejercicio académico. En el benzoato 
de cobre (C1l (C5H5C00)2 · 3H20), por ejemplo, el empaquetamiento de grandes 
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11 Fundamentos 

grupos planos de benzoato permite que los iones magnéticos de cu++ estén dentro 
de la distancia de la interacción de intercambio a lo largo del eje e, y mantiene estas 
cadenas bien apartadas en las direcciones a y b de la red monoclínica (25]. Se dice que 
este material es un antiferromagneto lineal simple de Heisenberg. Un comportamiento 
similar se encuentra en el diclorato de dipiridina de cobre ( C'uCl2.2NC5H5 ), donde la 
interacción de intercambio pasa a través de los enlaces Cu - Cl - Cu entre los iones 
de Cu++ en cadenas a lo largo del eje c. Se ha encontrado una clase de materiales 
inorgánicos con cadenas magnéticas con la fórmula general ( AlkM agH al3), en donde 
Al k representa un metal alcalino, M ag es un ión magnético de un metal de transición 
y H al es un halógeno. 

Un ejemplo de cadena electrónica lo constituye el polímero "inorgánico" de nitruro 
de azufre (SN),., el cual muestra conductividad metálica debido al transporte elec­
trónico a lo largo de cadenas extendidas de enlaces químicamente no saturados (26). El 
comportamiento metálico lineal también se observa en el grupo de tetracianoplatinatos 
[27). Los metales lineales más interesantes son análogos a una sustancia nombrada, en 
forma abreviada, (iV M P) (TCNQ), los cuales tienen la conductividad eléctrica más 
alta entre los sólidos puros orgánicos (28, 29). 

CUASI CRISTALES 

El año de 1984 trajo una gran sorpresa en el campo de la cristalografia. Todos los 
grupos puntuales consistentes con la periodicidad habían sido listados desde el siglo 
XIX (30). En particular, el grupo puntual icosaedral no está permitido. Sin embargo, 
se ha reportado un bello patrón de rayos-X con simetría icosaedral en compuestos de 
AlMn preparados mediante enfriamiento rápido [13), La teoría apropiada fue desa­
rrollada independientemente por D. Levine y P, Steinhardt [31), quienes acuñaron las 
palabras cuasicristal y cuasiperiódico. 

Los cuasicristales son una realización intermedia entre la red periódica y los sis­
temas desordenados. Se caracterizan por no tener periodicidad; sin embargo, el arreglo 
atómico no se distribuye al azar sino bajo ciertas reglas bien definidas y puede llenar 
el espacio. Por ejemplo, para el caso unidimensional, la llamada cadena de Fibonacci 
puede construirse empleando un proceso de inflación comenzando con dos segmentos 
de longitudes A y B [32), Se adopta la regla A --+ AB y B --+ A, la cual conduce 
a las secuencias consecutivas So = A, S1 = AB, S2 = ABA, S3 = ABAAB, 
S4 = ABAABABA, S5 = ABAABABAABAAB, etc. Esta secuencia está rela­
cionada con los números de Fibonacci dados por 

Fn = F,,_¡ + Fn-2, con Fo = 1 y F1 = 2. 
Los números de Fibonacci satisfacen la siguiente relación: 

Fn+I (1 + J5) 
-- = T = ~---'- = 1.61803398 ... , 

F,, 2 
lim 
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11.2 Correlación Electrónica 

siendo T la razón dorada. 
Existen otros métodos para construir sistemas cuasiperiódicos, por ejemplo, el méto­

do de corte y proyección genera redes cuasiperiódicas en un espacio d-dimensional a 
partir de una estructura periódica en un espacio N-dimensional (con N > d) (32). 

Definimos f (x, y) como una función periódica en las direcciones x y y; por lo tanto, 
la descomposición de Fourier de esta función lleva a 

f (x, y)= L O:p,q exp (2i7r (px + qy)). 
. p,q 

La función cuasiperiódica g (x) = f (x, y = x/T) en un espacio unidimensional es 
una restricción de· una función periódica en el espacio bidimensional hacia una línea 
recta con pendiente irracional. 

El método de corte y proyección se ilustra en la Fig. 2.1 para la construcción de 
la cadena de Fibonacci. Definimos una ventana de ancho B a lo largo de una línea 
D de pendiente p. Los vértices de la red cuadrada en el espacio bidimensional que 
se encuentran en la ventana se proyectan perpendicularmente sobre D. Estos puntos 
proyectados generan una secuencia de dos longitudes diferentes A y B, de modo q~e 
A/ B = p. Cuando p es racional, la cadena es periódica, mientras que cuando es 
irracional, la cadena se hace cuasiperiódica. La cadena de Fibonacci corresponde a 
una pendiente p = l/T. · 

. . . . . . . . . . . ..... \ . 
, .• \ fT\') ' 

-'!' • \ \.U • • • • • • • • • • ·~.,..•.-··•·¡.;9' 
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11.2 Correlación Electrónica 

Una vez definido el aiTeglo atómico del sistema, requerimos introducir el hamiltoniano 
para estudiar sus propiedades electrónicas. Dentro de un sólido real los electrones se 
encuentran en constante interacción. Existen fenómenos, tales como la conductividad 
eléctrica y la capacidad calorífica, cuyos análisis pueden realizarse adecuadamente sin 
considerar explícitamente la interacción entre electrones sino como un apantallamiento 
estático de la red, es decir, en estos fenómenos es suficiente suponer una teoría de elec­
trón independiente. Para otros fenómenos, como por ejemplo la superconductividad y 
el efecto Hall cuántico fraccionario, dicha teoría no es satisfactoria para describirlos: 
se requiere de un modelo que tome en cuenta las interacciones electrónicas en forma 
dinámica. En la presente tesis abordaremos ambos tipos de fenómenos. El objetivo 
de esta sección es introducir el hamiltoniano que requerimos para abordar el problema 
de la correlación electrónica, y en la sección 11.3 definiremos un modelo de electrón 
independiente. 

Una de las formas más generales y simples de incluir la interacción electrón-electrón 
es el modelo de Hubbard, el cual está expresado en el lenguaje de la segunda cuan­
tización, es decir, es un escenario de muchas partículas; en la siguiente subseccion 
detallaremos este lenguaje. 

Formalismo de Segunda Cuantización 

Una forma conveniente de escribir el hamiltoniano de muchas partículas es mediante 
el uso de los llamados operadores de creación (af) y de aniquilación (a;) de excita­
ciones en el estado i-ésimo del sistema [33]. Cuando estas excitaciones son fermiones, 
que es el caso de los electrones, estos operadores obedecen las siguientes relaciones de 
anticonmutación: 

{ 
[a;,at]+ = aiat +ata;= Óij, 

[at,at]+ = [a;,ail+ =O. 

Los operadores at y ai actúan sobre funciones de onda en la representación de números 
de ocupación: 

11,V) = lni, n2, n3, ... , ns), 
donde n; es el número de partículas que se encuentran en el estado i-ésimo, cuyos 
valores están limitados a O o 1 para el caso de los fermiones, y S es el número de 
estados que posee el sistema. Por ejemplo, [1 1,02, 13, 14) = aiatat IO), donde IO) 
es el estado vacío para estas excitaciones. Definimos al operador at que crea una 
partícula en el estado i-ésimo del siguiente modo [33, 34]: 

at [ni n2, ... , n;, ... , ns)= (-lt(i) Jl -· n; In;, n2, ... , n; + 1, ... , ns), (2) 
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donde 
i-1 

n(i)=Lni. 
J 

Análogamente, definimos el operador a; que destruye una partícula en ese estado: 

a; ln1, n2, ... , n;, ... , n.~') = (-l)"(i) foi ln1, nz, ... ,n; - 1, ... , nN). (3) 

Podemos reescribir las Ecs. (2) y (3) en forma abreviada como: 

at In;)= (-l)"(i) yfl - n; In;+ 1), a; In;)= (-l)"(i) Jniln; -1). 
entonces, 

Es fácil convencerse que se cumplen las siguientes relaciones: 

at l l;) = O y a; IO;) = O, 
donde el símbolo O indica un estado con módulo cero. Asimismo 

ata; IO;) =O, ata; ll;) = ll;), 
por lo que es evidente que el operador n;, definido como 

n; =ata;, 
juega el papel del operador de número de ocupación del estado i-ésimo. 

Hamiltoniano de Hubbard 

El hamiltoniano que describe la correlación electrónica en sólidos expresado en la 
base de las funciones de Wannier, las cuales están centradas en los sitios atómicos y 
son ortogonales entre sí, se conoce como el hamiltoniano de Hubbard. En el modelo 
de una sola banda este hamiltoniano está dado por [35) 

H __ I: ~;_at,ai,<T + L tijataaj,a + ~ L L (ijl ~ lkl) ata_aj,a'(Ll,a'~~,..,~~~ 
i 1rr i,j=/:-i,rr í,j,k:l rr.rr1 

donde e; es la energía que cuesta colocar un electrón en el estado de Wannier asociado 
al sitio i-ésimo, (el cual supondremos que es de simetría s ), t;j es proporcional a la 
probabilidad de salto entre los sitios i y j, u = T, l es el espín de los electrones y 
(ijl ~ lkl) es . 

(ijl ~ Jkl) = e2 J j drdr'q/ (r - R.;)</> (r - ~;)!:,~r' -Rj) </> (r' - Ri), (S) 

siendo <P (r - R.;) la función de Wannier centrada en el sitio con vector de posición 
R.;. 

La mayoría de los fenómenos físicos ocurren alrededor del nivel de Fermi y, para 
ciertos casos, dichos fenómenos pueden describirse a partir del modelo de una sola 
banda con simetría s; por ejemplo, en los superconductores de alta temperatura crítica 
existen tres bandas cercanas al nivel de Fermi y éllas se pueden representar razonable­
mente bien mediante modelos de una sola banda [36). El término dominante en la Ec. 
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(5) es U; ( iil ~ jii), el cual para los electrones 3d en metales de transición es del 
orden de 20eV. El siguiente término en importancia es V;j _ (ijj ~ jij), siendo i y 
j vecinos más cercanos; estas integrales son del orden de 6e V para los electrones 3d 
[35]. 

El principio de Pauli requiere que para las contribuciones U;, a = -a'. Con estas 
consideraciones, obtenemos el llamado hamiltoniano de Hubbard extendido [37]: 

H = L E:;atrrai,a + L t;ja((Taj,rr + L U;ni,¡nu + ~ L Vijninj, (6) 
i,a (i,j).rr · (i,j) 

donde n;,rr = ataai,rr y la ocupación electrónica total en el sitio i es n; = n;, r + nq. 
Los parámetros U; y Vij son las interacciones electrónicas intra-atómica en el sitio i e 
inter-atómica en los sitios vecinos i y j, respectivamente. Dicho hamiltoniano -Ec. (6)­
lo emplearemos en esta tesis para analizar el problema de dos electrones interactuantes 
en redes desordenadas. 

11.3 Modelo de Amarre Fuerte 

En la presente sección nos restringiremos a discutir un modelo dentro de la aproxi­
mación de un solo electrón; este modelo nos permitirá analizar las propiedades de 
transporte y localización de electrones en redes cuasiperiódicas. 

La ecuación de Schrodinger estacionaria para este caso puede escribirse como 

H jw) = [-~\72 + v (r)l lw) =E lw), (7) 
2rn J 

donde l'll) es la función de onda de un electrón sujeto al potencial V (r) de los áto­
mos del sólido, el cual para un cristal es una función periódica y consecuentemente 
1 w) puede ser una función de Bloch [!]. Un camino alternativo a la teoría de Bloch, la 
cual se aplica únicamente a redes periódicas, es expresar la función de onda jw) como 
una combinación lineal .de las funciones de Wannier; el hamiltoniano de electrones in­
dependientes escrito en esta base se conoce como el hamiltoniano de amarre fuerte. 
La aproximGZción de amarre fuerte consiste en sustituir las funciones de Wannier por 
orbitales atómicos, kls cuales no son ortogonales entre sí. Esta aproximación es im­
portante cuando se desea conocer la dependencia explícita de la función de onda en el 
espacio real. Por simplicidad, consideraremos sólo orbitales tipo s y omitiremos en la 
función de onda los índices de espín debido a que el hamiltoniano no depende de éste, 
es decir, 

N 

i'll) =¿e; li), (8) 

i=l 
donde !V es el número total de átomos del sistema, que en esta tesis tomaremos como 
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una cantidad finita. 
Sustituyendo la Ec. (8) en la Ec. (7) y multiplicando por la izquierda con el bra (j[, 

se tiene que 

donde 

/\' 

(Ej - E) Cj + ¿ tj;C; =O. 
i#j 

(9) 

Ej = (jf HU) y tjí - (j[ H fi) (10) 

son los elementos diagonales y fuera de la diagonal, respectivamente, de la repre­
sentación matricial del hamiltoniano H = - ;

2 
\72 + V ( r) en el espacio de las fun-_,n 

ciones de Wannier. De esta forma, las ecuaciones (9) pueden escribirse matricialmente 
como: 

(H-El)c=O, (JI) 

donde 1 es la matriz identidad de tamaño N x N y H es la matriz correspondiente al 
operador H, el cual en la notación de Dirac puede escribirse de la siguiente forma: 

N .\· N 

H = ¿ Ej fj) (jf + ¿ L tji fj) (if, (12) 

j=l j=I ifoj 

y c es el vector columna cuyas componentes son los coeficientes e; de la Ec. (8) : 

c= 

C¡ 

C2 

CN 

En general, el potencial V ( r) tiene contribuciones de las interacciones con todos 
~~~~!~os iones~<l_e~la.r.ed Y~deLapantallamiento~debido a.los. demás.electrones,.por Jo.que. los .. ~~- . 

parámetros Ej y tj; son dificiles de calcular en forma analítica. En la práctica, estos 
parámetros se ajustan a partir de datos experimentales. Por lo tanto, el hamiltoniano 
de la Ec. (12) pertenece a los métodos semi-empíricos. El caso más sencillo dentro 
del modelo de amarre fuerte es considerar únicamente los saltos a primeros vecinos, 
es decir, t;j =I O sólo si i y j son vecinos más próximos; esto se conoce como la 
aproximación de primeros vecinos. 

Hay diversas formas de resolver el problema descrito por el hamiltoniano de la Ec. 
(12); la más común consiste en diagonalizar directamente el hamiltoniano a partir de la 
ecuación matricial de valores propios -Ec. ( 11 )-. Otras dos técnicas, que emplearemos 
en el desarrollo de la presente tesis, son: el empleo de las Funciones de Green y el 
método de la matriz de transferencia, las cuales discutiremos en las secciones 11.4 y 
II. 7, respectivamente. 
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Solución para Sistemas Ordenados 

Como un ejemplo del camino a seguir para determinar las energías de un electrón 
y sus correspondientes funciones de onda en una red a partir de las ecuaciones (9), 
resolveremos el problema del arreglo monoatómico periódico. Dentro de la aproxi­
mación de primeros vecinos, los elementos diagonales y fuera de la diagonal son Eo y 
t, respectivamente. Debido a que el sistema es homogéneo, tenemos 

H = Eo L IJ) (ji+ t L IJ) (il, (13) 

j (i.j) 

donde ( i, j) indica que los sitios i y j son vecinos más próximos. Las funciones de 
Bloch se relacionan con las de Wannier mediante la transformada de Fourier [38], es 
decir, 

l IJ!k) = _1_ L eik R, li) . 
,¡¡¡ i 

Comparando la Ec. (14) con la Ec. (8), encontramos que 

C¡ = _l_eik·R, 
,¡¡¡ 

Sustituyendo la Ec. ( 15) en la Ec. (9), obtenemos: 

Ek = Eo + t L eik(R,-Il-0), 

(.j .O) 

( 14) 

(15) 

(16) 

donde Ro es la coordenada de un sitio arbitrario de la red. Para redes cristalinas sim­
ples, tales como la cadena unidimensional, la red cuadrada y la red cúbica simple, la 
Ec. (16) da la siguiente relación de dispersión: 

d 

Ek = Eo + 2t L cos k;a, ( 17) 

i=l 

donde d y a son la dimensionalidad y el parámetro de la red, respectivamente, mientras 
que k; es la componente del vector de onda k sobre la dirección de los primeros átomos 
vecinos. Para los tres redes anteriores existe un intervalo de energías permitidas, lla­
mado banda de energía, la cual es simétrica respecto a Eo y se extiende desde co - Z ltl 
hasta co + Z ltl, donde Z es el número de vecinos más proximos. Por consiguiente, 
2Z ltl es el ancho de la banda. 

De la Ec.( 16) podemos encontrar los límites de la banda de energía para redes 
cristalinas de cualquier dimensión (Teorema de Perron y Frobenius) [24]: 

IEk - col= ltl L eikR, < ltl L leikR,I = Z ltl. (18) 

l¡fO l¡fO 

Cabe mencionar que este teorema no asegura que las bandas de energías sean simétri-
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cas respecto a en. Hay redes cristalinas, tales como la red triangular o la /ce, que no 
tienen dicha simetría debido a la frustración de los estados antienlaces (39, 40], es de­
cir, estas redes contienen anillos cuyos números de lados son impares, lo que implica 
la existencia de un enlace en el que el cambio de fase de la función de onda es cero 
[ 41]. 

JI.4 Función de Green 

Desde un punto de vista puramente matemático, el uso de la función de Green cons­
tituye un método auxiliar para la solución de ecuaciones diferenciales inhomogéneas, 
como por ejemplo, la Ec. (7). Sin embargo, desde la perspectiva de la fisica, la función 
de Green adquiere una imponancia propia, ya que diversas propiedades de los sólidos 
medibles en el laboratorio, tales como la densidad de estados, la respuesta Raman e 
infrarrojo, así como el transporte, pueden calcularse a partir de ella (42]. La función de 
Green la emplearemos en esta tesis para determinar la estructura electrónica que genera 
el hamiltoniano de amarre fuerte. En la presente sección la introduciremos a partir de 
su significado fisico, que está relacionado con la correlación espacial y temporal de 
una partícula en el sólido. 

La función de Green retardada -la causal- para los operadores de creación y aniqui­
lación se define como (43] 

G~ (t - t') = ( (ai (t); aj (t')) )n =~~e (t - t') \[a; (t) ,aj (t')]+J, (l9l 

donde 

e (t) = { 1 s~ t > o 
Ü SI t < Ü (20) 

~~~es la función escalón y"(···) indica el promedio sobre un ensamble gran canónico. La 
ecuación de movimiento para la función de Green G~ (t) es: 

in:t ((a; (t) ;aj (O)))R = 27íó(t) \[a; (t) ,aj (O)]+J +(([a; (t) ,H]; aj (O)))R' 
(2 l) 

donde H es el hamiltoniano del electrón independiente, Ec. (12), el cual podemos 
reescribir empleando los operadores de creación y aniquilación del siguiente modo: 

H = L Eiata; + L L t;jªfªj· (22) 

i (i,j) 

Entonces las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para dichos operadores están 
dadas por 

iñ :ta; (t) = [a; (t), H) = E;a;(t) + L t;jaj (!). 
(i ,j) 
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Considerando la Ec. (23), se tiene de la Ec. (21 ): 

in :t G~ (t) = 27f8 (t) ( [a;(t), aj (O)]+)+ E;G~ (t) + L, t;eG~ (t). (24) 

e 
Introduciendo la transformada de Fourier de la función de Green como 

GR (E) = - d (t - t') GR (t - t') exp [iE (t - t') jn] 1 ¡00 

27f -00 

de la Ec. (24), o\:;tenemos la ecuación de movimiento de [G (E)];j = GB (E): 
(E - H) G (E) =l. (25) 

En esta ecuación la energía E debe ser reemplazada por una variable compleja E+ is 
con s -> O para evitar las divergencias de la función de Green; consecuentemente, 
G (E) = lim8 _,0+ G (E + is). En la notación de Dirac, la función de Green puede 
escribirse de la Ec. (25) como 

G(E) = L In) (ni, 
E-En 

n 

donde H In) = E,, In) y Ln In) (ni = l. 
Usando la identidad [44] 

hm . = P - :::¡: nr8 (x), . 1 (1) . 
y-;Q X± zy X 

donde P (z) es la parte principal de z, y de la Ec. (26), tenemos que: 

G (E) = P ( ~ ~i~ (in) -i7f ~ 8 (E - En) In) (ni. 

Evaluando la traza en cualquier representación completa: 

TrG(E) = P (¿,E~ En)-i7r "L,o(E- En). 
n 11 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

La cantidad Ln 8 (E - En) es la densidad de estados (DOS) en la energía E, es 
decir, DOS (E) dE da el número de estados cuyas energías están en el intervalo 
[E, E+ dE]. Entonces, de la Ec. (29) se obtiene 

1 
DOS (E) = -- Im {TrG (E)}, 

7f 
(30) 

ecuación que emplearemos en esta tesis para el cálculo de la densidad de estados en un 
sistema desordenado. 

Cadena Monoatómica Periódica 

En esta subsección discutiremos como un ejemplo el cálculo de la densidad de esta­
dos para la cadena monoatómica periódica en el modelo de amarre fuerte. 
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La relación de dispersión de la Ec. (17) en el caso unidimensional es 

Ek = t:o + 2t cos ka, 
y las funciones de onda están dadas por la Ec. (14): 

l
ff, ) 1 ~ ikja 1 ·) 
"'k =,¡¡:¡~e J, 

J 

(31) 

(32) 

donde hemos considerado que Rj = ja. Los elementos de matriz de G (E) se obtienen 
sustituyendo las Ecs. l3 l) y (32) en la Ec. (26): 

(R liJ!k) (IJ!kl m) a frr/a eika(C-rn) 

(RIG(E)lm) = L E-E = 27r dkE-t: -2tcoska· (33> 
k k -rr /a O 

Evaluando esta integral y empleando la Ec. (30), encontramos la densidad de estados 
f 45]: 

DOS (E) = - N Im { (OI G (E) IO)} = N e (2t - IE - t:ol) ' 
7r n J4t2 - (E - t:o) 2 

donde B( x) es la función escalón definida en la Ec. (20) y hemos tomado en cuenta 
que en este caso los elementos diagonales de G (E) son iguales, digamos, al valor en 
el sitio R = O. 

11.5 Aproximación del Potencial Coherente (CPA) 

Para un sistema desordenado existen muchas configuraciones microscópicas consis­
tentes con los parámetros termodinámicos del sistema; el conjunto de tales configura­
ciones constituye un ensamble. En consecuencia, las cantidades físicas del sistema se 
deben promediar sobre dicho ensamble. Por ejemplo, definimos if¡_densida.d de esta-

----aos de-los-sistemas desordenados como el promedio de la Ec. (30Y sobre el ensamble 
de configuraciones: 

DOSp(E) = \-! Im {TrG (E)})= - ! Im {Tr (G (E))}. (34) 

Es deseable tener una aproximación simple y moderadamente realista para calcular 
el promedio sobre el ensamble de la función de Green, (G (E)). Hacia el final de la 
década de los años sesenta se desarrollaron varias investigaciones diferentes entre sí 
cuyas conclusiones convergen a la aproximación del potencial coherente (CPA) [46, 
47. 48, 49]. El concepto en sí no es original, en el sentido de que el CPA es un tipo de 
aproximación de campo medio, análogo a la teoría de campo molecular en magnetismo 
[50). El método del CPA fue empleado en el estudio de las propiedades de excitaciones 
elementales individuales en aleaciones binarias desordenadas por Taylor [51) y Soven 

--- - (52]. - . 
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El CPA calcula (G) a través de un hamiltoniano efectivo Heff de una red perfecta­
mente periódica en el esquema de amarre fuerte, 

Heff =a (E) L lj) (ji+ t L L lj) (il, 
j j (i.j) 

el cual se caracteriza por tener una autoenergía (llamado potencial coherente) a de­
pendiente de la energía E, que generalmente es compleja. La función de Green de 
una configuración particular del ensamble, G, se expande en términos de la función de 
Green efectiva, la cual según la Ec. (25) puede escribirse como 

Geff=(E-He¡¡)-1
, (35) 

y de la perturbación 
W - H - Heff· (36) 

Consideraremos una aleación sustitucional en la que las autoenergías e; pueden tomar 
valores aleatorios. Por simplicidad, supondremos que las integrales de salto t;j son 
iguales a t, independientemente de los tipos de átomos situados en i y j, es decir, la 
perturbación IV mide en este caso la desviación de las autoenergías de la configuración 
respecto del potencial coherente (aún desconocido) de la red efectiva: 

w = ¿w;, (37J 
i 

donde cada potencial dispersivo W; es 
W; = [t:; - a(E)] li) (il - w; !i) (il. (38) 

De las Ecs. (25), (35) y (36) tenemos 

G (E- Heff-wr 1 = { (E-Heff) [1- (E-Heff)-1 w] }-
1 

[1- (E- Heff)-1 w]-1 
(E - Heff)-1 

= (1- GefflV)-1 Geff 

(1 + GeffW + GeffWGeffW + GeffWGeffWGeffW + ... ) Geff· (39) 

A partir de aquí, podemos continuar el desarrollo de la Ec. (39) de dos maneras 
equivalentes; una conduce a la llamada Ecuación de Dyson: 

G = Geff + GeffW (Geff+ GeffWGeff+ GeffWGeffWGeff+ .. . ) 

= Geff + GeffWG, (40) 

de donde los elementos de matriz de G son 

(mi G In) = (mi Geff In)+ L (mi Geff lt') vVc (t'I Geff lm) 
e 

+ L (mi Gefflt') We (t'I Geffle') We- (e'I Gefflm) +.... (41) 

e,e1 

La Ec. ( 41) puede representarse gráficamente como indicamos en la Fig.2.2. El ele­
mento de matriz (rnl G In) del sistema desordenado se representa con una doble raya 
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horizontal, mientras que el del medio efectivo (o no perturbado), (mi Getr In), con una 
raya simple horizontal. Las líneas verticales con un círculo representan las dispersiones 
\Ve producidas por las impurezas. El renglón superior de la Fig. 2.2 representa las dis­
persiones debidas a sitios diferentes, mientras que los siguientes renglones indican las 
dispersiones múltiples debidas a un mismo sitio. En cada ténnino del diagrama, el 
número de líneas verticales indica el orden en W y el número de círculos da el número 
de dispersores diferentes. Por convención, el tiempo corre de izquierda a derecha. Al 
realizar la suma sobre sólo algunos tipos de términos obtenemos esquemas aproxima­
dos para el cálculo de (G), como veremos más adelante. 

::;z - -7-: + _l_ + .ll + lli + jfil 
m 11 m 11 ..¡.._L._ +M _,_11..&_ +fil _,__filt 

- ···00 

+llL _lL+M ~A 
t- _&_ + il t _,¿_ . .11::,._ 

+_&_ +LL +M +_k._ +A 
+A 

Fig. 2.2. Diagrama de la expansión en serie del elemento de matriz (mi G In) de la función de 
Green de un sistema desordenado. Ec. ( 40). 

La otra forma de escribir la Ec. (39) es mediante la definición de un operador de 
transición T [24]: 

(42) 

donde 

T = !V+ WGerrW + WG 0rrWGetrW .. . 
!V (1 + GetrW + GerrWGerrW + ... ) . (43) 

---·-· - ~-El promedio de la funtióil-deGree-npueoe oetérminarse empleando cualql.lierade-- -
las Ecs. ( 40) o ( 42); de la primera de estas se obtiene 

(G) = Getr+ Gerr(WG), (44) 

en donde hemos considerado que (Getr) = Geff porque el medio efectivo no depende 
de las variables estocásticas {E;}. 

Usando la Ec. (42), el promedio de la función de Green se puede expresar altemati-
vamente como 

( G) = Getr + Geff (T) Geff· 
La suposición básica del CPA es hacer que 

(G) ~ Gerr, 
condición que se cumple si 

(45) 

(46) 

~)~o. ~1> 
---- ---paráenconfrar las condiciones en las que se puede satisfacer fa Ec. (47), es necesario 

conocer la estructura del operador T. A continuación, analizaremos dicho operador 
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para los casos de una y muchas impurezas. 

Una Sola Impureza 

Consideramos una red monoatómica periódica descrita por el hamiltoniano de la Ec. 
(13), que ahora denotaremos como el hamiltoniano no perturbado Ha, 

Ha =Ea L ll) (ll + t L ll) (l'I, 
l (1.1') 

y una perturbación en el sitio /!,, donde la autoenergía es Ee = Ea + we. Deseamos 
encor..trar la función de Green, G, para el sistema perturbado a partir de la cmTespon­
diente Ca de la red sin impurezas; para ello, podemos aplicar el formalismo de las Ecs. 
(42) y (43) haciendo W = We, T =Te y Geff = Go, es decir, 

G = Ca + GoTrGo, 
donde 

Te= TVe (1 + GoWe + GoWeGoWe + ... ) = We (1 - GoWe)-1
, (48) 

o bien, sustituyendo en esta ecuación a la Ec. (38): 

Te we IC) (CI (1 + Gowe IC) (CI + Gowe IC) (CI Gowe IC) (CI + ... ) 
= wc IC) (CI + we IC) (CI Gowe IC) (CI + we lt) (CI Gawe IC) (CI Gowe IC) (€1 + ... , 

(49) 

es decir, 
we 

Te = 1 - we (CI Go IC) IC) (CI . (50) 

Como referencia para la Ec. (55) que veremos más adelante, queremos hacer notar que 
la Ec. (49) también puede reescribirse como 

Te = we IC) (CI + w1Gowe IC) (t'IC) (CI + weGowe IC) (CI Gowe IC) (Clt') (CI + ... 
= (l+GaWe)- 1 We. (SI) 

Obtenemos la función de Green G del sistema con una impureza inmediatamente 
sustituyendo la Ec. (50) en la Ec. (42): 

we 
G = Go + Go 1 _ wc (t'I Go IC) IC) (CI Ca. 

Por lo tanto, los polos Ep de G producidos por la impureza We se obtienen al re­
solver la ecuación 

1 
(CI Go (Ep) IC) = -. (52) 

We 
Este resultado nos muestra que Ep debe quedar afuera de la banda de la red per-

fecta porque We es una cantidad real y, fuera de la banda, (CI Go (E) IC) tiene parte 
imaginaria cero [45]. 
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Muchas Impurezas 

Cuando existen muchas impurezas, el operador T se convierte en una función muy 
complicada del conjunto {Te} de las dispersiones producidas por las impurezas indi­
viduales. Este hecho tiene como consecuencia que el promedio de la serie resultante 
de la Ec. (43) en general no pueda ser resumida en forma exacta; por ello deoemos 
recurrir a algún tipo de aproximación que permita evaluar (T), y eventualmente, (G). 

De la definición de T, Ec. (43), tenemos 

T = W [l + Gerr(W + WGerrW + ... )] = W (1 + GerrT) 
y sustituyendo en ésta la Ec. (37) 

T = L We (1 + GerrT) = L Qf, 
1 e 

donde definimos el dispersor Qe del sitio e por 

Qe - We (1 + GerrT) . 
Sustituyendo la Ec. (53) en la Ec. (54) obtenemos 

Qe = We (1 + Gerr L Qm) , 
171 

o bien, 

(53) 

(54) 

Qe = (1 -WeGerr)- 1 We (1 + Gerr L Qm) (55) 

m¡i€ 

~~~~S~u~s~ti~tuyendo la Ec. .. ( 5 ll-el)s;ribiend_Q Getr en vez de Go- en la Ec. ( 5.5.): 

Qe = Te (1 + Gerr L Qm) ; (56) 
m;# 

iterando esta ecuación tenemos 

Qe = Te (1 + L GerrTm + L L GerrT,nGerrTn 
m¡i€ m#fn¡im 

+ L L L GeffT,nGerrT,,GerrTk + .. ·) , (57) 
m¡iCn¡im k¡in 

donde podemos observar que el operador Qc contiene, aparte de la dispersión indi­
vidual1c del sitio t; el efecto de las aispersiünes múltiples de dos, tres, "cuatro, efC. 
sitios. 
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Sustituyendo la Ec. (57) en la Ec. (53): 

T = L Te+ L L TeGeffTm + L L L T1GeffT,nGeffTn 

(58) 

( mff nfm kfn 

o, en forma cerrada: 

T = LTn (1 +Geff L Qm) 
n. 1nf.n 

Promediando sobre el ensamble de las posibles realizaciones del desorden: 

(T) = L (re (1 +Geff LQm)) · 
e mfe 

Sumando y restando el término Geff (Ta) Geff L,3fo (Qf3) Geff, obtenemos 

(T) = L (Te) (1 + Geff L (Qm)) + L j TeGeff L (Qm - (Qm))) (59) 

e mfe e \ mf{ 

Hasta aquí hemos encontrado una relación entre (T) y (Te) en forma exacta. El CPA 
hace la hipótesis de que 

(Te) = O, (60) 

y se ignoran las fluctuaciones dadas por el segundo término en la Ec. (59), es decir, 

(
TnGeff L (Qm - (Qm)));::::: Ü. 

mfn 

En resumen, el CPA introduce un medio efectivo a partir del cual el promedio sobre 
ensamble de la función de Green, (G), se aproxima por Geff exigiendo que (Te) = O. 
El error de dicha aproximación fue cuantificado por Soven [52], quien demostró que 
para una aleación binaria las correciones de Geff en la Ec. (46) son de orden mayor o 
igual al cuarto, esto es, 

(G) = Geff + L L L L (GetTTnGetTT,nGetTTtGetTTkGetT) + · · ·. 
n mfn lfm kfl 

Antes de la aparición del CPA se empleaban dos métodos, entre otros, para resolver 
el problema de las excitaciones en redes desordenadas: la aproximación del cristal 
virtual (VCA) [42] y la aproximación del promedio de la matriz T (ATA) [53]. La 
hipótesis del VCA consiste en hacer 

(WG) ;::::: (Mí) (G), 
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el cual, sustituido en la Ec. ( 44), conduce a [45] 

(G) 11cA =(E- (H))- 1
. 

La función de Green ( G) en el VCA es la de un cristal perfecto; es útil para identificar 
la ubicación de las bandas de energía pero falla completamente en la descripción de 
la estructura de ellas [24]. (G)vcA es el resultado de despreciar en la Ec. (41) las 
dispersiones múltiples de un mismo sitio, como indicamos en la Fig. 2.3. 

Fig. 2.3. Diagrama para la función de Green en la aproximación del VC.4. 

Una mejora al VCA es el ATA, el cual supone que el promedio de la matriz T, 
('1') ATA• se calcula a partir de la Ec. (58) como 

(T) ATA = L (Te)+ L L (Te) Go (T111) + L L L (Tr) Go (T,n) Go (T,,) 
e e m#f ( m#( n#m 

+ L L L L (Te) Go (T,n) Go (Tn) Go (Tk) + · · ·, 
e m#fn#m k#n 

donde Go es la función de Green asociada a la red periódica no perturbada, de hamilto­
niano Ho. Cada uno de los promedios {(Te)} da el mismo resultado, (T0), por lo que 
el operador de perturbación en el ATA está dado por 

wATA = ¿; L ¡e) (e¡ 
e 

donde ¿;se determina de la condición, análoga a la Ec. (50), 
¿; 

º(To) º 1 ,.,- ¿; (O! Go IO) · 
El ATA calcula (G) a partir del hamiltoniano efectivo 

HATA = Ho + W...irA· 
En este modelo se toman en cuenta las fluctuaciones estadísticas asociadas con el 
desorden. Sin embargo, se obtienen algunos resultados no fisicos, como por ejem­
plo, para la aleación binaria aleatoria predice que el espectro se divide siempre en dos 
bandas, aún cuando las autoenergías cA y es difieran muy poco entre sí. 

Dado que se supone que todos los sitios dispersan de igual forma, el diagrama 
correspondiente para el ATA es como indicamos en la Fig. 2.4. 

Fig. 2.4. Representación diagramática de la función de Green en el AT .4. 

---E1~ diagrama para el CPA 1o mostramos en la Fig. 2.5; es igual que el del. ATA ex­
cepto en que la expansión se realiza sobre un medio efectivo dependiente de la energía 
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(mostrado con líneas diagonales), en vez de un medio fijo no perturbado. 

Fig. 2.5. Diagrama de la expansión en serie para la función de Green en el esquema del CP A. 

Hoy en día se reconoce que el formalismo del CPA es la mejor aproximación de un 
solo sitio para los sistemas desordenados [42); sus resultados son exactos en los límites 
de altas y bajas concentraciones e interpola adecuadamente entre estos casos extremos. 
La comparación del espectro de energías producido por el CPA se aproxima bastante 
al de los resultados obtenidos por métodos numéricos, excepto por los detalles compli­
cados del DOS los cuales se pierden completamente en el CPA [24). El DOS del CPA 
satisface la regla de la suma [54), la cual consiste en que el número total de estados 
disponibles en cada sub-banda correspondiente a cada componente del sistema desor­
denado es igual al numero total de átomos constituyentes; dicha regla no es satisfecha 
por el VCA ni por el ATA. 

Quizás el defecto más serio de la formulación del CPA es que la división de bandas 
en la aleación binaria aleatoriano, cuando la diferencia de autoenergías se hace muy 
grande, no es del todo correcto; los cálculos numéricos muestran que existe un estado 
en el centro del DOS (55), el cual está ausente en el espectro obtenido por el CPA [24). 

Aleación Binaria. 

Aplicaremos el CPA para la determinación de (G) en una aleación binaria desorde­
nada AxBI-.i·· Supongamos que la distribución de átomos A y B es estadísticamente 
independiente y homogénea en el espacio, de tal modo que la probabilidad de encon­
trar un átomo A de energía EA en un sitio escogido al azar es x (concentración de 
átomos A) y la correspondiente a un átomo B con energía Es en el mismo sitio es 
1 - x (concentración de átomos B). 

El promedio de las dispersiones locales (Te) es, por lo tanto, 

(Te)= xTeA + (1- x)Tf, (61) 

donde, de acuerdo a la Ec. ( 48), 
. w¡ 

Té = ( G i)' i = A, B 
1 - etrWe 

(62) 

y las perturbaciones W} son, de la Ec. (38): 

w¡ =[e; - (J (E)] ll) (ll, i =A, B. 
Empleando las Ecs. (60), (61) y (62): 

wA ws 
(Te)= X (1 - c:trw/) + {l - x) (1 - c:trWf) =O. (63) 
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Por otro lado, la ecuación de Dyson (40) correspondiente a la red efectiva con una 
sola impureza i (i =A, B) es: 

G; = Geff + GeffVV(G;, i =A, B. (64) 

Entonces, 
1 

. = G,, i =A, B. 
1 - GeffWé Geff 

Sustituyendo la Ec. (65) en la Ec. (63): 
xWeAGA + (1- x) TV1BGB =O., 

Finalmente, despejando las Wl de la Ec. (64) y sustituyéndolas en la Ec. 
llegamos a 

Gcff = xG.-t + (1 - x) Gn. 

(65) 

(66) 

(66), 

En suma, el CPA determina un medio efectivo al hacer que el promedio de las dis­
persiones locales sea cero. En todos los sitios de la red, excepto uno, se coloca un 
átomo con un potencial coherente en función de la energía. Para una aleación bina­
ria desordenada, el problema se reduce al de una sola impureza embebida en el medio 
efectivo (Fig. 2.6) y se resuelve en forma exacta una vez que se supone un poten­
cial coherente u (E) para el sistema. La solución de dicho problema conduce a un 
nuevo potencial coherente. Este procedimiento se continúa hasta que dicho potencial 
inicial coincide con el proveniente de la solución del problema, es decir, se encuentra 
el potencial coherente para todo el sistema. 

000 
000 
000 

=X 
000\ 
0 © 0/ + (l-x) 
(,:;\ fa\ fa\ 
V \::::.J--V- --- --~~~- --

00 
@© 

º@º© 
Fig. 2.6 Red efectiva determinada por la condición del C P A para una red binaria desordenada. 

11.6 Fórmula de Kubo-Greenwood 

En esta sección discutiremos la conductividad eléctrica en sólidos dentro del formalis­
mo de Kubo, empleando la regla de oro de Fermi y la función de Green. 

En general, la presencia de un campo eléctrico E en un sistema induce una densidad 
de corriente j. La conductividad eléctrica se define como el coeficiente de la parte 
lineal (en E) de j [45]: 

Ja(r,t) = fo00 

dT j dr'uaf3(r,r1;T)E{3(r',t-T), 

aonde los subíndices a y f3 denotan las coordenadas cartesianas y hay una suma im­
plícita sobre los índices repetidos /3. Para materiales isotrópicos supongamos que E y j 
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están a lo largo del eje x, de modo que sólo consideraremos CTxx; por simplicidad omi­
tiremos los subíndices. Generalmente E y j varían lentamente en distancias del orden 
de l!o, donde l!o es la distancia de correlación espacial y se determina por la condición 
cr ~ O para Ir - r'I >> l!o. En este caso se puede realizar la integración sobre r' y el 
promedio sobre r para obtener 

j (t) = ¡00 

dTCT (T) E (t - T)' (67) 

donde 

cr ( T) = ;
2 
J J drdr' cr ( r, r'; T) , 

siendo S1 el volumen del sistema. Consideremos la transformada de Fourier de cr ( T ), 

CT (w) = fo 00 

dTcr (T) eiwt, (68) 

y si E (t) está dada por 
(69) 

tenemos que 
j (t) = cr (w) Fe-iwt + CT (-w) F*eiwt. (70) 

El hecho de que j debe ser real requiere que cr (-w) = cr* (w ), de donde se sigue 
que la parte real (imaginaria) cr1 (cr2) de cr es una función par (impar) de w. Éstas son 
mutuamente dependientes a través de las relaciones del tipo Kramers-Kronig [45]. 

A continuación, procedamos a obtener una expresión cuántica general de la parte 
real de la conductividad, cr1 (w ). El promedio temporal de la potencia consumida por 
el sistema puede escribirse como 

Sl {T 
P = T Jo dtE (t) j (t), 

donde Tes el período del campo eléctrico externo, E (t). Usando las Ecs. (69) y (70) 
tenemos que 

P = S1 IFl2 [a (w) +a (-w)] = 2S1 IFl2 
CT1 (w). (71) 

Por otro lado, la potencia promedio puede calcularse multiplicando la energía Eaf3 = 
fiw 0 r; = E3 - Ea > O, que absorbe el sistema durante la transición In) -... 1,8), por la 
razón de transición p0 r;, y sumando sobre todas las posibilidades In) =/e l,8): 

1 
P = L Eaf3Po(3 = 2 L (Pa3 - Pr;a) · 

a(j a,3 

(72) 

La probabilidad por unidad de tiempo Paf3 está dada por 

Pet.6 = Ía (l - Íf3) Wo3, (73) 
donde fa = f (E°') es la distribución de Fermi-Dirac y War; puede obtenerse por la 
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regla de oro de Fermi [56, 57] considerando la perturbación H' =e[ (t) x y la Ec. (69), 
27r 2 2 2 

Wo:¡J =ne IFI l(al X LB)I 8 (llw - hwo:¡J). (74) 

Combinando las ecs. (72), (73), (74) y comparando con la Ec. (71) obtenemos que 
27re2 

O'¡ (w) = n L l(a/ X l/3)1 2 Wa¡J (fo - f3) ó (hw - hwo:¡J), (75) 
cr¡J 

donde hemos introducido explícitamente un factor de 2 para tomar en cuenta el espín 
de los electrones. La Ec. (75) se conoce como la fórmula de Kubo-Greenwood para la 
conductividad eléctrica [58, 59]. 

Podemos reescribir la expresión (75) en términos de los elementos de matriz del 
operador 'Px = ún [Hx - xH] /li, es decir, (al p,. 1,6) = ÍrllWa¡J (al x 1/3). Por lo 
tanto, 

27re
2

"""" 9 fo - f J 
O'¡ (w) =~L., /(al Px /¡3)/- 8 (/i;,,; - hwo13) · 

Hm o¡J w0 3 
(76) 

Con el fin de expresar la conductividad en términos de la función de Green, reescri­
bamos la Ec. (76) como: 

27rhe
2 

1 """" 2 
0'1(w) = m,2Q ñwL/(a/Pxl/3)/ (f(Eo)-J(E3))8(hw-E¡J+Ea) 

o¡) 

27r he2 1 r 00 

m2Q llw }_
00 

dE ~ (/3 IPx/ a) (o: IP.rl ¡3) (J (Eo) - J (E¡J)) 

x8(E - Eo:)8(E + hw - E¡J), 
donde podemos escribir la suma del integrando como: 

·-¿ [. ~l- L (¡3 /7f('YI Pxl~)· (J (E:) - J (E¡])) 
o/3 0¡31 

x8(E - Ea) (a /Pxl ¡3) 8(E + ñ.w - E!1) 

- L (J (Ea) - J (E¡1)) ('Y /Px/ o:) 8(E - Ea) 

x (a /Px/ ¡3) 8(E + hw - Ee) (,81-y). 
De la Ec. (28) tenemos la siguiente identidad: 

1 L 8(E - Eo:) /a) (al = -- Im G(E), 
7r o: 

la cual nos permite reescribir 0'1 (w) finalmente como 

-- ---·0'1(w)-
2/ie~,.../il f

00 

dE (f(E)-J(E+hw))Tr{p, .. IrnG(E)p.~ImG(E+llw)}, 
7rm ~l 1W }_

00 
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relación que expresaremos en términos del modelo de amarre fuerte en la sección IV.2 
y en el capítulo VI. 

Criterios de Localización 

La localización de excitaciones elementales en sistemas desordenados está rela­
cionada con la extensión de la función de onda y con la capacidad de transporte. Entre 
los diversos parámetros que existen para cuantificar la localización, se encuentran la 
trasmitancia, el coeficiente de Lyapunov y la razón de participación. Los primeros dos 
parámetros hacen uso de la matriz de transferencia, la cual se aplica usualmente en re­
des de tipo unidimensional, tales como cadenas poliméricas, red de Bethe y superredes 
periódicas o cuasiperiódicas. 

Matriz de Transferencia 

Para sistemas unidimensionales la ecuación de Shrodinger estacionaria puede es­
cribirse como [Ec. (9)] 

(e; - E) e;+ t;,;+1c;+1 + t;_;-1Ci-1 =O, 
las cuales se pueden representar matricialmente de la siguiente manera: 

Ci+1 = T;C;, 
donde T; es la matriz de transferencia 

( 
~ - !!J.=-!. ) T; = t,.i+I t0,+1 , 

y el vector C; es 

C; = ( e; ) . 
Ci-1 

(77) 

(78) 

Para una cadena no periódica existe una sucesión de matrices de transferencia, 
[T1, ... , TN], que sigue la secuencia del sistema y cuyo producto 

N 

T = rr T; = ( Tu 712 ) 
721 722 

i=l 
describe la propagación de un electrón a lo largo de dicha cadena. La norma de la 
matriz T se define como (18] 

llTll = Jri1 + ri2 + T~l + T~2· 
Como un ejemplo, consideremos una cadena periódica monoatómica con un orbital 

s, la cual tiene la misma matriz de transferencia a lo largo del sistema: 

( ~ -1) T; =To= 1 O . (79) 
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Debido a que To es una matriz de 2 x 2 este operador tiene dos valores propiosµ+ 
y µ-, con vectores propios w+ y w-, respectivamente. De la Ec. (79) verificamos 
fácilmente que 

µ± = ;t [(E - 100) :¡: V(E - Eo)
2 

- 4t2] , 

por lo que µ+ = 1/ µ-. En particular, para los bordes de la banda se tienen µ+ 
µ- y lµ±I = 1, que corresponden a estados extendidos del tipo enlace y anti-enlace. 
Asimismo, para los estados dentro o fuera de la banda,µ+ -=f.µ-, entonces w+ y w­
son no colineales y forman una base. En general, los vectores C; pueden escribirse 
como una combinación lineal de ellos, 

C; = r.+w+ + c··w-. 

De la Ec. (77) se sigue que 
C;+1 = T 0C; = µ+c+w+ + µ-c-w-, (80) 

y suponiendo -sin pérdida de generalidad- que lµ+I > lµ-1, se tiene que 

CN = (To) 1
'" Co ~(µ+).V w+, (81) 

ya que (µ+)N >> (µ_)N sin importar la elección inicial de C 0 (excepto el caso donde 
Ca = w-). Nótese que el mayor valor propio domina en la Ec. (81), es decir, C.~· 
tiende a la dirección de w+ y crece en amplitud exponencialmente a lo largo de la 
cadena, con coeficiente 

¡=In¡µ+¡. 

En el límite N --> oo, la norma de la matriz T = T{/ tiende a lµ+IN, hecho que se 
emplea en la definición del coeficiente de Lyapunov. 

Para IE - Eol < 2 ltl, se tiene lµ±I = 1, es decir,¡= O. Esto nos indica que todos 
- --~ los estados son extendidos dentro-de la-banda de energías permitida;-" 

Coeficiente de Lyapunov 

En 1960, Furstenberg y Kesten [60] introdujeron el coeficiente de Lyapunov (¡)para 
cuantificar la localización de electrones en sistemas desordenados, esto es, [18, 61]: 

'Y = lim In llTll _ 
N~oo N (82) 

En sistemas desordenados unidimensionales, e¡ disminuye exponencialmente a gran­
des distancias desde su máximo ubicado, por ejemplo, en i = 1 [62], es decir, 

llCNll,..., llC1ll exp (-N/~o), 
donde ~o es la longitud de localización de la función de onda. Por otro lado, como 
11C111 ,..., 1, entonces 

llC~ll = llTC1ll,..., llTll -
Por lo tanto, en el contexto de la matriz de transferencia, la longitud de localización 

29 



11 Fundamentos 

está dada por 
~o~ ¡,,-1

1 · 

Cabe mencionar que existe actualmente discusión en la literatura sobre la apli­
cación adecuada de dicho coeficiente en su presente definición, ya que se requiere 
el conocimiento del centro de localización de la función de onda [63], es decir, de la 
ubicación donde ocurre el máximo de la función de onda. 

Trasmitancia 

En este apartado, discutiremos la dispersión de un electrón en una red finita uni­
dimensional conectada en sus extremos por dos redes periódicas semi-infinitas. El 
electrón con energía E incide en uno de los extremos de la red caracterizada por una 
sucesión de auto-energías {en}, n = 1, ... , N, y el potencial fuera de la red es cons­
tante, es decir, e,, = t:o sin < O o n > N. 

El problema de la dispersión considera energías E que se encuentran dentro de la 
banda permitida de la red, ya que en el caso contrario no hay propagación del electrón. 
Las ondas planas afuera y en los extremos de la red tienen la forma [18] 

{ 

Aeikna + Be-ikna n < l 
1/Jk (n) = Ceikna + De-ikna'. n > N · (83) 

Para el caso en el que el electrón incide sobre el extremo izquierdo (n = 1), tenemos 
que k > O, A = 1, B = r, e = 7 y D = O, donde r y 7 son respectivamente las 
amplitudes de reflectancia y trasmitancia, y satisfacen la relación [18, 64] 

171
2 + lrl2 

= l. 
Con el fin de expresar 171

2 y lrl2 en términos de los elementos 711, 712, T21 y 722 de 
la matriz de transferencia T, la Ec. (83) puede reescribirse como 

( 

7 eik(.N+l)a ) = ( 711 712 ) ( eika + re-ika ) . 

7e•kNa 721 722 1 + r 

Resolviendo esta ecuación matricial, encontramos [18, 64] 

7= 
2i (sin ka) e-kNa 

(84) 

y 
ka + ika ( ika + ) 711e 712 - e 721e 722 

r= 
711 e-ka + 712 - eika ( 721 e-ika + 722)' 

donde el vector de onda k se relaciona con E y co a través de la Ec. 
E~¡'º. Por lo tanto, la trasmitancia (T) es, 

(3 1 ), cos ka = 

T(E) = 1712 = 4 - (~/t)2 2 ' 

[721 - 712 + (722 - 711) E/2t] + (722 + 7 11 ) (1- E 2/4t2) 

la cual está relacionada con la conductancia de un sistema unidimensional [65]. 
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11.6 Fórmula de Kubo-Greenwood 

Razón de Participación 

Una forma alternativa de cuantificar la localización de un estado electrónico, además 
del coeficiente de Lyapunov, es la razón inversa de participación (IPR) [66], 

IPR = L len14, 
n 

donde los coeficientes Cn son las amplitudes locales de la función de onda normalizada 
1 w) [.Ce. (8)], es decir, L:n lc,, 12 = l. 

La razón de participación (PR) se define como 

PR = (L. l~.1•r' 
Para entender su significado, es instructivo considerar dos casos límites: 

(a) La/unción de onda está completamente localizada en un sitio. 
Aquí, Cn = o excepto en n = e, en donde lcel = l. Por lo tanto, 

IPR=lyPR=l. 
(b) /,a/unción de onda está completamente extendida. 
En este caso, lenl = 1/ VN, V n. Por consiguiente, 

JPR = 1/Ny PR = N. 
De los casos (a) y (b) apreciamos que la razón de participación indica el número de 
sitios que contribuyen a la función de onda. 
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111 Correlación Electrónica en Sistemas 
Desordenados 

La materia condensada siempre presenta algún tipo de desorden. Es por lo tanto impor­
tante conocer las propiedades de las excitaciones elementales en presencia del desor­
den. En las últimas cinco décadas se han dedicado considerables esfuerzos al estudio 
de los semiconductores amorfos y materiales no cristalinos. La mayoría de las investi­
gaciones teóricas se ha basado en el modelo de Anderson para partículas individuales 
[8]. En este modelo se considera un hamiltoniano de amarre fuerte -Ec. (12)- con 
autonergías aleatorias E:; uniformemente distribuidas en el intervalo [- 1~, 1~) e inte­
grales de salto constantes, t;j = t. Una de las propiedades que se deducen de este 
modelo es que cuando el parámetro de desorden, lV, excede un cierto valor crítico, 
1Vc, todos los estados se vuelven localizados. Este cambio de naturaleza de los es­
tados corresponde a una transición metal-aislante (MJT). A partir de argumentos de 
escalamiento, se ha probado que para sistemas de una y dos dimensiones, Wc =O [6], 
y para tres dimensiones, Wc i- O. Sin embargo, las investigaciones sobre el silicio 
amorfo han indicado que el grado de desorden crítico para estos materiales es menor 
que el predicho por el modelo de Anderson [67]. En tal situación, se ha sugerido el 
concepto del borde de movilidad Ec el cual separa los estados localizados, situados 
en las colas de las bandas, de los estados extendidos en la mitad de la banda [68]. Por 
lo tanto, el comportamiento metálico y aislante de los materiales está gobernado por la 
posición del nivel de Fermi µcon respecto a Ec. 

La hipótesis de partículas individuales que no interactúan entre sí no puede ex­
plicar hechos experimentales recientes: se han encontrado materiales desordenados 
con claras tendencias metálicas en dos dimensiones [7]; este comportamiento metálico 
parece estar conectado con las interacciones entre los portadores. 

Por otro lado, ha existido un interés continuo en el estudio del sistema electrónico 
correlacionado en presencia de desorden. En particular, el modelo de Hubbard uni­
dimensional (ID) constituye una prueba excelente para este problema por diversas 
razones. En primer término, se debe a la simplicidad topológica del sistema y conse­
cuentemente existe solución exacta para el caso periódico [69, 70]. Asimismo, experi­
mentalmente se han encontrado compuestos cuasi-ID de tetracianoquinodimetanos 
que se describen apropiadamente a través de un modelo de Hubbard ID con desorden 
en sus parámetros [71]. 

El modelo de Hubbard tiene per se la ventaja de ser simple y general, ya que no 
depende explícitamente de la naturaleza de las interacciones entre electrones. En prin­
cipio, las interacciones electrón-electrón intra-atómica (U;) e inter-atómica (V;j) son 
repulsivas porque ellas son integrales directas de Coulomb -ver Ec. (5)-. Sin embargo, 
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ui y v;j podrían ser negativas si se incluyen interacciones indirectas atractivas a través 
de fonones o de otras excitaciones bosónicas [72]. 

A pesar de la simplicidad del modelo de Hubbard, el problema de muchas partícu­
las no tiene solución general, excepto para sistemas de una (69] e infinita dimensiones 
[73]. En particular, el problema de dos partículas se ha abordado dentro del modelo de 
Hubbard estándar (74, 75], extendido [76] y generalizado (77, 78] para redes periódicas. 
La topología espacial de las redes tiene efectos importantes en el apareamiento elec­
trónico, por ejemplo, la frustración de los estados anti-enlaces en redes no bipartitas 
puede favorecer el apareamiento de huecos en comparación con el de los electrones 
[40]. Por otro lado, el problema de dos partículas interactuantes ha despertado un gran 
interés en los últimos años. En la literatura frecuentemente se reportan investigaciones 
sobre excitaciones compuestas de sólo dos partículas, tales como los excitones y los 
pares de Cooper [79]. Aún considerando una densidad finita de partículas interactuantes 
se ha observado que, en el estado base, generalmente no hay tendencia a la formación 
de cúmulos de más de dos partículas para ciertos sistemas [80]. 

El problema de dos partículas en sistemas desordenados se ha abordado a través de 
diversos métodos, tales como el método de la matriz de transferencia (81, 82, 83, 84, 85. 
86, 87, 88], la evolución temporal de los paquetes de onda [81, 89, 90, 91], diagonalización 
exacta [92], estadística de niveles de energía [93, 94, 95], análisis multifractal [96, 97], 
función de Green [98, 99, 100, 101], métodos perturbativos (102, 103] y mapeos hacia 
modelos efectivos (104, 105, 106, 107, 108]. 

En la presente tesis, el problema de dos electrones interactuantes en presencia de 
desorden se aborda dentro de la aproximación del potencial coherente, la cual usual­
mente se emplea para estudiar el problema de un solo electrón en sistemas desordena­
dos. 

111.1 Aleación Binaria Desordenada 

En esta investigación, nos hemos propuesto estudiar numéricamente los efectos del 
desorden sobre el apareamiento electrónico. Hemos elegido el problema de dos elec­
trones en una aleación binaria desordenada unidimensional, suponiendo que el desor­
den ocurre sólo en las autoenergías t:;, de modo que las integrales de salto son cons­
tantes, independientemente de la naturaleza de los átomos vecinos. Este problema se 
aborda mediante dos métodos: (a) a través de la diagonalización exacta y el cálculo 
del promedio sobre todas las configuraciones posibles de una red pequeña, y (b) la 
aplicación del CPA a la red de estados. 

A continuación nos ocuparemos de la construcción de las configuraciones requeridas 
___ e!! la parte (a) para una concentración del 50% de átomos tipo A y B. Como ejemplo, 

33 



III Correlación Electrónica en Sistemas Desordenados 

consideremos una red de 6 átomos. Una de sus configuraciones posibles es: 

E¡ =EA, E2 =EA, E3 =EA, E4 = EB, E5 = EB Y E6 = EB, 

la cual puede representarse sencillamente como (111000), donde los átomos de tipo 
A y B son representados por 1 y O, respectivamente. En principio, el número total de 
configuraciones posibles es cg = 20: 

(111000), (110100), (110010), 
(101010), (101001), (100110), 
(011100), (011010), (011001), 
(010011), (001110), (001101), 

(110001), 
(100101), 
(010110), 

(001011) y 

(101100), 
(100011), 
(010101), 
(000111). 

Sin embargo, considerando la simetría de inversión es obvio que algunas configu­
rac.iones son en realidad una sola, como ocurre con, por ejemplo, las configuraciones 
(111000) y (000111). Entonces el ensamble se reduce a las siguientes diez configura-
c10nes: 

(111000), (110100), (110010), (110001), (101100), 
(101010), (101001), (100110), (011100) y (011010). 

Si además imponemos condiciones cíclicas a la frontera, podemos seguir reduciendo 
el número de configuraciones; por ejemplo, las configuraciones (111000) y (011100) 
representan la misma configuración. Entonces, el nuevo ensamble a considerar es: 

(111000), (110100), (110010) y (101010). 
Aún podemos eliminar algunas configuraciones más combinando las dos simetrías 

anteriores. Por ejemplo, (110100) y (110010) son equivalentes, ya que la segunda, 
por simetría de inversión, es igual a (010011) y ésta a su vez es igual a la primera 
debido a las condiciones cíclicas. Entonces, el ensamble con el menor número posible 
de configuraciones se compone de los siguientes tres miembros en vez de veinte: 

(111000), (110100) y (101010). 
Este tipo de consideraciones nos permite construir ensambles de 8, 16 y 50 con­

figuraciones para redes de 8, 1 O y 12 átomos, respectivamente. Como veremos en la 
siguiente sección, el problema del apareamiento electrónico en una red unidimensional 
de tamaño N se transforma a un problema de una sola partícula en una red cuadrada 
de tamaño N x N. En el caso de 12 átomos, por ejemplo, se tiene que calcular el 
promedio sobre las 50 configuraciones de las propiedades fisicas a partir de un hamil­
toniano de rango 144 x 144. En general, el número de configuraciones del ensamble 
crece exponencialmente con el tamaño de la red. Por lo tanto, la evaluación numérica 
requiere grandes requerimientos de memoria y tiempos largos de cómputo. Por otro 
lado, mediante el empleo del CPA podemos estimar con buena precisión el resultado 
del promedio sobre el ensamble sin necesidad de considerar redes grandes. Sin em­
bargo, hasta donde sabemos, en la literatura no han habido aplicaciones del CPA al 
problema de la correlación electrónica en redes desordenadas. 
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111.2 Espacio de Estados de Dos Partículas 

El hamiltoniano de Hubbard extendido -Ec. (6)- no tiene hasta la fecha solución 
analítica, aún para el caso de redes periódicas. El problema se complica mucho si 
se desea tomar en cuenta el desorden. Sin embargo, si se considera un número finito 
de partículas, es posible mapear el problema hacia otro de aman-e fuerte de una sola 
partícula en una red de mayor dimensión [76]. En esta tesis se aborda el problema de 
sólo dos partículas interactuantes dentro de U'!a red desordenada. Por simplicidad, el 
desorden se considera únicamente en las autoenergías é;, mientras que las integrales 
de salto t;j, las energías de interacción intra-atómica U; y las energías de interacción 
inter-atómica V;j son constantes e iguales a t, U y V, respectivamente. Por lo tanto, la 
Ec. (6) se reduce a 

-~ + ~ + ~ 1 ~ H - L e;a;,ITai,rr + t L a;.ITªJ.IT +U L n;,rnu + 2v L n;nj. 
i,IT (i.j),rr . (i,j) 

(85) 

Como un ejemplo del mapeo mencionado anteriormente, consideremos el problema 
de dos electrones de espines antiparalelos en una red de tres átomos con condiciones a 
la frontera libre y autoenergías e1, e2 y €3. Para este caso, el hamiltoniano [Ec. (85)] 
puede escribirse explícitamente como 

H = e1ni.r + e1ni.1 + é2n2.r + e2n2,i + e3n3,T + e3n3,1 

+t ( atra2,r + ai.~ a2.1 + ai,Ta1,r + ai,1a1,i 

+ai, rª3, ¡ + ai,1 a3," + ª3. rª2, ¡ + at,1 a2,t) 

+U (nun1,t + n2.¡n2,1 + n3,Tn3,l) 
_+V_(n1112 +.n2n3) .... 

(86) 

Las funciones de onda en la representación de números para dicha red tienen la forma 
siguiente: 

1 n1 l n11 n2T n2! n3T n31 ) , 
en donde ni<T representa el número de ocupación del estado en el que un electrón de 
espín <J se encuentra en el orbital atómico del sitio i. En el ejemplo de dos partículas, 
Li.a n;ª = 2. 

Las posibles realizaciones de las funciones de onda para este caso son: 

ll) = 11r 111 02r 021 03r 031 12) = ln 011 02r 121 03r 031 l' 
13) = ln 011 02r 021 03r 131 14) = On 111 12r 021 03r 031 , 
15) = On 011 12r 121 03r 031 16) - 01r 011 12r 021 03r 131 , 
17) = 011 111 021 021 l3r 031 , IS) = 1 On 011 02r 121 l3r 031 ) y 
j9) 01r 011 021 021 l3r 131 
Para simplificar la notación, las funciones de onda anteriores las podemos reescribir 
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del siguiente modo: 

Ill Correlación Electrónica en Sistemas Desordenados 

11) = 11, 1), 12) = 11, 2)' 12) = 11,3)' 
14) = 12,1), 15) = 12,2), 16) = 12,3), 
17) = 13, 1), 18) = 13, 2) y 19) = 13, 3), 

(87) 

donde lk) = IR, rn) representa al estado k-ésimo cuyo electrón con espín hacia arriba 
(abajo) está en el sitio e (m). 

Los efectos de los operadores del hamiltoniano de la Ec. (86) sobre el estado l 1), 
por ejemplo, se muestran a continuación: 

nu l 1, 1) 

'llI.! 11, 1) 

112.f 11, 1) 

n2.1ll,l) 

n3,rll,l) 

11;q ll, 1) 
atrª2rll,l) 

ai,1a2: 11, 1) 

airªl.f 11,1) 

ai1 au l 1, 1) 

at, rª3,T 11, 1) 

at,1 a3,i l 1, 1) 

atra2,r ll, 1) 

ªI1ª2,i l1, 1) 

nunu ll, 1) 

n2.f112,1 l l, 1) 

n3,rn3,1ll,1) 
111n2 Jl,1) 

n2113 ll,1) 
entonces 

11, 1) , 

11, 1), 
O, 
O, 
O, 
o, 
atr (O)= O, 
ai,1 (O) = O, 

at,T 1 Ülf lq 

at,1 1 llf 011 

at,T (O) =O, 
at,1 (O) = O, 

aj,1 (O) =O, 

aj,1 (O) = O, 

02r 021 03¡ 

021 021 037 

n1,r ll, 1) = ll, 1), 

112,r (O) = O, 

n3,¡ (O) = O, 

031 ) = 12, 1), 

031 ) = 11, 2), 

(n1,r + n1,1) (n2,r + n2,1) ll, 1) = (111,r + nu) (O)= O y 

(n2,r + n2,1) (113,f + n3,1) ll, 1) = (112,r + n2,1) (O)= O; 

Hll, 1) = (2E1 +U) ll, 1) + t(ll, 2) + 12, 1)). 
Cálculos similares conducen a las siguientes igualdades: 

Hll,2) (E1 +E2+V)11,2) +t(ILl) + ll,3) + 12,2)) 

H 11, 3) = (E1 + E3) 11, 3) + t (11, 2) + 12, 3)) 
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Hl2,1) 
Hl2,2) 
Hl2,3) 
H 13, 1) 
Hl3,2) 
Hl3,3) 

111.2 Espacio de Estados de Dos Partículas 

(c1 + c2+V)12, 1) + t (11, 1) + 13, 1) + 12, 2)) 
(2c2+U)12, 2) + t (ll, 2) + 12, 3) + 13, 2) + 12, 1)) 
(c2 +c3+V)12,3) +t (11,3) + 13,3) + 12, 2)) 
(c1+E3)13, 1) + t (12, 1) + 13, 2)) 
(c2 + c3+V)13, 2) + t (13, 1) + 13, 3) + 12, 2)) 
(2c3 +U) 13, 3) + t (12, 3) + 13, 2)). 

En consecuencia, vemos que en la representación IR, m) de las funciones de onda de 
la Ec. (87), los elementos de matriz del hamiltoniano de Ja Ec. (86) son 

(i,jl H lk, l) = [e;+ Ej + U8;.j +V (8;J+l + 8i.J-1)] 8;.k8j.l 

+t (8;,k8i.t-1 + 8;,k+18j,1 + 8;,k8j,L-1 + 8u.--18J,1), 
lo que equivale a escribir el hamiltoniano en la notación de Dirac de Ja siguiente forma 

H = .z=:c;+ci+U8;.J+V(8;.j-1+81,j-1)]li,j)(i,jl 
i.j 

+t ¿ (li,j) (i,j -11 + li,j) (i - 1,jl + li,j) (i,j + 11 + li,j) (i + 1,jl)' 
i.j 

el cual puede interpretarse como el hamiltoniano de una sola partícula que se encuentra 
en una red cuadrada (Fig. IIl. l ). Esta red bidimensional se caracteriza por tener las 
misma integrales de salto t que los electrones originales, y las energías de interacción 
U y V han pasado a formar parte de la autoenergía de Jos "sitios de impureza", como 
se muestra en la Fig. IIl. l. 

Fig. III. l Red cuadrada para una cuasipartícula independiente, equivalente al problema de dos 
electrones e¡ y e2 interaccionando en una red unidimensional, mostrada a la izquierda. Las flechas 
indi<;an las direcciones en las quesetoman las coordenadas del par de electrones. 

En resumen, hemos e'1contrado una equivalencia entre el problema de dos partí cu-
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las en una red atómica unidimensional y el problema de una sola partícula en una red 
bidimensional de estados con impurezas. Los estados de las impurezas se encuentran 
generalmente fuera de la banda de energías permitida de la red cuadrada y correspon­
den a los estados apareados del problema original. En general, si n electrones se en­
cuentran en una red d-dimensional, el problema de Hubbard se puede mapear al de una 
sola partícula en un hiper-espacio de nd-dimensiones [76]. 

111.3 CPA y Promedio Configuracional 

En el estudio de la estructura de bandas de una sola partícula en materiales amorfos, 
una de las aproximaciones más exitosas ha sido el CPA. En contraste con muchas otras 
teorías, el CPA permite un estudio analítico sin pérdida de los aspectos físicos más 
importantes, y es capaz de interpolar correctamente entre los límites de bajo y fuerte 
desorden, así como bajas y altas concentraciones de impurezas [109]. El CPA es la 
mejor aproximación de un solo sitio para la función de Green promediada sobre el 
ensamble de una sola partícula [42]. 

Para analizar los efectos del desorden en el apareamiento electrónico aplicamos el 
CPA al hiper-espacio de estados, ya que en este espacio tenemos justamente un pro­
blema de amarre fuerte de una sola partícula. En la Figura III.2 la red en el hiper­
espacio para un singulete en una cadena lineal se reemplaza por una red efectiva de 
CPA, donde E; es la autoenergía en el átomo i-ésimo del sistema original y a es el 
potencial efectivo en el cual se considera un desorden diagonal dentro del CPA de un 
solo sitio. 

Denotemos el hamiltoniano de amarre fuerte para la red del CPA por Hrr y la fun­
ción de Green promediada sobre el ensamble (o la función de Green del CPA) por G. 
Entonces G = (E - Hrr )-1

. La autoconsistencia del CPA (52, 11 O], derivada a partir de 
la condición de la anulación del promedio de la matriz de dispersión en un solo sitio, 
requiere que 

- -A -B 
Goo = xG00 + (1 - x) G00 , (88) 

donde G~0 y ci0 son las funciones de Green evaluadas en el sitio central de la red del 
hiper-espacio y son calculadas a partir de los hamiltonianos de tipo H,, reemplazando 
los sitios centrales a por los dos posibles 2éA y 2és, respectivamente. La ecuación 
(88) da una forma autoconsistente de calcular a como una función de la energía de 
dos partículas (E). El cálculo autoconsistente numérico fue realizado en una red de 
64 sitios efectivos con una condición a la frontera periódica. Este tamaño de la red se 
escogió como el tamaño mínimo tal que las cantidades físicas no tienen variaciones 
importantes con el tamaño. 
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Fig. 111.2. Red efectiva correspondiente a la red de estados de la Fig. lll. l, para el caso en el que se 
realiza autoconsistencia sobre un sitio en la cadena de impurezas lJ. En este sitio la E, puede ser E: A 

o é:[J. 

Para los sitios que no se encuentran en la diagonal de la red en la que están las 
impurezas tipo U (Fig. 111.3 ), la condición de autoconsistencia debe modificarse, ya 
que las auto-energías de estados é,+éj pueden tomar tres valores posibles: 2éA, éA+és 

y 2és. El promedio de la función de Green en este caso es una generalización de la 
Ec. (88), 

Cu= x2Gi~A + 2x (1 - x) G~1B + (1 - x)2 G~1B, (89) 

donde el subíndice 11 indica que las funciones de Green se evalúan en un sitio fuera 
de la diagonal de la red que contiene a la impureza tipo U. 

Fig. Ill.3. Red de estados efectiva si el sitio de autoconsistencia se selecciona sobre la cadena de 
impurezas V. La contribución E:;+ E:j a la autonergía puede tomar tres valores diferentes (ver texto). 

Considerando los dos tipos de sitios -los que tienen la autoenergía 2é; y€; + t:r, la 
densidad total de estados puede escribirse como 

1 - N-1 -
DOS(E)=-NlmGoo(E)- N ImGu(E), 

-- - ~· · en donde los factores ~ y N/'.--;1 son las fracéiones del total de N 2 sitios que involucran 
dos y tres valores para€; +t:j, respectivamente. En la Fig. 111.4 se muestra el promedio 

39 



----------------

111 Correlación Electrónica en Sistemas Desordenados 

de la DOS para una cadena de 8 sitios, comparada con la del CPA. Obsérvese que hay 
una muy buena concordancia entre ambos resultados en cuanto a la ubicación y ancho 
de las bandas de energía permitidas, a pesar de que el CPA suaviza la estructura de 
bandas. 

(/) 0.5 

o 0.4 (a) U=O 
o 

0.3 

0.2 

0.1 

O.O 

0.4 (b) U=-5111 

(/) 0.3 
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0.2 o 
0.1 

O.O 
-18 -15 -12 -9 -6 -3 o 3 6 9 12 15 18 

E/ltl 
Fig. III.4. Densidad de estados (DOS) obtenida mediante el CPA (línea gruesa), comparada con el 
promedio sobre el ensamble para redes de 8 átomos: (a) electrones sin interacción y (b) electrones 
interactuando con U = -5lt1. 

Uno de los parámetros importantes para caracterizar el apareamiento de electrones 
es la energía de amarre entre ellos, el cual puede definirse como 

ll = E,~~L - E,;~t), 
donde E~?n y E~~v) son las energías del estado base cuando las interacciones electrón­
electrón están ausentes y presentes, respectivamente. Cuando las interacciones son 

atractivas, se tiene que E~~~V) < E~~?n, es decir, hay formación del par de electrones. 
Es conveniente definir un parámetro adimensional para el desorden en la auto-energía: 

O= éAl~léB. 
Para 8 = O la aleación binaria se reduce al sistema periódico. En las figuras III.5a y 
III.Sb las energías de amarre contra 8 se muestran para las interacciones intra-atómicas 
e inter-atómicas, respectivamente, y se comparan los resultados del CPA con los obte­
nidos a partir del cálculo del promedio configuracional. Nótese que los resultados pro­
mediados sobre el ensamble se aproximan a los resultados del CFA cuando el sistema 
se hace suficientemente grande. Sin embargo, la forma de aproximación es completa­
mente diferente, ya que la finitud del sisterra es más notable en el cálculo del promedio 



111.3 CPA y Pmmedio Configu.-acional 

configuracional para el caso inter-atómico. Además, se observa un claro crecimiento 
de la energía de amarre conforme el desorden se incrementa, lo cual podría deberse 
a que el desorden reduce la energía cinética de cada electrón y a que bajo la misma 
interacción electrón-electrón el apareamiento es más intenso para estados localizados. 

4.0 
a) U=-5111. V=O 

3.5 --- 3.0 <J 

2.5 

4.0 b) U=O, V=-5111 

- 3.5 --<! 

3.0 

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

8 
Fig. III.5. Energías de amarre contra ó. Los resultados del CPA (líneas sólidas) se comparan con los 
del promedio sobre el ensamble para 8 (triángulos), 10 (cuadrados) y 12 (círculos) átomos. 

La Fig. lll.6 muestra la energía de apareamiento -calculado mediante CFA- como 
una función de la concentración x para una aleación AxBi-x con ó = 5. Nótense tres 
aspectos importantes de la figura: (i) el apareamiento electrónico es creciente con x, 
(ii) la gráfica es asimétrica con respecto a x = 0.5, y (iii) existe una discontinuidad 
en x = l. La asimetría es debida al efecto de confinamiento, ya que EA > Es y el 
confinamiento cuántico se incrementa cuando la concentración de átomos A crece. La 

~--oiscÓntinÜidad se debe a que en X= 1 ocurre una transición entre Úna funcion-tle~onda 
de una partícula localizada a una extendida. 

s~-~--~-~--~-~ 

U=-5itl, V=O, ó=S 

4 

-::::::-
<! 3 

t.o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
X 

Fig. III.6. Energía de amarre como una función de x en una aleación binaria AxBi-x· La flecha 
--- - -indicauna discontinuidad en x = l. 

Con el propósito de minimizar el efecto de confinamiento cuántico, hemos an'lli-
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111 Correlación Electrónica en Sistemas Desordenados 

zado el caso de desorden en las interacciones intra-atómicas (U A y U B ). La Fig. 111. 7 
muestra el diagrama de fase del estado base de dos partículas para U A > O, U B < O 
y x = 0.5, calculado por medio del CPA. En la figura la curva más baja indica la 
transición entre el apareamiento y no apareamiento, y la curva superior representa la 
misma transición obtenida para una cadena diatómica ordenada. Esta última curva 
coincide con la calculada por A.S. Alexandrov et al [111). Nótese que hay una región 
intermedia donde el apareamiento está prohibido para el caso diatómico ordenado, pero 
no para los sistemas desordenados. Este necho se debe a que los estados apareados, o 
estados de impurezas, son propios sólo de los átomos B, y la extensión de los cúmulos 
de átomos B en el sistema podría ser esencial para la energía de amarre. 

1 .5 Apareamiento 

:::: 1.0 No apareamiento en redes diatómicas 
"' =;> y apareamiento en redes desordenadas 

0.5 

No apareamiento 

2 4 6 8 10 

u,1111 
Fig. 111. 7. Diagrama de fase del estado base de dos electrones, analizada para las cadenas diatómicas 
ordenada y desordenada. 

En suma, hemos estudiado el apareamiento de electrones singuletes en aleaciones 
sustitucionales binarias por medio de un hamiltoniano de Hubbard atractivo. El pro­
blema original de muchos cuerpos ha sido mapeado a un problema equivalente de 
amarre fuerte con impurezas en un hiperespacio. El desorden sustitucional aleatorio 
ha sido considerado en las autoenergías atómicas así como en las interacciones intra­
atómica electrón-electrón. El análisis del desorden en la auto-energía sugiere que el 
apareamiento electrónico se incrementa por la localización de la función de onda de 
una sola partícula. Sin embargo, una energía de apareamiento grande no significa nece­
sariamente una mayor temperatura crítica, ya que la condensación de Bose-Einstein 
podría ocurrir a una temperatura diferente de la del apareamiento [72). El estudio rea­
lizado en una aleación metálica aleatoria indica que el valor de la temperatura crítica 
puede ser más alta o más baja que el de cualquiera de los constituyentes tomados por 
separado [112). 
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IV Transporte Electrónico en Redes 
Cuasiperiódicas 

El transporte cuántico en sistemas aperiódicos es un problema abierto y de gran interés. 
En particular, la relación entre la localización de estados y los fenómenos de transporte 
no está bien entendida [18]. Desde el descubrimiento de los cuasicristales se han hecho 
esfuerzos considerables en el estudio de la localización de las excitaciones [23]. Se 
ha establecido que el espectro electrónico y fonónico de las cadenas de Fibonacci o 
superredes de Fibonaci [15, 113] son un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue 
cero, y los correspondientes estados propios son críticos [114]. Por lo tanto, no se 
espera.que la conducción elecl1'Ónica en estructuras cuasiperiódicas sea balística como 
en una red periódica, ni difusiva como en una desordenada [115]. 

Sutherland et al. [116] y Roy et al. [117] desarrollaron métodos de matriz de trans­
ferencia para estudiar la resistencia de Landauer de la red de Fibonacci, y encontraron 
que la resistencia cambia con el tamaño del sistema y con la energía. Aldea et al. 
[118], Newman et al. fl 19] y Ding et al. [120], pai1iendo de la analogía con una red 
de resistencias que simula el flujo de corriente en sólidos, introducida por Miller y 
Abraha¡;¡1s [121], encontraron que la conductividad eléctrica a bajas frecuencias de­
pende de la medida espectral del sistema, mientras que para altas frecuencias dicha 
conductividad es independiente de la secuencia específica de la red. Mayou et al. [122], 

Sl!poniendo que la difusión cuántica sigue una ley de potencia, L (t) '""tf3 -donde L(t) 
ini<eile la extensión del paquete de onda en el tiempo t-, encontraron un valor crítico, 
(30 = t de modo que para (3 > (3 0 la conductividad óptica de los cuasicristales crece 
con la -frecuencia y para el caso contrario decrece. Stephen et al. [123] estudiaron las 
propiedades de transporte de un sistema inconmesurado partiendo de que la integral de 
salto asistida por fonones depende de la temperatura. Por último, Roche et al. [124] en­
contraron que la dependencia de la conductividad con la temperatura en cuasicristales 
sigue una ley de potencia a bajas temperaturas, la cual es consistente con resultados 
experimentales. 

Recier.itemente, se ha reportado la existencia de estados transparentes con coefi­
cientes de trasmisión unitaria en sistemas de Fibonacci mixtos (MFS) de N átomos 
[21]. Sin embargo, la localización de dichos estados es aún controversia!. Se ha encon­
trado que las funciones propias de estos estados transparentes, cuyas energías satis­
facen 

(90) 

y 
E2 

- a.2 = 4t2 cos2(K" / N), (91) 
son funciones de onda semejantes a las periódicas [125], donde +a (-a.) son las auto-
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IV Transporte Electrónico en Redes Cuasipcriódicas 

energías de los átomos A (B), ¡ = tAA/tAB es la razón de los parámetros de salto, t 
es el parámetro de salto de los saturadores perfectos del MFS, K y N / K son números 
enteros. Por otro lado, la conductividad ac de los estados transparentes es un problema 
no estudiado. En general, la conductividad eléctrica ac a temperatura cero es una 
buena prueba de la naturaleza del espectro de los valores propios electrónicos y de la 
localización de las funciones de onda, ya que ella depende no sólo de los estados el 
nivel de Fermi, sino también de la estructura global del espectro. 

Una expresión cuántica general, dentro de la aproximación de respuesta lineal, para 
calcular la parte real de la conductividad eléctrica para temperatura finita T y frecuen­
cia w está dada por la fórmula de Kubo-Greenwood [66) 

00 

( ) ll·m 2e
21i J dEJ(E) - f(E + liw) a µ,w,T = 2 n~oo 7rr2m liw 

oc 

xTr [pimG+(E + ñw)plmG+(E)] (92) 

donde n es el volumen del sistema d-dimensional (d = 1, 2, 3), pes la proyección 
del momento a lo largo de la dirección del campo eléctrico aplicado, a+ (E) es la 
función de Green retardada de una partícula y f (E) es la distribución de Fermi-Dirac 
con energía de Fermi µy temperatura T. En este trabajo, la conductividad ac de los 
estados transparentes a temperatura cero se realiza evaluando la ecuación (92). 

IV.1 Sistema de Fibonacci Mixto 

Existen varias formas de construir una red de Fibonacci; por ejemplo, empleando dos 
integrales de salto (problema de enlaces) o dos tipos de átomos (problema de sitios) . 

. -En.esta tesis,. consideremos un MFS en el que dos tipos de átomos,-A y B, se acomodan-~ . 
siguiendo la secuencia de Fibonacci, es decir, si uno define la primera generación F1 = 
Ay la segunda generación F2 = EA, las siguientes generaciones están dadas por Fn = 
Fn-1 EB Fn-2· Por ejemplo, F5 = BAABABAA. En particular, esta secuencia se 
escoge para obtener los estados transparentes reportados en las referencias [21, 125]. En 
el MFS, las integrales de salto entre átomos depende de la naturaleza de ellos, contrario 
a las mismas integrales de salto en el problema de sitios, dando origen a la existencia 
de dos diferentes parámetros tAA y tAB = tBA· Por simplicidad, consideremos una 
separación inter-atómica uniforme a. 

IV.2 Fórmula de Kubo en el Modelo de Amarre Fuerte 

Con el fin de aislar los efectos cuasicristalinos de las propiedades físicas del sistema, 
·· considerem-os el hamiltoniano de amarre fuerte de banda s, el cual puede escribirse 
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IV.2 Fórmula de Kubo en el Modelo de Amarre Fuerte 

como 
H= L{cj lj)(jl+tj.j+l lj)(j+ll+tj,j-1 lj)(j-11}, (93) 

j 

donde c; denota las energías de sitio cA o cB, y t;,j son los correspondientes parámetros 
de salto. Para evaluar la fórmula de Kubo-Greenwood, Ec. (92), se necesita la función 
de Green [45] y el operador de momento, p. Éste último puede determinarse usando las 
relaciones p = ( im/ñ)[H, x] y x = L;j ja lj) (ji. Entonces, en la representación de 
\Vannier, tenemos 

p = 
2~ª ¿ {tj,j+1lj)u+11- tjj-1 U) (j -11}. (94) 

J 

Por ejemplo, en el caso de una cadena lineal periódica infinita con energía de. sitio ca e 
integrnl de salto t, la función de Green retardada de una partícula está dada por [ 45] 

ieiBll-1n, 
e+ (E) = (95) 

l,m 2 ltl sin(} 

donde cos (}. = (E - co)/2 ltl. Sustituyendo esta expresión en la Ec. (92) y definiendo 
cos(}' =(E+ liw- co)/21tl, s(n) = sinn(}sinn(}' y v(n) = 1- cosn(}cosn(}', 
podemos escribir, como se muestra en el apéndice, la siguiente expresión general para 
un sistema de N siti.os idénticos saturados con dos cadenas lineales periódicas semi­
infinitas, 

00 

O'(µ, w, T) 8e2
t
2a J dEJ(E) - f(E + 11W) 

7í(N - l)ñ3w2 ñw 
-()() 

x { ~v(N - 1) ( ~
2

A~) + s(l)) - s(N - l)v(l)}, (96) 

.donde hemos tomado la longitud del sistema como íl = (N - l)a. En el límite cuando 
T y w --> O, el factor [f(E) - f(E + ñw)J/ñw se convierte en 8(E - µ),siendoµ 
la energía de Fermi. Por lo tanto, la conductividad de de una cadena lineal periódica 
dentro de la banda de energía es 

e2a 
O'p = ----¡;-(N - 1). (97) 

7ín 
Nótese que esta conductividad no depende de la energía de Fermi. Además, en el 
límite termodinámico la conductividad de de una cadena lineal periódica a tempe­
ratura cero diverge, debido a que en este caso la conductividad eléctrica es balística y 
~ntonces el camino libre medio es tan grande como el tamaño del sistema [126]. Sin 
embargo, para los sistemas cuasi periódicos el camino libre medio está acotado, excepto 
para los estados transparentes, los cuales tienen un coeficiente de trasmisión unitario 
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y su resistencia de dispersión de Landauer se hace cero (126]. En la sección siguiente, 
estudiamos comparativamente la localización y la conductividad eléctrica de de estos 
estados transparentes. 

IV.3 Conductividad de 

Consideremos un MFSfinito, conectado a dos cadenas lineales periódicas semi-infinitas 
con integrales de salto t y energías de sitio nulas (ca = O). Su conductividad eléctrica 
puede estudiarse a través de la fórmula de Kubo-Greenwood, en la cual la función de 
Green se calcula con las condiciones de frontera mencionadas y la traza en la Ec. (92) 
se calcula sobre el sistema de Fibonacci. La Fig. IV. l(a) muestra la densidad de esta­
dos, en escala logarítmica, de un MFS de generación n = 17 con 2584 átomos, en el 
cual cA = cn =O, tAA = ( J5- l)t/2 y tAB = tnA =t. Obsérvese que este espectro 
muestra estructuras finas, debido a que contiene 100,000 datos y la parte imaginaria 
de la energía en la función de Green es 10-7 ltl. La conductividad de de Kubo a tem­
peratura cero del mismo sistema de Fibonacci como en la Fig. IV.l(a), ap, se calcula 
por medio de la Ec. (92) y lo presentamos en la Fig. IV. l(b) en unidades de la corres­
pondiente a una cadena lineal periódica, a p, dada por la Ec. (97). Nótese que hay 
muchos estados que tienen una conductividad eléctrica muy cercana a la del sistema 
periódico, y un análisis más detallado revela que la conductividad de Kubo norma­
lizada, a F / ap, del estado enµ = O es exactamente la unidad, lo que confirma que éste 
es un estado transparente como lo reportaron Maciá y Domínguez-Adame [21]. Cabe 
mencionar que los resultados numéricos en doble presición no muestra ningún otro es­
tado transparente, a pesar de que la conductividad de Kubo normalizada de muchos 
estados propios es mayor a 0.99999. 
- ·Por otro-lado, como se había discutido en la-sección 11.7~3, la trasmitancia (T)ºde un ~­

sistema unidimensional puede escribirse como [18, 64] 

T(E) = 4 - (~/t)2 , 
[721 - 712 + (722 - 7n)E/2tJ- + (722 + 711)2(1- E2/4t2) 

en el que 

_ ( 7n 712 ) ( c1 ) = IJN ( ~ -~ ) ( c1 ) 
721 722 ca 1 O ca 

i=l . 
( 

CJ\·+1 ) 
c_y 

(98) 

(99) 

donde e¡ son las amplitudes normalizadas de la función de onda \]_}, es decir, 11' = 
¿~1 e¡ li) y ¿~1 le¡l 2 = l. La Fig. IV.l(c) muestra la trasmitancia T calculada 
para un MFS como en la Fig. IV.l(a). Obsérvese que hay una semejanza notable 
entre las figuras IV.l(b) y IV.l(c), ya que la conductividad eléctrica es proporcional al 

- ---~-coeficiente de trasmisión a través de la fórmula de Landauer1127]. La diferencia entre 
estos dos espectros parece que se origina por la pequeña parte imaginaria (10-7 ltl) 
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incluida en el cálculo de la conductividad de Kubo a través de la función de Green. 
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Fig. IV. l (a) Densidad de Estados (DOS), (b) Conductividad de Kubo (up ), (e) Transmitancia (T). 
(d) Inversa del coeficiente de Lyapunov (¡¡;1), y (e) Razón de Participación (P R) para un sistema de 

Fibonacci mixto de 2584 átomos con EA= Ea= O, tAa = taA = t, y tAA = Y\- 1t. El sistema está 
saturado por dos cadenas lineales periódicas semi-infinitas con E = O e integrales de salto t. u F y 
-¡ ¡; 1 están no1malizadas por sus respectivos u p y ¡? 1 de una cadena periódica. El estado 
transparente (µ = O) se indica mediante una línea segmentada. 

IV.4 Localización Electrónica 

La localización de los estados propios se estudia a través del exponente de Lyapunov 
(¡)y la Razón de Participación (FR), los cuales pueden escribirse, como se discutió 
en las secciones II. 7 .2 y II. 7.4, 

( 

N )-1 
/ = ~ ln VTI1 + TI2 + T§1 + T§2 y PR = ~; lc.;1 4 

(100) 

La inversa del exponente de Lyapunov, calculada para un MFS como en la Fig. 
IV. l (a) y normalizada respecto al de la c2dena periódica, se presenta en la Fig. IV. l ( d). 
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Nótese su coincidencia remarcable con las figuras JV. l (b) y IV.l ( c ), la cual era de 
esperarse [62). Sin embargo, la razón de participación para este sistema mostrado en la 
figura IV.l(e) difiere claramente del espectro IV.l(b)-IV.l(d), lo que indica que el PR 
no es una buena cantidad para caracterizar los estados críticos. 
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Fig. IV.2 (a) Densidad de Estados (DOS), (b) Conductividad de Kubo (ap), (e) Transmitancia (T), 
(d) Inversa del coeficiente de Lyapunov ('yj;1

), y (e) Razón de Participación (PR) para un sistema de 
Fibonacci mixto de 987 átomos con EA = -E8 = 0.225/t/, tAA = l.25t, y tAB = tBA =t. El 
sistema también está conectado a dos cadenas lineales periódicas semi-infinitas con E = O e 
integrales de salto t. En este caso, el estado transparente se localiza enµ= -1.025/t/, el cual está 
indicado por una línea segmentada. ap y ')'j;.1 están normalizadas por sus respectivos <Tp y 1':P1 de 
una cadena periódica. 

Finalmente, el mismo análisis que el de la Fig. IV. l se aplica a otro MFS, en el que 
EA = 0.225ltl, es = -0.225jtj, tAA = l.25t y tAs = tsA =t. En este caso, el estado 
transparente se localiza enµ = -l.025ltl para generaciones n = 4l + 3, siendo l un 
entero positivo (125). Los resultados del análisis se muestran en la Fig. IV.2 para un 
MFS de generación n = 15 con 987 átomos. En primer lugar, nótese que el espectro 
pierde la simetría con respecto a µ = O, ya que la red no es bipartita. Por otro lado, 
el comportamiento general observado en la Fig. IV.! está también presente en la Fig. 
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IV.5 Conductividad ac 

IV.2. En particular, la densidad de estados alrededor del estado transparente, indicada 
por la línea segmentada en las figuras, recuerda el de una cadena lineal periódica. 

La Fig. IV.3 muestra la distribución de amplitudes para los estados (a)µ = -l.25ltl, 
(b) µ = -l.23973ltl y (c) µ = -0.5418984ltl cuyos valores de la trasmitancia (T) 
y de la razón de participación (P R) se indican entre paréntesis. Estas funciones de 
onda corresponden a un MFS de 987 átomos con parámetros son EA = 0.75ltl, En = 
-0. 75ltl. tAA = 2.0t y tAB = tsA = t. Para este sistema el estado transparente 
se ubica enµ = -l.25ltl, el cual se obtiene de las Ecs. (90) y (91). Nótese que 
existe una clara estructura espacial marcadamente fluctuante, la cual es característica 
de las funciones de onda críticas de sistemas aperiódicos. Asimismo, las razones de 
participación normalizadas, P R/N, tienen valores menores al 50% aún para la función 
de onda transparente. En particular, la función de onda de la Fig. IV.3(c) tiene una 
alta trasmitancia, a pesar de su localización espacial de amplitudes, hecho que podría 
deberse a la aparente autosimilaridad de la función de onda. 

N 

u 

N 

(.) 

(e) µ=-0.54189841~ (T=0.99964073, PR/N=0.21355) 
N_ 

u 

o 141 282 423 564 705 846 987 

Sitios Atómicos 

Fig.IV.3 Distribución de amplitudes para un MFS de 987 átomos con ºA = 0.75lti, Ea = -0.75lt¡, 
tAA == 2.0t y tAa = taA = t, y niveles de Fermi (a)µ== -l.25ltl, (b) µ = -l.23973ltl y (c) 
µ = -0.5 llS984ltl. En cada caso se indica entre paréntesis la trasmitancia y la razón de 
participación normalizada. 
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IV.5 Conductividad ac 

Nos interesa estudiar el comportamiento de los estados transparentes bajo perturba­
ciones tales como la aplicación de los campos externos oscilantes, ya que la conduc­
tividad ac es muy sensible a la naturaleza de la distribución de los valores propios y 
a la localización de las funciones de onda cercanas a la energía de Fermi. En la Fig. 
IV.4 la conductividad ac de los mismos MFS que los de las figuras IV.! y IV.2 para µ 
en las energías de los estados transparentes, se muestra en comparación con el espec­
tro de la conductividad ac del caso periódico obtenida de la Ec. (96). Dicho espectro 
tiene un carácter universal, ya que permanece invariante para cualquier valor de N. 
Nótese primero que, en general, la conductividad disminuye conforme la frecuencia 
se incrementa, como lo reportaron Albers y Gubematis [128] para los sistemas periódi­
cos y desordenados. Además, se observan varios mínimos para la conductividad ac. 
Para el caso periódico, ellos se localizan en (N - l)ñw = 4n?rltl, siendo n un número 
entero. Como se muestra en el apéndice, estas frecuencias pueden obtenerse de la solu­
ción analítica -Ec. (96)-, al considerar que IEI /2 ltl < nw/2 ltl << 1 paraµ = O y 
conservando sólo los términos lineales en la expansión de Taylor, es decir, 

1 (v2
(1) ) 2v(N - 1) s(l) + s(l) - s(N - l)v(l) 

~ 1 - cos(N - l)cpcos(N - l)ef/ - sin(JV - 1)4>sin(N -1)4>' =O 
donde <P = E /2 ltl y <P' = (E+ ñw) /2 ltl. Por otro lado, en escala logarítmica, se ob­
serva que la disminución del caso cuasiperiódico es más rápido que el del periódico, 
un comportamiento que está directamente relacionado a la no transparencia de los esta­
dos alrededor de los estados transparentes. Además, encontramos una separación casi 
constante de los mínimos para el MFS, similar al caso periódico. Este hecho puede de­
bersea la densidad casi constantede los estados cercanos a los estados transparentes 
mostrados en las figuras IV. !(a) y IV.2(a). 

En particular, para la región de baja frecuencia, la conductividad ac de la cadena 
lineal periódica puede obtenerse analíticamente de la Ec. (96) después de realizar una 
expansión de Taylor, como se muestra en el apéndice, 

a(w) = ap { 1 - :8 [ (N ltt) llw] 2}. (101) 

Para el caso cuasi periódico, el exponente en la Ec. (! 01) permanece sin cambio, 
como se indica en el recuadro de la Fig. IV.3. Sin embargo, el MFS tiene curvaturas 
mayores, es decir, tiene coeficientes de 0.06025 y 0.03311 para los sistemas analizados 
en las figuras IV.! y IV.2, respectivamente, en vez de 4

1
8 

para el caso periódico. Cabe 
mencionar que, para la región de baja frecuencia, es necesaria una parte imaginaria 
más pequeña (10- 101tl) de la energía en la función de Green y un cálculo en cuadrúple 
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IV.5 Conductividad ac 

precisión. Por otro lado, para la región de alta frecuencia la conductividad ac de los 
sistemas periódicos y cuasiperiódicos disminuye rápidamente conforme la frecuencia 
aumenta en los tres casos, consistente con lo reportado por Aldea y Dulea [118]. 

10-1r-----~ 

... -4 

• 
10.¡; ~ 

.. , 
•""o ••oº •u 

•• o 
• o 
o 

U.U1 
{N·1)11wlltl 

u.1 

10"u......~~~-'-'-~~~.._,_,_,....~~-'-'-"'--'-'-"-'-'-'-"'-"-U......-'-'-~'-'--'-' 

o 10 20 30 40 50 

(N-1 ).tiw/ltl 

Fig. IV.4. Condu.ctividad ac del estado transparente de una cadena periódica (círculos blancos) y de 
dos sistemas de Fibonacci mixtos (círculos negros y triángulos negros) con los mismos parámetros 
que los de las figuras IV.! y IV.2, respectivamente. El recuadro interior se muestra una gráfica 
log-log de la región de baja frecuencia de la conductividad ac. 

En la Fig. IV.5 mostramos la conductividad ac de Kubo conµ = O para tres MFS 
con la misma auto-energía e integrales de salto que en la Fig. IV.1, pero con diferentes 
condiciones a la frontera, es decir, (a) 10946 átomos sin saturadores, (b) 2584 átomos 
con dos saturadores perfectos de 4181 átomos, y (e) 2584 átomos saturados con dos 
cadenas lineales perfectas semi-infinitas. Los correspondientes resultados calculados 
para sistemas perfectos se muestran comparativamente en las figuras IV.5(a'), IV.5(b') 
y IV.5(c'). En primer término, obsérvese que los picos de resonancia en las figuras 
IV.5(a') y IV.5(b') se localizan en las mismas frecuencias, ya que los sistemas tienen el 
mismo espectro de valores propios. Sin embargo, sus intensidades son muy diferentes 
puesto que la fórmula de Kubo se evalúa para diferentes longitudes de los sistemas. 
Comportamientos similares se encuentran para el caso cuasiperiódico, excepto que los 
picos de resonancia no se localizan exactamente en las mismas frecuencias, debido 
a que en estas figuras los segmentos de Fibonacci son diferentes a pesar de tener el 
mismo tamaño total de los sistemas. Por otro lado, los míninos de las figuras IV.5(b) 
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y IV.5(c) están localizados en los mismos valores de la frecuencia, y se observa un 
comportamiento continuo en la Fig. IV.5(c) debido a los saturadores semi-infinitos. 
Por último, nótese que en las figuras IV.5(a) y IV.5(b) la conductividad ac excede a p 

para bajas frecuencias, ya que a p se calcula con saturadores semi-infinitos. 

10' (a) (a') 
~ g_ 10·1 

~ 
b 

3 
b 

10• 

10' 
>--~~-+~~~-1-~~~-<-~~~r--~~--+~~~-1-~~~-t-~~----l 

a. 10º 

~ 10·' 

¿_ 10·2 

b 1o·l 

10· 

0.000 0.006 0.012 0.018 

liw/ltl 

(e) 

0.000 0.006 0.012 

t1w/ltl 

(e') 

0.018 0.024 

Figuras IV.5(a-c): Conductividad ac de tres M FS con diferentes condiciones de frontera, como se 
explica en el texto, comparada con la de los correspondientes casos perfectos mostrados en las 
figuras 2(a' -e'). Las auto-energías del M FS son EA= Ea =O, y las integrales de salto son 
tAA = 0.8t y tAB = taA = t. La parte imaginaria del nivel de Fenni es Im(µ) = 10-5 ¡t¡. 

- -~- - -- --- -- ~ ---- -~- --- ~- ---

En suma, hemos estudiado la conductividad ac de los estados transparentes en los 
MFS. A pesar de que tienen la misma conductividad que la red ordenada, los estados 
transparentes de los MFS no tienen el mismo comportamiento bajo un campo eléc­
trico oscilatorio, es decir, la conductividad ac disminuye más rápido que la del caso 
cristalino. Por otro lado, el análisis del transporte eléctrico de muestra que la razón 
de participación no cuantifica con precisión la capacidad de transporte de los estados 
críticos localizados, ya que éste indica sólo la fracción de los sitios que contribuyen a 
la función de onda y no especifica la distribución espacial. 

Para el caso ac, la disminución rápida de la conductividad del estado transparente es 
una característica general de los MFS, ya que ellos están aislados en el espectro (21], 
es decir, están siempre rodeados por estados no transparentes, y la conductividad ac 
involucra estados dentro de un intervalo de ancho liw alrededor de la energía de Fermi. 
·ror otro lado, Sokoloff (129] ha encontrado que la conductividad depende oscilato­
riamente del tamaño de la red para cadenas periódicas y cuasiperiódicas. Este hecho 
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puede obtenerse de la Fig. IV.3 fijando una frecuencia y cambiando la longitud del 
sistema. Además, la conductividad ac casi nula observada a ciertas frecuencias en la 
Fig. IV2 se espera que sea un comportamiento estrictamente unidimensional, ya que 
para los sistemas tridimensionales se requiere una integración sobre la primera zona 
de Brillouin del espacio k perpendicular al campo eléctrico aplicado. Además, si se 
consideran fluctuaciones tales como la distorsión de Peierls, la conductividad de de los 
metales unidimensionales debe desvanecerse a T = OK. Cabe mencionar que si se 
imponen condiciones libres a la frontera, es decir, sin saturadores, la conductividad ac 
se convierte en un espectro de picos [130], donde las resonancias (13 l] y las reglas de 
selección de la simetría de la función de onda están presentes. La conductividad ac 
muestra una disminución general conforme aumenta la frecuencia del campo eléctrico 
aplicado, comportamiento similar al observado en sistemas desordenados (132]. Sin 
embargo, ésta es altamente sensible a las condiciones de frontera: (1) para el caso 
sin saturadores, la conductividad ac disminuye monotónicamente; (2) con saturadores 
finitos se encuentra un comportamiento que disminuye oscilatoriamente; (3) cuando se 
introducen saturadores semi-infinitos, la conductividad ac se convierte en una función 
suave oscilatoria de la frecuencia. 
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V Conclusiones 

En esta tesis hemos abordado el problema del apareamiento electrónico en una aleación 
binaria desordenada unidimensional AxB1_,, .. El problema original del hamilteniano 
de Hubbard atractivo para dos partículas se ha mapeado a uno de tipo amarre fuerte 
en una red cuadrada, donde las energías de interacción intra- e inter-atómicas se con­
vierten en contribuciones a las autoenergías de los sitios diagonales y adyacentes en 
dicha red cuadrada, respectivamente. Hemos aplicado la aproximación del potencial 
coherente (CPA) a esta red cuadrada de estados para estudiar los efectos de desor­
den en las propiedades electrónicas de dos partículas. Hemos calculado la densidad 
de estados (DOS) de dos electrones con espines antiparalelos a partir del promedio 
configuracional y del CPA, y hemos encontrado una buena concordancia entre ambos 
resultados. Además, hemos analizado la energía de apareamiento y el diagrama de 
fases del estado base. 

Las conclusiones principales de esta parte de nuestra investigación son: 

1. La aproximación del potencial coherente ha sido aplicado por vez primera al estudio de la corre­
lación electrónica en sistemas desordenados. 

2. Para el caso de dos partículas interactuantes, el CPA reproduce con búena precisión los cálculos 
exactos del promedio sobre el ensamble de cúmulos pequeños. 

3. El apareamiento electrónico se refuerza al aumentar el desorden con el crecimiento de la diferencia 
de auto-energías (é;); este hecho podría deberse a la localización de los electrones independientes. 

4. La energía de apareamiento, como una función de la concentración x de los átomos A con €A > 
Ea, es asimétrica respecto ax = 0.5 y presenta una discontinuidad en x = l. Esta asimetría se 
relaciona con el efecto de confinamiento, y Ja discontinuidad se debe al cambio de las funciones 
de onda desde el carácter localizado hacia el extendido. 

5. El diagrama de fase para el caso del desorden en las interacciones electrón-electrón muestra la 
existencia de una región en la que el apareamiento electrónico está prohibido para el caso or­
denado, pero no así para los sistemas desordenados. Esto se debe a que Jos estados apareados 
se localizan en Jos átomos donde la interacción intra-atómica es atractiva, y Ja extensión de los 
cúmulos formados por estos átomos es esencial para la energía de apareamiento. 

Por otro lado, hemos estudiado el transporte de electrones independientes en sis­
temas de Fibonacci mixtos (MFS) saturados con redes periódicas semi-infinitas. Para el 
caso de hemos calculado la conductividad eléctrica a partir de la fórmula de Landauer 
-a través de la trasmitancia- y la de Kubo, donde hemos encontrado una concordan­
cia casi perfecta. Como función de la frecuencia, hemos investigado la conductividad 
ac de los estados transparentes y comparado ésta con la de las redes periódicas. Los 
resultados muestran que: 

54 



1. A pesar de que Jos estados tranparentes del MFS tienen Ja misma conductividad de que la de la 
red ordenada, no tienen el mismo compo11amiento bajo un campo eléctrico oscilatorio, es decir, 
su conductividad ac decrece más rápido que Ja del caso cristalino; esto se debe a que los estados 
transparentes están siempre rodeados de estados no transparentes, y Ja conductividad ac involucra 
estados dentro de un intervalo de ancho fu,; alrededor del nivel de Fermi. 

2. La conductividad ac es altamente sensible a las condiciones de frontera del sistema, las cuales son 
importantes en la medición de Ja conductividad. 

3. El análisis del transporte eléctrico de muestra que la razón de participación (PR) no cuantifica 
correctamente la capacidad de transporte de los estados críticos, ya que el PR indica sólo la frac­
ción de sitios que contribuyen a la función de onda y no su distribución espacial. 

Cabe mencionar que la mayoría de los resultados obtenidos para el caso de dos 
partículas son válidos para el caso de densidades finitas de electrones, por ejemplo, 
recientemente se encontró la existencia del apareamiento de huecos con simetría den el 
modelo de Hubbard generalizado, y posteriormente se confirma dentro del formalismo 
de la teoría BCS [133]. 

Por último, el presente trabajo de investigación sugiere una interesante extensión 
hacia el estudio de la localización y conductividad de dos partículas en redes desorde­
nadas y cuasiperiódieas, el cual es de gran interés en la actualidad ya que se verificaría 
la conjetura de que la correlación electrónica podría ser la causante de la delocalización 
en sistemas aperiódicos (81]. 
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VI Apéndice: Conductividad de una Cadena 
Periódica 

En este apéndice calculamos la conductividad eléctrica de una red periódica unidi­
mensional de N átomos conectada a dos redes periódicas semi-infinitas, a partir de la 
fórmula de Kubo-Greenwood: 

00 

( T) = ¡· 2e
2
li J dEJ(E) - J(E + liw) 

CJ µ,w, lm " 2 "'--
íl->oo'lí~Gm 1iw 

-00 

xTr[pimG(E+liw)pimG(E)]. (102) 

El operador de momento lineal, p, dado por la Ec. (94 ), en el caso periódico es 

p = ir;,at ¿ {li) (i + ll - li) (i - ll}. 
i 

La representación matricial de p es, por lo tanto, 
. . imat 

Pi,j = (ilPIJ) = -ñ-{ói,J-1-ó;1+1}· 

P.ara simplificar la notación, definimos 

9ii = Im (il G(E) lj), g;.J = Im (il G(E + liw) lj). (103) 

Con las consideraciones anteriores, tenemos que la traza en la Ec. ( 102) es 
Tr [pimG(E + liw)p ImG(E)] 

2 2t2 l\' 

- m ~ L (ói,j-1 - c\,1+1) 9J,k (ók,1-1 - Ók,l+1) 9l,i 
i,jlk,l 

m2a2t2 
li

2 
[S (1) - S (2) - S (3) + S (4)], 

donde las sumas S( i) son 

5(1) = 
N-1 N-1 

2= ¿ 9i+l,J9J+l,i, 
i=l j=l 

N-1 :\" 

S(2) - L L9i+l,J9J-l,i, 
i=l j=2 

N N-1 N N 

s (3) - L L 9i-l,J9J+l,i y S( 4) = L L 9i-l,J9J-l,i· 
i=2 j=l i=2 j=2 

(104) 

(105) 

La función de Green para la red periódica infinita unidimensional se determina de la 
Ec. (33) y puede escribirse como (44]: 

Gcm = X - iVl - x 2 = e'lf-mlB 
i ( ) IC-ml i . 

2tJl - x 2 2 ltl sine ' 
(106) 
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donde 
E-Eo . ~--

cosB = x = , y SinB = -/1 - x2. 
2t 

Entonces, de las Ecs. ( 103 ), (105) y (106), tenemos que 
N-1 N-1 

S(l) = 2 • 
1
() . B' '°' '°' cos (li - j + lJ B) cos (lj - i + lJ B'), 4t sm sin LL 

i=l j=l 

donde 

el I E+ !i.w - Eo . e' V ( ')2 cos = x = , y sm = -1 - x . 
2t 

(107) 

(108) 

(109) 

Para evaluar la suma de la Ec. (! 08), es instructivo definir una matriz M 1 de tamaño 
(N 1) x (.'V - 1) cuyos elementos son 

(M1);,J = (Ji - j + lJ, Jj - i + lJ), 
es decir, 

( 1, 1) (O, 2) (1,3) (2,4) (3, 5) 
(2, O) (1, 1) (0,2) (1, 3) (2,4) 

M1= 
(3, 1) (2, O) (1, 1) (0,2) (1, 3) 
(4,2) (3,1) (2,0) (1, 1) (O, 2) 
(5, 3) (4, 2) (3, 1) (2,0) (1, 1) 

La suma del lado derecho de la Ec. ( 108) tiene tres tipos de contribuciones, Sd, S¡¡ 
y S1., las cuales se asocian con la parte diagonal, el triángulo inferior y el triángulo 
superior de la matriz M 1, respectivamente, es decir, 

-~--donde 

1 
S(l) = 

4
t2 . e . e' (Sd + St; + Sts), 

___ __fil_n Sl!! __ -~ _ _ ~ _ 

N-1 

L cose cose'= (N -1) cose cose', 
i=l 

N-1 

sti ¿ ¿ cos (li - j + 1¡ e) cos (lj - i + 11 e') y 
i=l j<i 

N-1 

Sts = L L cos (li - j + 11 O) cos (lj - i + 11 e'). 
i=l j>i 

(11 O) 

( 11 1) 

En el álgebra que se describirá a lo largo de este apéndice es conveniente introducir 
unas variables -y1 y -y2, definidas del siguiente modo: 

---------- 'Y1=e+e\-y2=e-e'; cn2r 
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En términos de éstas, la Ec. ( 111) se expresa como 
1 

Sd = 2 (N - 1) (cos¡¡ + COS/2). (113) 

Del triángulo inferior de M 1, es decir, donde i > j, encontramos que 

donde 

sti (e, e') 
(N - 2) cos (28) + (N - 3) cos (38) cosB' + (N - 4) cos (48) cos (281

) 

+ · · · + [ N - ( N - 1)] cos [ ( N - 1) B] cos [ ( N - 3) B'] 
N-? 

t ( N - 1 - n) cos [ ( n + 1) B] cos [ ( n - 1) B'] = ~ ( S z/ + s¡;' 1) , ( 114 J 
11=1 

S~~·º = ~ (N - 1 - n) cos (n¡ª + ¡ 0) =Re{~ (N - 1 - n) ei(n,,0 +·1bl} . 
11=1 n=l 

(115) 

Las sumas de esta ecuación son del tipo de una serie geométrica y pueden escribirse 
como 

"°"" (N - 1) ei(n·ra+!'b) = (N - 1) eil'b e . ª - 1 , 
:V-2 [l _ i(N-lh ] 

L..., 1 - e'l'a 
11=1 

( 116) 

X-
2 

_ - (N - 1) e•{N-lhª + (N - 2) e'Nl'a + eil'a "°"" ne•(n ia+!'b) = ell'b (117) 
L..., (1 - e'1'a) 2 
11=1 

Sustituyendo las Ecs. ( 116) y ( 117) en (115) tenemos que 

S~/ = {cos(N1a)cos¡0 -sin(N1a)sin¡b+(3N-l)cos¡b 
-N COS/a COS/b + N sin¡asin¡b - 2cos [(N -1) 'Yal COS/u 
+2sin[(N- l)¡a]sin')'0 + (-3N +2) [cos¡ªcos¡b+sin')'ªsin¡0] 

+ cos [(N - 2) 'Ya] cos f'b - sin [(N - 2) 'Ya] sin 'Yb 

+ (N - 1) [cos (2¡a) cos lb +sin (21a) sin /b]} / [ 4 (1 - cos /a)2
] 

-(N - l)cos/b· (118) 

Sustituyendo la Ec. (118) en la Ec. (! 14), obtenemos 
1 

S1; = 2 { cos (N¡1) cos ¡ 2 - sin (N¡1) sin ¡ 2 + (3N - 1) cos ¡ 2 - N cos ¡ 1 cos ¡ 2 

+N sin¡1 sin¡2 - 2cos [(N -1) ¡ 1] cos¡2 + 2sin [(N - 1) ¡i] sin¡2 

+ (-31V + 2) [cos¡¡ COS/2 +sin¡¡ sin /2] + cos [(N - 2)¡i] COS/2 
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- sin [(N - 2) r 1] sin ¡ 2 + (N - 1) [cos (2r1) cos¡2 +sin (2¡1) sin ¡ 2]} 

/ [4 (1- cos¡1)
2
] - ~ (N - 1) COS/2 

1 
+2 { cos (N12) COS/1 - sin (N12) sin /1 T (3N - 1) COS/1 - N COS/2 COS')'¡ 

+N sin ¡ 2 sin ¡ 1 - 2 cos [(N - 1) ¡ 2] cos ~/ 1 + 2 sin [(N - 1) ¡ 2] sin ¡ 1 

+ (-3N + 2) [cOS/2COS/1 + sin12sin/'1l + cos [(N - 2) 12] COS/¡ 
- sin [(N - 2) ¡ 2] sin ¡ 1 + (N - 1) [cos (2r2) cos ¡ 1 +sin (2¡2) sin ¡ 1]} 

/ [4 (1- COS/2)
2
] - ~ (N - 1) cos¡1. (119) 

En forma similar, para el triángulo superior de l\ili, es decir, donde i < j, tenemos 
que 

.\'-2 

Sts = L (N - 1 - n) cos (n - 1) ecos (n + 1) B'. (120) 

11=! 

Comparando las Ecs. (120) y (114), vemos que la suma Sts (e,e') =Si; (e',B), es 
decir, en la Ec. (119) debemos realizar los siguientes reemplazos: 

11 = e + e' _. e' + e = 1 1, y 

12 = e - e'_. e' - e= - 12. 021i 
Por lo tanto, la suma S1s se determina a partir de la Ec. ( 119) cambiando en ésta el 
signo a todos los términos del tipo sin (cte. x ¡ 2). Entonces; al realizar la suma entre 
Sti y St8 , en la Ec. (110) sólo contribuirán los términos cosenoidales de la Ec. (119): 

S1; (e,e') +Sis (e,e') = S1; (e,e') + sti (e',e) 
. _cos ¡ 2 { cos ¿V¡1 j- (3!i- l)_ - .iY cos ~¡ 1 --: 4cos (N -1) /1 ~ -

+ (-3N + 2) cos¡1 + cos (N - 2) ¡ 1 + (N - 1) cos 2¡i} 

/ [4 (1 - cos~11) 2] - (N - 1) COS/2 

cos¡1 {cosN¡2 + (3N -1)- Ncos~¡2 - 2cos(N -1)¡2 
+ (-3N + 2) COS/2 + cos (N - 2) /2 + (N - 1) cos 212} 

/ [4 (1 - COS/2)
2
] - (N - 1) COS/1 

COS/2 {-2 (N - 1) cos2 /1 + (4N - 6) COS/1 + (-2N + 4) 

+ cos N¡1 + cos (N - 2) ¡ 1 - 2cos (lY - 1) ¡i} /4 (1 - cos¡1 )
2 

+ cos ¡ 1 { -2 ( N - 1) cos2 ¡ 2 + ( 4N - 6) cos ¡ 2 + ( -2N + 4) 

+ cos !Y_¡2 + cos(N - 2) ¡ 2 - 2 cos (1Y - 1)_¡2} /4 (1 - cos 11)
2

. (122} 

ESTA TESIS tm ornE-
¡wu Df ~ ¡j!~UITTECA 
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De las Ecs. (113) y (122) encontramos: 
sd + Sti + Sts = COS72 {-2COS/¡ + 2 + cos N¡¡ + cos (N - 2) 1'1 

-2cos(N -1)11} /4(1- COS/¡)2 

+ cos /¡ {-2 COS/2 + 2 + cos N12 + cos (N - 2) 1'2 

-2cos(N-1)¡2}/4(1-cos¡2)2. (123) 

Simplificando la Ec. (123) y sustituyéndola en la Ec. (11 O) obtenemos 

3(1)= 1 {COS/2[1-cos(N-l)¡i] COS/¡[1-cos(N-1)12]} 
4t2sinBsinB' 2(1-cos¡1) + 2(1-cos¡2) 

(124) 

Por otro lado, 
N-I N N-I :\'-I 

S(2) L L 9i+I.j9J-l,i = L L 9i+I,j+I9J,i 

i=l j=2 i=l j=l 

N-I N-I 

- 2 . 
1 

. g' ~~cosJi-jJBcoslJ-iJB'. 4t s1nBs1n L L 
i=l j=l 

Para evaluar la suma S (2) definimos, en forma análoga al caso de S (1), la matriz de 
eiem?ntos (M2);,j - (Ji - jJ, Jj - ii): 

(0,0) (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) 
(1, 1) (O, O) (1, 1) (2, 2) (3, 3) 
(2, 2) (1, 1) (O, O) (1, 1) (2, 2) 

M2= (3, 3) (2, 2) (1, 1) (O, O) (1, 1) 
(4, 4) (3, 3) (2, 2) (1, 1) (O, O) 

Auxiliándonos con M2 podemos escribir 
S(2) 

- 2 .
1

. e'[(N-1)+2~(N-l-n)cosnBcosne'] 
4t sm e sin n=l 

2 . 
1 

. e' [(N - 1) + ~ (N - 1 - n) (cosn¡1 + cosn¡2)] . (125) 4t smBs1n L 
n=I 

Las sumas ¿::12 ( N - 1 - 11) cos n¡ ª' siendo a = 1, 2, se determinan a partir de 
las Ecs. (115) y ( 118) haciendo ~ib = O, es decir, cos lb = 1 y sin rb = O. Por lo tanto, 
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1 2 

5'(2) 2 . e. 
8
,{(N-l)+l:::[-2(N-l)cos21'a+(4N-6)cos')'ª 

4t sm sm a=l 

+ (4 - 2N) cosN'Ya + cos (N - 2) 'Ya - 2 cos (N - 1) 'Ya] /4 (1 - cos~t,,) 2 } 
1 [l - cos (N - 1) ')'1 1 - cos (N - 1) ')'2] - + (126; 

4t2 sinBsinB' 2 (1- COS')'1) 2(1- COSf'2) . 
La suma S (3) se evalúa inmediatamente ya que tiene una estructura análoga a la 

definición de S (2), Ec. ( l 05): 
N N-1 N-1 N 

s (3) = ¿::: ¿::: g,_¡,Jgí+u = 2= ¿::: g:+l.jgj-1,i; 
i=2 j=l i=l j=2 

el resultado de esta suma debe ser el mismo que el de S (2), excepto por que hay 
un intercambio entre e y e', es decir, S ( 3) se obtiene de la Ec. ( 126) utilizando los 
reemplazos de la Ec. (121), los cuales no afectan la suma de la Ec. (126), por lo que 

s (3) = s (2). (127) 

Finalmente, la suma S ( 4) es 
N N N-1 N-1 N-1 N-1 

S(4) = L Lgi-1,jgj_l,i = L L gi,j+lgJ,i+I = L L gj+l,ig:+l,j = s (1). 
i=2 J=2 i=l j=l i=l j=l 

( 128) 

donde hemos usado la igualdad gi,j = gj,i, la cual se sigue de las Ecs. ( l 03) y ( l 06). 
De las Ecs. (104), (127) y (128), llegamos a que 

m2a2t2 
~ .. Tr[pJmG.+(E_+ñw)plmGf(E)j= . fi2 x2-[S(1)-St2)].~· 

Sustituyendo aquí las Ecs. (124) y (126), tenemos que 
Tr [plmG+(E + ñw)plmG+(E)] 

rn2a2t2 1 
--=-- X ---,,----.., 

!i2 4t2 sin e sin e' 

{
COS')'2 [1- cos (N - l)')'i] - 1 + cos (N - 1) ')'¡ 

1 - cos 1'1 

+ COS')'1 [l - cos (N - 1) 1'2] - 1 + cos (N - 1) /'2} 
1 - COS')'2 

1n
2

a
2
t

2 
1 { 

- - "2 X 2 . e . e' X - (1 - COS')'2)
2 

[l - cos (N - 1) 'Yil 
n 4t sm sm 

_::-(l --~OSf'1)2 [l.::_ COS (N - 1) /'2l} / (1 ~ COS~1) (1- COS')'2), (129) 
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Usando la Ec. (112), el denominador de la Ec. (129) se simplifica a 

(1- COSf'1) (1- COSf'2) = ( ~) 
2 

Asimismo, los términos contenidos en el paréntesis { · · ·} de la Ec. ( 129) son 

- (1 - COS/'2)
2 [1 - COS (N - 1) /'1] - (1- COSf'1)

2 [1 - COS (N - 1) 72] 

= -2 (1 - cos (N - 1) () cos (N - 1) B') [ (1 - cos () cos B') 
2 + sin2 

() sin2 
()'] 

+4 sin() sin()' sin ( N - 1) ()sin ( N - 1) ()' (1 - cos () cos B') . 
Por lo tanto, 

rn2a2t2 1 1 
Tr [pimG+(E + llw)pimG+(E)] = !i2 x 9 X 2 

(~~t t 

x { ~v(N - 1) (:
2

(~1} + s(l)) - s(N - l)v(l)}. (130) 

donde s ( n) = sin n() sin nB' y v( n) = 1 - cos n() cos nB'. 
Sustituyendo la Ec. (130) en la Ec. (102), y tomando en cuenta que el volumen en 

una unidimensión es S1 = ( N - 1) a, tenemos finalmente: 

00 

O"(µ, w, T) = 
8e2t2a f dEJ(E) - f(E + llw) 

7r(N-l)n3w2 1lw 
-00 

VI.l Mínimos.de la Conductividad ac 

En esta sección analizaremos las frecuencias en las que existen mínimos de la conduc­
ti.vi<lad. Por simplicidad, supongamos que éo = O y µ = O. En este caso, 

IEI /2 ltl < 1lw /2 ltl << 1, (132) 

ya que consideramos únicamente campos eléctricos aplicados de baja frecuencia que 
. no causan radiación, es decir, 1lw << ltl "'le V. 

Con estas hipótesis, podemos evaluar los términos que están entre los paréntesis 
{···}de laEc. (131): 

~v(N - 1) (:
2A\) + s(l)) - s(N - l)v(l) 
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VI.2 Aproximación para Frecuencias Pequeñas 

1 , [(l -cos8cos8')
2 

'] -(l-cos(N-l)Bcos(N-1)8] . e. B' +sin8sin8 
2 sm sm 

- (1- cos8cos8') sin (N - 1) Bsin (N -1) 81 

~ ~ { 1 - cos [ (N - 1) (; - x)] cos [(N - 1) (; - x')]} 

[ 
(1 - x. x')2 + Vl - x2J1 - (x')2] (133) 

Vl - x2J1 - (x')2 

-- (1 - x · x') sin [(N - 1) (; - x) J sin [(N -1) (; - x') J (134) 

~ { 1 - cos [(N -1) (; - x)] cos [(N - 1) (; - x')]} 
- sin [(N - 1) (; - x) J sin [(N - 1) (; - x') J 
1 - cos ( N - 1) x cos ( N - 1) x' - sin ( N - 1) x sin ( N - 1) x' 

1 - cos [(N - 1) (x - x')] = 1 - cos ( (N - 1) 2~!) , (135) 

donde hemos empleado las Ecs. ( 107) y ( 109), y hemos usado la expansión de Taylor 
a primer orden 

-1 7r 8 = COS X ~ 2 - X. 

Para hallar los ceros en la conductividad, pedimos que la Ec. (135) se anule: 
ñ.w 

1...,-cos (N ,,,-_l) Z lt!-= O. 

Así, las posiciones de los mínimos de la conductividad, para bajas frecuencias, satis­
facen la ecuación (N - l)liw = 4n7rltl. 

VI.2 Aproximación para Frecuencias Pequeñas 

En esta sección analizaremos el comportamiento de la conductividad ac para muy bajas 
frecuencias. Sabemos que, a temperatura cero, f (E) - f (E + liw) = 8 (E - µ) -
8 (E+ liw - µ);por lo tanto, 

cr(µ,w, T =O) 

8e
2
t2a [µ { 1 (v2 (1) ) } 

.. 7r_(1'l _ l) ñ4w3 }µ-!iw dE 2v (N - 1) 8 (l) + s (1) - s (N - 1) ~ (1) 

Los términos entre los paréntesis {- · ·} en la Ec. ( 135) se expanden hasta cuarto 
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VI Apéndice: Conductividad de una Cadena Periódica 

orden con el fin de apreciar la dependencia con la frecuencia: 

( riw) (N _ 1)
2 (riw) 2 

[ (N _ 1)
2 (riw) 2

] 1 - cos (N - 1) Ttf ~ 
2 

2t 1 -
12 

2t · 
Entonces, la conductividad ac a muy bajas frecuencias conµ = O es: 

a (w) = 8e2t2a !º dE(N - 1)2 (nw)2 [1 - (N - 1)2 (hw)2] 
7r (N - 1) n4w3 1-r¡;.,; 2 4t2 12 2t 

e
2
a (N - 1) [l _ (N - 1)

2 
(nw)

2
] = {l _ [(N - 1) nw]

2
} 

7rn 12 4t2 O"dc 48t2 ' 

donde 
e2a(N -1) 

O"dc = 7rn 
es la conductividad de corriente directa. 
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