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Con el objetivo de elaborar un documento breve (entre 25 y 40 hojas) que
se usaria como notas introductorias al tema en la imparticiéon de un curso
optativo de la licenciatura de fisica, en el periodo de actividades de servicio
social que inici6 el 13 de octubre del 2023 y concluy6 el 20 de mayo del 2024,
el estudiante realizé las siguientes actividades:

= Revision de la literatura relacionada con procesos estocéasticos en el
contexto de caminatas aleatorias en redes multicapa particularmente
el capitulo 14 y los apéndices B, C y G del libro Multilayers Networks
Structure and Function de Ginestra Bianconi, editado por Oxfor Uni-
versity Press, 2018.[1]

= Busqueda bibliografica complementaria alrededor de los procesos es-
tocasticos en redes multicapa.

» Elaboracion del documento.
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Capitulo 1
Difusion

Una de las acepciones del fenomeno de difusion se refiere a las propieda-
des de transporte de una particula trazadora que se mueve en algiin medio.
Este concepto se ha generalizado al transporte de algiin elemento de interés
en algin estructura subyacente. Asi pues, se han estudiado las caminatas
aleatorias en redes complejas como modelo del transporte de un elemento
(el caminante) sobre un red compleja (conjunto de nodos y enlaces que tiene
propiedades de conexién que nos son completamente regulares ni tampoco
completamente aleatorias)

1.1. La relevancia de la difusion en las redes
multicapa

Los procesos de difusiéon son centrales en la teoria de redes ya que inter-
vienen en la comunicacion entre los nodos que conforman las redes. En el
contexto de las redes multicapa! una pregunta fundamental es cémo la topo-
logia multicapa (es decir las propiedades de las nodos conectados en diversas
capas) da lugar a estructuras mas eficientes en el sentido que se promueva
un difusion més rapida en ellas. Por ejemplo, en el contexto de las redes de
transporte es importante establecer si al incrementar el nimero de capas el
proceso de difusién es mas rapido. En este contexto, se ha demostrado que no

!Una red multicapa est4 formada por varias redes. Una multicapa de M capas est4
conformada por M redes que describen las interacciones dentro de cada capay M(M—1)/2
redes que describen las interacciones entre nodos en cada par de capas diferentes.
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solo incrementar el nimero de capas puede beneficiar la difusion, sino que ba-
jo ciertas condiciones la difusion en una red multicapa puede ser més rapida
que en cada una de las capas individuales, un fenémeno llamado superdifu-
sion [2]. Aunque esto es claramente una buena noticia para los ingenieros que
planean disenar infraestructuras nuevas de transporte para reducir el tiempo
de translado de los habitantes de una ciudad, este resultado tiene que ser
comparado con estudios sobre el origen de estados de congestion en redes
multicapa. Contrariamente, de forma menos intuitiva, se encuentra que agre-
gar nuevas capas a una red multicapa puede favorecer eventos de congestion.
Por lo que estos dos resultados tienen que analizarse en conjunto cuando, por
ejemplo, se disenan nuevas infraestructuras de transporte.

Mas en genera la difusion en redes multicapa puede caracterizarse estu-
diando caminatas aleatorias en estas estructuras, las que pueden disenarse
para optimizar la navegacion en redes multicapa. Esto se puede lograr modu-
lando la probabilidad de transitar entre los nodos usando enlaces de diferentes
capas (con caminatas aleatorias sesgadas?) o permitiendo saltos largos en el
marco de la caminata aleatoria de vuelo de Lévy.

Mientras que usualmente se encuentra que en redes multicapa estaticas
la adicion de nuevas capas favorece la difusion, en el contexto de redes tem-
porales multi-rebanada se encuentra que el proceso de difusion es mas lento
que en el la red agrupada donde la dimensién temporal de la red es ignorada.
Este fenémeno se debe al hecho de que el niimero de caminos que respetan
el orden temporal es tipicamente menor que el nimero de caminos en las
redes agrupadas, y que en las redes temporales el caminante aleatorio puede
quedarse atrapado en nodos que estan solo ocasionalmente conectados con
otros nodos de la red.

2Una caminata aleatoria sesgada se refiere a que la probabilidad de transitar de un
nodo a cualquiera de los nodos conectados no es uniforme.
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1.2. Difusién en redes multiplex

1.2.1. El formalismo general

Para poder describir la difusiéon dentro de cada capa y entre distintas
capas de una red multiplex?, es oportuno, como se propone en la referencia [2],
asociar el estado dindmico de difusién xga] (t) a cada nodo réplica (i, a) (nodo
i de la capa «) de la red multiplex, donde i = 1,2,.... Nya=1,2,....M
y asumimos como en la referencia [2], que tanto los enlaces intracapa como
los intercapa pueden participar en la dinamica de difusién.

La escala temporal global de la difusién dentro de cada capa « (difusion
intracapa) es determinada por la constante de difusién DI®l. De forma simi-
lar, la difusién entre distintas capas (difusién intercapa) es dictada por las
constantes de difusién DI*#l = DBl Para modular la difusién a través de
diferentes enlaces en una misma capa, un peso wz[?] se asocia a cada enlace
no dirigido del nodo replica (i, &) al nodo replica(j, a). Con esta notacién, la
ecuaciéon general de difusién en una red multiplex estd dada por [2]

N M
d [0 I (@] (e} (e « (o]
EZL‘E l(t) = D! ]Zwl[j](asg- - x£ ]) + ZD[ ] (:BEB] - .CEE ]), (1.1)
j=1 p=1
donde el primer término y el segundo término del lado derecho corresponden
respectivamente a la difusion intracapa e intercapa.

La ecuacién (1.1) se puede escribir como una ecuacién general de difusién
en un espacio (N - M) dimensional, i.e.
dX
pr LX, (1.2)
donde £ es una matriz de (N - M) x (N - M) llamada matriz supra-Laplaciana
y X es un vector columna de N - M que codifica el estado dindmico de cada
nodo replica de la red multiplex. En una red multiplex de M capas la matriz
supra-Laplaciana £ esta dada por

pULM | o |... 0 S, DT —pBAT || —piMI
0 |DWLE]... 0 —DBIT |y, ,DRAT| .| —DBMI
- : : . : + : ‘ : : <13)
0 0 . D[‘W]L[M] 7D[M’1]I 7D[M’2]I . Zﬁ#M D[I\[,ﬁ]l

3Una red multiplex es una red multicapa simplificada que cumple las siguientes pro-
piedades: (a) Hay un mapeo uno-a-uno de los nodos en las diferentes capas, también
llamados nodos réplica; y (b) los enlaces intercapa exclusivamente conectan a los nodos
réplica correspondientes.
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donde I es la matriz identidad de N x N ?/ Ll es la matriz Laplaciana de
la capa a (cuyos elementos son L ol = 3 dij — wgy), donde sf es la fuerza

del nodo replica (i,a), sf =3 _; w[ o De forma similar, el vector dindmico X
que aparece en la ecuacion 1.3 puede escribirse como
x!1]
e
X = ) , (1.4)

T

donde x indica al vector columna de N elementos :cL‘”

coni=1,2... N.

En una red multiplex no dirigida, donde la constante de difusiéon D*#l =
DBl 1a matriz supra-Laplaciana £ es simétrica y semidefinida positiva,
es decir, sus eigenvalores A, son reales y no negativos, A, > 0 para n =
1,2,...,N-M . Aqui asumimos que la red multiplex es conexa, i.e. asumimos
que de es posible alcanzar un nodo cualquiera a partir de otro nodo elegido
arbitrariamente siguiendo una combinacién de enlaces intracapa e intercapa.

Considerando la ecuacion de difusion 1.2, es inmediato que, como sucede
en las redes simples, la escala temporal tipica T de la difusién en una red
multiplex esta determinada por el eigenvalor de menor valor distinto de ce-
ro Ao, también llamado la conectividad algebraica del supra-Laplaciano L,
siempre que haya una brecha espectral significativa en el espectro del supra-
Laplaciano. En ese caso tenemos que

T=—. 1.5
o (1.5
De esta cantidad podemos obtener una comprension fisica cualitativa de las
propiedades de difusion de las redes multicapa al estudiar la dependencia
del eigenvalor A\ como una funcién de las constantes de difusién intracapa e
intercapa.

1.2.2. Los regimenes de difusion

Para caracterizar los diferentes regimenes de difusiéon que podemos espe-
rar en una red multiplex, podemos seguir a las referencias [2, 3] y considerar
el caso simple de una red duplex (red multiplex con dos capas). Adicional-
mente, podemos asumir que las constantes de difusiéon intercapa son todas
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iguales, i.e. DM = DR = D, y que las constantes de difusién intercapa
son absorbidas por los pesos de las capas individuales. Como una consecuen-
cia de esta tultima suposicion, sin pérdida de generalidad podemos tomar la
constante de difusién intercapa como uno, i.e. D = DBl =1,

Bajo estas suposiciones, podemos caracterizar la difusiéon en un red duplex
usando la ecuaciéon (1.2) con la matriz supra-Laplaciana £ y el vector de
estado dindmico X dados respectivamente por

LU+ DI| -D,I
5—( -D,0 [LE+ DI )’ (16)

(). 0

Supongamos adicionalmente, que las dos capas de dicha red duplex son
conexas. En esta configuracion, la difusién presenta dos regimenes depen-
diendo del valor de la constante de difusién D, [2] (ver el capitulo 4 para una
derivacién de estos resultados).

Para valores de la constante de difusién intercapa pequetios (Dy < D),
Mg crece linealmente con el acoplamiento intercapa D, y por lo que la escala
temporal tipica T crece como

1

T:2—Q<.

(1.8)

Este resultado implica que en este régimen, la difusion intercapa es el va-
lor que limita la propagacion en la red. En contraste, Para la constante de
difusién intercapa fuerte (Dy > Df), A; tiende a un valor finito Ay = ’\7
donde A, es el eigenvalor mas pequeno distinto de cero del Laplaciano de la
red agrupada dada por L + L2 El eigenvalor )\, del Laplaciano agrupado

satisface

> min(Ay, A, (1.9)

1 2
%>Ay+gl

donde )\ga] es el menor eigenvalor distinto de cero del Laplaciano L.

Por lo que, la difusién en una red multicapa siempre serd mas rapida que
la difusion en la capa mas lenta de la red multiplex. La super difusion, i.e. el
hecho que la escala temporal de la red multiplex sea mas rapida que la escala
temporal de difusiéon en cada una de las capas de la red multiplex, es posible
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pero no sucede en general. Un limite superior [4] para Dy se puede expresar

como |

D} < 1
donde As es la conectividad algebraica Ay del Laplaciano LM + mathb fLP
de la red agrupada. En la figura 1.1 se muestra la dependencia del eigenvalor
A2 como una funcién de D, y los dos regimenes de difusion son claramente

visibles.

As, (1.10)

Estos resultados se pueden obtener realizando expansiones perturbativas
en los dos limites D, < 1y Dy, > 1 (Ver apéndice 4) o encontrando la
conectividad algebraica Ay usando el teorema de Courant y Fisher resolviendo
directamente el problema de minimizacion [4]

Ao(L) = minvTLv. (1.11)

vey

Aqui v es un vector columna de 2N entradas que se puede descomponer
en dos bloques, i.e.

v = (%Er) (1.12)

con v asociado a las nodos replica de la capa a. Otros descubrimientos
acerca del fenémeno fisico que ocurre cuando el cambio de transicién es ob-
servado han sido obtenidos en la referencia [4] al caracterizar la estructura del
ergenvector de Fiedler vo de la matriz supra-Laplaciana, i.e. el eigenvector
asociado con el eigenvalor \s.

Para acoplamiento débil D, < DY el eigenvector vy revela que la red
duplex puede separarse en dos capas. De hecho, sus bloques componentes
vl y v difieren tinicamente en un cambio de signo, i.e.

1
vil= v = —1 (1.13)

V2N’
donde 1 es el vector columna N-dimensional con elementos 1; = 1 para cada
nodo:=1,2,... N.

Por el contrario, para acoplamiento fuerte Dy, > D7, los bloques com-
ponentes Véﬂ y Vg] tiene el mismo signo. Por lo que, en este limite, el aco-
plamiento intercapa fuerte no permite la separacion de la red multiplex en
dos capas (ver fig. 1.1). La transicién entre los dos regimenes en Dy = Dy es

discontinua.
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Figura 1.1: Evolucién del eigenvalor de Fiedler Ay del supra-Laplaciano y su
correspondiente eigenvector vy = (v[;] ’V[22]) como una funcién de la constante
de difusiéon D, para una red duplex cuya primera capa es una red de Poisson
con exponente 7 = 3 de la ley de potencias y cuya segunda capa es una red
regular con grado ¢ = 3. La imagen (a) muestra Ay como una funcién de
D,. La discontinuidad de la primera derivada de A, claramente ocurre en la
transicién entre los dos regimenes Ay >~ 2D, y Ay =~ \;/2, donde A; es el eigen-
valor de Fiedler de la red agrupada. En este caso observamos superdifusion
para valores grandes de Dy, i.e. Ay > méx(/\gl}, )\[22]), donde )\[21] y )\[22] indican
respectivamente los eigenvalores de Fiedler del laplaciano de la primera y la
segunda capa. La imagen (b) muestra la proyeccién del vector unitario sobre

V[Ql] y V[22] como funciones de D,. Estas dos proyecciones indican la suma de

todas las componentes de vg] y v?] respectivamente. La imagen (c) muestra

la proyeccion de vg] envg} como una funcién de D,. Imagen tomada de la

referencia [1].
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En la referencia [3], Solé-Ribalta et al. Extienden estos resultados a todo
el espectro de la matriz supra-Laplaciana £, {\; = 0, Ao,..., A\y.n}, v para
un numero arbitrario M de capas.

1.3. Caminatas aleatorias en redes multiplex

1.3.1. Caminando entre las capas

Mientras navegamos en una red multiplex, es posible moverse en diferentes
redes. Eso es, por ejemplo, la situacion de las redes multiplex de transporte
en las grandes ciudades que incluyen capas diferentes como es el metro, el
autobus y redes de tren regionales. En este contexto, es importante caracte-
rizar el comportamiento de caminantes aleatorios que pueden saltar de una
capa a otra, donde los saltos del caminante aleatorio de un nodo a otro no
de la misma capa (transiciones intracapa) pueden tener una probabilidad
diferente a las transiciones entre nodos replica de diferentes capas (transicio-
nes intercapa). La trayectoria de un caminante aleatorio explorando una red
multiplex compuesta por N = 7 nodos y M = 3 capas se ilustra en la Fig.
1.2, en la que se muestran las transiciones intracapa y intercapa. Este tipo
de caminata aleatoria se propuso originalmente en la referencia [5].

En este caso, la probabilidad p;, que el caminante aleatorio se encuentre
en el nodo (i, ) en el tiempo t estd dado por

Pia(t+1) = Pigiapis(t) (1.14)
0B

donde p;,(t) es la probabilidad de encontrar al caminante al tiempo ¢ en el
nodo replica (i,«) y donde Pjso €s la probabilidad de transicién del nodo
replica (7, 8) al nodo replica (i, o). La matriz de transicién P es estocdastica,

i.e satisface
> Pisia =1, (1.15)

para cada nodo replica (7, 8). Notemos que la ecuacién 1.14 también puede
expresarse en forma matricial como

p(t) = p(t—1)P, (1.16)

donde p(t) es el vector fila de N - M entradas con elementos p;,(t). Dada la
condicién inicial p(0) que especifica la probabilidad p;,(0) de que el cami-
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Figura 1.2: Camino (secuencia de flechas) de un caminante aleatorio nave-
gando en una red multiplex compuesta por N = 7 nodos y M = 3 capas.
En este ejemplo, el caminante no puede pasar de la capa 1 y a la capa 3 en
un solo paso de tiempo y no puede cambiar simultdneamente de nodo y de
capa. Imagen tomada de referencia [6].

nante aleatorio en el tiempo ¢ = 0 se encuentre en un nodo replica arbitrario
(1,), el estado de la caminata aleatoria al tiempo ¢ sigue

p(t) = p(0)P". (1.17)

Hasta ahora, hemos descrito la difusién en un red multicapa general con-
siderandola como una red mas grande formada por N - M nodos replica
distintos. Sin embargo, el interés por caracterizar el comportamiento de esta
caminata aleatoria descansa sobre la posibilidad de inferir el efecto que es
inducido por el hecho que la red que estamos estudiando es en realidad una
red multiplex. Por lo tanto, tenemos que tomar en cuenta dos consideraciones
importantes:

» Primero, las probabilidades de transicion Pjg ;o pueden y deben tomar
en cuenta si la transicién ocurre entre nodos replica de la misma capa
o entre nodos replica de diferentes capas. Esto nos permitira modular
la probabilidad de transiciéon intercapa con un parametro de difusion
apropiado. En las redes de transporte estos parametros indican el costo
de cambiar de una red de transporte a otra.
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= Segundo, es importante evaluar la probabilidad 7; de que la caminata
aleatoria al tiempo ¢ esté en un nodo dado ¢ de la red multiplex. Esto
esta dado por la probabilidad de que el caminante aleatorio se encuentre
en cualquiera de los nodos replica (i, ), i.e.

mi(t) =) pialt). (1.18)

Como una consecuencia de (i), debe ponerse atencion al asignar los valores
de la probabilidad de transicién Pz iq, ya que las diferentes probabilidades de
transicion tienen diferentes significados para la red multiplex. En particular,
para un caminante aleatorio en el nodo replica (i, «)

» II;, o es la probabilidad de que el caminante aleatorio permanezca en
el nodo replica (7, a);

» I, jo es la probabilidad de que el caminante salte a un nodo replica
vecino en la capa «, y especificamente al nodo (j, &) (transicién intra-
capa);

» II;, 3 es la probabilidad de que el caminante permanezca en el mismo
nodo i pero salte de la capa « a la capa 8 # a (transicién intercapa);

» II;, ;s es la probabilidad de que el caminante aleatorio salte a un nodo
replica (j,3) con j # ¢ y también § # « (Este movimiento no estd
representado en la Fig. 1.2).

Para resumir, en el caso de una red multiplex, los elementos de la matriz de
supra-transicién se pueden modular con la fuerza del acoplamiento D!®#! en-
tre diferentes capas a # [, y la probabilidad ¢ de que el caminante aleatorio
no permanezca en el mismo nodo replica. Adicionalmente, suponiendo que
las probabilidades de transicién intracapa dependen del peso {wz[?}} del en-
lace entre los nodos replica (i, @) y (J, ), la generalizacién de una caminata
aleatoria clasica a una multiplex se obtiene ajustando

(]—_Q) SiO[:/B,i:j7
. qwz['?]/o-i,a sl a = 572 #]7
@I gDl gy st # Bl =

0 en otro caso,

(1.19)
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donde 0, = ), wl[?] + 25 Lo DAl asegura que P es una matriz estocasti-
ca, i.e. Satisface la ecuacién (1.15). Esta expresién se puede simplificar mas
haciendo la suposicién tipica ¢ = 1 para que el caminante aleatorio nunca
permanezca en la misma posicion. Adicionalmente, siguiendo la simplifica-
cién hecha para la difusién lineal, uno puede asumir que D*F = D, Vo,

con « # f.

Un tema importante que es discutido en la referencial6] es la cobertura
de una red multiplex en el tiempo hasta un valor ¢t. Para caracterizar esta
cantidad es necesario evaluar la probabilidad x;;(t) de que el caminante alea-
torio que inicialmente estaba en el nodo j no se encuentre en el nodo 7 en el
tiempo hasta un valor ¢. Esta probabilidad esta dada por

t

() = 111 =m0l = m(0)]. (1.20)

=1

Notemos aqui que 7;(t) definido en la ecuacién (1.18) estd dado por
mi(t) = p(t)E;, (1.21)

donde E! indica la transpuesta del supra-vector E; de N - M filas cuyos
elementos (i,«) con aw = 1,2,..., M son iguales a 1 y todos los demés son

iguales a 0, i.e.
Ei = (ei|ei| R |ei), (122)

donde e; es el i-ésimo N-dimensional vector canénico. Insertando la ecuacién
(1.21) y la expresién para p(t) dada en la ecuacién (1.17) obtenemos

xis(t) = 1 =m(O)] [ 1t = p(O)P"E]], (1.23)

=1

donde p(0) caracteriza la condicién inicial de la caminata aleatoria. Sin per-
dida de generalidad, la condicién inicial p(0) se puede elegir de manera que
el caminante aleatorio en el tiempo t = 0 esté en el nodo replica (j,1), i.e.

Pia(0) = 63, j)d(, 1), (1.24)

donde §(z,y) es la delta de Kronecker. Finalmente, de la ecuacién (1.23)
usando la aproximacién 1 — x ~ e™* vélida para z < 1, obtenemos

Xii(t) = [L = m(0)]exp[— > p(0)PET]. (1.25)
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A partir de esta expresién podemos evaluar la cobertura del caminante
aleatorio hasta el tiempo t. De hecho, como x;;(¢) indica la probabilidad de
que el nodo ¢ no ha sido visitado dentro del tiempo ¢, al promediar 1 — x;;(t)
es posible obtener la cobertura p(t) de la caminata aleatoria hasta el tiempo
t, i.e.

plt) = 1 - %;xim (1.26)

Al estudiar la cobertura de la red en presencia de dano (disrupcién) de
nodos, en la referencia [6] De Domenico et al. han investigado la robustez del
transporte publico de Londres, concentrandose en tres capas diferentes. Se
muestra que la red multiplex resultante es mas resiliente que sus capas sim-
ples tomadas por separado. De hecho, la red multiplex interconectada provee
suficiente redundancia para encontrar caminos desde partes aparentemente
aisladas de las capas individuales.

1.3.2. Vuelos de Lévy y otras estrategias de biisqueda

Los vuelos de Lévy son una clase especial de caminatas aleatorias en las
que los desplazamientos aleatorios son de longitud [ siguiendo una distribu-
cién de ley de potencias P(l) oc [7%. Los vuelos de Lévy claramente son una
generalizacion de las caminatas aleatorias que limitan los movimientos a los
vecinos proximos. De hecho, para § — oo los vuelos de Lévy se reducen a
las caminatas aleatorias clasicas mientras que para # = 0 describen un movi-
miento con saltos aleatorios de cualquier longitud. Bajo circunstancias muy
generales, los vuelos de Lévy han probado ser la estrategia mas eficiente de
exploracion y navegacion, superando el rendimiento de la caminata aleatoria
clasica (movimiento Browniano) [7, 8]. Los vuelos de Lévy son bastante co-
munes en el forrajeo de los animales [7, 9], en movilidad humana [10, 11, 12] y
en el comportamiento y estrategias de bisquedas mentales humanas [13, 14].
Por lo tanto, es interesante caracterizar las propiedades de los vuelos de Lévy
en redes complejas [15] y en redes multicapa [16]. Empecemos por conside-
rar los vuelos de Lévy en una red simple. Primero, asociamos a cada par de
nodos i y j de la red (conexa) una distancia de salto d;;. El vuelo de Lévy
en una red simple tiene probabilidades de transicién m;; del nodo ¢ al nodo j



1.3. CAMINATAS ALEATORIAS EN REDES MULTIPLEX 13

determinadas por la distancia d;;. Especificamente, estaran dadas por:

d;’
Zm#i dim

Los vuelos de Lévy han sido estudiados en la referencia [15] donde se
mostré que el tiempo promedio para conectar un nodo particular de la red
desde una condicion inicial aleatoria tiene un minimo cuando 8 = 0 donde
las probabilidades de transiciéon de Lévy son independientes de la distancia
entre los nodos y el vuelo de Lévy realiza esencialmente saltos aleatorios entre
nodos de la red.

La situacion se vuelve més interesante cuando el vuelo de Lévy ocurre en
una red multicapa [16]. En este caso, los saltos de Lévy se permiten tnica-
mente entre nodos de la misma capa, el caminante puede permanecer en su
posicién actual y puede saltar a otra capa (ver figura 1.3). En este caso, las
probabilidades de transicién II,,.;3 se pueden tomar como

[a] —0 . o . .
(dij) [Tia sl a=Bi# ],

Hia;j,@ = Dl[?ya]/o—ia sl = 677’ = ja (128)
Do sia# Bi=],

donde dg?] es la distancia entre el nodo ¢ y el nodo j en la capa «, y

M
i = SN+ 3 DG,
j#i =1

E?"ﬁ Icon a # [ son independientes del nodo ¢,

Cuando los pardmetros D;;

ie. Dl[?ﬁ I = Dy, los autores de la referencia [16] han encontrado que para
costos intercapa pequenos D, la mejor estrategia para alcanzar el 50 % de
los nodos en la menor cantidad de tiempo no es # = 0, como lo es en capas
individuales, sino un valor mayor y distinto de cero. Esto implica que si
el costo de pasar por enlaces intercapa estda desapareciendo, la caminata
aleatoria puede permanecer localizada entre los nodos replica si los otros
saltos de Lévy tienen una suficientemente pequena probabilidad de transicion
(como es el caso cuando 6 = 0). solo cuando D, es significativamente grande
los resultados de las redes multicapa son consistentes con el resultado de la
capa individual y la cobertura 6ptima se obtiene para 6 = 0.
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oLayer 1 ©Layer 2 o Layer 3

1.-Stay at the node ;|

2.-Jump to other nodes

in the same layer N

3.-Switch to its
counterpart node in the
other layer

Figura 1.3: Ilustracién de la estrategia de navegacion usando vuelos de Lévy
en una red multiplex. Imagen tomada de la referencia [16]

1.3.3. Caminatas aleatorias sesgadas

En redes multiplex también es posible explorar el caso en el que los enlaces
intercapa estan ausentes y la caminata aleatoria no se mueve entre nodos
replica sino que solo salta de un nodo a cualquiera de sus nodos vecinos
siguiendo enlaces de diferentes tipos que pertenecen a diferentes capas de la
red multiplex. Las principales preguntas de investigacion de los trabajos que
se ocupan de este tipo de caminatas aleatorias son la optimizacion de las
estrategias de busqueda y la cobertura de la caminata aleatoria cuando las
probabilidades de saltar entre enlaces de diferentes capas son diferentes. En
la referencia [17] un caminante aleatorio que inicialmente estd en el nodo 4
tiene una probabilidad 2! de saltar a un nodo vecino j conectado al nodo i
por un enlace de la capa a. Por lo tanto, las probabilidades de transiciéon 7;;
del nodo ¢ al nodo j estan dadas por

Mo gl
my =y 2 /4?”] (1.29)
a=1 1
con £ = méx(1, 2N, al)) y 2l normalizada, i.e.
M
> A =1 (1.30)
a=1

En este tipo de caminata aleatoria en una multiplex los autores de la
referencia [17] han mostrado que hay una configuracién éptima de las proba-
bilidades z!* que minimiza el tiempo de bisqueda de la caminata aleatoria.
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La posicién especifica de la solucién éptima para las probabilidades z[® de-
pende de la topologia de las capas de la multiplex y de sus correlaciones. En
conclusion, las diferentes fuerzas de acoplamiento entre las capas se puede
optimizar para mejorar la eficiencia de la caminata aleatoria, y esto sugiere
un mecanismo para explicar la ventaja evolutiva de muchas redes multicapa
naturales.

Lo mas importante es que las medidas de centralidad mas eficientes para
redes multiplex incluyendo el PageRank multiplex funcional y a MultiRank
estdn basadas en esta caminata aleatoria sesgada. En el algoritmo MultiRank
primero se modifica la caminata aleatoria en el estilo del algoritmo PageRank
introduciendo un parametro de teletransportacién que permite saltos aleato-
rios entre cualquier par de nodos. En segundo lugar, los parametros 2% de
la caminata aleatoria se interpretan como las influencias (centralidades) de
las capas y el estado absorbente de la caminata aleatoria se interpreta como
la centralidad de los nodos.

En la referencia [18] una caminata aleatoria sesgada se estudia en redes
multiplex donde los nodos estan conectados por diferentes tipos de enlaces. La
caminata aleatoria sesgada navega la red multiplex realizando una caminata
que es sesgada de acuerdo con las propiedades de los nodos indicadas por
el vector f; con ¢ = 1,2,..., N. La caminata aleatoria considerada en la
referencia [18] estd definida sobre la red agrupada pesada en la que cada
enlace tiene un peso v;; dado por la multiplicidad de la superposicién del
enlace (i, j). De esta forma, la probabilidad de transicién m;; estd dada por

Vijfj

Zm Vimfm '

Aqui se encuentra que las propiedades estructurales de las redes multiplex
tales como el nimero de capas, la superposicion de enlaces y el grado de
correlacién intercapa tiene un impacto significativo en las propiedades de
difusion de la caminata aleatoria.

(1.31)

7Tz'j =

1.4. Caminatas aleatorias en redes tempora-
les multicorte

Para redes multiplex usualmente es el caso que las capas adicionales fa-
vorecen la difusién, ya que por ejemplo, en redes de transporte la adicion
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de nuevas capas hace mas réapida y eficiente la cobertura de la red. Cuando
se consideran redes multicorte, la naturaleza temporal de las estructuras ra-
lentiza la exploracién de una caminata aleatoria dada en comparacién con
la red agrupada donde la naturaleza temporal de la interaccién es ignora-
da. Este efecto se debe a que el caminante aleatorio en redes temporales
tiene un numero reducido de caminos posibles disponibles que respetan la
temporalidad. Los caminos que caminos que respetan la temporalidad estan
definidos como secuencias de nodos P; = (i1, 72, . . . , i, Jdonde cada nodo con-
secutivo se puede alcanzar desde el nodo anterior en una secuencia temporal
siguiendo enlaces de la red temporal, i.e. si (i, 4p41) con 7 =1,2,....n — 2
es un enlace del corte temporal a correspondiente al tiempo t = t,, el enlace
(4r41,1r12) debe ser un enlace en un corte temporal 3 correspondiente a un
tiempo subsecuente ¢t = t3 > t,. Los caminos que respetan la temporalidad
en una red multicorte son un subconjunto de los caminos de la red agrupada.
Asumamos, por ejemplo, que en el tiempo ¢t = 1 la red esta formada por el
link (2,3) y al tiempo ¢t = 2 esta formada por el enlace (1,2). Mientras que
el camino P,gy = (1,2, 3) existe en la red agrupada, este camino no respeta
la temporalidad porque el enlace (1,2) estd presente solo después del enlace
(2,3). Por lo tanto, no es posible mandar senales en la red entre el nodo 1y
el nodo 3. Ademas, en redes multicorte, el caminante aleatorio puede perma-
necer atrapado en nodos que estan solo ocasionalmente conectados a otros
nodos de la red temporal.

En la referencia [19] se realizé un anélisis de las propiedades de un cami-
nante aleatorio en conjuntos de redes temporales reales, analizando el efecto
de correlaciones temporales entre contactos consecutivos presentes en los da-
tos. Es interesante que, en este estudio se encuentra que los caminos mas
cortos que respetan la temporalidad tienen caracteristicas estadisticas que
son significativamente diferentes a las de los caminos méas rapidos que res-
petan la temporalidad. Es cierto, que los caminos mas cortos que respetan
la temporalidad no necesariamente son los més rapidos, ya que el caminante
aleatorio puede permanecer atrapado en algunos de los nodos por bastante
tiempo.

El modelo de una red temporal con actividad temporal heterogénea de los
nodos es un marco de trabajo muy bien definido que captura las consecuencias
de tener nodos que estan conectado a la red mas o menos frecuentemente. De
hecho, a cada nodo i se le asigna una actividad temporal a; € [0, 1] tomada de
una distribucién F'(a) y en cada paso del tiempo ¢ se establecen m enlaces con
probabilidad a;. En el marco de trabajo de este modelo se muestra [20] que
el tiempo promedio que le toma al caminante aleatorio regresar por primera
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vez a su posicién de origen es inversamente proporcional a la actividad del
nodo. Esta propiedad del caminante aleatorio en redes temporales dirigido
por actividad captura la desaceleracién del caminante aleatorio que se observa
en redes temporales reales.

Un manera muy exitosa para describir caminatas aleatorias en redes tem-
porales arbitrarias depende de una descripciéon no-Markoviana de su proceso
de difusion [21, 22]. De acuerdo con esta caminata aleatoria no-Markoviana la
probabilidad de transicion entre el nodo i y el nodo j depende de la historia
pasada de la caminata. El ejemplo més simple de dindmicas no-Markovianas
asigna una probabilidad dada m(¢i — ij) al salto de la caminata desde el
nodo ¢ al nodo j dado que la caminata aleatoria en el paso previo estaba
saltando entre el nodo ¢ y el nodo 1.

Al extender el tratamiento de las caminatas aleatorias Markovianas en
redes temporales a las caminatas aleatorias aleatorias no-Markovianas es po-
sible observar tanto la ralentizacién como la aceleracién de la difusiéon con
respecto a la su contraparte Markoviana [22].

1.5. Trafico y congestion

En redes de transporte y en redes tecnoldgicas es esencial monitorear el
trafico y evitar la congestion. El trafico y la congestién en redes simples han
sigo extensamente estudiados en la literatura [23, 24, 25, 26]. Ya que mu-
chas redes de transporte y redes tecnoldgicas son redes multicapa, es esencial
estudiar los efectos de la multiplexidad en el trafico y la congestion.

Los problemas de trafico difieren de los procesos de difusion antes carac-
terizados porque el caminante no realiza una exploracién aleatoria de la red
sino que es dirigido de un nodo origen a un nodo destino siguiendo un algo-
ritmo director. El algoritmo director mas natural para problemas de trafico
es usando el camino mas corto entre los nodos de origen y destino. En una
red simple la caracterizaciéon del flujo que pasa a través de cada nodo (o
cada enlace), asumiendo que cada nodo tiene la misma probabilidad de ser
un origen o un destino, ha incitado a los cientificos de redes a introducir el

concepto de centralidad de intermediacion®.

4La centralidad de intermediacién le asigna relevancia a los nodos que actiian como
puentes entre diferentes comunidades en la red. Estos son nodos por los que pasan un gran
nimero de los caminos maés cortos conectando a diferentes pares de nodos en la red. La
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En redes multiplex los caminos mas cortos se pueden distinguir entre
aquellos que pertenecen a una misma red simple y aquellos que incluyen
enlaces intercapa de varias redes conectando nodos replica de diferentes capas
(aunque uno podria elegir asignar una longitud de cero o distinta de cero a
los enlaces intercapa).

Para poder caracterizar como el flujo se distribuye en las diferentes capas
de la red multiplex en la referencia [27] los autores introducen la interde-
pendencia pesada A € [0, 1] que es una modificacién de la interdependencia
clasica. La interdependencia pesada depende del trafico y esta dada por

Vi
A= ZT]U—J (1.32)
i#j K

donde %;; es el nimero de caminos mas cortos entre el nodo 7 y el nodo
J incluyendo enlaces de diferentes capas, 0;; es el nimero de caminos mas
cortos entre el nodo ¢ y el nodo j y Tj; es la matriz normalizada de origen-
destino determinando la fraccién de caminantes con origen ¢ y destino j, Por
lo tanto, la interdependencia \ es la fraccion de los caminantes que usan mas
de una capa.

Otras medidas generales que indican que tan bien el sistema estd operando
en condiciones normales de tréfico (i.e. en ausencia de congestién) son la
distancia recorrida promedio d dado por

ij i (1.33)

y el coeficiente de Gini G. El coeficiente de Gini G' € [0,1] es una medida
usualmente utilizada en economia para caracterizar la distribucion de la ri-
queza en una nacién. En la referencia [27] se ha propuesto como una buena
medida para describir la distribucién del flujo de trafico en una red. Cuando
G =1 todo el flujo se concentra en un unico enlace, mientras que si el flujo
se reparte equitativamente en todos los enlaces GG seria cero.

Los resultados de las simulaciones en redes multicapa planar muestran
que conforme aumenta la interdependencia pesada la distancia recorrida pro-
medio disminuye, indicando que cuando las rutas méas cortas aprovechan la

. . Y . . n’
centralidad de intermediacién b; de un nodo ¢ en una red esta dado por b; = >, _ -
9 Jgrs
donde n; es el nimero de caminos mas cortos que conectan al nodo r y al nodo s que
pasan por el nodo 7, y g,s es el nimero total de caminos més cortos que conectan al nodo

r con el nodo s.
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multiplexidad de la red la distancia recorrida promedio puede disminuir sig-
nificativamente. No obstante, en algunas topologias es posible que conforme
aumenta la interdependencia pesada aumenta también el coeficiente de Gini,
indicando un riesgo mas grande de congestion.

Cuando cada nodo de la red tiene una capacidad finita, i.e. solo puede
conducir un numero finito de elementos en cada momento de tiempo, la
red puede sufrir una transicion de fase de congestion. La congestion ocurre
cuando la entrada de elementos por unidad de tiempo esta por encima de un
valor critico, y los nodos empiezan a trabajar al maximo de sus capacidades.
Bajo estas condiciones los elementos son introducidos a la red a un ritmo mas
rapido que el ritmo al que llegan a sus destinos, resultando en un crecimiento
lineal contra el tiempo del nimero de elementos en transito en la red.

Es asi que, el pardmetro de orden de la congestién esta dado por [28, 29]

. D(t+T)-D(t)
p= Hm RT )

(1.34)

donde D(t) es el nimero de elementos en transito en el tiempo ¢ y R es el
nimero de elementos introducidos en cada paso de tiempo. En un régimen no
congestionado con R < R, el nimero de elementos en transito es estacionario,
entonces p = 0. Por el contrario, en el régimen congestionado con R > R,,
los elementos se acumulan en la red y p # 0 mide el incremento normalizado
(0 > p >1) de los elementos en transito por unidad de tiempo.

En una red multiplex es posible observar fenémenos cooperativos contra-
intuitivos [30]. A pesar de que la multiplexidad incrementa el nimero de
caminos en el sistema, una red multiplex puede ser mas susceptible de con-
gestionarse que las redes individuales de sus capas. Este fenémeno nos re-
cuerda a la paradoja de Braess [31], en la que al agregar un enlace adicional
a una red simple se puede reducir la eficiencia general de la red.

Este efecto contra-intuitivo de la multiplexidad a la hora de calcular el
riesgo de congestion se debe a la naturaleza no-local del algoritmo director
que busca los caminos mas cortos en la red. En el caso en que una capa es mas
eficiente que otra, i.e. tiene en general caminos mas cortos entre los nodos, el
trafico tiende a concentrarse en una sola capa y, dejar vacias las otras capas,
incrementa el riesgo de congestién [30]. En la misma linea de este trabajo,
otros articulos han caracterizado la transicion de congestién en redes duplex
con diferentes distribuciones de grados [32].

En la referencia [33] el efecto de la correlacién de grado a la hora de



20 CAPITULO 1. DIFUSION

determinar el umbral de congestién ha sido estudiado. Este trabajo muestra
que en redes multicapa con grados correlacionados usando estrategias de
asignacion de capacidad tales como asignarle a cada nodo una capacidad
proporcional a su centralidad de intermediacion incrementa la capacidad total
de trafico. En la referencia [34] se han propuesto otras estrategias directoras
disenadas especificamente para redes multiplex.



Capitulo 2

Entropia y modelos nulos de
redes simples

2.1. Ensambles de redes de maxima entropia

2.1.1. Observaciones generales

En este capitulo se proveen los detalles para caracterizar completamente
los ensambles de redes de maxima entropia siguiendo las referencias [35, 36,
37, 38, 39]. Los ensambles de redes constituyen los modelos de redes menos
sesgados que satisfacen un conjunto de restricciones. Por esto, este marco de
trabajo es frecuentemente usado para construir modelos nulos de redes.

2.1.2. Definiciones

Dado el conjunto de todas las redes G = (V, E) con |V| = N nodos, un
ensamble de redes es determinado cuando se asigna una probabilidad P(G)
a cada red en el conjunto.

La entropia S de un ensamble es el logaritmo del niimero redes de un tipo
en el ensamble y estd dado por

S=-) P(G)lnP(G). (2.1)
G

21
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Un ensamble de entropia maxima que satisface un conjunto de restric-
ciones es el ensamble menos sesgado que exhibe las propiedades deseadas.

2.1.3. Restricciones

Distinguimos entre las restricciones débiles y las fuertes. Las restricciones
débiles son aquellas que se satisfacen en promedio en el ensamble de redes.
Las restricciones fuertes son las que satisfacen para todas las redes en el
ensamble.

Ejemplos de restricciones fuertes son las de tipo

Fu(G) =Cy, (2.2)
donde F),(G) es una medida sobre la red cuyo valor estd fijo a C), y cada res-
triccion independiente impuesta a la red estd indicada por p =1,2,..., N¢.

Una restriccién de este tipo puede fijar el nimero total de enlaces L o el
grado k; de un nodo 7. Indicando con a,; la matriz de adyacencia de la red
estas dos restricciones se escriben como

F(G) = Zaij =L,
N (2.3)
Fi(G) = Zaij = K;.

Las restricciones débiles son restricciones que en cambio fijan el valor pro-
medio de una medida F),(G) de la red en el ensamble y por lo tanto es del
tipo
> P(G)F,(G) =C,. (2.4)
G
Una restriccién de este tipo puede fijar el nimero promedio de enlaces L

de una red en el ensamble o el grado promedio k; del nodo ¢. Estas dos
restricciones se escriben como

> P(G)
G
> P(G)

Zaij =1L,

i<j

N
E Qij | = Ky
=1

(2.5)
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2.2. Ensambles canénico y microcandénico de
redes

2.2.1. Ensamble candnico de redes

La probabilidad Pc(G) en un ensamble candnico de redes que satisface
N¢ restricciones

Y Pe(G)EL(G) = C, (2.6)
G
con u=1,2,..., N¢ tiene la forma exponencial dada por
1
PC(G) = _— ¢~ 2551 AuFu(G) (27)
Zc

donde Z¢ es la suma de normalizacion y donde los multiplicadores Lagran-
gianos A\, estan fijos y determinados por las restricciones en la ecuacién 2.6.

Para encontrar P(G) maximizamos la entropia del ensamble S bajo las
restricciones dadas por la ecuacién 2.6 y la restriccion de que Po(G) estd
normalizada. Definimos una funcional F en la que hemos introducido los
multiplicadores Lagrangianos A,

F==) Po(G)nPe(G) =) A, (Z Fo(G)Fu(G) — CM)
G o G
- 1/<Z Po(G) — 1).
G

Derivando con respecto a Po(G) e igualando la derivada parcial a cero,

(2.8)

oOF
OFPc(G)

= —WP(G)— 1= Y NE(@) —v =0,  (29)

obtenemos
Po(G) = e~ 2 ubul@=v=1, (2.10)
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Derivando F con respecto a los multiplicadores Lagrangianos A, y el multi-
plicador Lagrangiano v e igualando las derivadas parciales a cero, obtenemos
la restricciéon definida por la ecuacion 2.6 y la restriccion de normalizacion
para Po(G). Imponiendo la restriccién de normalizacién podemos fijar el
potencial quimico v y tener

1
Po(G) = e Zn uul@), (2.11)
Zc
donde
Zo =Y e Xl (2.12)
G

Aqui los multiplicadores Lagrangianos A, se determinan al imponer las res-
tricciones

1 N
Do Pe(GIFAG) =) e Ba v On (@) = ¢, (213)
G G

2.2.2. Ejemplos de ensambles canénicos de redes

Primero consideremos el ensamble candnico de redes en el que el niimero
promedio de enlaces esta fijo. Por lo tanto, el ensamble satisface inicamente

la restriccion
E aij
i<j

= L. (2.14)

> Pe(G)

La probabilidad Px(G) en este ensamble estd dada por
1
Po(G) = ——e *2ici %, (2.15)
Zc

Dado que la suma sobre todas las graficas G se puede expresar como la
suma sobre todos los elementos de la matriz de adyacencia a, la suma de
normalizacion Zo estda dada por

N(N—-1)/2
ZC’ — ZG_AZi<jaij — ( Z e—/\aij) — (1 —|—€_>\)N(N_1)/2. (216)
a

a;;=0,1

La probabilidad de cada enlace esta dada por
o
1+e?

p= ZaijPC(G) = (2.17)
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La cantidad p, o equivalentemente la cantidad A, esta determinada por la
restriccion

pN(N —1)/2 = L. (2.18)

Tenemos entonces que este es el G(V, p) ensamble, en el que la probabilidad
Pc(@G) esta dado por

Po(G) = pH(1 — p)NN=D/2E (2.19)

Ahora consideremos el caso en el que fijamos la secuencia de grados promedio
{ki}iz12,. ~. El ensamble de redes satisface las N restricciones débiles

D Fe
G

donde i = 1,2,..., N. La probabilidad de una red en el ensamble esta dada
por

N

G) Z aij] = sz'j = ki (2.20)

J=1

1
Po(G) = e N T ey (2.21)

donde la constante de normalizacion Zs esta dada por

o = Z Zivlk ZJ 15 — Z = 2ic;AitAj)ai;

—Hl—l—e i_f.

1<J

(2.22)

La probabilidad p;; de un enlace entre el nodo ¢ y el nodo j estd dada por

—Xi—Xj

7‘ s(>\ '+A5)a’7'5 — —e
Z a’” |: < ] 1 + e*)\if)\j : (223)

Los multiplicadores Lagrangianos estdan determinados por las restricciones

7,)\j

ZPWZZHG o, = ki (2.24)
La probabilidad Pc(G) toma la forma

Hpa” (1- pl] 1 . (2.25)
1<J
La entropia toma la forma

S =— Zpij Inp;; — Z(l — pij) In(1 — p;j). (2.26)

1<j 1<j
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Si el grado maximo K de la red estd por debajo de su limite de corte estruc-

tural, i.e. si
K < «/(k)N, (2.27)

entonces en la primera aproximacion tenemos que

ki
= Gl < 1, (2.28)
y por lo tanto
kik;
Pij = (k:>]j\7 (2.29)

Asi, en este limite el ensamble de redes son redes aleatorias no correlacionadas
con una secuencia de grados {k;}.

2.2.3. Ensamble de redes Micro-candnico

El ensamble de redes de maxima entropia en el que cada red satisface las
restricciones fuertes con una probabilidad distinta de cero

FL(G) = C,, (2.30)

con p=1,2,..., No asigna a cada red G de N nodos la probabilidad Py (G)
dada por

Pu(@) = - []8(F.(G).C.), (2.31)

donde d(x,y) es la delta de Kronecker y Zj; indica el nimero total de re-
des que satisfacen las restricciones fuertes definidas en las ecuacién 2.30. De
hecho, el ensamble menos sesgado que satisface las restricciones fuertes defi-
nidas previamente es el ensamble que atribuye la misma probabilidad distinta
de cero a cada una de las redes que satisfacen las restricciones y probabilidad
cero a todas las otras redes.

La entropia Y del ensamble microcandnico esta dada por
Y =1InZy,. (2.32)

La relacién entre ¥ y la entropia S del ensamble candénico conjugado dado
por

S=-Y Po(G)lnPe(G) (2.33)
G
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es simplemente

N=5-0Q (2.34)

donde 2 estd dado por el valor absoluto del logaritmo de la probabilidad de
que las redes del ensamble candnico satisfagan las restricciones fuertes, i.e.

Q=—1In (2.35)

S" Pe(G)A(FL(G). G |.
G

Para poder derivar este resultado primero hay que mostrar que dado
que la probabilidad Pr(G) esta dada por la ecuacién 2.7 la entropia S del
ensamble candnico estd dado por [39)

S=> Pu(G)

> NFu(G) +1InZo
P (2.36)
=> ANCu+InZe.

m

Si partimos de la definicién de €2 dada por la ecuacién 2.35 tenemos que

e =3 Po(@)S(F(G),Cp)
G

=Y e EMEOSE(G).C)
a ¢ (2.37)

1 _

= Z_e 2 2O Z 0(Fu(G), Cu)
¢ G

_ o SHT

Por lo tanto, tenemos

S=5-Q. (2.38)

Cuando el nimero de restricciones impuestas crece linealmente con el
nimero de nodos, se encuentra que €2 es extensivo y no puede despreciarse en
el limite de redes grandes, demostrando la no equivalencia de los ensambles
candnico y microcanénico de redes. En el caso en el que las restricciones
impuestas son lineales es posible calcular Q [38, 39]. En el caso en que las
restricciones fijan la secuencia de grados de la red €2 esta dado por la ecuacion

siempre y cuando la red sea no correlacionada.
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Capitulo 3

Creciendo redes multiplex: La
ecuacion maestra

3.1. La ecuacion maestra

En esta seccién se sigue la referencia [40] y discutimos el formalismo ge-
neral para obtener la distribucién de grado conjunta exacta al crecer redes
multiplex con enlace preferencial lineal generalizado!. Se muestran los deta-
lles de la derivacion explicita de la distribucién de grados conjunta del modelo
de crecer redes duplex con ¢; 1 = ca9 = 1.

Para obtener la distribucién de grados de los modelos de crecer redes
multiplex vamos a extender el acercamiento de ecuacion maestra al escenario
de una red multiplex. Por simplicidad consideramos una red diplex con M =
2 capas. Empezamos con una red conexa pequena y en cada paso de tiempo
agregamos un nodo que anade, al mismo tiempo, m enlaces nuevos a la capa
1 y m enlaces nuevos a la capa 2. Asumimos que en cada paso de tiempo el

!Enlace preferencial lineal generalizado es facil de definir. Empezando en el tiempo ¢ = 1
con una red duplex con ng > m nodos (con un nodo replica en cada una de las capas)
conectados por myg enlaces en cada capa, el modelo procede como sigue: -) Crecimiento,
en cada tiempo ¢ > 1 un nodo representado por un nodo replica en cada una de las capas
es agregado a la red multiplex. Cada nuevo nodo replica es conectado a otros nodos de la
misma capa por m enlaces. Enlace preferencial generalizado: cada nuevo enlace en las capas

a = 1,2 se anade a un nodo ¢ con probabilidad Hz[a] proporcional a la combinacién lineal del
(1] 2]

v H?] o 02711411[1] + 6272]@[21 donde co 5 €10,1] y c11+c12 =co1+ 22 =1.

grado k;' del nodo 7 en la capa 1y kz[z] del nodo i en la capa 2, i.e. Hgl] X €11 kl[l] +cl,2k£

29
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numero esperado de enlaces nuevos en la capa uno anadidos a un nodo 7 de
grado kl[l] en la capa 1 y grado k’?] en la capa 2 estd dado por mH[l](k‘E], kl[g]).
Analogamente, el niimero esperado de enlaces nuevos en la capa 2 anadidos
a un nodo ¢ estd dado por mHm(kl[l], k?]). Si asumimos que la probabilidad
de anadir un enlace nuevo a un nodo ¢ ya sea en la capa 1 o en la capa 2 es
pequeiios, i.e. Hm(kzm, /{:Z[Z]) <ly H[z](k;l[l], k:zm) < 1, podemos despreciar la
probabilidad de que un nodo arbitrario ¢ adquiera un enlace en las dos capas
en el mismo paso de tiempo. Con estas condiciones la ecuaciéon maestra del
nimero promedio de nodos Ny ,(t) que en el tiempo ¢ tiene grados U =ky

k1 = ¢ estd dada por

Nig(t + 1) =Npy(8) + mIM(k — 1,¢) N1 ,(O[1 — §(k, m)]
+ mIP (k, g — )Ny g1 (8)[1 — 5(g, m)] (3.1)
— m[T(k, q) + T/ (K, q)] N o (t) + 6(k, m)d(q,m)
para k > my q > m, donde 0(x,y) es la delta de Kronecker. Considerando el

modelo con enlace preferencial lineal generalizado se puede derivar facilmente
la expresién para 1% (k, ¢) dada por

c11k +c12q
Gk, o) = = (32
co.1k + c22q '
2k, q) = 212222 B 22

donde cop € [0,1] con ¢1 1 + 19 = co1 +coo =1y Ny N son constantes
de normalizacién iguales al doble del niimero de enlaces en cada capa.

3.2. Derivacién de la distribuciéon de grado
exacta

3.2.1. Caso general

Dado que en cada paso de tiempo agregamos exactamente m enlaces a
cada capa, tenemos que N y A2 pueden aproximarse en tiempos grandes
t > 1 por

N ~omt, for a =1,2. (3.3)
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Entonces, utilizando

c11k +c12q _ Akg

(&, q) =

( ,Q) 2mt mit ’ (34)
02 (k. ) — Coak + 229  Bryg

(k.q) = 2mt omt

La ecuacién maestra se escribe como

Ak

N1 g(1)[1 = 0k, m)

— Nig-1()[1 = (g, m)] (3.5)

_ [@ + %] Niq(t) + 0k, m)d(q, m),

Nig(t+1) =N (1) +

t t

para k > m y 1 > m. Asumiendo que Ny, = tP(k,q) es vélido en una
escala de tiempo grande ¢ > 1, podemos resolver para la distribucién de
grado combinada P(k,q) indicando la probabilidad de que un nodo en un
momento particular tenga el mismo grado k en la capa 1 y ¢ en la capa 2.
Podemos que la distribucion de grados combinada esta determinada por las
ecuaciones recursivas

q

Bonj 1

P(m, q) = mj P

o= ( 11 s ponm)
j=m+1 § g

(3.6)

q q
Bk i1 Ak—lr
Pk a) — J ’ Pk—1,r).
( 7q) z :( H 1+Ak7j+Bk,j>1+Ava+Bk’r ( 7T)

r=m \j=r+1

3.2.2. Casoc1=0=1

Ahora consideremos el enlace preferencial lineal generalizado, en el que
cip=Cc2=1ycio=c—2,1=0. En este caso tenemos

Akz,q )

(3.7)
By, =

N DO



32CAPITULO 3. CRECIENDO REDES MULTIPLEX: LA ECUACION MAESTRA

Las ecuaciones recursivas en 3.6 quedan

I'(¢)'(3+2m)
P = P
q 3.8
FrB+r+k)\ k-1
P(k,q) = P(k—1,
(k. q) ;(F(T)F(?)—Fquk) i )

donde P(m,m) estd determinado por la condicién de normalizacién
D hem 2 gem P (K, q) = 1. Usando la relacién

55 L(k+r—2m)  T(k+qg—2m+1) (3.9)

ZTr—m+1)l(k—m) T(k—m+1)l(g—m+1) '

se puede probar recursivamente que la distribucién de grado conjunta P(k, q)
esta dada por

Plk.q) = 22+ 2m) T'(k+q—2m+1) I'(q) I'(k)

VT Tm(m)  Th+q+3) Tlg—m+)T(k—m+1)
(3.10)

Sumando sobre los grados en la capa dos podemos encontrar la distribucién de

grado P(k) en la capa una, i.e. P(k) =  P(k,q) obteniendo el resultado

conocido para una capa individual,

~ 2m(1+4m)
Plk) = k(k+1)(k+2) (3:11)

Finalmente, el promedio condicional (k|¢) = (kM|k?) que cuantifica las co-
rrelaciones de los grados entre las dos redes estd dada por

_ 2emkP(kg) _ m
Yoo Plk,g)  1+m

Expresiones similares se pueden obtener para P(q) y (g|k) haciendo la suma
en la ecuacion 3.10 sobre k.

(klq) (q+2). (3.12)



Capitulo 4

Espectro del Supra-Laplaciano

4.1. Ecuaciones de difusion

En esta seccién seguimos la referencia [2] y discutimos en detalle los dife-
rentes regimenes de los procesos de difusién en redes multiplex descritos en
la seccién 1.2. La ecuacién de difusion en una red multiplex con M capas y
N mnodos esta dada por x

v LX (4.1)
donde L es la matriz supra-Laplaciana y el vector N-M dimensional X indica
el estado dinamico de los nodos replica. Por simplicidad, aqui nos enfocamos
en las propiedades de difusién de una red duplex con M = 2 capas. El supra-
Laplaciano de las redes duplex es una 2N x 2N matriz con estructura de
bloques dada por

LU+ D,I| —D,I
L—( -DJI |[LE+ DI )’ (42)

donde LM y LIZ son respectivamente las matrices Laplacianas en la capa 1y
la capa 2 y Dy es la constante de difusiéon intercapa. El estado dindmico de los

nodos puede escribirse distinguiendo dos bloques indicando respectivamente
el estado dinamico del nodo replica en la capa 1 y el estado dinamico del

nodo replica en la capa 2, i.e.
(1]
b

33
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Sean 0 = A < Ay < ... < Ay los N eigenvalores propios del supra-
Laplaciano.

La escala temporal tipica T de la relajacion del proceso de difusion estéa
dada por el inverso del més pequeno eigenvalor del Supra-Laplaciano que es

diferente de cero, i.e.
1

:)\—27

mientras que haya una brecha espectral finita en el espectro del supra-
Laplaciano. Este resultado es una extension directa del resultado obtenido
para capas individuales. Ahora podemos discutir en los proximos parrafos
los dos regimenes distintos de difusién bajo la suposicién que tanto la capa
1 como la capa 2 estan formados por redes conexas.

T (4.4)

4.2. Constante de difusion intercapa pequena
Dy

Primero mostremos que para una constante de difusion intercapa pequena
(D) < D;) la escala de tiempo tipica para el relajamiento esta dado por

1

T:ﬁ.

(4.5)

Para poder explicar este regimen, consideremos el caso limite D, = 0. En este
caso el supra-Laplaciano tiene una estructura de bloques diagonal formada
por los dos Laplacianos LY y L de las dos capas. El eigenvalor cero de
esta matriz estd dos veces degenerado y tenemos que A\; = Ay = 0. Como
L1 =0y L1 = 0, donde 1 es el vector columna N-dimensional cuyas
entradas son unos, es posible elegir dos eigenvectores del kernel del supra-
Laplaciano correspondientes a los eigenvalores Ay = Ay = 0 como

s (1) e (4) »

Cuando se introduce una constante de difusion intercapa pequena Dy < Dy,
los dos eigenvectores vy y vy siguen siendo eigenvectores del supra-Laplaciano
pero la degeneracion del eigenvalor cero desaparece. De hecho, es facil mostrar
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que Lv; = 0,i.e. el eigenvector vy corresponde al eigenvalor \; = 0. En
cambio, v, corresponde al eigenvalor

Ay = 2D,

De hecho, tenemos

LU+ DI| —D,I 1 1
o (5 ) (3) -(B) o

Siempre y cuando D, sea suficientemente pequena este eigenvalor serd el
eigenvalor mas pequeno distinto de cero del supra-Laplaciano y determina el
tiempo de relajacion tipico del proceso de difusién de acuerdo con la ecuacion
4.5. Por lo tanto, para una constante de difusion pequena D, < D} la escala
de tiempo tipica 7 para la difusién esta dada por

1

TZQ__DX.

(4.8)

Este resultado implica que en este régimen la difusién intercapa es el valor
limitante para la diseminacién de la difusion.

4.3. Constante de difusién intercapa grande
Dy

Para constantes de difusién intercapa grandes (Dy > D}), A tiende a un
valor finito

donde A; es el eigenvalor mas pequeno distinto de cero del Laplaciano de la
red connjunta dado por LW+ L[2. Este resultado se puede obtener facilmente
usando teoria de perturbaciones usando una expansiéon en € = 1/D,. De
hecho, el supra-Laplaciano £ se puede escribir como

£:DX[( _II _II ) +e(L;] L02 )] = D, L. (4.9)

Para ¢ = 0 los eigenvalores L son 0 y 2, ambos N veces degenerados. El
eigenvector correspondiente a los eigenvalores 0 y 2 estan dados respectiva-
mente por los vectores (uju) y (u| — u), i.e. vectores que tienen idénticos u
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opuestos valores en el i-ésimo elemento y el (N + ¢)-ésimo elemento. Para un
valor distinto de cero € < 1, es posible encontrar los eigenvalores \; y los
eigenvectores v; del Laplaciano £ realizando una expansién en €. Sean

(4.10)

donde /\Z(O) y VEO) son los eigenvalores y los eigenvectores de L para € = 0.

. . 0 . .
Consideremos los eigenvalores )\Z(- ) =0 y sus correspondientes eigenvectores

v = (ufu); la expansién en e dice

- (2) ()

donde el vector (G |02) se asume que es ortogonal a (u|u). Sustituyendo estas
expresiones en la ecuacién del eigenvalor, se obtiene que

LUu 4 @, — 1y, = Au,
b (4.12)
LPu + Uy — 0 = Au.

Sumando y restando estas dos ecuaciones, el sistema de ecuaciones se puede
escribir como

(Lm + Lm) u=2\u,

(LY — LY u = 2(5; — ). (413
De la primera ecuacion emerge que u es un eigenvector del Laplaciando
agrupado agrupada LW+ L2 con eigenvalor A\, = 2. De la segunda ecuacién,
considerando el hecho de que (11;]t1)2 deben ser perpendicular a (ulu) y que
entonces 1, = —u; = —1u, es posible obtener una expresién para t como una
funcion de u, i.e.

(LY -~ LB) u = 4a. (4.14)

Por lo tanto, tenemos que

) Eu+€ﬁ> (4.15)
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donde \; y u son respectivamente el eigenvalor y su correspondiente eigen-
vector del Laplaciano agrupado LI+ LI y @ esta dado por la ecuacién 4.14.
El eigenvalor A, del Laplaciano agrupado satisface

A )\[1] )\[2]
2> - HR (18 (4.16)

donde )\[QQ} es el eigenvalor més pequefio distinto de cero del Laplaciano L
de la capa individual. Por lo tanto la difusién en la red multiplex siempre seréd
mas rapida que la difusién en la mas lenta de las capas de la red multiplex.
Super-difusion, i.e. el hecho de que la escala de tiempo de la red multiplex
sea mas rapido que la escala de tiempo de la difusién en cada una de las
capas individuales de la red multiplex, es posible pero no esta garantizado
en general.
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