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se usaŕıa como notas introductorias al tema en la impartición de un curso
optativo de la licenciatura de f́ısica, en el periodo de actividades de servicio
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Caṕıtulo 1

Difusión

Una de las acepciones del fenómeno de difusión se refiere a las propieda-
des de transporte de una part́ıcula trazadora que se mueve en algún medio.
Este concepto se ha generalizado al transporte de algún elemento de interés
en algún estructura subyacente. Aśı pues, se han estudiado las caminatas
aleatorias en redes complejas como modelo del transporte de un elemento
(el caminante) sobre un red compleja (conjunto de nodos y enlaces que tiene
propiedades de conexión que nos son completamente regulares ni tampoco
completamente aleatorias)

1.1. La relevancia de la difusión en las redes

multicapa

Los procesos de difusión son centrales en la teoŕıa de redes ya que inter-
vienen en la comunicación entre los nodos que conforman las redes. En el
contexto de las redes multicapa1 una pregunta fundamental es cómo la topo-
loǵıa multicapa (es decir las propiedades de las nodos conectados en diversas
capas) da lugar a estructuras más eficientes en el sentido que se promueva
un difusión más rápida en ellas. Por ejemplo, en el contexto de las redes de
transporte es importante establecer si al incrementar el número de capas el
proceso de difusión es más rápido. En este contexto, se ha demostrado que no

1Una red multicapa está formada por varias redes. Una multicapa de M capas está
conformada porM redes que describen las interacciones dentro de cada capa yM(M−1)/2
redes que describen las interacciones entre nodos en cada par de capas diferentes.

1



2 CAPÍTULO 1. DIFUSIÓN

solo incrementar el número de capas puede beneficiar la difusión, sino que ba-
jo ciertas condiciones la difusión en una red multicapa puede ser más rápida
que en cada una de las capas individuales, un fenómeno llamado superdifu-
sión [2]. Aunque esto es claramente una buena noticia para los ingenieros que
planean diseñar infraestructuras nuevas de transporte para reducir el tiempo
de translado de los habitantes de una ciudad, este resultado tiene que ser
comparado con estudios sobre el origen de estados de congestión en redes
multicapa. Contrariamente, de forma menos intuitiva, se encuentra que agre-
gar nuevas capas a una red multicapa puede favorecer eventos de congestión.
Por lo que estos dos resultados tienen que analizarse en conjunto cuando, por
ejemplo, se diseñan nuevas infraestructuras de transporte.

Más en genera la difusión en redes multicapa puede caracterizarse estu-
diando caminatas aleatorias en estas estructuras, las que pueden diseñarse
para optimizar la navegación en redes multicapa. Esto se puede lograr modu-
lando la probabilidad de transitar entre los nodos usando enlaces de diferentes
capas (con caminatas aleatorias sesgadas2) o permitiendo saltos largos en el
marco de la caminata aleatoria de vuelo de Lévy.

Mientras que usualmente se encuentra que en redes multicapa estáticas
la adición de nuevas capas favorece la difusión, en el contexto de redes tem-
porales multi-rebanada se encuentra que el proceso de difusión es más lento
que en el la red agrupada donde la dimensión temporal de la red es ignorada.
Este fenómeno se debe al hecho de que el número de caminos que respetan
el orden temporal es t́ıpicamente menor que el número de caminos en las
redes agrupadas, y que en las redes temporales el caminante aleatorio puede
quedarse atrapado en nodos que están solo ocasionalmente conectados con
otros nodos de la red.

2Una caminata aleatoria sesgada se refiere a que la probabilidad de transitar de un
nodo a cualquiera de los nodos conectados no es uniforme.



1.2. DIFUSIÓN EN REDES MULTIPLEX 3

1.2. Difusión en redes multiplex

1.2.1. El formalismo general

Para poder describir la difusión dentro de cada capa y entre distintas
capas de una red multiplex3, es oportuno, como se propone en la referencia [2],

asociar el estado dinámico de difusión x
[α]
i (t) a cada nodo réplica (i, α) (nodo

i de la capa α) de la red multiplex, donde i = 1, 2, . . . , N y α = 1, 2, . . . ,M
y asumimos como en la referencia [2], que tanto los enlaces intracapa como
los intercapa pueden participar en la dinámica de difusión.

La escala temporal global de la difusión dentro de cada capa α (difusión
intracapa) es determinada por la constante de difusión D[α]. De forma simi-
lar, la difusión entre distintas capas (difusión intercapa) es dictada por las
constantes de difusión D[α,β] = D[β,α]. Para modular la difusión a través de
diferentes enlaces en una misma capa, un peso w

[α]
ij se asocia a cada enlace

no dirigido del nodo replica (i, α) al nodo replica(j, α). Con esta notación, la
ecuación general de difusión en una red multiplex está dada por [2]

d

dt
x
[α]
i (t) = D[α]

N∑
j=1

w
[α]
ij

(
x
[α]
j − x

[α]
i

)
+

M∑
β=1

D[α,β]
(
x
[β]
i − x

[α]
i

)
, (1.1)

donde el primer término y el segundo término del lado derecho corresponden
respectivamente a la difusión intracapa e intercapa.

La ecuación (1.1) se puede escribir como una ecuación general de difusión
en un espacio (N ·M) dimensional, i.e.

dX

dt
= −LX, (1.2)

donde L es una matriz de (N ·M)×(N ·M) llamada matriz supra-Laplaciana
y X es un vector columna de N ·M que codifica el estado dinámico de cada
nodo replica de la red multiplex. En una red multiplex de M capas la matriz
supra-Laplaciana L está dada por

L =


D[1]L[1] 0 . . . 0

0 D[2]L[2] . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . D[M ]L[M ]

+


∑

β ̸=1D
[1,β]I −D[1,2]I . . . −D[1,M ]I

−D[2,1]I
∑

β ̸=2D
[2,β]I . . . −D[2,M ]I

...
...

. . .
...

−D[M,1]I −D[M,2]I . . .
∑

β ̸=M D[M,β]I

 , (1.3)

3Una red multiplex es una red multicapa simplificada que cumple las siguientes pro-
piedades: (a) Hay un mapeo uno-a-uno de los nodos en las diferentes capas, también
llamados nodos réplica; y (b) los enlaces intercapa exclusivamente conectan a los nodos
réplica correspondientes.
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donde I es la matriz identidad de N × N y L[α] es la matriz Laplaciana de
la capa α (cuyos elementos son L

[α]
ij = s

[α]
i δij − wα

ij), donde s
α
i es la fuerza

del nodo replica (i, α), sαi =
∑

j w
[α]
ij . De forma similar, el vector dinámico X

que aparece en la ecuación 1.3 puede escribirse como

X =


x[1]

x[2]

...

x[M ]

 , (1.4)

donde x[α] indica al vector columna de N elementos x
[α]
i con i = 1, 2, . . . , N .

En una red multiplex no dirigida, donde la constante de difusión D[α,β] =
D[β,α], la matriz supra-Laplaciana L es simétrica y semidefinida positiva,
es decir, sus eigenvalores λn son reales y no negativos, λn ≥ 0 para n =
1, 2, . . . , N ·M . Aqúı asumimos que la red multiplex es conexa, i.e. asumimos
que de es posible alcanzar un nodo cualquiera a partir de otro nodo elegido
arbitrariamente siguiendo una combinación de enlaces intracapa e intercapa.

Considerando la ecuación de difusión 1.2, es inmediato que, como sucede
en las redes simples, la escala temporal t́ıpica τ de la difusión en una red
multiplex está determinada por el eigenvalor de menor valor distinto de ce-
ro λ2, también llamado la conectividad algebraica del supra-Laplaciano L,
siempre que haya una brecha espectral significativa en el espectro del supra-
Laplaciano. En ese caso tenemos que

τ =
1

λ2
. (1.5)

De esta cantidad podemos obtener una comprensión f́ısica cualitativa de las
propiedades de difusión de las redes multicapa al estudiar la dependencia
del eigenvalor λ2 como una función de las constantes de difusión intracapa e
intercapa.

1.2.2. Los reǵımenes de difusión

Para caracterizar los diferentes reǵımenes de difusión que podemos espe-
rar en una red multiplex, podemos seguir a las referencias [2, 3] y considerar
el caso simple de una red dúplex (red multiplex con dos capas). Adicional-
mente, podemos asumir que las constantes de difusión intercapa son todas
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iguales, i.e. D[1,2] = D[2,1] = Dχ y que las constantes de difusión intercapa
son absorbidas por los pesos de las capas individuales. Como una consecuen-
cia de esta última suposición, sin pérdida de generalidad podemos tomar la
constante de difusión intercapa como uno, i.e. D[1] = D[2] = 1.

Bajo estas suposiciones, podemos caracterizar la difusión en un red duplex
usando la ecuación (1.2) con la matriz supra-Laplaciana L y el vector de
estado dinámico X dados respectivamente por

L =

(
L[1] +DχI −DχI

−DχI L[2] +DχI

)
, (1.6)

X =

(
x[1]

x[2]

)
. (1.7)

Supongamos adicionalmente, que las dos capas de dicha red duplex son
conexas. En esta configuración, la difusión presenta dos reǵımenes depen-
diendo del valor de la constante de difusión Dχ [2] (ver el caṕıtulo 4 para una
derivación de estos resultados).

Para valores de la constante de difusión intercapa pequeños (Dχ ≪ D⋆
χ),

λ2 crece linealmente con el acoplamiento intercapa Dχ y por lo que la escala
temporal t́ıpica τ crece como

τ =
1

2Dχ

. (1.8)

Este resultado implica que en este régimen, la difusión intercapa es el va-
lor que limita la propagación en la red. En contraste, Para la constante de
difusión intercapa fuerte (Dχ ≫ D⋆

χ), λ2 tiende a un valor finito λ2 = λs

2

donde λs es el eigenvalor más pequeño distinto de cero del Laplaciano de la
red agrupada dada por L[1] + L[2]. El eigenvalor λs del Laplaciano agrupado
satisface

λs
2

≥ λ
[1]
2 + λ

[2]
2

2
≥ mı́n(λ

[1]
2 , λ

[2]
2 ), (1.9)

donde λ
[α]
2 es el menor eigenvalor distinto de cero del Laplaciano L[α].

Por lo que, la difusión en una red multicapa siempre será más rápida que
la difusión en la capa más lenta de la red multiplex. La super difusión, i.e. el
hecho que la escala temporal de la red multiplex sea más rápida que la escala
temporal de difusión en cada una de las capas de la red multiplex, es posible
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pero no sucede en general. Un ĺımite superior [4] para D⋆
χ se puede expresar

como

D⋆
χ ≤

1

4
λs, (1.10)

donde λs es la conectividad algebraica λ2 del Laplaciano L[1] +mathbfL[2]

de la red agrupada. En la figura 1.1 se muestra la dependencia del eigenvalor
λ2 como una función de Dχ y los dos regimenes de difusion son claramente
visibles.

Estos resultados se pueden obtener realizando expansiones perturbativas
en los dos ĺımites Dχ ≪ 1 y Dχ ≫ 1 (Ver apéndice 4) o encontrando la
conectividad algebraica λ2 usando el teorema de Courant y Fisher resolviendo
directamente el problema de minimización [4]

λ2(L) = mı́n
v∈V

vTLv. (1.11)

Aqúı v es un vector columna de 2N entradas que se puede descomponer
en dos bloques, i.e.

v =

(
v[1]

v[2]

)
(1.12)

con v[α] asociado a las nodos replica de la capa α. Otros descubrimientos
acerca del fenómeno f́ısico que ocurre cuando el cambio de transición es ob-
servado han sido obtenidos en la referencia [4] al caracterizar la estructura del
eigenvector de Fiedler v2 de la matriz supra-Laplaciana, i.e. el eigenvector
asociado con el eigenvalor λ2.

Para acoplamiento débil Dχ ≤ D⋆
χ el eigenvector v2 revela que la red

duplex puede separarse en dos capas. De hecho, sus bloques componentes
v[1] y v[2] difieren únicamente en un cambio de signo, i.e.

v
[1]
2 = −v

[2]
2 = − 1√

2N
1, (1.13)

donde 1 es el vector columna N -dimensional con elementos 1i = 1 para cada
nodo i = 1, 2, . . . , N .

Por el contrario, para acoplamiento fuerte Dχ ≫ D⋆
χ, los bloques com-

ponentes v
[1]
2 y v

[2]
2 tiene el mismo signo. Por lo que, en este ĺımite, el aco-

plamiento intercapa fuerte no permite la separación de la red multiplex en
dos capas (ver fig. 1.1). La transición entre los dos regimenes en Dχ = D⋆

χ es
discontinua.
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Figura 1.1: Evolución del eigenvalor de Fiedler λ2 del supra-Laplaciano y su
correspondiente eigenvector v2 = (v

[1]
2 |v[2]

2 ) como una función de la constante
de difusión Dχ para una red dúplex cuya primera capa es una red de Poisson
con exponente γ = 3 de la ley de potencias y cuya segunda capa es una red
regular con grado c = 3. La imagen (a) muestra λ2 como una función de
Dχ. La discontinuidad de la primera derivada de λ2 claramente ocurre en la
transición entre los dos reǵımenes λ2 ≃ 2Dχ y λ2 ≃ λs/2, donde λs es el eigen-
valor de Fiedler de la red agrupada. En este caso observamos superdifusión
para valores grandes de Dχ, i.e. λ2 > máx(λ

[1]
2 , λ

[2]
2 ), donde λ

[1]
2 y λ

[2]
2 indican

respectivamente los eigenvalores de Fiedler del laplaciano de la primera y la
segunda capa. La imagen (b) muestra la proyección del vector unitario sobre

v
[1]
2 y v

[2]
2 como funciones de Dχ. Estas dos proyecciones indican la suma de

todas las componentes de v
[1]
2 y v

[2]
1 respectivamente. La imagen (c) muestra

la proyección de v
[1]
2 env

[2]
2 como una función de Dχ. Imagen tomada de la

referencia [1].
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En la referencia [3], Solé-Ribalta et al. Extienden estos resultados a todo
el espectro de la matriz supra-Laplaciana L, {λ1 = 0, λ2, . . . , λM ·N}, y para
un número arbitrario M de capas.

1.3. Caminatas aleatorias en redes multiplex

1.3.1. Caminando entre las capas

Mientras navegamos en una red multiplex, es posible moverse en diferentes
redes. Eso es, por ejemplo, la situación de las redes multiplex de transporte
en las grandes ciudades que incluyen capas diferentes como es el metro, el
autobús y redes de tren regionales. En este contexto, es importante caracte-
rizar el comportamiento de caminantes aleatorios que pueden saltar de una
capa a otra, donde los saltos del caminante aleatorio de un nodo a otro no
de la misma capa (transiciones intracapa) pueden tener una probabilidad
diferente a las transiciones entre nodos replica de diferentes capas (transicio-
nes intercapa). La trayectoria de un caminante aleatorio explorando una red
multiplex compuesta por N = 7 nodos y M = 3 capas se ilustra en la Fig.
1.2, en la que se muestran las transiciones intracapa y intercapa. Este tipo
de caminata aleatoria se propuso originalmente en la referencia [5].

En este caso, la probabilidad piα que el caminante aleatorio se encuentre
en el nodo (i, α) en el tiempo t está dado por

piα(t+ 1) =
∑
j,β

Pjβ,iαpjβ(t) (1.14)

donde piα(t) es la probabilidad de encontrar al caminante al tiempo t en el
nodo replica (i, α) y donde Pjβ,iα es la probabilidad de transición del nodo
replica (j, β) al nodo replica (i, α). La matriz de transición P es estocástica,
i.e satisface ∑

i,α

Pjβ,iα = 1, (1.15)

para cada nodo replica (j, β). Notemos que la ecuación 1.14 también puede
expresarse en forma matricial como

p(t) = p(t− 1)P , (1.16)

donde p(t) es el vector fila de N ·M entradas con elementos piα(t). Dada la
condición inicial p(0) que especifica la probabilidad piα(0) de que el cami-
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Figura 1.2: Camino (secuencia de flechas) de un caminante aleatorio nave-
gando en una red multiplex compuesta por N = 7 nodos y M = 3 capas.
En este ejemplo, el caminante no puede pasar de la capa 1 y a la capa 3 en
un solo paso de tiempo y no puede cambiar simultáneamente de nodo y de
capa. Imagen tomada de referencia [6].

nante aleatorio en el tiempo t = 0 se encuentre en un nodo replica arbitrario
(i, α), el estado de la caminata aleatoria al tiempo t sigue

p(t) = p(0)P t. (1.17)

Hasta ahora, hemos descrito la difusión en un red multicapa general con-
siderándola como una red más grande formada por N · M nodos replica
distintos. Sin embargo, el interés por caracterizar el comportamiento de esta
caminata aleatoria descansa sobre la posibilidad de inferir el efecto que es
inducido por el hecho que la red que estamos estudiando es en realidad una
red multiplex. Por lo tanto, tenemos que tomar en cuenta dos consideraciones
importantes:

Primero, las probabilidades de transición Pjβ,iα pueden y deben tomar
en cuenta si la transición ocurre entre nodos replica de la misma capa
o entre nodos replica de diferentes capas. Esto nos permitirá modular
la probabilidad de transición intercapa con un parámetro de difusión
apropiado. En las redes de transporte estos parámetros indican el costo
de cambiar de una red de transporte a otra.
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Segundo, es importante evaluar la probabilidad πi de que la caminata
aleatoria al tiempo t esté en un nodo dado i de la red multiplex. Esto
está dado por la probabilidad de que el caminante aleatorio se encuentre
en cualquiera de los nodos replica (i, α), i.e.

πi(t) =
M∑
α=1

piα(t). (1.18)

Como una consecuencia de (i), debe ponerse atención al asignar los valores
de la probabilidad de transición Pjβ,iα, ya que las diferentes probabilidades de
transición tienen diferentes significados para la red multiplex. En particular,
para un caminante aleatorio en el nodo replica (i, α)

Πiα,iα es la probabilidad de que el caminante aleatorio permanezca en
el nodo replica (i, α);

Πiα,jα es la probabilidad de que el caminante salte a un nodo replica
vecino en la capa α, y espećıficamente al nodo (j, α) (transición intra-
capa);

Πiα,iβ es la probabilidad de que el caminante permanezca en el mismo
nodo i pero salte de la capa α a la capa β ̸= α (transición intercapa);

Πiα,jβ es la probabilidad de que el caminante aleatorio salte a un nodo
replica (j, β) con j ̸= i y también β ̸= α (Este movimiento no está
representado en la Fig. 1.2).

Para resumir, en el caso de una red multiplex, los elementos de la matriz de
supra-transición se pueden modular con la fuerza del acoplamiento D[α,β] en-
tre diferentes capas α ̸= β, y la probabilidad q de que el caminante aleatorio
no permanezca en el mismo nodo replica. Adicionalmente, suponiendo que
las probabilidades de transición intracapa dependen del peso {w[α]

ij } del en-
lace entre los nodos replica (i, α) y (j, α), la generalización de una caminata
aleatoria clásica a una multiplex se obtiene ajustando

Πiα,jβ =


(1− q) si α = β,i = j,

qw
[α]
ij /σi,α si α = β,i ̸= j,

qD[α,β]/σi,α si α ̸= β,i = j,

0 en otro caso,

(1.19)
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donde σi,α =
∑

j w
[α]
ij +

∑
β ̸=αD

[α,β] asegura que P es una matriz estocásti-
ca, i.e. Satisface la ecuación (1.15). Esta expresión se puede simplificar más
haciendo la suposición t́ıpica q = 1 para que el caminante aleatorio nunca
permanezca en la misma posición. Adicionalmente, siguiendo la simplifica-
ción hecha para la difusión lineal, uno puede asumir que D[α,β] = Dχ ∀α, β
con α ̸= β.

Un tema importante que es discutido en la referencia[6] es la cobertura
de una red multiplex en el tiempo hasta un valor t. Para caracterizar esta
cantidad es necesario evaluar la probabilidad χij(t) de que el caminante alea-
torio que inicialmente estaba en el nodo j no se encuentre en el nodo i en el
tiempo hasta un valor t. Esta probabilidad está dada por

χij(t) =
t∏

τ=1

[1− πi(τ)][1− πi(0)]. (1.20)

Notemos aqúı que πi(t) definido en la ecuación (1.18) está dado por

πi(t) = p(t)ET
i , (1.21)

donde ET
i indica la transpuesta del supra-vector Ei de N · M filas cuyos

elementos (i, α) con α = 1, 2, . . . ,M son iguales a 1 y todos los demás son
iguales a 0, i.e.

Ei = (ei|ei| . . . |ei), (1.22)

donde ei es el i-ésimo N -dimensional vector canónico. Insertando la ecuación
(1.21) y la expresión para p(t) dada en la ecuación (1.17) obtenemos

χij(t) = [1− πi(0)]
t∏

τ=1

[1− p(0)PτET
i ], (1.23)

donde p(0) caracteriza la condición inicial de la caminata aleatoria. Sin per-
dida de generalidad, la condición inicial p(0) se puede elegir de manera que
el caminante aleatorio en el tiempo t = 0 esté en el nodo replica (j, 1), i.e.

pi,α(0) = δ(i, j)δ(α, 1), (1.24)

donde δ(x, y) es la delta de Kronecker. Finalmente, de la ecuación (1.23)
usando la aproximación 1− x ≃ e−x válida para x≪ 1, obtenemos

χij(t) = [1− πi(0)]exp[−
t∑

τ=1

p(0)PτET ]. (1.25)
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A partir de esta expresión podemos evaluar la cobertura del caminante
aleatorio hasta el tiempo t. De hecho, como χij(t) indica la probabilidad de
que el nodo i no ha sido visitado dentro del tiempo t, al promediar 1−χij(t)
es posible obtener la cobertura ρ(t) de la caminata aleatoria hasta el tiempo
t, i.e.

ρ(t) = 1− 1

N

∑
i

χij(t). (1.26)

Al estudiar la cobertura de la red en presencia de daño (disrupción) de
nodos, en la referencia [6] De Domenico et al. han investigado la robustez del
transporte público de Londres, concentrándose en tres capas diferentes. Se
muestra que la red multiplex resultante es más resiliente que sus capas sim-
ples tomadas por separado. De hecho, la red multiplex interconectada provee
suficiente redundancia para encontrar caminos desde partes aparentemente
aisladas de las capas individuales.

1.3.2. Vuelos de Lévy y otras estrategias de búsqueda

Los vuelos de Lévy son una clase especial de caminatas aleatorias en las
que los desplazamientos aleatorios son de longitud l siguiendo una distribu-
ción de ley de potencias P (l) ∝ l−θ. Los vuelos de Lévy claramente son una
generalización de las caminatas aleatorias que limitan los movimientos a los
vecinos próximos. De hecho, para θ → ∞ los vuelos de Lévy se reducen a
las caminatas aleatorias clásicas mientras que para θ = 0 describen un movi-
miento con saltos aleatorios de cualquier longitud. Bajo circunstancias muy
generales, los vuelos de Lévy han probado ser la estrategia más eficiente de
exploración y navegación, superando el rendimiento de la caminata aleatoria
clásica (movimiento Browniano) [7, 8]. Los vuelos de Lévy son bastante co-
munes en el forrajeo de los animales [7, 9], en movilidad humana [10, 11, 12] y
en el comportamiento y estrategias de búsquedas mentales humanas [13, 14].
Por lo tanto, es interesante caracterizar las propiedades de los vuelos de Lévy
en redes complejas [15] y en redes multicapa [16]. Empecemos por conside-
rar los vuelos de Lévy en una red simple. Primero, asociamos a cada par de
nodos i y j de la red (conexa) una distancia de salto dij. El vuelo de Lévy
en una red simple tiene probabilidades de transición πij del nodo i al nodo j
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determinadas por la distancia dij. Espećıficamente, estarán dadas por:

πij =
d−θ
ij∑

m ̸=i d
−θ
im

. (1.27)

Los vuelos de Lévy han sido estudiados en la referencia [15] donde se
mostró que el tiempo promedio para conectar un nodo particular de la red
desde una condición inicial aleatoria tiene un mı́nimo cuando θ = 0 donde
las probabilidades de transición de Lévy son independientes de la distancia
entre los nodos y el vuelo de Lévy realiza esencialmente saltos aleatorios entre
nodos de la red.

La situación se vuelve más interesante cuando el vuelo de Lévy ocurre en
una red multicapa [16]. En este caso, los saltos de Lévy se permiten única-
mente entre nodos de la misma capa, el caminante puede permanecer en su
posición actual y puede saltar a otra capa (ver figura 1.3). En este caso, las
probabilidades de transición Πiα;jβ se pueden tomar como

Πiα;jβ =


(d

[α]
ij )

−θ/σiα si α = β,i ̸= j,

D
[α,α]
ii /σiα si α = β,i = j,

D
[α,β]
ii /σiα si α ̸= β,i = j,

(1.28)

donde d
[α]
ij es la distancia entre el nodo i y el nodo j en la capa α, y

σi,α =
∑
j ̸=i

(d
[α]
ij )

−θ +
M∑
β=1

D
[α,β]
ii .

Cuando los parámetros D
[α,β]
ii con α ̸= β son independientes del nodo i,

i.e. D
[α,β]
ii = Dχ, los autores de la referencia [16] han encontrado que para

costos intercapa pequeños Dχ la mejor estrategia para alcanzar el 50% de
los nodos en la menor cantidad de tiempo no es θ = 0, como lo es en capas
individuales, sino un valor mayor y distinto de cero. Esto implica que si
el costo de pasar por enlaces intercapa está desapareciendo, la caminata
aleatoria puede permanecer localizada entre los nodos replica si los otros
saltos de Lévy tienen una suficientemente pequeña probabilidad de transición
(como es el caso cuando θ = 0). solo cuando Dχ es significativamente grande
los resultados de las redes multicapa son consistentes con el resultado de la
capa individual y la cobertura óptima se obtiene para θ = 0.
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Figura 1.3: Ilustración de la estrateǵıa de navegación usando vuelos de Lévy
en una red multiplex. Imagen tomada de la referencia [16]

1.3.3. Caminatas aleatorias sesgadas

En redes multiplex también es posible explorar el caso en el que los enlaces
intercapa están ausentes y la caminata aleatoria no se mueve entre nodos
replica sino que solo salta de un nodo a cualquiera de sus nodos vecinos
siguiendo enlaces de diferentes tipos que pertenecen a diferentes capas de la
red multiplex. Las principales preguntas de investigación de los trabajos que
se ocupan de este tipo de caminatas aleatorias son la optimización de las
estrategias de búsqueda y la cobertura de la caminata aleatoria cuando las
probabilidades de saltar entre enlaces de diferentes capas son diferentes. En
la referencia [17] un caminante aleatorio que inicialmente está en el nodo i
tiene una probabilidad z[α] de saltar a un nodo vecino j conectado al nodo i
por un enlace de la capa α. Por lo tanto, las probabilidades de transición πij
del nodo i al nodo j están dadas por

πij =
M∑
α=1

z[α]
a
[α]
ij

κ
[α]
i

(1.29)

con κ
[α]
i = máx(1,

∑N
r=1 a

[α]
ir ) y z

[α] normalizada, i.e.

M∑
α=1

z[α] = 1. (1.30)

En este tipo de caminata aleatoria en una multiplex los autores de la
referencia [17] han mostrado que hay una configuración óptima de las proba-
bilidades z[α] que minimiza el tiempo de búsqueda de la caminata aleatoria.
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La posición espećıfica de la solución óptima para las probabilidades z[α] de-
pende de la topoloǵıa de las capas de la multiplex y de sus correlaciones. En
conclusión, las diferentes fuerzas de acoplamiento entre las capas se puede
optimizar para mejorar la eficiencia de la caminata aleatoria, y esto sugiere
un mecanismo para explicar la ventaja evolutiva de muchas redes multicapa
naturales.

Lo más importante es que las medidas de centralidad más eficientes para
redes multiplex incluyendo el PageRank multiplex funcional y a MultiRank
están basadas en esta caminata aleatoria sesgada. En el algoritmo MultiRank
primero se modifica la caminata aleatoria en el estilo del algoritmo PageRank
introduciendo un parámetro de teletransportación que permite saltos aleato-
rios entre cualquier par de nodos. En segundo lugar, los parámetros z[α] de
la caminata aleatoria se interpretan como las influencias (centralidades) de
las capas y el estado absorbente de la caminata aleatoria se interpreta como
la centralidad de los nodos.

En la referencia [18] una caminata aleatoria sesgada se estudia en redes
multiplex donde los nodos están conectados por diferentes tipos de enlaces. La
caminata aleatoria sesgada navega la red multiplex realizando una caminata
que es sesgada de acuerdo con las propiedades de los nodos indicadas por
el vector fi con i = 1, 2, . . . , N . La caminata aleatoria considerada en la
referencia [18] está definida sobre la red agrupada pesada en la que cada
enlace tiene un peso νij dado por la multiplicidad de la superposición del
enlace (i, j). De esta forma, la probabilidad de transición πij está dada por

πij =
νijfj∑
m νimfm

. (1.31)

Aqúı se encuentra que las propiedades estructurales de las redes multiplex
tales como el número de capas, la superposición de enlaces y el grado de
correlación intercapa tiene un impacto significativo en las propiedades de
difusión de la caminata aleatoria.

1.4. Caminatas aleatorias en redes tempora-

les multicorte

Para redes multiplex usualmente es el caso que las capas adicionales fa-
vorecen la difusión, ya que por ejemplo, en redes de transporte la adición
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de nuevas capas hace más rápida y eficiente la cobertura de la red. Cuando
se consideran redes multicorte, la naturaleza temporal de las estructuras ra-
lentiza la exploración de una caminata aleatoria dada en comparación con
la red agrupada donde la naturaleza temporal de la interacción es ignora-
da. Este efecto se debe a que el caminante aleatorio en redes temporales
tiene un número reducido de caminos posibles disponibles que respetan la
temporalidad. Los caminos que caminos que respetan la temporalidad están
definidos como secuencias de nodos Pt = (i1, i2, . . . , in)donde cada nodo con-
secutivo se puede alcanzar desde el nodo anterior en una secuencia temporal
siguiendo enlaces de la red temporal, i.e. si (ir, ir+1) con r = 1, 2, . . . , n − 2
es un enlace del corte temporal α correspondiente al tiempo t = tα, el enlace
(ir+1, ir+2) debe ser un enlace en un corte temporal β correspondiente a un
tiempo subsecuente t = tβ > tα. Los caminos que respetan la temporalidad
en una red multicorte son un subconjunto de los caminos de la red agrupada.
Asumamos, por ejemplo, que en el tiempo t = 1 la red está formada por el
link (2, 3) y al tiempo t = 2 está formada por el enlace (1, 2). Mientras que
el camino Paggr = (1, 2, 3) existe en la red agrupada, este camino no respeta
la temporalidad porque el enlace (1, 2) está presente solo después del enlace
(2, 3). Por lo tanto, no es posible mandar señales en la red entre el nodo 1 y
el nodo 3. Además, en redes multicorte, el caminante aleatorio puede perma-
necer atrapado en nodos que están solo ocasionalmente conectados a otros
nodos de la red temporal.

En la referencia [19] se realizó un análisis de las propiedades de un cami-
nante aleatorio en conjuntos de redes temporales reales, analizando el efecto
de correlaciones temporales entre contactos consecutivos presentes en los da-
tos. Es interesante que, en este estudio se encuentra que los caminos más
cortos que respetan la temporalidad tienen caracteŕısticas estad́ısticas que
son significativamente diferentes a las de los caminos más rápidos que res-
petan la temporalidad. Es cierto, que los caminos más cortos que respetan
la temporalidad no necesariamente son los más rápidos, ya que el caminante
aleatorio puede permanecer atrapado en algunos de los nodos por bastante
tiempo.

El modelo de una red temporal con actividad temporal heterogénea de los
nodos es un marco de trabajo muy bien definido que captura las consecuencias
de tener nodos que están conectado a la red más o menos frecuentemente. De
hecho, a cada nodo i se le asigna una actividad temporal ai ∈ [0, 1] tomada de
una distribución F (a) y en cada paso del tiempo t se establecenm enlaces con
probabilidad ai. En el marco de trabajo de este modelo se muestra [20] que
el tiempo promedio que le toma al caminante aleatorio regresar por primera
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vez a su posición de origen es inversamente proporcional a la actividad del
nodo. Esta propiedad del caminante aleatorio en redes temporales dirigido
por actividad captura la desaceleración del caminante aleatorio que se observa
en redes temporales reales.

Un manera muy exitosa para describir caminatas aleatorias en redes tem-
porales arbitrarias depende de una descripción no-Markoviana de su proceso
de difusion [21, 22]. De acuerdo con esta caminata aleatoria no-Markoviana la
probabilidad de transición entre el nodo i y el nodo j depende de la historia
pasada de la caminata. El ejemplo más simple de dinámicas no-Markovianas
asigna una probabilidad dada π(ℓi → ij) al salto de la caminata desde el
nodo i al nodo j dado que la caminata aleatoria en el paso previo estaba
saltando entre el nodo ℓ y el nodo i.

Al extender el tratamiento de las caminatas aleatorias Markovianas en
redes temporales a las caminatas aleatorias aleatorias no-Markovianas es po-
sible observar tanto la ralentización como la aceleración de la difusión con
respecto a la su contraparte Markoviana [22].

1.5. Tráfico y congestión

En redes de transporte y en redes tecnológicas es esencial monitorear el
tráfico y evitar la congestión. El tráfico y la congestión en redes simples han
sigo extensamente estudiados en la literatura [23, 24, 25, 26]. Ya que mu-
chas redes de transporte y redes tecnológicas son redes multicapa, es esencial
estudiar los efectos de la multiplexidad en el tráfico y la congestión.

Los problemas de tráfico difieren de los procesos de difusión antes carac-
terizados porque el caminante no realiza una exploración aleatoria de la red
sino que es dirigido de un nodo origen a un nodo destino siguiendo un algo-
ritmo director. El algoritmo director más natural para problemas de tráfico
es usando el camino más corto entre los nodos de origen y destino. En una
red simple la caracterización del flujo que pasa a través de cada nodo (o
cada enlace), asumiendo que cada nodo tiene la misma probabilidad de ser
un origen o un destino, ha incitado a los cient́ıficos de redes a introducir el
concepto de centralidad de intermediación4.

4La centralidad de intermediación le asigna relevancia a los nodos que actúan como
puentes entre diferentes comunidades en la red. Estos son nodos por los que pasan un gran
número de los caminos más cortos conectando a diferentes pares de nodos en la red. La
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En redes multiplex los caminos más cortos se pueden distinguir entre
aquellos que pertenecen a una misma red simple y aquellos que incluyen
enlaces intercapa de varias redes conectando nodos replica de diferentes capas
(aunque uno podŕıa elegir asignar una longitud de cero o distinta de cero a
los enlaces intercapa).

Para poder caracterizar cómo el flujo se distribuye en las diferentes capas
de la red multiplex en la referencia [27] los autores introducen la interde-
pendencia pesada λ ∈ [0, 1] que es una modificación de la interdependencia
clásica. La interdependencia pesada depende del tráfico y está dada por

λ =
∑
i ̸=j

Tij
ψij

σij
(1.32)

donde ψij es el número de caminos más cortos entre el nodo i y el nodo
j incluyendo enlaces de diferentes capas, σij es el número de caminos más
cortos entre el nodo i y el nodo j y Tij es la matriz normalizada de origen-
destino determinando la fracción de caminantes con origen i y destino j, Por
lo tanto, la interdependencia λ es la fracción de los caminantes que usan más
de una capa.

Otras medidas generales que indican que tan bien el sistema está operando
en condiciones normales de tráfico (i.e. en ausencia de congestión) son la
distancia recorrida promedio d̄ dado por

d̄ =
∑
i ̸=j

Tijdij (1.33)

y el coeficiente de Gini G. El coeficiente de Gini G ∈ [0, 1] es una medida
usualmente utilizada en economı́a para caracterizar la distribución de la ri-
queza en una nación. En la referencia [27] se ha propuesto como una buena
medida para describir la distribución del flujo de tráfico en una red. Cuando
G = 1 todo el flujo se concentra en un único enlace, mientras que si el flujo
se reparte equitativamente en todos los enlaces G seŕıa cero.

Los resultados de las simulaciones en redes multicapa planar muestran
que conforme aumenta la interdependencia pesada la distancia recorrida pro-
medio disminuye, indicando que cuando las rutas más cortas aprovechan la

centralidad de intermediación bi de un nodo i en una red está dado por bi =
∑

r,s
ni
rs

grs

donde ni
rs es el número de caminos más cortos que conectan al nodo r y al nodo s que

pasan por el nodo i, y grs es el número total de caminos más cortos que conectan al nodo
r con el nodo s.
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multiplexidad de la red la distancia recorrida promedio puede disminuir sig-
nificativamente. No obstante, en algunas topoloǵıas es posible que conforme
aumenta la interdependencia pesada aumenta también el coeficiente de Gini,
indicando un riesgo más grande de congestión.

Cuando cada nodo de la red tiene una capacidad finita, i.e. solo puede
conducir un número finito de elementos en cada momento de tiempo, la
red puede sufrir una transición de fase de congestión. La congestión ocurre
cuando la entrada de elementos por unidad de tiempo está por encima de un
valor cŕıtico, y los nodos empiezan a trabajar al máximo de sus capacidades.
Bajo estas condiciones los elementos son introducidos a la red a un ritmo más
rápido que el ritmo al que llegan a sus destinos, resultando en un crecimiento
lineal contra el tiempo del número de elementos en tránsito en la red.

Es aśı que, el parámetro de orden de la congestión está dado por [28, 29]

ρ = ĺım
t→∞

D(t+ T )−D(t)

RT
, (1.34)

donde D(t) es el número de elementos en tránsito en el tiempo t y R es el
número de elementos introducidos en cada paso de tiempo. En un régimen no
congestionado con R < Rc el número de elementos en tránsito es estacionario,
entonces ρ = 0. Por el contrario, en el régimen congestionado con R ≥ Rc,
los elementos se acumulan en la red y ρ ̸= 0 mide el incremento normalizado
(0 ≥ ρ ≥ 1) de los elementos en tránsito por unidad de tiempo.

En una red multiplex es posible observar fenómenos cooperativos contra-
intuitivos [30]. A pesar de que la multiplexidad incrementa el número de
caminos en el sistema, una red multiplex puede ser más susceptible de con-
gestionarse que las redes individuales de sus capas. Este fenómeno nos re-
cuerda a la paradoja de Braess [31], en la que al agregar un enlace adicional
a una red simple se puede reducir la eficiencia general de la red.

Este efecto contra-intuitivo de la multiplexidad a la hora de calcular el
riesgo de congestión se debe a la naturaleza no-local del algoritmo director
que busca los caminos más cortos en la red. En el caso en que una capa es más
eficiente que otra, i.e. tiene en general caminos más cortos entre los nodos, el
tráfico tiende a concentrarse en una sola capa y, dejar vaćıas las otras capas,
incrementa el riesgo de congestión [30]. En la misma ĺınea de este trabajo,
otros art́ıculos han caracterizado la transición de congestión en redes dúplex
con diferentes distribuciones de grados [32].

En la referencia [33] el efecto de la correlación de grado a la hora de
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determinar el umbral de congestión ha sido estudiado. Este trabajo muestra
que en redes multicapa con grados correlacionados usando estrategias de
asignación de capacidad tales como asignarle a cada nodo una capacidad
proporcional a su centralidad de intermediación incrementa la capacidad total
de tráfico. En la referencia [34] se han propuesto otras estrategias directoras
diseñadas espećıficamente para redes multiplex.



Caṕıtulo 2

Entroṕıa y modelos nulos de
redes simples

2.1. Ensambles de redes de máxima entroṕıa

2.1.1. Observaciones generales

En este caṕıtulo se proveen los detalles para caracterizar completamente
los ensambles de redes de máxima entroṕıa siguiendo las referencias [35, 36,
37, 38, 39]. Los ensambles de redes constituyen los modelos de redes menos
sesgados que satisfacen un conjunto de restricciones. Por esto, este marco de
trabajo es frecuentemente usado para construir modelos nulos de redes.

2.1.2. Definiciones

Dado el conjunto de todas las redes G = (V,E) con |V | = N nodos, un
ensamble de redes es determinado cuando se asigna una probabilidad P (G)
a cada red en el conjunto.

La entroṕıa S de un ensamble es el logaritmo del número redes de un tipo
en el ensamble y está dado por

S = −
∑
G

P (G) lnP (G). (2.1)

21
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Un ensamble de entroṕıa máxima que satisface un conjunto de restric-
ciones es el ensamble menos sesgado que exhibe las propiedades deseadas.

2.1.3. Restricciones

Distinguimos entre las restricciones débiles y las fuertes. Las restricciones
débiles son aquellas que se satisfacen en promedio en el ensamble de redes.
Las restricciones fuertes son las que satisfacen para todas las redes en el
ensamble.

Ejemplos de restricciones fuertes son las de tipo

Fµ(G) = Cµ, (2.2)

donde Fµ(G) es una medida sobre la red cuyo valor está fijo a Cµ y cada res-
tricción independiente impuesta a la red está indicada por µ = 1, 2, . . . , NC .
Una restricción de este tipo puede fijar el número total de enlaces L o el
grado ki de un nodo i. Indicando con aij la matriz de adyacencia de la red
estas dos restricciones se escriben como

F (G) =
∑
i<j

aij = L,

Fi(G) =
N∑
j=1

aij = κi.

(2.3)

Las restricciones débiles son restricciones que en cambio fijan el valor pro-
medio de una medida Fµ(G) de la red en el ensamble y por lo tanto es del
tipo ∑

G

P (G)Fµ(G) = Cµ. (2.4)

Una restricción de este tipo puede fijar el número promedio de enlaces L
de una red en el ensamble o el grado promedio ki del nodo i. Estas dos
restricciones se escriben como∑

G

P (G)

[∑
i<j

aij

]
= L,

∑
G

P (G)

[
N∑
j=1

aij

]
= κi

(2.5)
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2.2. Ensambles canónico y microcanónico de

redes

2.2.1. Ensamble canónico de redes

La probabilidad PC(G) en un ensamble canónico de redes que satisface
NC restricciones ∑

G

PC(G)Fµ(G) = Cµ (2.6)

con µ = 1, 2, . . . , NC tiene la forma exponencial dada por

PC(G) =
1

ZC

e−
∑NC

µ=1 λµFµ(G) (2.7)

donde ZC es la suma de normalización y donde los multiplicadores Lagran-
gianos λµ están fijos y determinados por las restricciones en la ecuación 2.6.

Para encontrar PC(G) maximizamos la entroṕıa del ensamble S bajo las
restricciones dadas por la ecuación 2.6 y la restricción de que PC(G) está
normalizada. Definimos una funcional F en la que hemos introducido los
multiplicadores Lagrangianos λµ,

F =−
∑
G

PC(G) lnPC(G)−
∑
µ

λµ

(∑
G

PC(G)Fµ(G)− Cµ

)

− ν

(∑
G

PC(G)− 1

)
.

(2.8)

Derivando con respecto a PC(G) e igualando la derivada parcial a cero,

∂F
∂PC(G)

= − lnPC(G)− 1−
∑
µ

λµFµ(G)− ν = 0, (2.9)

obtenemos

PC(G) = e−
∑

µ λµFµ(G)−ν−1. (2.10)
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Derivando F con respecto a los multiplicadores Lagrangianos λµ y el multi-
plicador Lagrangiano ν e igualando las derivadas parciales a cero, obtenemos
la restricción definida por la ecuación 2.6 y la restricción de normalización
para PC(G). Imponiendo la restricción de normalización podemos fijar el
potencial qúımico ν y tener

PC(G) =
1

ZC

e−
∑

µ λµFµ(G), (2.11)

donde
ZC =

∑
G

e−
∑

µ λµFµ(G). (2.12)

Aqúı los multiplicadores Lagrangianos λµ se determinan al imponer las res-
tricciones ∑

G

PC(G)Fµ(G) =
∑
G

1

Z
e−

∑NC
µ=1 λµFµ(G)Fµ(G) = Cµ. (2.13)

2.2.2. Ejemplos de ensambles canónicos de redes

Primero consideremos el ensamble canónico de redes en el que el número
promedio de enlaces está fijo. Por lo tanto, el ensamble satisface únicamente
la restricción ∑

G

PC(G)

[∑
i<j

aij

]
= L. (2.14)

La probabilidad PC(G) en este ensamble está dada por

PC(G) =
1

ZC

e−λ
∑

i<j aij . (2.15)

Dado que la suma sobre todas las gráficas G se puede expresar como la
suma sobre todos los elementos de la matriz de adyacencia a, la suma de
normalización ZC está dada por

ZC =
∑
a

e−λ
∑

i<j aij =

( ∑
aij=0,1

e−λaij

)N(N−1)/2

= (1 + e−λ)N(N−1)/2. (2.16)

La probabilidad de cada enlace está dada por

p =
∑
a

aijPC(G) =
e−λ

1 + e−λ
(2.17)
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La cantidad p, o equivalentemente la cantidad λ, está determinada por la
restricción

pN(N − 1)/2 = L. (2.18)

Tenemos entonces que este es el G(N, p) ensamble, en el que la probabilidad
PC(G) está dado por

PC(G) = pL(1− p)N(N−1)/2−L. (2.19)

Ahora consideremos el caso en el que fijamos la secuencia de grados promedio
{ki}i=1,2,...,N . El ensamble de redes satisface las N restricciones débiles

∑
G

PC(G)

[
N∑
j=1

aij

]
=

N∑
j=1

pij = ki (2.20)

donde i = 1, 2, . . . , N . La probabilidad de una red en el ensamble está dada
por

PC(G) =
1

ZC

e−
∑N

i=1 λi
∑N

j=1 aij (2.21)

donde la constante de normalización ZC está dada por

ZC =
∑
a

e−
∑N

i=1 λi
∑N

j=1 aij =
∑
a

e−
∑

i<j(λi+λj)aij

=
∏
i<j

(1 + e−λi−λj).
(2.22)

La probabilidad pij de un enlace entre el nodo i y el nodo j está dada por

pij =
∑
a

aij

[
1

ZC

e−
∑

r<s(λr+λs)ars

]
=

e−λi−λj

1 + e−λi−λj
. (2.23)

Los multiplicadores Lagrangianos están determinados por las restricciones

N∑
j=1

pij =
N∑
j=1

e−λi−λj

1 + e−λi−λj
= ki. (2.24)

La probabilidad PC(G) toma la forma

PC(G) =
∏
i<j

p
aij
ij (1− pij)

1−aij . (2.25)

La entroṕıa toma la forma

S = −
∑
i<j

pij ln pij −
∑
i<j

(1− pij) ln(1− pij). (2.26)
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Si el grado máximo K de la red está por debajo de su ĺımite de corte estruc-
tural, i.e. si

K ≪
√
⟨k⟩N, (2.27)

entonces en la primera aproximación tenemos que

e−λi =
ki√
⟨k⟩N

≪ 1, (2.28)

y por lo tanto

pij =
kikj
⟨k⟩N

. (2.29)

Aśı, en este ĺımite el ensamble de redes son redes aleatorias no correlacionadas
con una secuencia de grados {ki}.

2.2.3. Ensamble de redes Micro-canónico

El ensamble de redes de máxima entroṕıa en el que cada red satisface las
restricciones fuertes con una probabilidad distinta de cero

Fµ(G) = Cµ, (2.30)

con µ = 1, 2, . . . , NC asigna a cada red G de N nodos la probabilidad PM(G)
dada por

PM(G) =
1

ZM

NC∏
µ=1

δ(Fµ(G), Cµ), (2.31)

donde δ(x, y) es la delta de Kronecker y ZM indica el número total de re-
des que satisfacen las restricciones fuertes definidas en las ecuación 2.30. De
hecho, el ensamble menos sesgado que satisface las restricciones fuertes defi-
nidas previamente es el ensamble que atribuye la misma probabilidad distinta
de cero a cada una de las redes que satisfacen las restricciones y probabilidad
cero a todas las otras redes.

La entroṕıa Σ del ensamble microcanónico está dada por

Σ = lnZM . (2.32)

La relación entre Σ y la entroṕıa S del ensamble canónico conjugado dado
por

S = −
∑
G

PC(G) lnPC(G) (2.33)
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es simplemente
Σ = S − Ω (2.34)

donde Ω está dado por el valor absoluto del logaritmo de la probabilidad de
que las redes del ensamble canónico satisfagan las restricciones fuertes, i.e.

Ω = − ln

[∑
G

PC(G)δ(Fµ(G), Cµ)

]
. (2.35)

Para poder derivar este resultado primero hay que mostrar que dado
que la probabilidad PC(G) está dada por la ecuación 2.7 la entroṕıa S del
ensamble canónico está dado por [39]

S =
∑
G

PC(G)

[∑
µ

λµFµ(G) + lnZC

]
=
∑
µ

λµCµ + lnZC .

(2.36)

Si partimos de la definición de Ω dada por la ecuación 2.35 tenemos que

e−Ω =
∑
G

PC(G)δ(Fµ(G), Cµ)

=
∑
G

1

ZC

e−
∑

µ λµFµ(G)δ(Fµ(G), Cµ)

=
1

ZC

e−
∑

µ λµCµ
∑
G

δ(Fµ(G), Cµ)

= e−S+Σ.

(2.37)

Por lo tanto, tenemos
Σ = S − Ω. (2.38)

Cuando el número de restricciones impuestas crece linealmente con el
número de nodos, se encuentra que Ω es extensivo y no puede despreciarse en
el ĺımite de redes grandes, demostrando la no equivalencia de los ensambles
canónico y microcanónico de redes. En el caso en el que las restricciones
impuestas son lineales es posible calcular Ω [38, 39]. En el caso en que las
restricciones fijan la secuencia de grados de la red Ω está dado por la ecuación

Ω =
N∑
i=1

ln

[
1

ki!
kkii e

−ki

]
siempre y cuando la red sea no correlacionada.
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Caṕıtulo 3

Creciendo redes multiplex: La
ecuación maestra

3.1. La ecuación maestra

En esta sección se sigue la referencia [40] y discutimos el formalismo ge-
neral para obtener la distribución de grado conjunta exacta al crecer redes
multiplex con enlace preferencial lineal generalizado1. Se muestran los deta-
lles de la derivación expĺıcita de la distribución de grados conjunta del modelo
de crecer redes dúplex con c1,1 = c2,2 = 1.

Para obtener la distribución de grados de los modelos de crecer redes
multiplex vamos a extender el acercamiento de ecuación maestra al escenario
de una red multiplex. Por simplicidad consideramos una red dúplex conM =
2 capas. Empezamos con una red conexa pequeña y en cada paso de tiempo
agregamos un nodo que añade, al mismo tiempo, m enlaces nuevos a la capa
1 y m enlaces nuevos a la capa 2. Asumimos que en cada paso de tiempo el

1Enlace preferencial lineal generalizado es fácil de definir. Empezando en el tiempo t = 1
con una red dúplex con n0 ≥ m nodos (con un nodo replica en cada una de las capas)
conectados por m0 enlaces en cada capa, el modelo procede como sigue: ·) Crecimiento,
en cada tiempo t > 1 un nodo representado por un nodo replica en cada una de las capas
es agregado a la red multiplex. Cada nuevo nodo replica es conectado a otros nodos de la
misma capa porm enlaces. Enlace preferencial generalizado: cada nuevo enlace en las capas

α = 1, 2 se añade a un nodo i con probabilidad Π
[α]
i proporcional a la combinación lineal del

grado k
[1]
i del nodo i en la capa 1 y k

[2]
i del nodo i en la capa 2, i.e. Π

[1]
i ∝ c1,1k

[1]
i + c1,2k

[2]
i

y Π
[2]
i ∝ c2,1k

[1]
i + c2,2k

[2]
i donde cα,β ∈ [0, 1] y c1,1 + c1,2 = c2,1 + c2,2 = 1.

29
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número esperado de enlaces nuevos en la capa uno añadidos a un nodo i de
grado k

[1]
i en la capa 1 y grado k

[2]
i en la capa 2 está dado por mΠ[1](k

[1]
i , k

[2]
i ).

Análogamente, el número esperado de enlaces nuevos en la capa 2 añadidos
a un nodo i está dado por mΠ[2](k

[1]
i , k

[2]
i ). Si asumimos que la probabilidad

de añadir un enlace nuevo a un nodo i ya sea en la capa 1 o en la capa 2 es
pequeños, i.e. Π[1](k

[1]
i , k

[2]
i ) ≪ 1 y Π[2](k

[1]
i , k

[2]
i ) ≪ 1, podemos despreciar la

probabilidad de que un nodo arbitrario i adquiera un enlace en las dos capas
en el mismo paso de tiempo. Con estas condiciones la ecuación maestra del
número promedio de nodos Nk,q(t) que en el tiempo t tiene grados k[1] = k y
k[2] = q está dada por

Nk,q(t+ 1) =Nk,q(t) +mΠ[1](k − 1, q)Nk−1,q(t)[1− δ(k,m)]

+mΠ[2](k, q − 1)Nk,q−1(t)[1− δ(q,m)]

−m
[
Π[1](k, q) + Π[2](k, q)

]
Nk,q(t) + δ(k,m)δ(q,m)

(3.1)

para k ≥ m y q ≥ m, donde δ(x, y) es la delta de Kronecker. Considerando el
modelo con enlace preferencial lineal generalizado se puede derivar fácilmente
la expresión para Π[α](k, q) dada por

Π[1](k, q) =
c1,1k + c1,2q

N [1]

Π[2](k, q) =
c2,1k + c2,2q

N [2]

(3.2)

donde cα,β ∈ [0, 1] con c1,1+ c1,2 = c2,1+ c2,2 = 1 y N [1] y N [2] son constantes
de normalización iguales al doble del número de enlaces en cada capa.

3.2. Derivación de la distribución de grado

exacta

3.2.1. Caso general

Dado que en cada paso de tiempo agregamos exactamente m enlaces a
cada capa, tenemos que N [1] y N [2] pueden aproximarse en tiempos grandes
t≫ 1 por

N [α] ≃ 2mt, for α = 1, 2. (3.3)
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Entonces, utilizando

Π[1](k, q) =
c1,1k + c1,2q

2mt
=
Ak,q

mt
,

Π[2](k, q) =
c2,1k + c2,2q

2mt
=
Bk,q

mt
.

(3.4)

La ecuación maestra se escribe como

Nk,q(t+ 1) =Nk,q(t) +
Ak−1,q

t
Nk−1,q(t)[1− δ(k,m)]

+
Bk,q−1

t
Nk,q−1(t)[1− δ(q,m)]

−
[
Ak,q

t
+
Bk,q

t

]
Nk,q(t) + δ(k,m)δ(q,m),

(3.5)

para k ≥ m y 1 ≥ m. Asumiendo que Nk,q = tP (k, q) es válido en una
escala de tiempo grande t ≫ 1, podemos resolver para la distribución de
grado combinada P (k, q) indicando la probabilidad de que un nodo en un
momento particular tenga el mismo grado k en la capa 1 y q en la capa 2.
Podemos que la distribución de grados combinada está determinada por las
ecuaciones recursivas

P (m, q) =

(
q∏

j=m+1

Bm,j−1

1 + Am,j +Bm,j

)
P (m,m),

P (k, q) =

q∑
r=m

(
q∏

j=r+1

Bk,j−1

1 + Ak,j +Bk,j

)
Ak−1,r

1 + Ak,r +Bk,r

P (k − 1, r).

(3.6)

3.2.2. Caso c1,1 = c2,2 = 1

Ahora consideremos el enlace preferencial lineal generalizado, en el que
c1,1 = c2,2 = 1 y c1,2 = c− 2, 1 = 0. En este caso tenemos

Ak,q =
k

2
,

Bk,q =
q

2
.

(3.7)
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Las ecuaciones recursivas en 3.6 quedan

P (m, q) =
Γ(q)Γ(3 + 2m)

Γ(m)Γ(3 + q +m)
P (m,m),

P (k, q) =

q∑
r=m

(
Γ(q)Γ(3 + r + k)

Γ(r)Γ(3 + q + k)

)
k − 1

2 + k + q
P (k − 1, r)

(3.8)

donde P (m,m) está determinado por la condición de normalización∑∞
k=m

∑∞
q=m P (k, q) = 1. Usando la relación

q∑
r=m

Γ(k + r − 2m)

Γ(r −m+ 1)Γ(k −m)
=

Γ(k + q − 2m+ 1)

Γ(k −m+ 1)Γ(q −m+ 1)
(3.9)

se puede probar recursivamente que la distribución de grado conjunta P (k, q)
está dada por

P (k, q) =
2Γ(2 + 2m)

Γ(m)Γ(m)

Γ(k + q − 2m+ 1)

Γ(k + q + 3)

Γ(q)

Γ(q −m+ 1)

Γ(k)

Γ(k −m+ 1)
.

(3.10)
Sumando sobre los grados en la capa dos podemos encontrar la distribución de
grado P (k) en la capa una, i.e. P (k) =

∑∞
q=m P (k, q) obteniendo el resultado

conocido para una capa individual,

P (k) =
2m(1 +m)

k(k + 1)(k + 2)
. (3.11)

Finalmente, el promedio condicional ⟨k|q⟩ = ⟨k[1]|k[2]⟩ que cuantifica las co-
rrelaciones de los grados entre las dos redes está dada por

⟨k|q⟩ =
∑∞

k=m kP (k, q)∑∞
k=m P (k, q)

=
m

1 +m
(q + 2). (3.12)

Expresiones similares se pueden obtener para P (q) y ⟨q|k⟩ haciendo la suma
en la ecuación 3.10 sobre k.



Caṕıtulo 4

Espectro del Supra-Laplaciano

4.1. Ecuaciones de difusión

En esta sección seguimos la referencia [2] y discutimos en detalle los dife-
rentes reǵımenes de los procesos de difusión en redes multiplex descritos en
la sección 1.2. La ecuación de difusión en una red multiplex con M capas y
N nodos está dada por

dX

dt
= −LX (4.1)

donde L es la matriz supra-Laplaciana y el vector N ·M dimensionalX indica
el estado dinámico de los nodos replica. Por simplicidad, aqúı nos enfocamos
en las propiedades de difusión de una red dúplex conM = 2 capas. El supra-
Laplaciano de las redes dúplex es una 2N × 2N matriz con estructura de
bloques dada por

L =

(
L[1] +DχI −DχI

−DχI L[2] +DχI

)
, (4.2)

donde L[1] y L[2] son respectivamente las matrices Laplacianas en la capa 1 y
la capa 2 y Dχ es la constante de difusión intercapa. El estado dinámico de los
nodos puede escribirse distinguiendo dos bloques indicando respectivamente
el estado dinámico del nodo replica en la capa 1 y el estado dinámico del
nodo replica en la capa 2, i.e.

X =

(
x[1]

x[2]

)
. (4.3)

33
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Sean 0 = λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λN los N eigenvalores propios del supra-
Laplaciano.

La escala temporal t́ıpica τ de la relajación del proceso de difusión está
dada por el inverso del más pequeño eigenvalor del Supra-Laplaciano que es
diferente de cero, i.e.

τ =
1

λ2
, (4.4)

mientras que haya una brecha espectral finita en el espectro del supra-
Laplaciano. Este resultado es una extensión directa del resultado obtenido
para capas individuales. Ahora podemos discutir en los próximos párrafos
los dos reǵımenes distintos de difusión bajo la suposición que tanto la capa
1 como la capa 2 están formados por redes conexas.

4.2. Constante de difusión intercapa pequeña

Dχ

Primero mostremos que para una constante de difusión intercapa pequeña
(Dχ ≪ D⋆

χ) la escala de tiempo t́ıpica para el relajamiento está dado por

τ =
1

2Dχ

. (4.5)

Para poder explicar este regimen, consideremos el caso ĺımite Dχ = 0. En este
caso el supra-Laplaciano tiene una estructura de bloques diagonal formada
por los dos Laplacianos L[1] y L[2] de las dos capas. El eigenvalor cero de
esta matriz está dos veces degenerado y tenemos que λ1 = λ2 = 0. Como
L[1]1 = 0 y L[2]1 = 0, donde 1 es el vector columna N -dimensional cuyas
entradas son unos, es posible elegir dos eigenvectores del kernel del supra-
Laplaciano correspondientes a los eigenvalores λ1 = λ2 = 0 como

v1 =

(
1

1

)
. v2 =

(
1

−1

)
. (4.6)

Cuando se introduce una constante de difusión intercapa pequeña Dχ ≪ D⋆
χ,

los dos eigenvectores v1 y v2 siguen siendo eigenvectores del supra-Laplaciano
pero la degeneración del eigenvalor cero desaparece. De hecho, es fácil mostrar
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que Lv1 = 0,i.e. el eigenvector v1 corresponde al eigenvalor λ1 = 0. En
cambio, v2 corresponde al eigenvalor

λ2 = 2Dχ.

De hecho, tenemos

Lv1 =

(
L[1] +DχI −DχI

−DχI L[2] +DχI

)(
1

−1

)
= 2Dχ

(
1

−1

)
. (4.7)

Siempre y cuando Dχ sea suficientemente pequeña este eigenvalor será el
eigenvalor más pequeño distinto de cero del supra-Laplaciano y determina el
tiempo de relajación t́ıpico del proceso de difusión de acuerdo con la ecuación
4.5. Por lo tanto, para una constante de difusión pequeña Dχ ≪ D⋆

χ la escala
de tiempo t́ıpica τ para la difusión está dada por

τ =
1

2Dχ

. (4.8)

Este resultado implica que en este régimen la difusión intercapa es el valor
limitante para la diseminación de la difusión.

4.3. Constante de difusión intercapa grande

Dχ

Para constantes de difusión intercapa grandes (Dχ ≫ D⋆
χ), λ2 tiende a un

valor finito

λ2 =
λs
2

donde λs es el eigenvalor más pequeño distinto de cero del Laplaciano de la
red connjunta dado por L[1]+L[2]. Este resultado se puede obtener fácilmente
usando teoŕıa de perturbaciones usando una expansión en ϵ = 1/Dχ. De
hecho, el supra-Laplaciano L se puede escribir como

L = Dχ

[(
I −I
−I I

)
+ ϵ

(
L[1] 0

0 L[2]

)]
= DχL̂. (4.9)

Para ϵ = 0 los eigenvalores L̂ son 0 y 2, ambos N veces degenerados. El
eigenvector correspondiente a los eigenvalores 0 y 2 están dados respectiva-
mente por los vectores (u|u) y (u| − u), i.e. vectores que tienen idénticos u
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opuestos valores en el i-ésimo elemento y el (N + i)-ésimo elemento. Para un
valor distinto de cero ϵ ≪ 1, es posible encontrar los eigenvalores λi y los
eigenvectores vi del Laplaciano L̂ realizando una expansión en ϵ. Sean

λi = λ
(0)
i + ϵλ

(1)
i +O

(
ϵ2
)

vi = v
(0)
i + ϵv

(1)
i +O

(
ϵ2
) (4.10)

donde λ
(0)
i y v

(0)
i son los eigenvalores y los eigenvectores de L̂ para ϵ = 0.

Consideremos los eigenvalores λ
(0)
i = 0 y sus correspondientes eigenvectores

v
(0)
i = (u|u); la expansión en ϵ dice

λi = 0 + ϵλ̃

v =

(
u

u

)
+ ϵ

(
ũ1

ũ2

)
(4.11)

donde el vector (ũ1|ũ2) se asume que es ortogonal a (u|u). Sustituyendo estas
expresiones en la ecuación del eigenvalor, se obtiene que

L[1]u+ ũ1 − ũ2 = λ̃u,

L[2]u+ ũ2 − ũ1 = λ̃u.
(4.12)

Sumando y restando estas dos ecuaciones, el sistema de ecuaciones se puede
escribir como (

L[1] + L[2]
)
u = 2λ̃u,(

L[1] − L[2]
)
u = 2(ũ1 − ũ2).

(4.13)

De la primera ecuación emerge que u es un eigenvector del Laplaciando
agrupado agrupada L[1]+L[2] con eigenvalor λs = 2λ̃. De la segunda ecuación,
considerando el hecho de que (ũ1|ũ)2 deben ser perpendicular a (u|u) y que
entonces ũ2 = −ũ1 = −ũ, es posible obtener una expresión para ũ como una
función de u, i.e. (

L[1] − L[2]
)
u = 4ũ. (4.14)

Por lo tanto, tenemos que

λ̃ =
λs
2

v =

(
u+ ϵũ

u− ϵũ

) (4.15)
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donde λs y u son respectivamente el eigenvalor y su correspondiente eigen-
vector del Laplaciano agrupado L[1]+L[2] y ũ está dado por la ecuación 4.14.
El eigenvalor λs del Laplaciano agrupado satisface

λs
2

≥ λ
[1]
2 + λ

[2]
2

2
≥ mı́n

(
λ
[1]
2 , λ

[2]
2

)
, (4.16)

donde λ
[α]
2 es el eigenvalor más pequeño distinto de cero del Laplaciano L[α]

de la capa individual. Por lo tanto la difusión en la red multiplex siempre será
más rápida que la difusión en la más lenta de las capas de la red multiplex.
Super-difusion, i.e. el hecho de que la escala de tiempo de la red multiplex
sea más rápido que la escala de tiempo de la difusión en cada una de las
capas individuales de la red multiplex, es posible pero no está garantizado
en general.
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Tessone, and Frank Schweitzer. Causality-driven slow-down and speed-
up of diffusion in non-markovian temporal networks. Nature communi-
cations, 5(1):5024, 2014.
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[29] Roger Guimerà, Albert Dı́az-Guilera, Fernando Vega-Redondo, Antonio
Cabrales, and Alex Arenas. Optimal network topologies for local search
with congestion. Physical review letters, 89(24):248701, 2002.
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