Cadena lineal

Considere un modelo de 2 ntcleos atémicos acomodados linealmente como se muestra en
la Figura 1 y un electrén libre. El Hamiltoniano de este sistema se puede representar en

forma matricial como sigue:

01
10

Figura 1: Cadena lineal de dos nicleos atémicos.

Este Hamiltoniano se llama de amarre fuerte En una cadena lineal como la que estamos
estudiando cada nicleo tiene dos vecinos, uno a su derecha y otro a su izquierda, este hecho
es de fundamental importancia ya que impondré las condiciones de frontera a este problema
pues los nicleos en los extremos de la cadena tendran también dos vecinos inmediatos!.

Obtener el Hamiltoniano del sistema en forma matricial simplifica muchos calculos, pues
a partir de esta matriz se pueden conocer los valores para la energia al resolver la ecuacion
de Shrodinger Hvy = E1. Resolver esta ecuacion, se reduce a un problema de valores propios
que tiene soluciones distintas de 0 solo si,

det (H—1E) =det| "~ " | =0
-1 —F

Resolviendo, se obtienen 2 eigenvalores para la energia,



Las eigenfunciones asociadas a estos eigenvalores, respectivamente son (ver figura 2):
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Figura 2: Eigenfunciones para una cadena lineal de dos particulas.

El eigenvalor E; se refiere a la energia mas baja del sistema, si se observa en la figura 2,
¥, tiene un comportamiento constante, ya que en el sitio uno la eigenfuncion vale % y en
el sitio dos vale % que se puede interpretar tambien como una curvatura nula, lo que esta
estrechamente relacionado con qué tanta energia esta almacenada, pues a mayor curvatura
se piensa que hay mayor energia. Asi, observando la eigenfuncién ¥, que en el sitio uno vale
% mientras que en el sitio dos vale —% entonces se tiene una curvatura distinta de cero
que podemos atribuir a su correspondiente eigenvalor Es que es mayor a la energia F.

A continuacion se resuleve el problema de una cadena lineal de 3 nicleos atémicos con un
solo electron? con condiciones de frontera periddicas, es decir, el niicleo n-ésimo tiene como

vecinos al nicleo situado en el sitio 1 y al situado en el sitio n — 1. Ver Figura 3.

El hamiltoniano del sistema es:



Figura 3: Cadena lineal de tres particulas con condiciones periddicas.
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Para resolver el problema de eigenvalores:
-EF -1 -1
det| -1 —F -1 [ =0
-1 -1 —F

Con polinomio caracteristico (E + 2)(E — 1)? = 0, obteniéndose tres eigenvalores de la

energia:

E1:—2

E273 =1

Las eigenfunciones correspondientes a estos eigenvalores se muestran en la figura 4.

Para una cadena lineal de 4 niicleos atémicos se tiene un hamiltoniano como el que sigue:

0101
1010
0101
1010

Resolviendo el problema de eigenvalores se obtienen los valores de la energia.
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Figura 4: Eigenfunciones para una cadena lineal de tres particulas con condiciones periddicas.
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Con las siguientes eigenfunciones.
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Figura 5: Eigenfunciones para una cadena lineal de cuatro particulas con condiciones periddicas.

La cuestion ahora se torna a pensar en el caso de N ntcleos atéomicos, jqué pasa en los

casos en que N es un niimero entero muy muy grande, tanto que pueda llegar a considerarse

como una cadena infinita? Para dar respuesta a esta pregunta se escribié un programa en

Matlab que diagonaliza la matriz hamiltoniana para el caso de cadenas lineales de 10, 20, 30,



40, 100, 200, 300 y 400 particulas con condiciones periddicas. Se graficaron los eigenvalores
en cada caso. Observando que para un nimero N cada vez mayor la curva que muestra el

comportamiento de la energia se acerca cada vez més a un continuo. Véase figura 6.
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Figura 6: Eigenvalores para cadenas lineales desde diez hasta cuatrocientas particulas.

Como se sabe, para diagonalizar una matriz H? se encuentra la matriz de cambio de base
U, la cual es de la forma: U = (¥y(n), Uy(n), Us(n),...) es decir, es la matriz que contiene
como vectores columna a las eigenfunciones W, donde m es el eigenvalor correspondiente.

En la figura 7, se muestran las graficas de las eigenfunciones correspondientes a la energia
més baja (F1) y a la energia mas alta (Ey) y en la figura 8 se muestra una renormalizacion
de la energia de una arreglo lineal de 40 ntcleos atémicos.

Si observamos la eigenfuncion del eigenvalor més bajo E;, que como en los ejemplos
anteriores, en cada sitio tiene un mismo valor, en general, se puede reescribir de la siguiente

manera:
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Figura 7: Eigenfunciones correspondientes a lamenor energia y a la méxima para una cadena de

cuarenta particulas.
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Figura 8: Eigenvalores de la energia renormalizados.

Lo cual puede ser confirmado al recurrir a la ecuaciéon de valores propios Hy = E1, es

decir,



0 -1.0 O -1 1 -2 1
-1 0 -1 0 .. 0 1 -2 1
0O -1 0 —1..0
tf 0 0 -1 0 .. 0 = ) = -2
1 -2 1
-10 0 0 .. 0 1 -2 1
Esto significa que E; = —2 el valor mas bajo de la energia que ademéas se confirma

al observar la figura 6, en donde todas las curvas nacen en —2.Este resultado es de gran
importancia, ya que, se relaciona con el nimero de vecinos que tiene cada ntcleo en la
cadena, se concluye de lo anterior que, para condiciones periddicas: La energia del estado
base es igual a: menos el nimero de vecinos.

Ahora, si se observa a Wy, es facil ver que esta oscilando entre un valor y otro en cada

sitio; en la figura se ve que Wy estd normalizada, entonces se puede escribir como sigue:

8-
(e

—1

Y multiplicando por la matriz hamiltoniana como se hizo anteriormente,

0 -1 0 O —1 1 2 1
-1 0 -1 0 0 -1 -2 -1
0O -1 0 -1..0 1 2 1
0 0 -1 0 0 -1 1= =2| -1




Concluimos que, para condiciones periddicas la energia mdxima del sistema es igual a: el
numero de Vecinos.

Nuestro objetivo ahora es dar una expresion mediante la cual se obtenga cualquier eigen-
funcion de un sistema lineal de N ntucleos atémicos, ya que, al tener las eigenfunciones es
posible también conocer los eigenvalores correspondientes a la energia, como se ha hecho pre-
viamente. Partiendo de la informacion que se tiene hasta ahora, escribimos las eigenfunciones

de la energia més alta y la mas baja en términos de exponenciales como sigue:

1 62’0
1 e’
1 eiO
1 1
1 eiO
1 ei[)
—1 e
1 61’0
1 1 ,
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Generalizando proponemos una expresion para las eigenfunciones de la forma:

6ik(m)l
eik(m)Q

ezk(m)d

6ik(m)N

Donde n es el sitio en la cadena y m es el indice que corresponde al niimero de eigenfuncion.



Para asegurarnos que esta expresion funciona aplicamos la ecuacion de eigenvalores Hiy =

B

0 -1 0 0 ..-1 eth(m)1 (eR(m)1)(—gik(m) _ gik(m)(N-1)
10 =10 .. 0 eik(m)Q (ezk(m)Q)(_ezk:(m) _ efik(m))

0 =1 0 —=1.. 0 eik(m)3 (6zk(m)3)(_€zk(m) _ e—ik(m))

0 0 -1 0 0 =

-1 0 0 0 .. 0 e'L'k(m)N (eik(m)N)(_eik(m)(lfN) _ efik(m))

Donde los paréntesis del lado izquierdo en la tltima igualdad son nuevamente la ¥, que
propusimos. Solo hay dos detalles en el resultado anterior, la primera y la dltima entrada,
como era de esperarse debido a las condiciones de frontera impuestas, de modo que, para
poder factorizar un término (energia) y obtener nuevamente la eigenfuncion W,, se debe

cumplir que:

Lo que impone nuevas condiciones, ya que para que se cumpla (2) kN = 27s entonces:

k=2 (3)

Con s =0,1,..(N —1).

Asi se obtiene el eigenvalor? para la energia:

E(k) = —(e*m) 4 e=*km)y — _9c05(ka) (4)

Donde hemos definido la posicion del N-ésimo niicleo en la cadena como x = Na. O
también,
27s

E(s) = —2003(7) (5)

Por un lado se obtuvo la energia mediante graficar a los eigenvalores obtenidos al diago-

nalizar H (ver Figura 6), por otro lado, obtuvimos una expresion analitica para esa misma
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energia. Graficando las dos anteriores se observa que no coinciden estas dos. Ver figura 9.
., Cual es la razon por la que no coinciden? La respuesta se encuentra en la degeneracion del
sistema, si observamos la grafica obtenida por medio de la diagonalizacion, se ve claramente

que a dos eigenvalores les corresponde el mismo valor cada vez.

Figura 9: Comparacion de resultado ntimerico (azul) y analitico (rojo) para la energia del sistema.

El modelo que estamos utilizando son N nicleos atémicos con un electréon libre, en meca-
nica cuantica el analisis para tratar este modelo es la soluciéon del problema de la particula
libre, al resolver este problema se encuentra que:

o Mo, o~

Donde P, z, H son los operadores de momento, de posiciéon y el hamiltoniano del sistema
respectivamente.

Conocemos como es el operador hamiltoniano H, y el objetivo que ahora se tiene es

construir al momento mediante esta relacion, para este fin se calcula el operador de posicion

Z en la base de Weignner, esto es para una matriz de 3x3:

a 0 O
=110 2a 0
0 0 3a

Operando con el conmutador a las matrices se tiene que,
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011\ (100 100\ (011 0 —1 -2
[e.H]=at| 101|020 ]|-at|o20|[101|=at|1 0 —1
110/\003 003)\110 21 0

Entonces para el modelo de una cadena lineal de 3 nicleos atémicos el momento esté

dado por:
0 —1 —21
P=—at| i 0 —1
20 1 0
Para N = 2:
A 0 —2
P:@at
1 0
Y para N = 4:
0 — 0 =3¢
R i 0 —2 0
P=—at
0 ¢+ 0 —2
30 ¢ 0

Ahora, para que el momento del sistema se conserve, se debe cumplir que:

[P H| =0

Sin embargo, al hacer el conmutador del operador P con H se verifica que no conmutan.
Podria argiiir que al hacer el conmutador no obtenemos que los operadores conmutan debido
a las condiciones de frontera que hemos impuesto desde un principio. Lo que obtenemos en
la matriz que representa al operador P es la distancia entre sitios, es decir, recordemos una
vez més el arreglo de la cadena para 3 nteclos, en él, si no impusieramos la condicion de
periodicidad, es decir, que el primero de los niicleos tenga como vecino imnediato al tercero,
tendriamos que si nos situaramos en el sitio 1, para llegar al sitio 3 habria que recorrer 2

sitios maés, ese es el resultado que aparece en la entrada (1,3) en la matriz de P. Nuestras
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condiciones requieren un pequeno cambio al respecto, por ello propongamos entonces el

siguiente operador de momento, basados en los resultados anteriores para N = 3

=
I
IS
~
~
=}
|
~
—~
(=2
~—

cuyos eigenvalores y eigenvectores son, respectivamente:

)\1:—\/§
Ay =3

)\3:0
—H—i+V3) i(i+V3) 1
m . ,
U=—at| L(i++3) —i(—i+3) 1
1 1 1
Y el conmutador de H y P,

0 —2 1 011 011 0 —2 1 000
[pvﬁ}: i 0 —i 101 ]—1101 ¢t 0 — | =000
—i i 0 110 110 —i i 0 000

La matriz U es la matriz de cambio de base que anteriormente ya hemos mencionado,
de modo que, una transformaciéon en esta base nos puede regresar una matriz diagonal P’
cuyas Unicas entradas distintas de cero son los eigenvalores de ]5, esta informacion es de
gran importancia, ya que si los eigenvalores son cantidades reales es posible asociarles una
cantidad fisicamente observable, las matrices que tienen esta propiedad se llaman matrices
Hermitianas. Es féacil corroborar que la matriz P que hemos propuesto es hermitiana y
por lo tanto tiene eigenvalores reales. Lo que a continucacién nos interesa es saber si P es
diagonal en esta base, ya que si lo es, H también seria diagonal en esta misma base por que
el conmutador de P y H se anula, en otras palabras, P y H son observables. Sin embargo,
la matriz de cambio de base U no es la misma que se calculdé anteriormente, al calcular

las eigenfunciones de la matriz H, la explicaciéon que podemos dar al respecto, es que la
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base en la que H es diagonal no esta completa, pues es una base de eigenfunciones reales,
pero es claro que P 1o lo es, v la base que la diagonaliza tampoco lo sera, la prueba es
que si aplicamos la transformacion que hace diagonal a H, que encontramos al principio de
estas notas, P 1o es diagonal. Pero, si H fuera diagonal en la base en que P también lo es,
habremos dado un gran paso, ya que acompletariamos la base de H. Entonces, apliquemos

la transformacion a Py a H.

—L(—i+V3) Li+V3) 1 0 —i 1 —Li+V3) —Li(—i++3)
UPUT = | 4(i+vB) —H=i+v8) L[| i 0 —i || —5(=i+V3) §i+V3)
1 1 1 - 1 0 % %

/3 0 0
0 V30

0 00
—5(=i+V3) 56+ V3) 1) (01 1) [ —g(+V3) —f(—i+V3)
UHU = | L(i+v3) —i(=i+v3) 1| 101 || —i(=i+v3) ii+V3)
1 1 1)\110 1 3
-1 0 0
0 —10
0 0 2

Lo que acabamos de demostrar es que H es diagonal en la misma base en la que P es
también diagonal. Pretendiendo utilizar dicha base para los casos de N nucleos.

Como lo hemos hecho previamente con la energia, buscamos ahora una expresion analitica
para el momento P y si aplicamos la ecuacion de eigenvalores Pi) = py) con 5 y puesto que
hemos corroborado que H y P conmutan entonces son diagonales en la misma base y usando

4 llegamos a una expresion como la siguiente:

Py, =—=¢p(n—1)+9¢(n+1) = (—eik(”’l) + eik(”“))z’ = —2sen(ka)e™ (7)

Entonces,

p = —2sen(ka) (8)

Con k = 2—;‘9 como lo hicimos con la energia anteriormente. Aplicando este resultado para

el caso de N = 3 tenemos:

Wl Wi Wl

Wl Wik Wl
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270

po = —2sen( 7;\7&) =
2

P = —28677,(%) =—V3
4m

Py = —2sen(?) =3

Que son los eigenvalores encontrados al diagonalizar P

Probando para N = 4:

0 —2 0 1

R 1 0 — 0
P = @at

h 0O 2 0 —2

-1 0 74 0

—i 4 01
-1 -110
U —
1 —1 01
1 110
o1 i1
4 1 741
i 1 i1
Ut — T4 a2 1 1
0 5 03
» 030
El conmutador de H y P,
0 — 0 1 0101 0101 0 — 0 ¢
. ¢t 0 —2 0 1010 1010 t 0 —2 0
[P,H] = _ —
0 ¢« 0 —i 0101 0101 0 7« 0 —i
- 0 @ 0 1010 1010 - 0 i 0
0000
0000
0000
0000

Entonces H y P deben ser diagonales en la misma base.
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—i 1 01 0 —i 0 1 11l -2000
ppp-r_ | T1LLO i 0 —i 0 i1 1 oi|_| 0200
i —i 01 0 ¢« 0 —i 0 3 0 3 0000
1 1 10)\—=i 0 4 0 : 0 10 0000
—i 1 01 0 —i 0 1 s i 0000
g1 | 1110 i 0 —i 0 —i -1 i1 _|0000
i =101 0 i 0 —i 0o 5 01 0002
1 1 10)\—=i 0 4 0 10 1o 0020

Al aplicar la transformacion al Hamiltoniano, lo que obtenemos es una matriz que no es

diagonal, se obtienen ceros excepto en el bloque representado por:

02
20

esta es la representacion del subespacio P, asociado a los eigenvalores degenerados, por
ello es que tiene dimension 2 ya que en este caso se tienen dos eigenvalores iguales, de hecho,

los eigenvalores de P y los de H son los mismos, y son:

A= —v—2
)\273 =0
Ay =2

Cuando X es un eigenvalor degenerado de P , el bloque que representa a Henel subespacio
P,, en general, no es diagonal y los eigenvectores que diagonalizan a P no diagonalizan a H.
También se puede probar que la matriz que representa a Pen el subespacio B, es siempre
diagonal e igual a AI, donde I es la matriz identidad. Vamos a usar esta propiedad para
encontrar una base de P, compuesta de vectores que también son eigenvectores de H. Es
posible encontrar en P, una nueva base de eigenvectores en la que H sea representado por
una matriz diagonal, estos eigenvectores también son de P ya que pertenecen al subespacio
]3”, en otras palabras, siempre es posible escoger en cada subespacio de P una base de
eigenvectores comun a H ya P

Lo que se hace, a continuacion, es diagonalizar la representacion de H en la base en que

P es diagonal, es decir, diagonalicemos:
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0000
0000
0002
0020

La matriz de cambio de base es:

0 0 01
0 0 10
-1 -100
1 =100

U:

Que es una base de eigenvectores comunes a ambos operadores, pero estando en el subes-
pacio en que P es diagonal.

El caso para N = 5, en el que el operador de momento esta dado por:

0 —i 0 0 i
i 0 —i 0 0
P=|o0o i 0 —i 0

Cuyos eigenvalores son:

S

2 ;(5+\/3)
=56~ V5)
=0

A

A
Az
A

El hamiltoniano H y P conmutan. Sin embargo, los eigenvalores de H son valores dege-

nerados:
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A =2
1

A = 5(-1- V)
1
2
A = ;(—1 +/5)

Pero, se obtiene que la transformacion que diagonaliza a P, también diagonaliza a H.

A= =(—14+V5)

Se puede intuir que el caso de N = 6 volverd a tener dificultades, mientras que para el
caso N = 7 tanto H como P seran diagonales en la misma base. El gran avance radica en
que se estd obteniendo una base completa de eigenvectores complejos, que no es suficiente
la transformacion real que se le aplicaba al hamiltoniano para diagonalizarlo, ademas es
un previo paso para construir la relacion de dispersion y extender estos casos a casos mas

generales.

I. GRAFENO

Ahora nos trasladamos a un espacio bidimensional para escribir el momento del grafeno.
El grafeno es conocido por ser un cristal bidimensional con propiedades muy peculiares, ...

podemos escribir al momento como:

(P2), = ~2t1at) — 0]t = | -2 e, i

(B)), = =241y () =y 0] 1 = Hj <eﬂ>y] ji

En los ejemplos que resolveremos mas adelante se aclararan las condiciones de frontera
La consideracién que permite la validez de este modelo es la no-interacciéon entre electrones.

es decir, H similar a una matriz diagonal D mediante un cambio de base de la forma H = UDU !

W~

El coeficiente 2 que aparece se debe a la forma en que definimos a las eigenfunciones, ya que nos

da 2 veces la parte real de la exponenciales complejas, es decir, dos veces el cos(kx)



