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Abstract

In the present document, the electronic properties of zigzag and armchair graphene nanorib-
bons under a time-dependent and time-independent uniaxial deformation field are studied. We
have considered two kinds of deformation fields, namely, in-plane and out-of-plane deformation
fields. For time-independent deformation fields, the electronic properties were obtained by an
exact mapping of the corresponding tight binding Hamiltonian into an effective one-dimensional
Hamiltonian. For a spatially-periodic deformation field (in particular, we have chosen a cosine-
like deformation field), the system (i.e. the strained zigzag or armchair graphene nanoribbon)
displays a rich behavior, including quasicrystal and modulated crystal effective behaviors, which
leads to a very complex fractal-like energy spectrum. All these features were explained by the
incommensurate or commensurate nature of the potential, which leads to a dense filling by dif-
fraction spots of the reciprocal space in the former case. For both kinds of deformation fields, it
was found that it is much easier to open a gap in the energy spectrum of an armchair graphene
nanoribbon by pulling along the direction perpendicular to the armchair-direction in the armchair
graphene nanoribbon than in the case of applying a deformation field perpendicular to the zigzag
direction in a zigzag graphene nanoribbon. In fact, in the case of an uniaxial strained armchair
nanoribbon, for a special critical value of the amplitude and wavelength of the strain field, a gap
is open. Additionally, the size of this gap grows linearly with the strain’s amplitude in the critical
point’s neighborhood. At this critical point, the electrons behave as relativistic Dirac fermions in
one direction, while, in the other direction, a non-relativistic Schrödinger behavior is observed.

For the time-dependent deformation field case, we study the emergence of electronic non-
trivial topological flat bands in time-periodically driven strained graphene within a tight-binding
approach based on the Floquet formalism. In particular, we focus on an uniaxial spatially periodic
strain, since, for that case, the Hamiltonian describing the strained nanoribbon can be mapped
onto an effective one-dimensional system. We also have studied two kinds of time-periodic dri-
ving, namely, an ultra short pulse (delta kicking) and a sinusoidal variation (harmonic driving).
We prove that for special strain wavelengths, the system is described by a two-level Dirac Ha-
miltonian. For a zigzag graphene nanoribbon, even though the study case is gapless, we find that
topologically nontrivial flat bands emerge not only at zero-quasienergy but also at ±π quasie-
nergy, the latter being a direct consequence of the periodicity of the Floquet space. Both kind of
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flat bands are thus understood as dispersion-less bands joining two inequivalent touching band
points with opposite Berry phase. This is confirmed by explicit evaluation of the Berry phase in
the touching band points’ neighborhood. Using that information, the topological phase diagram
of the system is built. Additionally, the experimental feasibility of the model is discussed and two
methods for the experimental realization of our model are proposed.

We also report the emergence of electronic edge states in time-periodically driven strained
armchair terminated graphene nanoribbons. This is done by considering a short-pulse spatial-
periodic strain field. Then, the tight-binding Hamiltonian of the system is mapped into a one-
dimensional ladder. The time periodicity is considered within the Floquet formalism. Thus, the
quasienergy spectrum is found numerically by diagonalizing the evolution operator. For some
particular cases, the quasienergy spectrum was found analytically. We found that the system
is able to support gapless and gapped phases. Very different edge states emerge for both the
gapless and the gapful phases. In the case of the gapped phase, edge states emerge at the gap
centered at zero quasienergy, although the Chern number is zero due to the chiral symmetry of
the system. For the gapless phase, besides edge states at zero quasienergy, cosine-like edge states
which merge and coexist with the bulk bands were observed. To confirm the topological nature
of these edge states, we analytically obtained the effective Hamiltonian and its spectrum for a
particular case, finding that the edge states are, at least, topologically weak; no more can be said
about the topological properties of this edge states, since, to completely characterize them we
need to compute the topological invariant of the full system. Finally, we found analytically the
evolution of band edges and their crossings as a function of the driven period for a gapless phase
of our system, we found that topological modes arise at such crossings.



Resumen

En este trabajo se estudian las propiedades electrónicas de nanocintas de grafeno con termi-
nación zigzag y armchair sometidas a deformaciones mecánicas uniaxiales dependientes e inde-
pendientes del tiempo, es importante mencionar que se consideraron dos tipos de deformaciones
mecánicas, a saber, deformaciones dentro del plano de la nanocinta y deformaciones fuera de
dicho plano (es decir, deformaciones que inducen corrugaciones en la nanocinta). Para el caso
de deformaciones mecánicas independientes del tiempo, dichas propiedades electrónicas fueron
obtenidas por medio de un mapeo exacto del correspondiente Hamiltoniano de amarre fuerte
hacia un Hamiltoniano efectivo unidimensional. Para ambos tipos de nanocintas y deformaciones
(en particular estudiamos el caso en el que el campo de deformación es periódico en el espacio
y tiene una forma tipo coseno), se encontró un rico comportamiento que incluye la observación
de un espectro fractal de energías y la aparición de un comportamiento efectivo tipo cuasi cristal
o tipo cristal modulado. Las características anteriores pueden ser explicadas en términos de la
conmensurabilidad o inconmensurabilidad del campo de deformación y la nanocinta de grafeno.
Para ambos tipos de deformaciones se encontró que es mucho más fácil abrir una brecha ener-
gética en la estructura de bandas del grafeno si se aplica el campo de deformación a lo largo de
la dirección perpendicular a la dirección armchair en una nanocinta de grafeno con terminación
armchair. Para el caso armchair se encontró que es posible abrir una brecha energética en la
estructura de bandas de dicha nanocinta si la amplitud de la deformación es mayor que cierto
valor crítico. El tamaño de dicha brecha energética crece linealmente con la amplitud del cam-
po de deformación en las cercanías del punto crítico. Cuando uno se encuentra en dicho punto
crítico, los electrones exhiben un comportamiento mezclado entre fermiones de Dirac sin masa y
fermiones de Schrödinger con masa.

Para el caso en el que la deformación depende del tiempo, se estudió la emergencia de bandas
planas que son topológicamente no triviales en nanocintas de grafeno con terminación zigzag so-
metidas a deformaciones mecánicas moduladas periódicamente en el tiempo, esto se hizo dentro
de la aproximación de amarre fuerte y usando el formalismo de Floquet. De igual manera que
en el caso estático, nos concentramos en el caso en el que el campo de deformación es uniaxial y
periódico en el espacio. En cuento a la dependencia temporal, se consideraron dos tipos de mo-
dulaciones temporales, la primera es un pulso ultra corto (el pulso puede ser aproximado como
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una función delta de Dirac) y la segunda es una modulación temporal tipo coseno. Se encontró,
para algunos valores de la longitud de onda del campo de deformación, que el sistema puede ser
descrito usando un Hamiltoniano de dos niveles. Para una nanocinta de grafeno con terminación
zigzag se encontró que, a pesar de que la fase estudiada no tiene brechas energéticas, el sistema
es capaz de soportar la existencia de bandas planas que son topológicamente no triviales a cuasi
energías cero y ±π, en donde las bandas que surgen a cuasi energías ±π son una consecuencia
directa de la periodicidad del espacio de Floquet. Los dos tipos de bandas planas pueden enten-
derse como bandas sin dispersión que unen dos puntos en los cuales los bordes de banda se tocan,
cada uno de estos puntos tiene una fase de Berry opuesta a la de su compañero. Esto se confirmó
por medio de la evaluación explícita de la fase de Berry en las cercanías de los puntos donde los
bordes de banda se tocan. Usando la información anterior se construyó el diagrama de fase del
sistema. Adicionalmente, se propusieron dos tipos de experimentos para la posible realización de
nuestro modelo.

También se estudió la emergencia de estados de borde en nanocintas de grafeno con termina-
ción armchair sometidas a deformaciones mecánicas periódicamente moduladas en el tiempo. El
tipo de modulación considerado fue el de pulsos ultra cortos (es decir, una modulación temporal
tipo función delta de Dirac) usando una deformación mecánica uniaxial periódica en el espacio
de tipo coseno. Lo anterior se hizo en la aproximación de amarre fuerte y usando la teoría de
Floquet. El espectro de cuasi energías fue obtenido por medio de la diagonalización numérica del
operador de evolución temporal de un período. Empero, para algunos casos particulares, fuimos
capaces de obtener el espectro de cuasi energías de manera analítica. Además, se encontró que el
sistema es capaz de dar lugar a fases en las que no hay brechas energéticas en el espectro de cuasi
energías y a fases en las que hay brechas energéticas en el espectro de cuasi energías alrededor
del cero de la cuasi energía. Para el caso de la fase con brecha energética, la simetría chiral de
nuestro sistema impone que dicha brecha energética es topológicamente trivial desde el punto de
vista del número de Chern. A pesar de este hecho se observó la emergencia de estados de borde
que cierran dicha brecha energética para un sistema de tamaño finito. Por otro lado, para la fase
en la que el sistema no tiene brechas energéticas, se encontraron estados de borde alrededor del
cero de la cuasi energía y estados de tipo coseno a otras cuasi energías. Los últimos estados se
mezclan y coexisten con las bandas del bulto, sin perder su localización del todo. Para confirmar
la naturaleza topológica de los estados de borde que se encuentran alrededor del cero de la cuasi
energía en la fase en la que el sistema no tiene brechas energéticas se obtuvo de manera analítica
el Hamiltoniano efectivo que describe al sistema para una rebanada unidimensional, encontrán-
dose que los estados de borde tienen un carácter topológico débil, no podemos decir más acerca
de la naturaleza topológica de dichos estados pues es necesario calcular el invariente topológico
del sistema completo para caracterizar completamente dicho estados de borde. Además se obtuvó
analíticamente la evolución de los bordes de banda del espectro de cuasi energías y los puntos en
los cuales las bandas se invierten, bservándose que estados de borde emergen en esos puntos.
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Prefacio

Begin at the beginning, the King said gravely, “and go on till you
come to the end: then stop.”

—Lewis Carroll, Alice in Wonderland

El grafeno fue el primer material verdaderamente bidimensional (2D) sintetizado por el hombre
en el año 2004, este hecho fue tan importante que originó una abrumadora e intensa investigación
alrededor del grafeno, por ejemplo, el artículo en el que se anuncia el descubrimiento del grafeno
cuenta a la fecha con más de 38,000 citas, ver [1]. Pocos años después del descubrimiento expe-
rimental del grafeno sus descubridores (Novoselov y Geim) fueron galardonados con el premio
nobel de física en el año 2010. Aunque el descubrimiento del grafeno se realizó hace apenas 14
años, sus propiedades físicas ya habían sido estudiadas hace más de 70 años, esto se debe, princi-
palmente, al apogeo de la energía nuclear en ese entonces. De hecho el bien conocido artículo del
Dr. P. D. Wallace titulado the band structure of graphite [2], el cual fue quizás el primer artículo
en describir las propiedades electrónicas del grafeno (se escribió en el año 1947), surgió como un
intento de entender el efecto de bombardear intensamente, con iones y neutrones, al grafito y a
otros materiales. Años más tarde, en 1962 para ser exactos, el grupo de investigación dirigido
por el Dr. Boehm acuñó el término grafeno al estudiar absorción en películas muy delgadas de
carbono [3]. Entonces, si el grafeno se conoce, al menos teóricamente, desde hace tanto tiempo,
¿por qué fue que se descubrió tan recientemente? Desde mi punto de vista hay varios factores
que pudieron haber retrasado la observación experimental del grafeno, entre ellos, quizás el más
importante haya sido la ausencia de aparatos experimentales lo suficientemente sensibles como
para detectar una capa de grosor atómico, agréguese además que el grafeno es prácticamente
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transparente (de hecho el grafeno sólo absorbe el 2% de la radiación electromagnética [4, 5]).
Por otro lado, se consideraba, al menos teóricamente, que era prácticamente imposible sintetizar
un material puramente bidimensional, pues Peierls y Landau habían predicho que las estructuras
bidimensionales eran inestables debido a fluctuaciones térmicas divergentes que surgen a tem-
peraturas diferentes del cero absoluto. Sin embargo, dicho teorema debido a Peierls y Landau
únicamente es válido para el caso de estructuras bidimensionales planas. El grafeno, en cambio,
no es plano. De hecho cuenta con pequeñas corrugaciones1 que ayudan a estabilizar su estructura
cancelando las divergencias en las fluctuaciones térmicas.

Dejando de lado la parte histórica, el descubrimiento del grafeno fue un parteaguas en la física
del estado sólido. Esto se debe, por un lado, a la bidimensionalidad del grafeno y, por el otro,
a las excelentes propiedades mecánicas y electrónicas que posee. Es importante mencionar que
desde que el grafeno fue sintetizado por primera vez, toda una gama de nuevos materiales bidi-
mensionales ha sido obtenida de manera experimental [7], dichos materiales han sido sintetizados
usando técnicas similares a las usadas para la obtención del grafeno. Un hecho interesante es que
muchos de los nuevos materiales bidimensionales descubiertos poseen características similares a
las del grafeno, en particular, muchos de ellos presentan una dispersión lineal es sus estructuras
de bandas a bajas energías (esto es, la mayoría de estos nuevos materiales tienen conos de Dirac,
ver la parte I para una descripción detallada acerca de lo qué es un cono de Dirac), aunque
también cuentan con nuevas e interesantes propiedades no vistas en el grafeno[7].

Entre las propiedades que vuelven al grafeno un material tan atractivo, único y exótico, uno
puede mencionar las siguientes: i) en lo que respecta a sus propiedades térmicas, el grafeno posee
una conductividad térmica extremadamente alta comparada con la conductividad térmica de
otros materiales tridimensionales. De hecho la conductividad térmica del grafeno oscila alrededor
de 5×102 W/mK [8]. ii) En lo que respecta a sus propiedades ópticas, el grafeno es prácticamente
transparente pues únicamente absorbe el 2.3% de la radiación electromagnética que sobre él incide
[4, 5]. iii) En cuanto a sus propiedades mecánicas, las propiedades del grafeno son extraordinarias.
Por ejemplo, el modulo de elasticidad de una hoja suspendida de grafeno es de alrededor de
0.25 TPa [9]. Además, una membrana macroscópica de grafeno tiene una rigidez extraordinaria,
sin embargo, a pesar de eso, es extremadamente fléxible [10]. De hecho, el grafeno puede ser
deformado elásticamente hasta en un 23% de su parámetro de red [11], siendo capaz de regresar
a su posición inicial después de que la deformación deja de ser aplicada. Todas las propiedades
anteriores hacían pensar que el grafeno sería el sustituto ideal del silicio en la microelectrónica
actual, sin embargo, esto no es posible, no al menos de una manera directa. La razón de esto es
que el grafeno cuenta con una brecha energética de tamaño cero, en otras palabras, el grafeno es

1Experimentalmente se ha observado que las corrugaciones en grafeno alcanzan alturas de unos pocos angtoms
y que dichas corrugaciones se extienden a lo largo de varios nanómetros a temperatura ambiente [6]. Las tales
corrugaciones también son las responsables de la alta conductividad térmica del grafeno.
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un semimetal2. Adicionalmente, la relación de dispersión del grafeno es lineal a bajas energías, o,
lo que es lo mismo, la banda de valencia y la banda de conducción se tocan en un punto siguiendo
una relación de dispersión cónica alrededor de ese punto, más aún, el punto en el que las bandas
de valencia y de conducción se tocan, coincide con el nivel de Fermi del grafeno. Esto implica
que los electrones en grafeno se comportan como electrones de Dirac sin masa, que en lugar de
moverse a la velocidad de la luz se mueven a la velocidad de Fermi. De tal suerte, no es posible
generar en grafeno estados de ‘encendido’ y ‘apagado’ como se hace en los transistores actuales,
los cuales están hechos en su mayoría de materiales semiconductores3. Por esta razón es que gran
parte de la investigación relacionada al grafeno se haya concentrado en encontrar una manera de
inducir una brecha energética distinta de cero en su estructura de bandas, para de esta manera
aprovechar todas sus extraordinarias propiedades en el campo de la microelectrónica. Existe una
vasta cantidad de maneras para inducir una brecha energética en la estructura de bandas del
grafeno, entre ellas tenemos la aplicación de deformaciones mecánicas, la aplicación de radiación
electromagnética, la modificación de las fronteras de las nanocintas de grafeno, entre muchas
otras. En particular, la aplicación de deformación mecánica al grafeno ha llamado mucho la
atención debido a las excelentes propiedades mecánicas del grafeno y ha conducido a la creación
de un nuevo campo conocido como straintronics (tensiotrónica en español) [12]. Esto no es otra
cosa que la manipulación controlada de las propiedades electrónicas del grafeno por medio de
deformaciones mecánicas.

De la discusión anterior, surge de manera natural la siguiente pregunta, ¿Cómo se modifican
las propiedades electrónicas del grafeno cuando es sometido a deformaciones mecánicas? El enfo-
que usual seguido en la literatura para responder a esta pregunta consiste en escribir un conjunto
efectivo de ecuaciones que únicamente son válidas en las cercanías de los conos de Dirac4 (es decir,
únicamente son válidas en la aproximación de bajas energías) dentro de la aproximación de ama-
rre fuerte5 [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. Bajo tales aproximaciones el campo de deformación puede
ser visto como un pseudo campo magnético efectivo. Sin embargo, no siempre es posible escribir

2Un semimetal es un material en el cual las bandas de valencia (de hecho la parte más alta de esta banda) y
las bandas de conducción (para ser exactos, la parte más baja de la banda de conducción) se superponen en una
región muy pequeña, de tal suerte que el nivel de Fermi cae en el punto medio de dicho traslape. El grafeno, por
otro lado, es un semimetal perfecto pues la banda de valencia y conducción se tocan en un punto con el nivel de
Fermi ubicado ahí.

3En los semiconductores sí hay una brecha energética que permite, por medio de la aplicación de voltaje,
controlar el flujo de corriente a través del material, lo que genera los estados de ‘encendido’ y ‘apagado’.

4El cono de Dirac es la relación de dispersión del grafeno a bajas energías, se le llama cono pues en las cercanías
del nivel de Fermi la relación de dispersión es lineal en el cuasi momento del cristal. Mientras que el punto de
Dirac es el punto en donde las bandas de valencia y conducción se tocan, en el grafeno este punto coincide con el
nivel de Fermi.

5En la aproximación de amarre fuerte se considera que las propiedades electrónicas de un material están
adecuadamente descritas al considerar que los electrones de los átomos del material únicamente pueden ‘saltar’ a
los vecinos más cercanos del átomo al que pertenecen.
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dicho conjunto de ecuaciones efectivas. Por ejemplo, como se verá más adelante, si el campo de
deformación no es conmensurable con la hoja o nanocinta de grafeno, el enfoque perturbativo
usado para resolver el conjunto de ecuaciones efectivas deja de ser válido debido al problema
de divisores pequeños. Otro factor que debe ser considerado es el hecho de que el grafeno no es
completamente plano sino que presenta pequeñas corrugaciones que lo ayudan a estabilizarse [6],
tales corrugaciones afectan las propiedades electrónicas del grafeno de alguna u otra manera, que
generalmente empeoran las propiedades electrónicas del grafeno plano. De ahí que sea crucial
tener un mejor entendimiento sobre la forma en la que las deformaciones mecánicas modifican las
propiedades electrónicas del grafeno, sobre todo si se busca la futura implementación tecnológica
del grafeno. Por todos los motivos anteriores, el objetivo principal de esta tesis es analizar cómo
se modifican las propiedades electrónicas de nanocintas de grafeno con terminación zigzag o arm-
chair cuando estás son sometidas a deformaciones mecánicas no uniformes (las cuales pueden
o no depender del tiempo) aplicadas a lo largo de direcciones bien definidas, en este trabajo nos
restringiremos a deformaciones aplicadas a lo largo de las direcciones zigzag y armchair.

En lo que resta de este documento, después de una breve introducción sobre las propiedades
electrónicas de hojas y nanocintas de grafeno en estado puro, nos concentramos en estudiar las
propiedades electrónicas de nanocintas de grafeno con terminaciones ya sea zigzag o armchair
sometidas a deformaciones uniaxiales periódicas en el espacio, en particular, estudiamos el ca-
so en el que la deformación tiene una forma de tipo cosenoidal. Cabe mencionarse que hemos
considerado deformaciones dentro y fuera del plano de la nanocinta (de hecho, el último tipo
de deformación es capaz de inducir corrugaciones en la nanocinta, este tipo de deformación es
tratado en los capítulos 5 y 6). Adicionalmente, el campo de deformación considerado puede ser
independiente o dependiente del tiempo. Para el caso estático se encontraron varias característi-
cas interesantes, entre ellas tenemos un complejo espectro de energías con características fractales
cuando se considera la dependencia de dicho espectro con la frecuencia del campo de deformación
aplicado. También se observó que dependiendo de las características del campo de deformación
aplicado el sistema se puede comportar ya sea como un cuasi cristal, ya sea como un cristal mo-
dulado. Esto puede entenderse en términos de la conmensurabilidad o inconmensurabilidad del
campo de deformación y la nanocinta de grafeno en consideración. El resultado más importante
quizás sea el hecho de que es posible abrir una brecha energética en la estructura de bandas de
una nanocinta de grafeno con terminación zigzag o armchair6. Además se encontró que abrir una
brecha energética es más fácil en el caso de una nanocinta de grafeno con terminación armchair
por medio de la aplicación de un campo de deformación a lo largo de la dirección perpendicular
a la dirección armchair de dicha nanocinta que haciendo lo mismo pero usando una nanocinta
con terminación zigzag. Por otro lado, en el caso en el que la deformación mecánica depende del

6Este resultado es importante pues se sabía que para deformaciones uniformes aplicadas en nanocintas de
grafeno con terminación zigzag no es posible abrir una brecha energética si la deformación se aplica en la dirección
armchair, ver [20].
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tiempo, para el caso de nanocintas de grafeno con terminación zigzag (este sistema únicamente
es capaz de soportar fases en las que no hay brechas energéticas distintas de cero) se encontraron
bandas planas en el espectro de cuasi energías del sistema. Dichas bandas planas se originan
debido a la dependencia temporal del campo de deformación y pueden ser entendidas de manera
similar a como son entendidas las bandas planas que aparecen en nanocintas finitas de grafeno
con terminación zigzag [21]. En el caso de nanocintas de grafeno con terminación armchair some-
tidas de deformaciones uniaxiales dependientes del tiempo, se encontraron estados de borde que
tienen características topológicas no triviales en una fase en la que el sistema tiene una brecha
energética. En la fase en la que el sistema no tiene brecha energética también se encontraron
estados de borde con dispersión tipo coseno que se mezclan y coexisten con las bandas del bulto.

La tesis se organiza como sigue, en la Parte I, se hace una breve introducción a las propiedades
electrónicas de hojas infinitas de grafeno y de nanocintas de grafeno con terminación zigzag y
armchair. En la Parte II se discute como se modifican las propiedades electrónicas de nanocintas
de grafeno con terminaciones zigzag o armchair sometidas a deformaciones mecánicas estáticas
uniaxiales periódicas en el espacio. En esta parte se discuten tanto el caso de deformaciones
dentro del plano de la nanocinta como deformaciones fuera del plano de la nanocinta. En la
Parte III, se discute la emergencia de estados de borde topológicamente no triviales en el caso de
nanocintas de grafeno con terminaciones zigzag y armchair sometidas a deformaciones mecánicas
uniaxiales periódicas en el espacio moduladas periódicamente en el tiempo. En la Parte IV se
presenta la bibliografía consultada. Finalmente en la Parte V hemos adjuntado los artículos que
fueron publicados a lo largo del proyecto de doctorado.

Pedro Eduardo Roman Taboada
Instituto de Física, UNAM
22 de noviembre de 2017
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Parte I

Grafeno puro

1





Propiedades electrónicas del grafeno

Para comenzar es conveniente listar las aproximaciones, que usaremos a lo largo del presente
capítulo, para describir las propiedades electrónicas de grafeno puro. Se usarán tres aproximacio-
nes, a saber,

1. La aproximación de un electrón. Es decir, despreciaremos las interacciones tipo Coulomb
entre electrones.

2. La aproximación de amarre fuerte. Es decir, se considerará que los electrones en grafeno
están fuertemente ligados a sus átomos, de tal suerte que los electrones interactúan débil-
mente con sus vecinos lejanos. En particular, únicamente consideraremos que un electrón
es capaz de saltar a los átomos vecinos más cercano al átomo al que pertenece. Es decir,
nos restringiremos a estudiar la aproximación de amarre fuerte a primeros vecinos.

3. Asumiremos que el grafeno está formado por átomos que se encuentran fijos en una estruc-
tura hexagonal que es plana.

Antes de continuar, es necesario dar una justificación del por qué es válido usar las aproximaciones
antes mencionadas. Para las aproximaciones 1 y 2 podemos decir que el grafeno tiene un compor-
tamiento predominantemente de amarre fuerte. Esto se debe a que en el grafeno la hibridación
sp2 conduce a la formación de una estructura trigonal plana (es decir, una estructura hexago-
nal, ver Fig. 1), en la cual los tres orbitales híbridos sp2 forman enlaces fuertemente covalentes
con sus vecinos más cercanos formando ángulos de 120o entre ellos. Así, dos átomos que forman
uno de estos enlaces se encuentran separados por una distancia de ac = 1,42 Å. Dichos enlaces
forman orbitales σ y son los responsables de las excelentes propiedades mecánicas del grafeno y
de su estabilidad. Por otro lado, el orbital restante pz no se mezcla con los demás y permanece
perpendicular al plano del grafeno. La interacción entre orbitales pz vecinos producirá orbitales
π que describen las excitaciones de baja energía del grafeno. Dado que cada uno de los orbitales
pz contribuye con un único electrón, es razonable usar la aproximación 1. Por otro lado, la apro-
ximación 2, es válida siempre que las interacciones con átomos lejanos sean pequeñas. Dado que
estamos restringidos al regimen de bajas energías, las interacciones dominantes son aquellas entre

3
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Figura 1: Estructura cristalina del gra-
feno. Como puede verse, esta red está for-
mada por dos subredes triangulares, A y
B, interpenetradas, por lo que no es una
red de Bravais. Los vectores a primeros ve-
cinos (de átomos tipo A a átomos tipo B y
viceversa) están representados por ~δ1, ~δ2 y
~δ3. La celda unitaria contiene dos átomos
(polígono sombreado), con vectores base,
~a1 y ~a2.

átomos vecinos más cercanos, por lo tanto, usar la aproximación 2 queda justificada en el regimen
de bajas energías. Finalmente, la aproximación 3 será válida siempre que la muestra de grafeno
considerada sea grande en comparación con la altura máxima de las corrugaciones presentes en
grafeno suspendido. Debido a que la altura máxima de dichas corrugaciones está alrededor de
los 0,5 nm [6], los efectos de dichas corrugaciones en las propiedades electrónicas del grafeno son
despreciables para muestras de varias decenas de nanometros.

Después de haber enunciado las aproximaciones a ser usadas, el siguiente paso es describir bre-
vemente las propiedades electrónicas del grafeno. Este será el objetivo de lo que resta del capítulo.
Primero se revisarán las propiedades electrónicas de una hoja infinita de grafeno. Posteriormente
se estudiará el caso de nanocintas de grafeno con terminaciones zigzag y armchair.

1. Hoja Infinita de Grafeno
Comenzaremos por describir la estructura cristalina del grafeno. Como fue mencionado arriba,

los átomos en grafeno se organizan en una estructura cristalina hexagonal, debido a la hibridación
orbital sp2, ver Fig. 1. Es un hecho bien conocido que una red hexagonal no es una red de Bravais,
pues está formada por dos redes triangulares interpenetradas. Sin embargo, la red hexagonal
puede ser vista como una red triangular con dos átomos (es decir, la celda unitaria del grafeno
contiene dos tipos diferentes de átomos denotados por A y B en la Fig. 1) por celda unitaria. Si
se considera la celda unitaria mostrada en la Fig. 1, los vectores base son los siguientes,

~a1 = ac
2 (−
√

3, 3), ~a2 = ac
2 (
√

3, 3). (1)

Es importante observar que cada uno de los átomos tipo A en grafeno está rodeado por átomos
tipo B y viceversa. Resulta útil definir los tres vectores que conectan átomos tipo A con sus tres
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Figura 2: Primera zona de Brillouin del gra-
feno, además se muestran los puntos de alta
simetría de la red recíproca (~Γ, ~M y ~K) y los
vectores recíprocos (~b1 y ~b2).

primeros vecinos (ver Fig. 1), dichos vectores están dados por,

~δ1 = ac
2
(√

3, 1
)
, ~δ2 = ac

2
(
−
√

3, 1
)
, ~δ3 = ac (0,−1) . (2)

La red recíproca de una red hexagonal es también hexagonal. Esto es fácil de comprobar al
trazar la celda de Wigner-Seitz en el espacio recíproco. En la Fig. 2 se presenta la primera zona
de Brillouin del grafeno. Además se muestran los vectores recíprocos de dicha celda, los cuales
están dados por,

~b1 = 2π√
3ac

(
−1,
√

3
3

)
, ~b2 = 2π√

3ac

(
1,
√

3
3

)
. (3)

Para concluir con la revisión de la estructura cristalina del grafeno, definiremos los puntos de alta
simetría de la red recíproca, los cuales están dados por,

Γ = (0, 0), ~M = 2π
3ac

(0, 1), ~K = 2π
3ac

(− 1√
3
, 1), ~K ′ = 2π

3ac
( 1√

3
, 1). (4)

Por razones que se aclararán más adelante, a los puntos ~K y ~K ′ se les conoce como puntos de
Dirac y juegan un papel fundamental en la descripción de las propiedades del grafeno puro y
deformado en la aproximación de bajas energías.

Ya que se ha establecido la estructura cristalina del grafeno, procedemos a calcular su estruc-
tura de bandas. Para esto utilizaremos un Hamiltoniano de amarre fuerte que describe el salto
de un electrón de un átomo tipo A a un átomo de tipo B. Tal Hamiltoniano, en el formalismo de
segunda cuantización, puede ser escrito como sigue,

H = −
∑
~r,n

γ0 c
†
~rc~r+~δn

+ h.c., (5)
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Figura 3: Relación de dispersión para grafeno sin deformar en la aproximación de amarre fuerte. Como puede
verse, cerca de los puntos de Dirac ( ~K y ~K ′), es decir, para bajas energías, los electrones siguen una relación de
dispersión lineal, por lo tanto, puedes ser vistos como fermiones de Dirac sin masa (ver texto).

donde ~r representa las coordenadas de los átomos de carbono en la hoja de grafeno, el operador
c~r (c†~r) aniquila (crea) un electrón en el sitio de la red con posición ~r, γ0 es la integral de salto,
cuyo valor ha sido medido experimentalmente siendo γ0 ≈ 2,7 eV [22], ~δn son los vectores que
conectan al átomo en la posición ~r con sus tres primeros vecinos, aquí n = 1, 2, 3, definidos en la
Ec. (2).

Para diagonalizar el Hamiltoniano (5) basta con notar que la hoja infinita de grafeno es
periódica en las direcciones x y y, esto nos permite definir al cuasi momento en la dirección
x y y, denotaremos dichos cuasi momentos como kx y ky, respectivamente. Como el sistema es
periódico kx y ky son buenos número cuánticos. Se sigue que uno puede reemplazar los operadores
de creación y aniquilación en la Ec. (5) por sus desarrollos en series de Taylor en el espacio
recíproco. Dichos desarrollos están dados por,

c†~r =
∑
~k

ei~r·
~k c†~k, (6)

donde ~k = (kx, ky) es el vector pseudo momento. Al sustituir la ecuación (6) en el Hamiltoniano
(5) obtenemos,

H =
∑
~k,n

γ0 e
−i~k·~δn c†~kc~k + h.c., (7)

de la ecuación anterior se sigue que la relación de dispersión para grafeno sin deformar está dada
por,

E(~k) = ±γ0

∣∣∣∣∣∑
n

e−i
~k·~δn

∣∣∣∣∣ = ±γ0

√√√√3 + 2 cos
(√

3kxac
)

+ 4 cos
(√

3
2 kxac

)
cos

(3
2kyac

)
. (8)
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Para la banda ‘enlace’ π (antienlace π∗) se debe considerar el signo ‘−’ (‘+’) en la ecuación (8).
La relación de dispersión obtenida por medio de la Ec. (8) se muestra en la Fig. 3, como puede
verse, en la aproximación de amarre fuerte y a primeros vecinos es simétrica con respecto al
nivel de Fermi (E = 0), esto no sucede cuando se consideran interacciones a segundos vecinos[2].
También en la Fig. 3 se pueden observar los puntos ~K y ~K ′ y un acercamiento alrededor de
ellos. Es interesante notar que alrededor de los puntos de Dirac y a bajas energías, la relación
de dispersión es proporcional a |~k|, lo que sugiere un comportamiento similar al de fermiones de
Dirac sin masa, donde, la constante de proporcionalidad sería el equivalente a la velocidad de la
luz. Para obtener esta constante se debe hacer un desarrollo en serie de Taylor de la ecuación (8)
alrededor del punto ~K sustituyendo ~k = ~q + ~K con ~q � ~K. Haciendo lo anterior y después de
algunas manipulaciones algebraicas se obtiene,

E± = ±vF |~q|+ O
(
q2/K2

)
, (9)

donde vF es la velocidad de Fermi dada por

vF = 3
2~γ0ac (10)

y tiene un valor de numérico de vF ≈ 1×106 m/s [22], es decir, alrededor de 1/300 de la velocidad
de la luz. Note que en la definición de vF aparece el parámetro de salto, esto se debe a que estamos
en la aproximación de amarre fuerte. Dada la relación de dispersión lineal, para bajas energías o
escalas de longitud grandes, esto es, en la vecindad de los puntos de Dirac, el Hamiltoniano para
grafeno puro pueda escribirse como,

H = vF~σ · ~q, (11)
donde, ~σ = (σx, σy) son dos matrices de Pauli. Cabe mencionar que a este Hamiltoniano se le
conoce como Hamiltoniano de Dirac, sin embargo, no es propiamente una ecuación de Dirac. En
el contexto de materia condensada cualquier Hamiltoniano que sea lineal en el momento y tenga
la siguiente forma

H =
∑
i

αipivi +
∑
j

βjmj, (12)

es conocido como un Hamiltoniano de Dirac. En el Hamiltoniano (11) los términos vi son llamados
términos de velocidad y los términos mj son conocidos como términos de masa. Las propiedades
de simetría de tal Hamiltoniano están totalmente determinadas por las matrices α y β, que son
matrices de tamaño 2×2. Por otro lado, debido a que el espectro del Hamiltoniano de Dirac no está
limitado ni para energías positivas grandes ni para energías negativas grandes, este Hamiltoniano
representa un modelo efectivo de baja energía.

Es importante decir que al suponer que la hoja de grafeno es infinita, básicamente hemos
despreciado los efectos de borde. Sin embargo, si el sistema es considerado finito, como es el
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Figura 4: Nanocinta de grafeno con terminación zigzag. Panel derecho. Dentro de las líneas punteadas rojas
se muestra la celda unitaria del sistema, la cual, a su vez, está formada por celdas más pequeñas formadas por
cuatro átomos diferentes, estas celdas están indicadas con un recuadro sombreado. Panel izquierdo. Dada la celda
unitaria del sistema, este puede ser visto como un cadena lineal efectiva con dos parámetros de salto diferentes, a
saber, t0 y t0c(kx)

caso de las nanocintas de grafeno, los bordes pueden modificar la estructura de bandas mostrada
en la Fig. 3. Dado que en los capítulos siguientes trabajaremos con nanocintas de grafeno, es
conveniente describir, aunque sea de manera breve, las estructuras de bandas de nanocintas de
grafeno con terminaciones en zigzag y amrchair. Esto será hecho en el próximo capítulo.

2. Nanocintas de Grafeno
La nanocintas de grafeno puede ser obtenidas al cortar grafeno a lo largo de alguna direc-

ción dada. Dependiendo del tipo de borde de la nanocinta esta recibe diferentes nombres. Las
terminaciones más comunes y las únicas tratadas aquí son las llamadas zigzag y armchair. Cada
una de las terminaciones anteriores tiene propiedades distintas, por lo tanto, se estudiaran por
separado. Esto estudio será hecho usando las mismas aproximaciones usadas en el caso de una
hoja infinita de grafeno. Por simplicidad, de ahora en adelante, nos referiremos a las nanocintas
de grafeno con terminación zigzag como NGZ. Del mismo modo, llamaremos a las nanocintas de
grafeno con terminación armchair como NGA.

2.1. Nanocintas de grafeno con terminación zigzag
Uno puede obtener mucha información sobre las propiedades electrónicas de NGZ al escribir

el Hamiltoniano de amarre fuerte en términos de sumas de Bloch, en otras palabras, al aprovechar
la periodicidad del sistema a lo largo del eje x si uno elige los ejes como en la Fig. 4, nótese que
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Figura 5: Relación de dispersión para una ZGN obtenida por medio de la diagonalización numérica del Hamil-
toniano (13) para condiciones de frontera fijas. Nótese el estado de borde de energía cero que comienza y termina
en los conos de Dirac, es decir, en kx = ±2π/(3

√
3a). Este estado no aparece cuando se consideran condiciones de

frontera cíclicas.

la nanocinta está compuesta de super celdas hechas de cadenas lineales de átomos de carbono,
ver Fig. 4 en donde la celda unitaria se encuentra dentro de líneas rojas punteadas. Como dicha
super celda se repite a lo largo de la dirección x de manera periódica, uno puede trabajar en el
espacio recíproco de la nanocinta pues el cuasi momento a lo largo de la dirección x, kx, es un
buen número cuántico. Tomando ventaja de la periodicidad a lo largo del eje x es fácil demostrar
que el Hamiltoniano de amarre fuerte en el formalismo de segunda cuantización que describe a
la NGZ puede ser escrito como [23],

H(kx) = γ0

N−1∑
j=1

[
a†2j+1b2j + c(kx)a†2j−1b2j

]
, (13)

donde N es el número de átomos por celda unitaria, a†j (b
†
j) crea un electrón en el j-ésimo sitio

de un átomo tipo A (B), ver Fig. 4. Finalmente, tenemos que c(kx) = 2 cos (
√

3kxac/2). Es
importante mencionar que para obtener el Hamiltoniano anterior hemos ordenado la base de
eigenfunciones de la siguiente manera: A1, B1, A2, B2, ..., AN , BN . Observe que el Hamiltoniano
(13) es equivalente al Hamiltoniano de una cadena unidimensional, como la mostrada en la parte
derecha de la Fig. 4, para una kx fija.

Uno puede obtener la estructura de bandas por medio de la diagonalización numérica de la
representación matricial del Hamiltoniano (13). Dicha estructura de bandas es mostrada en la
Fig. 5 para un sistema con N = 160. En dicha figura podemos observar varias características
importantes, a saber, i) los puntos de Dirac observados en una hoja infinita de grafeno son
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mapeados a los puntos kx = 4π/(3
√

3ac). ii) Hay dos bandas planas parcialmente degeneradas
a energía cero entre los puntos de Dirac y la frontera de la primera zona de Brillouin, dichas
bandas planas están formadas de funciones de onda que están localizadas principalmente en los
bordes de la nanocinta. iii) Las bandas están altamente degeneradas en kx = π/

√
3, es decir,

en los bordes de la primera zona de Brillouin. iv) Alrededor de los conos de Dirac y cerca del
punto de neutralidad de carga7 los niveles de energía son equidistantes. Todas las características
antes mencionadas pueden ser entendidas en términos del sistema efectivo unidimensional. Sin
embargo, debido a cuestiones de espacio su descripción no se realiza en esta sección sino en el
Apéndice A, también pude consultarse la referencia [23] para una descripción más detallada.

Por otro lado, cabe mencionarse que es posible obtener de manera analítica la estructura de
bandas para una NGZ. La forma de obtener dicho resultado consiste en escribir la ecuación de
Schrödinger para la NGZ y después imponer que la función de onda sea cero en las fronteras.
Debido a que aquí sólo se está dando un breve repaso de las propiedades electrónicas de NGZs,
únicamente se presentarán los resultados, para más detalles sobre el cálculo, ver, por ejemplo, la
referencia [24]. Básicamente, uno obtiene que la energía de una nanocinta infinita de grafeno con
terminación zigzag o armchair está dada por,

E± = ±
√

1± 4 |cos (ξj/2) cos (κ/2)|+ 4 cos2 (ξj/2) (14)

con
sin (κ±N)

sin [κ±(N + 1/2)] = ∓2 cos (ξj/2). (15)

Para el caso de una nanocinta infinita de grafeno con terminación zigzag tenemos que hacer la
siguiente sustitución en las ecuaciones (14) y (15), ξ =

√
3acky, es decir, la variable ξj debe

ser tratada como continua. Además es necesario realizar la siguiente sustitución para tomar en
cuenta el hecho de que la nanocinta es finita a lo largo de la dirección x, κ = κj = 2πj/N , con
j = 1, 2, ..., N − 1.

2.2. Nanocintas de grafeno con terminación armchair
Al igual que en el caso de nanocintas de grafeno con terminación zigzag, uno puede obtener

mucha intuición sobre las propiedades electrónicas de nanocintas de grafeno con terminación
armchair (NGAs) al escribir el Hamiltoniano de la nanocinta en términos de las sumas de Bloch,
aprovechando la periodicidad a lo largo del eje x, esto si los ejes están colocados como en la Fig. 6.

7El punto de neutralidad de carga es la posición del nivel de Fermi de tal manera que la superficie del material
en consideración (en nuestro caso la superficie equivaldría a los bordes de la nanocinta de grafeno) es eléctricamente
neutra. De tal suerte, cuando el nivel de Fermi está por encima del punto de neutralidad de carga la superficie está
cargada positivamente y si el nivel de Fermi se encuentra debajo del punto de neutralidad de carga, la superficie
se carga positivamente.
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Figura 6: Nanocinta de grafeno con terminación armchair. Panel derecho. La celda unitaria está indicada dentro
de las líneas rojas punteadas. Debido a la simetría del problema, la celda unitaria puede ser vista como formada
por celdas más pequeñas (recuadros sombreados), cada de las cuales cuenta con cuatro átomos diferentes. Panel
izquierdo. Por otro lado, es posible mapear el sistema a dos cadenas acopladas con parámetros de salto entre
cadenas dados por γ0 y γ0d(kx).

Si ordenamos la base de eigenfuciones como se hizo en el caso de NGZ, esto es, A1, B2, ..., AN , BN

y tomamos la celda unitaria del sistema como la celda mostrada entre líneas rojas punteadas en
la Fig. 6, el Hamiltoniano de amarre fuerte en el formalismo de segunda cuantización para una
NGA sin deformar se puede escribir como[23],

H(kx) =
N/2∑
j=1

γ0
[
d(kx)a†2jb2j + a†2j+1b2j+1 + a†jbj+1

]
+ h.c., (16)

donde d(kx) = exp (3ackx), los operadores a†j y b
†
j, crean un electron en el j-ésimo átomo tipo A y

tipo B, respectivamente. N es el número de átomos dentro de la celda unitaria de la NGA. Este
Hamiltoniano es equivalente a una dos cadenas unidimensionales acopladas como las mostradas
en la parte derecha de la Fig. 6.

Al igual que en la sección anterior, uno puede obtener la estructura de bandas para este tipo
de nanocinta al diagonalizar numéricamente la representación matricial del Hamiltoniano (16),
ver la referencia [23]. En la Fig. 7 mostramos la estructura de bandas obtenida por el método
antes descrito para un sistema con N = 160. Hay varios comentarios por hacer. Primero nótese
que la dispersión es lineal alrededor de kx = 0, en otras palabras los conos de Dirac observados en
la estructura de bandas de la hoja infinita de grafeno (ver Fig. 3) han sido mapeados a un único
punto de Dirac en kx = 0. Esto puede ser entendido al proyectar la estructura bidimensional
de la hoja infinita de grafeno, Fig. 3, a lo largo de la dirección armchair. En el punto kx = 0
el sistema efectivo (esto es, la escalera unidimensional mostrada a la derecha en la Fig. 6) se
vuelve una escalera con dos piernas y N escalones cada uno de los cuales tiene un parámetro de
salto dado por γ0, ver la referencia [23] para más detalles acerca de esta estructura de bandas.
Es importante mencionar que para todos los cálculos realizados para NGA hemos usado que el
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Figura 7: Estructura de bandas para una AGN sin deformar. Nótese la relación lineal de la energía con el
momento cerca de los puntos kxac = 0 y kx = 2π. Estos puntos son los conocidos conos de Dirac. La gráfica fue
obtenida por medio de la diagonalización numérica de la representación matricial del Hamiltoniano (16) usando
N = 3m+ 2 sitios, con m = 15.

número de átomos de la celda unitaria está dado por N = 3m+ 2, donde m es un entero positivo
o cero. La importancia de está aclaración radica en el hecho de que las propiedades electrónicas
de una NGA cambian en función del número de átomos por celda unitaria. Por ejemplo, para
N = 3m+ 2 la NGA es metálica mientras que es semiconductora en otros casos [23].

Finalmente, del mismo modo que en el caso de nanocintas infinitas de grafeno con terminación
zigzag, es posible encontrar las eigenenergías de una nanocinta de grafeno infinita con terminación
armchair analíticamente. El procedimiento es el mismo que el que fue usado en el caso NGZ. De
hecho, las energías están dadas únicamente por la ecuación (14) con π ≤ κ = 3ackx ≤ π y
ξj = 2πj/N , con j = 0, 1, ..., N − 1.
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Nanocintas de grafeno deformadas en el
plano

En esta segunda parte de la tesis comienza la presentación de los resultados obtenidos a lo
largo de la investigación realizada durante el proyecto de doctorado. Iniciaremos por estudiar los
efectos de deformaciones mecánicas (a lo largo de lo que resta de este documento únicamente
analizaremos el caso de deformación uniaxial) en las propiedades electrónicas de nanocintas de
grafeno con terminaciones zigzag o armchair. La importancia de este tipo de estudios viene del
hecho de que el grafeno es un semimetal, lo que dificulta su uso como reemplazo del silicio en la
electrónica actual, pues en un semimetal no es posible la generación de estados de ‘encendido’
y ‘apagado’ que se requiere en cualquier transistor. De ahí la importancia de encontrar una
forma de generar una brecha energética en la estructura de bandas del grafeno. El hecho de
que el grafeno tenga una propiedades mecánicas fuera de lo común y de que sus propiedades
electrónicas dependen fuertemente de los campos de deformación aplicados a él abre la posibilidad
de crear una brecha energética en su estructura de bandas de manera controlada por medio de su
deformación mecánica, incluso esto ha dado lugar a la creación de un nuevo campo conocido como
straintronics, que es la manipulación controlada de las propiedades electrónicas de un material
por medio de deformaciones mecánicas [20, 22, 25, 26, 27]. En realidad, este método ha resultado
ser útil para lograr abrir una brecha energética en el grafeno. De hecho se ha demostrado que
al aplicar deformaciones uniformes uniaxiales a lo largo de la dirección zigzag de grafeno es
posible generar una brecha energética en la estructura de bandas del grafeno [20]. Sin embargo,
la fase semi metálica del grafeno es muy robusta y, por lo tanto, muy difícil de superar, si es que es
posible hacerlo dentro del régimen lineal de su respuesta elástica. En verdad, para alcanzar la fase
aislante del grafeno se requieren deformaciones con amplitudes del orden del 20% del parámetro
de red (ac) del grafeno8. Desafortunadamente, para esas amplitudes de la deformación, el grafeno
se encuentra en el régimen de respuesta elástica no lineal, por lo tanto, los efectos no lineales

8Esto se debe básicamente a que para abrir una brecha energética en grafeno es necesario aniquilar los conos
de Dirac por medio de su fusión [20]. Dado que los conos de Dirac están protegidos topológicamente uno requiere
aplicar tensiones muy grandes (alrededor del 20% del parámetro de red del grafeno, esto es, casi la máxima
deformación que el grafeno puede soportar elásticamente, ver la referencia [11]).

15
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jugarían un papel importante en las propiedades electrónicas del grafeno y deberían ser tomados
en cuenta. Otro factor a ser tomado en cuenta es el hecho de que cuando el grafeno suspendido es
sometido a tensiones de amplitudes que van de moderadas a altas (comparadas con el parámetro
de red del grafeno, de hecho la respuesta elástica del grafeno es de alrededor del 25% de su
parámetro de red [11]), el arreglo plano de átomos de carbono se vuelve inestable comparado con
un arreglo de átomos corrugados o torcidos (buckled, en inglés) [20]. Incluso el grafeno puede tener
una falla mecánica, este problema puede ser resuelto al colocar al grafeno sobre un sustrato, lo
que le concedería mayor estabilidad y una respuesta elástica lineal, al menos para deformaciones
menores al 18% de su parámetro de red, ac [28]. Un punto importante a ser notado es que los
resultados anteriores son válidos únicamente para el caso de deformaciones uniformes en el plano,
dichas deformaciones pueden aplicarse ya sea a lo largo de la dirección zigzag o lo largo de la
dirección armchair9.

Por otro lado, ¿qué pasa si en lugar de aplicar una deformación uniaxial uniforme se aplica
una deformación uniaxial no uniforme? El objetivo de está segunda parte de la tesis es responder
a la pregunta anterior. Para responder a la pregunta antes planteada, realizamos un mapeo
del Hamiltoniano bidimensional de amarre fuerte que describe las propiedades electrónicas de la
nanocinta deformada hacia un Hamiltoniano efectivo unidimensional. Como se verá más adelante,
la respuesta a la pregunta es muy interesante. De hecho, bajo ciertas circunstancias el campo
de deformación favorece la observación de un comportamiento cuasi cristalino de los electrones
en la nanocinta de grafeno (este resultado es válido para nanocintas con terminación zigzag o
armchair). Este tipo de comportamiento cuasi cristalino ya ha sido observado en bicapas de
grafeno (en las que cada monocapa está rotada con respecto a la otra) sometidas a campos
magnéticos [29, 30, 31, 32]. Como se verá más adelante, un efecto similar puede ser producido en
monocapas de grafeno bajo deformaciones mecánicas uniaxiales. Adicionalmente, encontraremos
que el cambio de las propiedades electrónicas del grafeno sometido a deformaciones depende
fuertemente del tipo de terminación de la nanocinta de grafeno, resultado que es de esperarse
dado los resultados observados en nanocintas deformadas uniformemente ver, por ejemplo, la
referencia [20]. En lo que sigue nos centraremos en el caso de deformaciones dentro del plano de
la nanocinta (es decir, deformaciones que no doblan o corrugan a la nanocinta de grafeno) y que,
además, son uniaxiales. En particular, consideraremos el caso de deformación uniaxial periódica
en el espacio aplicada a nanocintas con terminación zigzag y armchair. Es importante decir que
primero consideraremos el caso de deformaciones uniaxiales dentro del plano de la nanocinta, en
otras palabras, en lo que sigue y en los capítulos 3 y 4, sólo consideraremos deformaciones que no
inducen corrugaciones en la hoja del grafeno. El caso de corrugaciones será estudiado en la otra
mitad de esta parte de la tesis, es decir, en los capítulos 5 y 6.

9A decir verdad es bien sabido que aplicar deformación a lo largo de la dirección armchair ha demostrado ser
mucho más efectivo para abrir una brecha energética que aplicar deformación a lo largo de la dirección zigzag,
caso para el cual es prácticamente imposible abrir una brecha energética [20].
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Todos lo cálculos aquí expuestos se han llevado a cabo dentro de las aproximaciones definidas
en la parte I del presente documento. Sin embargo, es necesario incluir una aproximación más.
Debido a que el grafeno exhibe propiedades elásticas no lineales para tensiones grandes, a partir
de ahora trabajaremos dentro del límite de amplitudes de deformación pequeñas comparadas con
el parámetro de red.

Antes de entrar de lleno a analizar las propiedades electrónicas de nanocintas de grafeno
deformadas uniaxialmente, daremos algunos resultados que son válidos para cualquier tipo de
terminación de la nanocinta, estos resultados tienen que ver con cómo incluir los efectos de
deformación en el Hamiltoniano de amarre fuerte. Si se aplica un campo de fuerzas sobre el
grafeno, un patrón de deformación aparece en la hoja o nanocinta de grafeno en consideración.
Esto induce que los átomos cambien su posición con respecto a su posición original en la que no
se ejerce ninguna fuerza, de hecho las nuevas posiciones de los átomos en el grafeno deformado
están dadas por,

~r ′ = ~r + ~u(~r), (17)

donde ~r = (x, y) son las posiciones de los átomos de carbono en grafeno sin deformar. Un punto
crucial a ser notado es que uno debe encontrar la forma precisa del campo de fuerzas necesario
para producir el patrón de deformación deseado, en este caso denotado por ~u(~r). De forma usual,
el campo de fuerzas necesario es encontrado invirtiendo las ecuaciones de elasticidad de Lamé [33].
Estas ecuaciones han sido resueltas para algunos casos en grafeno. Por ejemplo, para producir
campos pseudo magnéticos uniformes [34, 35]. En general invertir las ecuaciones de la elasticidad
de Lamé es un problema muy complicado y no siempre es posible. Una alternativa para resolver
dicho conjunto de ecuaciones es utilizar métodos de tamaño finito. Por el momento supongamos
que aplicamos el siguiente campo de deformación a una nanocinta de grafeno,

~u(~r) = (ux(y), uy(y)), (18)

el cual únicamente depende de la componente y de las posiciones de lo átomos en grafeno sin
deformar. Por simplicidad, en lo que sigue consideraremos el caso en el que ux(y) = 0. Antes de
continuar, haremos una breve discusión acerca de la posible realización experimental del campo
de deformación Ec. (18). Dicha realización experimental es complicada debido a que en el grafeno
existe una gran asimetría en los esfuerzos mecánicos que se le pueden aplicar [36], pues aunque
los enlaces C−C pueden ser estirados hasta en un 20% del parámetro de red, es casi imposible
comprimirlos porque el grafeno se corrugaría antes o tendría una falla mecánica. Afortunada-
mente, hay algunas formas de obtener un campo de deformación uniaxial como el mostrado en
la Ec. (18). Primero, el campo de deformación que proponemos, puede ser realizado sin necesi-
dad de comprimir los enlaces C−C si la red de grafeno se encuentra en un estado de expansión
uniforme, pues entonces algunos enlaces se comprimen más que otros. Si ese es el caso, lo único
que cambiaría es la distancia interatómica en la red de grafeno y los resultados que obtendremos
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más adelante siguen siendo válidos pero es necesario renormalizarlos. Incluso si el grafeno pre-
senta corrugaciones estás pueden ser consideradas, a primera aproximación, como un campo de
deformación [37]. También, se ha probado que el grafeno cuando crece sobre algún sustrato es
sometido a un patrón de deformación uniaxial [38].

Para obtener las propiedades electrónicas de la nanocinta deformada, tenemos que notar que
la deformación induce cambios en las posiciones de los átomos de carbono en el grafeno, lo que a
su vez provoca que el traslape entre orbitales atómicos sea distinto al observado en el grafeno sin
deformar. Por lo tanto uno espera que la integral de salto10 dependa de las nuevas posiciones de
los átomos originadas por el campo de deformación. Entonces, el Hamiltoniano de amarre fuerte
para grafeno bajo un campo de deformación dado por ~u(~r) toma la siguiente forma [39],

H = −
∑
~r ′,n

γ~r ′,~r ′+~δ ′n c
†
~r ′c~r ′+~δ ′n + h.c., (19)

donde ~r ′ = ~r+ ~u(~r) corre sobre los sitios de la red deformada, ~r son las posiciones de los átomos
en la red de grafeno sin deformar y ~δ ′n son los vectores que van desde el átomo en la posición ~r ′
a sus tres primeros vecinos en la red deformada. El operador c~r ′ (c†~r ′) aniquila (crea) un electrón
en el sitio de la red deformada con posición ~r ′. Finalmente, la integral de salto γ~r ′,~r ′+~δ ′n ya no es
constante, sino que depende de la posición, pues la deformación induce cambios en la longitud de
enlace entre los átomos de carbono, lo cual aumenta o disminuye el traslape entre las funciones
de onda de los átomos. La forma en que el parámetro de salto depende de la distancia, cuando
un campo de deformación es aplicado, ya ha sido obtenida previamente [38, 34] y está dada por
la siguiente expresión,

γ~r ′,~r ′+~δ ′n = γ0 exp
[
−β

(
δl~r ′,~r ′+~δ ′n/ac

)]
, (20)

donde β ≈ 3,37 es una constante, llamada parámetro de Grüneisem, que modula la integral de
salto con la variación de la distancia interatómica [38, 40], ac = 1,47Å es el parámetro de red
y γ0 = 2,7 eV es la integral de salto para grafeno sin deformar. Es importante mencionar que
los parámetros de salto mostrados en la Ec. (20) son válidos siempre y cuando las amplitudes de
las deformaciones consideradas sean menores al 20% del parámetro de red del grafeno [20]. Para
simplificar las fórmulas y los cálculos, desde aquí, se considerará que γ0 = ac = 1, a menos que,
por claridad, sea necesario escribirlas explícitamente. Finalmente, δl~r ′,~r ′+~δ ′n es la variación de la
distancia generada por la deformación en comparación con la distancia entre átomos de carbono,
ac, en la red sin deformar. La dependencia de δl~r ′,~r ′+~δ ′n sobre el campo de deformación ~u y sobre

10El parámetro de salto (o integral de salto) es la energía necesaria para que un electrón pueda ‘saltar’ del átomo
al que pertenece a alguno de los átomos más cercanos. Para clarificar consideremos los siguientes casos límite,
γ → 0, indica que el electrón no tiene forma de ‘saltar’ a sitios vecinos. Este límite equivale al caso de átomos
totalmente aislados. Por otro lado, si el parámetro de salto se enciende (γ > 0) el electrón puede saltar del átomo
al que pertenece a sitios vecinos, es decir, puede estar en ambos lugares minimizando su energía.
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las posiciones de la red sin deformar (~r), es la siguiente,

δl~r ′,~r ′+~δ ′n =
∣∣∣~δn + ~u(~r + ~δn)− ~u(~r)

∣∣∣− ac. (21)

donde ~r son las posiciones de los átomos de carbono en la nanocinta sin deformar y ~δn son los
vectores definidos en la Ec. (2) para grafeno sin deformar. Para entender la cantidad δl~r ′,~r ′+~δ ′n ,
considere el siguiente caso límite, ~u(~r) = 0, en este caso, debido a que no se ha modificado
la red, tenemos δl~r ′,~r ′+~δ ′n = 0 y, sustituyendo en la ecuación (20), obtenemos γ~r′,n = γ0, como
se esperaba. Para δl~r ′,~r ′+~δ ′n 6= 0 y positiva, la integral de salto disminuye exponencialmente a
medida que δl~r ′,~r ′+~δ ′n aumenta, como es de esperarse, pues el traslape entre las funciones de onda
disminuye a medida que los átomos se encuentran más alejados unos de otros.

Dado que necesitamos el límite de amplitudes de deformación pequeñas, uno puede aproximar
la cantidad δl~r ′,~r ′+~δ ′n para el caso en el que |u(~r)| � ac. Si hacemos el desarrollo en series de Taylor
uno encuentra que, para ese límite, la ecuación (21) está dada por,

δl~r′,~r′+~δ′n ≈
∣∣∣~δn∣∣∣ · [~u(~r + ~δn)− ~u(~r)

]
. (22)

Finalmente, debido a que sólo nos interesa el caso de deformación uniaxial, la ecuación (22) puede
ser simplificada aún más. De ahora en adelante consideraremos un campo de deformación uniaxial
que será aplicado únicamente a lo largo de la dirección y, es decir, el campo de deformación sólo
dependerá de la componente y de las posiciones de grafeno sin deformar y no modificará la
componente x de tales posiciones. Para este caso, ~u(~r) = (0, u(y)), la ecuación (22) toma la
siguiente forma,

δl~r′,~r′+~δ′n ≈ |δ
y
n| [u(y + δyn)− u(y)] , (23)

donde δyn representa la componente y del vector que une al átomo en la posición ~r con su primer
vecino dentro de la celda unitaria de la nanocinta de grafeno sin deformar (ver Fig. 4 para
una nanocinta con terminación zigzag y Fig. 6 para una nanocinta con terminación armchair).
Para el caso de una nanocinta de grafeno (ya sea con terminación zigzag o armchair) sometida
a una deformación que no rompe la simetría del sistema a lo largo de la dirección x como
~u(~r) = (0, u(y)), la ecuación (23) puede ser escrita, en el límite de amplitudes de deformación
pequeñas, como,

δlj,j+1 ≈ δyj,j+1 [u(yj+1)− u(yj)] , (24)
donde δyj,j+1 = yj+1−yj representa la distancia en y entre el j-ésimo átomo y el (j+1)-ésimo átomo
en grafeno sin deformar y yj representa la componente y de la posición del j-ésimo átomo dentro
de la celda unitaria de la nanocinta en consideración (ver Fig. 4 para ver la celda unitaria de una
NGZ y ver la Fig. 6 para ver la celda unitaria de una NGA). Por lo tanto, los parámetros de salto,
en esta aproximación (la aproximación de amplitudes de deformación pequeñas comparadas con
el parámetro de red del grafeno), están dados por,

γj = γ0 [1− β (δlj,j+1) /ac] . (25)
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La expresión Ec. (25) será válida únicamente para amplitudes de deformación menores que apro-
ximadamente el 10% hasta el 15% del parámetro de red del grafeno [41].

Para terminar, se introducirá el logaritmo de la razón de participación normalizada, que
representaremos por NPR (por sus siglas en inglés normalized participation ratio) y que está
definido como[12, 42],

NPR(E) =
ln
[∑N

j=1 |ψj|
4
]

lnN , (26)

donde la suma se realiza sobre los sitios de la celda unitaria, ψ(j) es la función de onda de un
electrón en el sitio j a una energía E y N es el número de átomos por celda unitaria. El NPR es
una medida de la localización de la función de onda, pues, básicamente, mide el volumen ocupado
por dicha función de onda (para el caso en el que el sistema estudiado sea bidimensional el NPR
es una medida del área de la función de onda). Para una función de onda totalmente extendida
tenemos que NPR(E)→ −1, mientras que para un estado totalmente localizado tiende a valores
cercanos a cero.

3. Nanocintas de grafeno con terminación zigzag
En la parte I discutimos como tratar las propiedades electrónicas de una nanocinta de grafeno

con terminación zigzag sin deformar via un Hamiltoniano de amarre fuerte. Dicho Hamiltoniano
resultó ser equivalente al Hamiltoniano de una cadena unidimensional para una kx fija. Uno de los
resultados más importantes del presente trabajo es que las propiedades electrónicas de una NGZ
deformada de manera unixial [deformación aplicada a lo largo de la dirección y y que no rompe
la simetría traslacional a lo largo de la dirección x, digamos, una deformación ~u(~r) = (0, u(y))]
también pueden ser descritas por un Hamiltoniano efectivo unidimensional. Tal Hamiltoniano
está dado por,

H(kx) =
N−1∑
j=1

[
γ2ja

†
2j+1b2j + c(kx)γ2j−1a

†
2j−1b2j

]
. (27)

donde los parámetros de salto están dados por la ecuaciones (24) y (25). La componente yj de la
posición del j-ésimo átomo de carbono dentro de la celda unitaria de la NGZ está dada por,

yj = 1
4

{
3(j − 1) + 1

2
[
1 + (−1)j

]}
. (28)

El Hamiltoniano (27) describe las propiedades electrónicas de una nanocinta de grafeno con ter-
minación zigzag sometida a cualquier campo de deformación uniaxial dado por ~u(yj) = u(yj) =
(0, u(yj)). A pesar de que via las ecuaciones (24), (25), (27) y (28) es posible estudiar las pro-
piedades electrónicas de una NGZ sometida a cualquier campo de deformación uniaxial, nos
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Figura 8: Mapeo de ZGN hacia una cadena 1D. La nanocinta es infinita y periódica en la dirección x. La
deformación se aplica en la dirección y y únicamente modifica la posición de los sitios en esa coordenada. La celda
unitaria se muestra limitada por líneas punteadas rojas, dentro en recuadros sombreados se pueden ver las celdas
más pequeñas que forman la celda unitaria.

enfocaremos únicamente en el caso de deformación uniaxiales y periódicas en el espacio. Esto con
fines de comparación con trabajos similares y con visos hacia la posible realización experimental
de nuestro modelo. En particular, consideraremos un campo de deformación uniaxial definido
como,

u(yj) = 2λ
3β cos

[8π
3 σ(yj − 1/2) + φ

]
. (29)

El campo anterior se ha elegido en dicha forma para simplificar los cálculos, sin embargo la forma
cosenoidal es el tipo de deformación que se espera ver cuando se crece grafeno sobre un sustrato
con parámetro diferente al del grafeno [43]. Los parámetros propios del campo de deformación son
la amplitud (λ), la frecuencia (σ) y la fase (φ). yj es la componente y de la posición del j-ésimo
átomo en la celda unitaria de una nanocinta de grafeno con terminación zigzag, definidas en la
Ec. (28). En la Fig. 8 mostramos un ejemplo típico de como se deformaría una nanocinta con
terminación zigzag sometida a un campo de deformación u(yj) arbitrario. Ahí mismo mostramos
la celda unitaria del sistema, en la figura se encuentra limitada por líneas rojas punteadas, como
puede verse, la celda unitaria es una cadena de átomos unidimensional lo que implica que la
nanocinta puede ser estudiada como una cadena unidimensional efectiva, ver la parte derecha de
la Fig. 8. El Hamiltoniano (27) describe dicha cadena unidimensional efectiva.

3.1. Espectro de energía como función de σ
Para el campo de deformación dado por la Ec. (29), los parámetros de salto (en el límite de

amplitudes pequeñas de deformación) toman la siguiente forma,

tj = 1 + λξj+1 sen (πσξj) sen (2πσj + φ). (30)
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Figura 9: Espectro de energía como función de σ para λ = 2, φ = 4πσ/3 y usando condiciones de frontera
periódicas, obtenido por medio de la diagonalización numérica de la ecuación (27), para un sistema de 200 átomos.
También se muestra un acercamiento al nivel de Fermi (E = 0). Los colores representan el logaritmo de la razón
de participación normalizada ln [NPr(E)] (ver texto).

donde
ξj = 1− [(−1)j/3]. (31)

Al igual que en el caso sin deformar, el Hamiltoniano (27) y las ecuaciones (24), (25) y (28)
describen una cadena unidimensional para cada valor fijo de kx. Nótese la similitud de nuestro
modelo con la ecuación de Harper [44], de hecho la única diferencia con dicho modelo es que
nuestros parámetros de salto Ec. (30) cuentan con una modulación que no aparece en el modelo de
Harper, a saber, ξj+1 sen (πσξj). Debido a esta similitud se espera que el espectro del Hamiltoniano
(27), como función de la frecuencia de deformación (que en nuestro modelo juega el mismo papel
que el flujo magnético en el modelo de Harper), sea muy complejo y exhiba algún atisbo de
fractalidad, como en el caso de la mariposa de Hofstadter [45]. Uno puede comprobar o rechazar
la conjetura previa de manera muy sencilla, basta con obtener la representación matricial del
Hamiltoniano (27) para cada valor de kx (dentro de la primer zona de Brillouin) y, después, para
cada valor de σ, es decir, para cada valor del período espacial del campo de deformación. En
particular nos restringiremos al intervalo 0 ≤ σ ≤ 2, pues el campo de deformación es periódico
en σ. Una vez obtenida tal representación matricial, el espectro de energía puede ser obtenido
por diagonalización numérica. Dicho espectro (como función de σ) es mostrado en la Fig. 9 para
un sistema con los siguientes parámetros λ = 2 (amplitud de la deformación) y φ = 4πσ/3
(fase de la deformación), además se usaron condiciones de frontera periódicas. Los colores en
la Fig. 9 representan el NPR, en donde colores tendiendo al rojo representan estados altamente
localizados, mientras que colores tendiendo al azul representan estados extendidos, ver la discusión
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Figura 10: Estructura de bandas (panel izquierdo) y densidad de estados (panel derecho) para una ZGN con
φ = 4πσ/3 y λ = 0 para diferentes valores de σ. En a) y b) se usó σ = 0, es decir, es el caso de grafeno sin
deformar. c) y d) se realizaron para σ = 3(

√
5 − 1)/8 y, finalmente, para e) y f) se utilizó σ = 3/4. Note como

aparecen estados degenerados (picos en la densidad de estados o bandas sin dispersión en la estructura de bandas)
y una banda plana al nivel de Fermi para c) y d), mientras que para e) y f) se abre una brecha al nivel de Fermi.

después de que se define el NPR en la Ec. (26).
Nótese la complejidad y las características fractales del espectro presentado en la Fig. 9. Tam-

bién observe que el espectro está compuesto principalmente por estados altamente localizados,
es decir, para un amplio rango en el intervalo de σ graficado, el sistema tiene un fuerte carácter
aislante. Sin embargo, hay algunas regiones en el espectro en las que las funciones de onda son
extendidas (color azul en la figura), como es de esperarse estás regiones corresponden a valores
de σ cercanos al cero y dos, pues para esos casos se recupera el caso de grafeno sin deformar.
Otro aspecto importante a ser notado, es el hecho de que cada vez que la frecuencia de la defor-
mación, σ, toca un valor racional las funciones de onda se vuelven extendidas. Esto se debe a que
para valores raciones de σ es posible definir una supercelda y las funciones de onda tienen una
naturaleza tipo Bloch. En cambio para valores irracionales de σ no es posible tratar el sistema
como en el problema de Bloch, pues el sistema se vuelve cuasi periódico. Adicionalmente, en el
recuadro de la Fig. 9 puede notarse que una brecha energética se ha abierto a energía cero. Este
es el resultado más importante, pues se ha predicho que no es posible abrir una brecha energética
en una una nanocinta de grafeno con terminación zigzag al aplicarle una deformación uniaxial
uniforme a lo largo de la dirección armchair [20]. Sin embargo, como puede ser visto claramente
en la Fig. 9, este resultado ya no es válido para el caso en el caso de deformaciones no uniformes.

Por otro lado, aunque el espectro de energía mostrado en la Fig. 9 es muy interesante, con el
afán de obtener información sobre la física del problema y de comparar con la literatura existente,
analizaremos tres valores característicos de la frecuencia del campo de deformación, a saber, i)



24

σ = 0 que corresponde al caso de una nanocinta de grafeno con terminación zigzag sin deformar,
este caso es útil para corroborar que el algoritmo usado no tenga errores. ii) σ = 3(

√
5−1)/8 que

corresponde al caso en el que el período espacial de la deformación y el período de cuatro celdas
de la NGZ son incommensurables entre sí, por lo que el sistema efectivo se comporta como un
cuasi cristal. iii) el caso conmensurado, σ = 3/4, en este el sistema se comporta como un cristal
modulado, como se verá más adelante. Para cada uno de los tres valores de σ anteriores se obtuvo
la estructura de bandas para los siguientes valores de los parámetros del modelo λ = 2, φ = 4πσ/3,
además, las gráficas se obtuvieron usando condiciones de frontera periódicas. Dichas estructuras
de bandas son presentadas en la Fig. 10. En el panel a) se presenta el caso σ = 0, esta panel se
ha mostrado con fines de comparación pues para este caso recuperamos la estructura de bandas
obtenida en la Parte I para una nanocinta con terminación zigzag. En el panel b) se muestra
la densidad de estados para ese mismo caso. En los paneles c) y d) se presenta la estructura de
bandas y la densidad de estados para σ = 3(

√
5− 1)/8, respectivamente. Nótese en el panel c) de

la Fig. 10 que la degeneración observada en las singularidades de van Hove (kx = π/
√

3 ) se ha
roto y las bandas se han desdoblado. Observe, además, la banda plana que emerge a energía cero
cerca de los bordes de la primera zona de Brillouin del sistema, está banda no se debe a efectos de
superficie pues para la realización de la gráfica se usaron condiciones de frontera cíclicas. Todo lo
anterior contribuye a que la densidad de estados tenga muchos picos, ver Fig. 10 d); volveremos
sobre este punto más adelante. En los paneles e) y f) de la Fig. 10 mostramos el caso σ = 3/4.
Nótese que para este caso se abre una brecha energética que, desafortunadamente, es pequeña.
Dado que para σ = 3/4 el sistema se vuelve periódico no sólo en la dirección x sino también en
la dirección y es posible obtener el espectro de energía de manera analítica.

Para explicar las características antes mencionadas, notemos que el Hamiltoniano efectivo (27)
representa a un cuasi cristal si σ es irracional, mientras que describe a un cristal modulado para
σ racional. Para el caso conmensurable, es posible obtener un super período dado por P = 4σQ,
donde Q es un entero mayor que cero. Por otro lado, para el caso en que σ es irracional, digamos,
para σ = 3(

√
5−1)/8, el período de la deformación es incommensurable con el período de cuatro

sitios de la celda unitaria, por lo que el sistema se vuelve cuasi periódico. Esto implica que no es
posible utilizar teoría de perturbaciones a ningún orden debido al problema de divisores pequeños
debido a que el espacio recíproco está densamente poblado por picos de difracción [46]. Este hecho
es importante debido a que si uno realiza un desarrollo en series de Fourier como,

c~r ′ =
∑
~k

exp
[
~k · (~r + ~u(~r))

]
c~k (32)

donde ~k es un vector del espacio recíproco es necesario considerar una contribución densamen-
te poblada en ∑

~k exp
[
~k · ~u(~r)

]
para el caso en el que el sistema es inconmensurable [46, 47].

Esto explica porque hay tantos picos en la densidad de estados para el caso en el que σ es irra-
cional, ver Fig. 10 d). Para llamar la atención acerca de este punto es conveniente resolver un
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ejemplo. Consideraremos el caso kx = π/
√

3, pues para este caso podemos obtener el espectro
de energías analíticamente independientemente del tipo de deformación aplicado, pues se tiene
que c(kx = π/

√
3) = 0 para cualquier valor de λ y σ. En este punto el sistema se desacopla en

dimeros (representados por líneas sólidas en la Fig. 8), los cuales pueden describirse por medio
de Hamiltonianos desacoplados de dos niveles dados por,

H(kx = π/
√

3) =
(

0 γ2j
γ2j 0

)
, (33)

donde los parámetros de salto son,

γ2j = 1 + 2
3λ sen (4πσ/3) sen (4πσj + φ). (34)

Los eigenvalores del Hamiltoniano (33) son muy fáciles de calcular, dichos eigenvalores están dados
por ±γ2j. En el caso en el que σ = 0, es decir para una nanocinta de grafeno con terminación
zigzag sin deformar, tenemos E(kx = π/

√
3) = ±1. Por lo que el punto kx = π/

√
3 corresponde

al punto en el que se localizan las singularidades de van Hove, que pueden verse como los picos a
energías ±1 en la Fig. 10 b). Cada uno de estos picos tiene una degeneración de N/2, donde N
es el número de átomos por celda unitaria. Para σ = 3/4 las singularidades de van Hove siguen
degeneradas, ver Fig. 10 f). Por otro lado, para σ irracional el factor sen (4πσ/3) se vuelve un
generador de números pseudo aleatorios en el intervalo [−1, 1], ya que la función sen (4πσ/3)
es cuasi periódica al evaluarse para j que únicamente toman valores enteros. Este generador
actúa como un potencial pertubativo y, por lo tanto, rompe la degeneración presente en las
singularidades de van Hove. De tal suerte, el espectro energético, en este punto, es puramente
discreto y está contenido en los intervalos [−1−2λ/3,−1+2λ/3] y [1−2λ/3, 1+2λ/3] conduciendo
a una brecha energética de tamaño 4λγ0/3 para λ < 2/3. Este desdoblamiento puede ser visto
claramente en la Fig 10 c) en el punto kx = π/

√
3.

La discusión anterior explica por qué la densidad de estados para el caso de σ irracional tiene
tantos picos, sin embargo, ¿qué pasa con la localización de las funciones de onda? Cuando σ es
irracional las funciones de onda están localizadas en los dimeros en la dirección y. Sin embargo,
en el caso en que σ es racional los eigenvalores de la energía están degenerados, así que cualquier
combinación lineal de las funciones de onda en los dimeros es una solución, lo que conduce a
estados extendidos alrededor de kx = π/

√
3. Esto queda confirmado en la Fig. 9, pues cada vez

que σ toma un valor racional aparecen franjas azules, por lo tanto, ln (NPr)→ −1 lo que implica
que las funciones de onda están extendidas.

3.2. Espectro de energía como función de λ
Hasta aquí se ha considerado únicamente el cambio de la energía como función del período es-

pacial, σ, y el número de onda kx (para σ y λ fijas), manteniendo constante uno de los parámetros
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Figura 11: Espectro de energía como función de la amplitud λ para a) σ = 3(
√

5 − 1)/8 y b) σ = 3/4. Como
puede verse en el panel a) las funciones de onda están más localizadas que b). Por otra parte, en b) se abre una
brecha energética para λ > λc = 9

√
3/8. Mientras que a λ = λM la brecha energética alcanza su valor máximo.

Los diferentes colores en la figura representan el NPR. Las mismas condiciones que en la Fig. 9 fueron usadas.

más importantes de la deformación: la amplitud (λ). Para estudiar la dependencia de la energía
con la amplitud de la deformación se calculó numéricamente el espectro energético como función
de λ para dos valores de la frecuencia: a) σ = 3(

√
5 − 1)/8 y b) σ = 3/4. La Fig. 11 muestra

dicho espectro, el cual fue obtenido por diagonalización numérica del Hamiltoniano (27) para 500
valores de λ, los colores en dicha figura representan el NPR. En la Fig. 11, saltan a la vista varias
características importantes. Primero, en la Fig. 11 a) puede verse que las funciones de onda están
muy localizadas, esto se debe a la naturaleza irracional de σ, pues, como se dijo arriba, para σ
irracional las funciones de onda tienden a localizarse en los dimeros en la dirección y. Además para
el caso a) no se abre ninguna brecha energética al nivel de Fermi. El caso b) es más interesante.
Como se esperaba, dado que σ es racional, las funciones de onda están totalmente extendidas.
Más aún, para λ > λc = 9

√
3/8 una brecha energética se abre y se observa una transición en la

localización de las funciones de onda cuando λ = λM = 9/4. Adicionalmente, para este valor de
λ la brecha energética toma su valor máximo. Es importante mencionar que los valores de λ a
los que estos resultados son observados caen muy lejos del límite λ � ac, en otras palabras, ya
no es válida la aproximación de amplitudes pequeñas. Por tanto es importante encontrar el valor
mínimo de la amplitud de la deformación necesario para abrir una brecha energética. Esto será
hecho en lo que sigue. Procedamos a analizar con detalle el caso b), es decir, σ = 3/4.

Para comenzar nótese que al observar la estructura de bandas y la DOS para σ = 3/4 (Fig. 10
e y f) puede inferirse que el sistema se comporta de manera parecida a dos cadenas desacopladas.
Lo anterior es confirmado al calcular el parámetro de salto, vía la ecuación (30), cuando σ = 3/4



3. Nanocintas de grafeno con terminación zigzag 27

-2
0

2

E

0

1

2

3
kx

0.0

0.2

0.4

Λ

Figura 12: Bordes de banda para σ = 4/3 como función de la amplitud λ y el momento kx. La gráfica fue
generada usando la ecuación (37). Note como se abre una brecha energética al nivel de Fermi para λ > λc (ver
texto) confirmando los resultados numéricos mostrados en la Fig. 11.

y φ = 4πσ/3. Para este caso el parámetro de salto resulta ser

tj = 1− 8
9λ sen (3πj/2). (35)

Esto, básicamente, dice que el sistema tiene una celda de cuatro átomos que se repite en la
dirección y (esta celda está indicada en la Fig. 8 con recuadros azules semi transparentes). Ahora,
si se consideran condiciones de frontera cíclicas en la dirección y, la ecuación de Schrödinger para
el sistema efectivo toma la siguiente forma

Eψ1 =
(

1 + 8
9λ
)
c(kx)ψ2 + ψ4,

Eψ2 = ψ3 +
(

1 + 8
9λ
)
c(kx)ψ1,

Eψ3 =
(

1− 8
9λ
)
c(kx)ψ4 + ψ2,

Eψ4 = ψ1 +
(

1− 8
9λ
)
c(kx)ψ3.

(36)

Por lo tanto, las energías (aquí únicamente se presentan los bordes de banda) de este sistema
están dadas por la solución de la ecuación (36) y tienen la forma

E = ±
√1 +

(8
3λ
)2

cos2
(√

3kx/2
)
± 2 cos

(√
3kx/2

) . (37)
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En la Fig. 12 se muestra la grafica de la ecuación (37). Como puede verse, cuando λ alcanza
un valor crítico (λc) se abre una brecha energética al nivel de Fermi. El valor exacto de λc puede
ser calculado de la ecuación (37) haciendo kx = 0 o 2π/

√
3 e igualando las dos ramas siguientes

E1(kx = 0) =
√

1 + (8λ/3)2 − 2, E2(kx = 0) = −
(√

1 + (8λ/3)2 − 2
)
. (38)

Después de hacer E1 = E2 y resolver para λ se obtiene, λc = 9
√

3/8. Este valor coincide con
el obtenido numéricamente, como puede verse en la Fig. 11. Cuando λ = λM = 9/4 la brecha
energética alcanza su valor máximo, pero a λ = λM/2 nótese que uno de los parámetros de salto
se hace cero (aquellas integrales de salto que tiene la forma 1 − 8λ/9) de tal suerte el sistema
se comporta como tiras triangulares y para λ > λM/2 esas integrales de salto toman valores
negativos por lo que el sistema efectivo ya no representa, propiamente, grafeno bajo deformación.

3.3. Conclusiones
En este capítulo se analizó cómo se modifican las propiedades eléctricas de una nanocinta de

grafeno con terminación zigzag cuando esta se somete a una deformación periódica uniaxial. Se
encontró que las propiedades electrónicas dependen fuertemente de la frecuencia (σ) y la amplitud
(λ) de la deformación. En especial, se notó que para σ racional el sistema se comporta como un
cristal modulado, encontrándose que para σ = 3/4 y λ grande el sistema puede ser visto como
tiras de celdas triangulares, esto fue confirmado numérica y analíticamente. Adicionalmente para
este valor particular de σ se encontró una brecha energética cuyo tamaño puede ser modulado vía
la amplitud de la deformación. Por otro lado, para σ irracional se encontró que la deformación
actúa como un potencial perturbativo que desdobla el espectro cerca de kx = π/

√
3, esto fue

confirmado numéricamente. La importancia de esto radica en que la forma usual de estudiar
deformación en grafeno es vía pseudo campos magnéticos usando métodos perturbativos, sin
embargo, aún el caso tan sencillo estudiado aquí, para σ irracional, la teoría de perturbaciones
falla debido al problema de divisores pequeños.

Muchos de los resultados aquí presentados fueron obtenidos usando amplitudes de deformación
fuera de la respuesta elástica del grafeno, por lo que no pueden ser obtenidos experimentalmente
en grafeno deformado pero pueden ser logrados por medio del uso de redes ópticas artificiales en
las que es posible ajustar los parámetros de salto a voluntad [48, 49, 50, 51, 52, 53].

4. Nanocintas de grafeno con terminación armchair
Ya que se ha analizado el caso de una nanocinta de grafeno con terminación zigzag sometida

a un campo de deformación uniaxial, ahora se estudiará el efecto de un campo de deformación
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Figura 13: Mapeo de la nanocinta de grafeno hacia dos cadenas acopladas. La deformación modifica la posición
de los sitios en la dirección y, mientras que, la celda unitaria está delimitada por líneas punteadas rojas. Dentro
de cada celda hay cuatro átomos diferentes denotados por A(m)

1 , A(m)
2 , B(m)

1 y B(m)
2 . El Hamiltoniano efectivo,

es decir el mapeo, representa dos cadenas acopladas vía t0 y t0d (mostradas a la derecha) donde la etiqueta j
corresponde a cada uno de los escalones en la dirección y.

similar al usado en el capítulo anterior pero ahora aplicado a una nanocinta de grafeno con
terminación armchair. En el capítulo 3 encontramos que es posible abrir una brecha energética
en la estructura de bandas de una nanocinta de grafeno con terminación zigzag. Sin embargo,
el tamaño de dicha brecha energética resultó ser muy pequeño y se necesitaron amplitudes de
deformación del orden del 20% del parámetro de red del grafeno. Afortunadamente, es bien co-
nocido que es posible crear brechas energéticas de manera más fácil en nanocintas de grafeno
con terminación armchair sometidas a deformaciones uniaxiales uniformes [20], en este capítulo
exploramos está posibilidad pero usando una deformación uniaxial no uniforme. Más adelante
veremos que es posible generar más brechas energéticas usando nanocintas de grafeno con ter-
minación armchair sometidas a deformaciones elásticas periódicas en el espacio. Adicionalmente,
también veremos que la brecha energética se abre a partir de un punto crítico en la amplitud del
campo de deformación aplicado. En este punto los electrones se comportan de maneras mezclada,
alternando su comportamiento entre fermiones de Dirac sin masa y electrones de Schrödinger con
masa. En realidad, este tipo de comportamiento ya había sido observado en grafeno cambiando
los parámetros de salto del grafeno ad hoc [54, 55]. Aquí nosotros probamos que no es necesario
modificar los parámetros de salto arbitrariamente, sino que basta con aplicar un campo de de-
formación muy simple. Pasemos pues al estudio de las propiedades electrónicas de una nanocinta
de grafeno sometida a deformaciones mecánicas uniaxiales.

En la Parte I encontramos que es posible describir las propiedades electrónicas de una nano-
cinta de grafeno con terminación armchair usando un Hamiltoniano unidimensional efectivo. Este
resultado sigue siendo válido para el caso en el que la nanocinta es sometida a una deformación
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uniaxial que se aplica a lo largo de la dirección y y no altera la simetría traslacional a lo largo
de la dirección x, dicha nanocinta deformada se muestra en la Fig. 13. Para una deformación en
general el Hamiltoniano que describe tal nanocinta deformada está dado por,

H(kx) =
∑
j

[
γ0
(
d(kx)a†2jb2j + a†2j+1b2j+1

)
+ γja

†
jbj+1

]
+ h.c., (39)

donde aj, a†j y bj, b
†
j son operadores de creación y aniquilación en las subredes A y B, respecti-

vamente. El Hamiltoniano efectivo (39) representa dos cadenas acopladas, el acoplamiento tiene
magnitud γ0 y γ0d(kx), como se muestra en la Fig. 13. γj es la integral de transferencia a lo largo
de las cadenas en la dirección y y están dadas por la Ec. (25). Al igual que en el capítulo ante-
rior, nos enfocaremos en el caso de deformación uniaxial periódica en el espacio. En particular,
consideraremos el siguiente campo de deformación,

u(yj) = λ√
3β

cos
[

4πσ√
3
(
yj −

√
3/4

)
+ φ

]
, (40)

donde λ es la amplitud, σ es la frecuencia y φ es la fase de la deformación. Como antes, la forma
específica de la deformación fue elegida de tal forma que los parámetros de salto tomen la forma
más simple posible una vez que la ecuación de Schrödinger correspondiente ha sido obtenida. La
componente y de las posiciones de los átomos de carbono dentro de la celda unitaria de una NGA
(ver Fig. 6) sin deformar, yj, puede ser escrita como,

yj =
√

3ac(j − 1)/2 (41)

Para el campo de deformación dado por la Ec. (40) los parámetros de salto, en la aproximación
de amplitudes de deformación pequeñas, pueden ser escritos como,

tj = 1 + λ sen (πσ) sen (2πσj + φ). (42)

La ecuación anterior ha sido obtenida sustituyendo el campo de deformación Ec. (40) en la
Ec. (25) y usando la componente y de las posiciones de los átomos en la celda unitaria de una
nanocinta con terminación armchair dada por la Ec. (41). Al igual que el capítulo anterior (donde
se trató el caso de una nanocinta de grafeno deformada uniaxialmente), los parámetros de salto
son muy similares a los que aparecen en el problema de Harper [44], por lo tanto, se espera que
el espectro de energía sea muy complejo y que exhiba una naturaleza fractal. Como se verá abajo
este será el caso.

4.1. Espectro de energía como función de σ y λ

Ya que se ha definido el Hamiltoniano efectivo, Ec. (39), toca el turno de obtener el espectro de
energía como función de σ para una λ fija. Esto puede ser hecho por medio de la diagonalización
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Figura 14: Espectro de energía como una función de σ para λ = 1 y φ = πσ obtenido por medio de la
diagonalización numérica de la representación matricial del Hamiltoniano (39) para un sistema de N = 160 átomos
por celda unitaria, barriendo 250 puntos en kx y usando condiciones de frontera fijas. Los colores representan el
NPR. En el recuadro se muestra un acercamiento alrededor de σ = 1/2 y E = 0. Como puede verse una brecha
energética de tamaño considerable se abre cuando σ = 1/2.
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Figura 15: Espectro de la energía como una función de σ para λ = 1 obtenido mediante la resolución de la
ecuación de Schrödinger (??) para un sistema con (a) 20 átomos y (b) 40 átomos por celda unitaria, usando 250
puntos para barrer kx y con condiciones de frontera fijas. Los colores representan el logaritmo de la NPr.

numérica de la representación matricial del Hamiltoniano (39) para cada valor de kx dentro
de la primera zona de Brillouin. Esto se hace entonces para cada valor de la frecuencia de la
deformación (σ) dentro del intervalo dado por 0 ≤ σ ≤ 1, pues el campo de deformación Ec. (40)
es periódico en σ. En la Fig. 14 mostramos el espectro de energía como función de σ obtenido
como se mencionó anteriormente usando condiciones de frontera periódicas. Los valores de los
parámetros usados son los siguientes, λ = 1 y φ = πσ para una nanocinta con N = 160 átomos
por celda unitaria. Los colores usados en dicha figura representan el logaritmo del inverso de la
razón de participación normalizada (NPR), ver la Ec. (26) y la discusión que aparece después
de dicha ecuación. El color azul indica estados completamente extendidos, mientras que el rojo
representa estados totalmente localizados cerca de los bordes de la nanocinta en consideración.
Uno puede mencionar varias características interesantes del espectro energético mostrado en la
Fig. 14. Primero, observe que las funciones de onda para este caso están mucho menos localizadas
que en el caso de una nanocinta deformada de grafeno con terminación zigzag, ver Fig. 9. Segundo,
el espectro tiene un fuerte carácter fractal, ver el recuadro en la Fig. 14. Tercero y último, el
espectro tiene brechas energéticas al nivel de Fermi que son más abundantes y de mayor tamaño
que las observadas en su contraparte zigzag (ver Fig. 9). En particular, para σ = 1/2 se abre
la brecha energética de mayor tamaño. Como veremos más adelante este caso puede ser resuelto
analíticamente.

Además de la dependencia del espectro energético en los parámetros del campo de deforma-
ción, las propiedades electrónicas de la NGA también dependen fuertemente de su tamaño, es
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Figura 16: Estructura de bandas (panel derecho) y densidad de estados (panel izquierdo) usando φ = πσ y λ = 1
para (a) grafeno sin deformar, (b) σ =

√
3/4, (c) σ =

√
3(
√

5 − 1)/4 y (d) σ = 1/2. Se usaron condiciones de
frontera fijas para realizar las gráficas.

decir, del número de átomos por celda unitaria N . Para evidenciar el efecto del tamaño en el
espectro energético, en la Fig. 15 se presentan los espectro de energía para distintos valores N .
En específico se consideran los casos a) N = 20 y b) N = 40. El efecto más notorio del tamaño de
la muestra en el espectro de energía es el agrandamiento de las brechas energéticas. Esto se debe,
básicamente, a un efecto de confinamiento, ver, por ejemplo, las referencias [23, 56]. Además del
ensanchamiento de las brechas energéticas, también se observan ciertas fluctuaciones en la energía
en los bordes del espectro energético, esto es un efecto del tamaño finito de la nanocinta [23].

Para lograr un mejor entendimiento físico del espectro de energía mostrado en la Fig. 14, al
igual que como se hizo en el caso zigzag, estudiaremos la estructura de bandas para algunos valores
característicos de la frecuencia de la deformación. En particular se consideraran los siguientes
valores, i) σ = 0 para fines de comparación. ii) σ =

√
3/4 que es un caso irracional para el que se

abre una brecha energética, iii) σ =
√

3(
√

5−1)/4 que es un caso irracional sin brecha energética
y, finalmente, iv) el caso racional σ = 1/2, para el cual se observa la apertura de una gran brecha
energética al nivel de Fermi. Tales estructuras de bandas y sus respectivas densidades de estados
se muestran en la Fig. 16, dichas estructuras de banda y densidades de estado fueron obtenidas
para λ = 1, φ = πσ y usando condiciones de frontera fijas. Ahora analicemos las principales
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características de dicha figura. Dado que ya hemos analizado antes el caso de la nanocinta sin
deformar y el caso en el que la frecuencia de la deformación es irracional, únicamente se analizará
el caso σ = 1/2 que se muestra en el panel d) de la Fig. 16; para mayores detalles acerca de los otros
casos ver el capítulo 3. Al observar la densidad de estados de dicho caso, podemos conjeturar que
para σ = 1/2 el sistema se comporta efectivamente como dos cadenas desacopladas. En realidad,
como veremos más adelante, este resulta ser el caso. Es importante señalar que el sistema no
se desacopla en las ‘escaleras’ dadas por la celda unitaria del sistema pues dichas ‘escaleras’
están acopladas via γ0 y γ0 d(kx), los cuales nunca se hacen cero. En realidad el sistema se
desacopla a lo largo de la dirección x debido a que para j 6= 0 el parámetro de salto puede
anularse, lo que conduce al desacoplamiento del sistema en cadenas unidimensionales infinitas a
lo largo de la dirección x, esto tendrá implicaciones fuertes en el comportamiento efectivo de los
electrones en la nanocinta como veremos más adelante. Adicionalmente, nótese los bandas casi
planas que aparecen en la estructura de bandas, las cuales están localizadas cerca de los bordes
y aparecen a energías ±1. Tales bandas localizadas pueden ser entendidas como remanentes de
las singularidades de van Hove.

Al igual que en el capítulo anterior, hemos observado una brecha energética en el espectro de
energía sin embargo esto se observó para λ = 1, que cae, por mucho, fuera del límite de amplitudes
de deformación pequeñas. Por lo tanto, es importante obtener el valor mínimo de la amplitud de
la deformación para abrir una brecha energética en la estructura de bandas de la nanocinta para el
caso σ = 1/2. Esto puede ser hecho estudiando el espectro de energía como función de la amplitud
de la deformación, λ, para diferentes valores de σ. Dicho espectro es mostrado en la Fig. 17 para
a) σ =

√
3/4, b) σ =

√
3(
√

5− 1)/4 y c) σ = 1/2. Ahí puede verse que la brecha energética no se
abre únicamente para valores racionales de la deformación sino también para valores irracionales.
Sin embargo, con el fin de realizar cálculos analíticos, únicamente analizaremos el caso racional.
Para ese caso, puede verse en la Fig. 17 c) que para λ > λc = 1/2 se abre una brecha energética.
Además, también se observan los estados de borde a energías ±γ0 en el panel c) de la Fig. 17.
Dichos estados están localizados cerca de los bordes de la nanocinta. En lo que sigue estudiaremos
analíticamente el caso σ = 1/2 para mostrar de donde viene el valor obtenido de λc.

4.2. Caso σ = 1/2: Fermiones de Schrödinger y de Dirac
Para este valor de σ, los parámetros de salto Ec. (42) toman la siguiente forma,

tj = 1 + (−1)jλ. (43)

Esto implica que el sistema efectivo ahora es periódico no sólo en la dirección x sino también en
la dirección y. En otras palabras, la celda unitaria del sistema puede ser dividida en celdas más
pequeñas, cada una de las cuales está compuesta por cuatro átomos distintos. Por lo tanto, como
consecuencia del teorema de Bloch, es posible definir el cuasi momento a lo largo de la dirección y
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Figura 17: Espectro de energía como función de la amplitud λ para a) σ =
√

3/4, b) σ =
√

3(
√

5 − 1)/4 y c)
σ = 1/2. Puede verse que para el caso c) una brecha energética se abre para λ > 1/2. Para realizar las gráficas se
usaron condiciones de frontera fijas.
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Figura 18: Evolución de la superficie de la energía como una función de kx y ky para σ = 1/2 en las cercanías
de λc. En a) λ = 0,9λc, en b) λ = λc y en c) λ = 1,1λc. En el caso a) se observan dos conos de Dirac, los cuales se
fusionan en el caso b), mientras que en el caso c) desaparecen. Las flechas indican la posición del nivel de Fermi.

(esto únicamente es posible si establecemos una condición de frontera cíclica ficticia a lo largo de
la dirección y), que denotaremos por ky. De tal suerte, las funciones de onda del sistema pueden
ser escritas como,

~Ψ(~r) = exp (ikxx) exp (ikyy)ψi(j), (44)

donde j = 1, 2. Los valores propios de la energía pueden ser encontrados al escribir la represen-
tación matricial del Hamiltoniano (39), que, para este caso, resulta ser una matriz 4 × 4, cuyos
eigenvalores, como función de λ, kx y ky, son

E±,± = ±
√
∓
√
− (1 + cos (kx)) g(λ, ky)∓ (−1− 2g(λ, ky)) (45)

con
g(λ, ky) = −1− λ2 + (λ2 − 1) cos

(√
3ky/2

)
. (46)

Ahora, ya que hemos obtenido la forma analítica del espectro de energía, podemos calcular el
valor mínimo de la amplitud de la deformación (λ) necesario para abrir una brecha energética al
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nivel de Fermi en la estructura de bandas. Para hacer esto, basta con minimizar el cuadrado de
la energía dada por la Ec. (45). Esto es posible debido a que el espectro es simétrico con respecto
a la línea E = 0. Uno encuentra que los valores del cuasi momento que minimizan la expresión
(45) son kx = 2nπ y ky = 2π(2n + 1)/

√
3. Del resultado anterior se sigue que el tamaño de la

brecha energética, en las cercanías de los puntos kx = 2nπ y ky = 2π(2n+ 1)/
√

3, está dada dada
por,

∆ = 4(λ− 1/2). (47)

Es evidente que el tamaño de la brecha energética al nivel de Fermi crece linealmente con la
amplitud de la deformación. El mecanismo por el cual la brecha energética se abre en nuestro caso
es igual al mecanismo que abre una brecha energética al aplicar deformación uniaxial uniforme
a lo largo de la dirección zigzag a una hoja de grafeno infinita [20]. En resumidas cuentas lo
que pasa es lo siguiente, como vimos anteriormente cuando uno estira la nanocinta de grafeno
con terminación armchair en la dirección zigzag, lo que uno hace es inducir a los electrones a
moverse a lo largo de trayectorias unidimensionales, es decir, los electrones están confinados a
moverse en una dimensión. Esto se debe a que el sistema comienza, para λ > λc, a desacoplarse
en cadenas unidimensionales infinitas que yacen a lo largo de la dirección x de la nanocinta,
ver Fig. 13. Desde el punto de vista del espacio recíproco, lo que pasa es que la deformación
produce modificaciones en la red recíproca del sistema. Al estirar la nanocinta con terminación
armchair a lo largo de la dirección zigzag, en el espacio recíproco, dos conos de Dirac comienzan a
acercarse11. Si continuamos aplicando aún mas tensión a lo largo de la dirección zigzag, los conos
de Dirac eventualmente se fusionarán [20]. El valor crítico de la amplitud de la deformación al
cual los conos de Dirac se fusionan, denotemos ese punto como λc, puede ser obtenido calculando
la amplitud para la cual el tamaño de la brecha energética es cero [esto se puede hacer de manera
muy fácil usando la Ec. (47)], uno encuentra que dicho valor es λc = 1/2. Si seguimos jalando
la nanocinta, de tal forma que la amplitud de la deformación sea mayor que λc, se abrirá una
brecha energética al nivel de Fermi. Así, hemos observado la transición de una fase semimetálica a
una fase aislante de una nanocinta de grafeno inducida por una deformación mecánica, la cual es
controlada al ir de una amplitud λ = 0, a λ = λc y, finalmente, a λ > λc; en la Fig. 18 mostramos
estos tres momentos de la transición semimetal-aislante antes mencionada.

Hasta ahora hemos encontrado el valor mínimo de la amplitud de deformación necesario para
obtener una brecha energética al nivel de Fermi en la estructura de bandas. Sin embargo, ¿qué
tiene que ver esto con el título de la presente sección?. Bueno, resulta que en el punto crítico,
es decir en λ = λc, pasa algo muy peculiar. Justo en el punto λ = λc los electrones del grafeno
siguen dos tipos de comportamientos dependiendo de la dirección en la que se muevan en el

11Por el contrario, si uno aplica una deformación uniaxial uniforme a lo largo de la dirección armchair a una
hoja infinita de grafeno, lo que sucede en el espacio recíproco es que los conos de Dirac comienzan a separarse, de
tal suerte, para ese caso, es prácticamente imposible abrir una brecha energética en la estructura de bandas del
grafeno [20].
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Figura 19: Superficies de la energía como función de kx y ky para λ = 1/2 y σ = 1/2, desde diferentes perspectivas,
usando la versión lineal de tj . Nótese como los electrones tienen un comportamiento mezclado tipo Schrödinger
con otro tipo Dirac al nivel de Fermi, es decir, E = 0.
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espacio recíproco. Dichos comportamientos se muestran en la Fig. 19. Observe como a lo largo de
la dirección kx, en las cercanías del cono de Dirac, la relación de dispersión es lineal. Este hecho
puede ser corroborado analíticamente al realizar un desarrollo en series de Taylor alrededor de
ky = 2π(2n + 1)/

√
3 (n es un número entero) para la energía del sistema dada por la Ec. (45).

Después de algunos cálculos sencillos, uno obtiene,

E± = ±kx/2, (48)

cada una de estas energías está doblemente degenerada. Esto implica que los electrones se com-
partan como fermiones de Dirac sin masa cuando se mueven en la dirección kx. Por otro lado, si
nos fijamos en lo que pasa en las cercanías del cono de Dirac pero a lo largo de la dirección ky, lo
que se observa es que para este caso la relación de dispersión sigue una relación cuadrática, para
comprobar este hecho hagamos lo que hicimos arriba: un desarrollo en series de Taylor para la
energía Ec. (45) alrededor del punto kx = 0. Después de algunos cálculos algebraicos, uno obtiene
un comportamiento cuadrático,

E± = ± 9
32

(
ky −

2π√
3

(2n+ 1)
)2

. (49)

Al igual que antes n es un número entero. Por lo tanto, los electrones se comportan como electrones
con masa si se mueven a lo largo de la dirección ky. Luego, uno tiene un comportamiento mezclado
de electrones tipo fermiones de Dirac sin masa y otro de electrones de Schrödinger dependiendo
de la dirección que sigan en el espacio recíproco.

Para terminar la sección, analizaremos con mayor detalle el mecanismo por medio del cual la
brecha energética es abierta al aplicar un campo de deformación uniaxial a lo largo de la dirección
zigzag a una nanocinta de grafeno con terminación armchair. Para hacer esto consideraremos dos
casos límites, a saber, λ = 0 (grafeno sin deformar) y λ = 1 [cadenas unidmensionales a lo largo
de la dirección x, según indican los parámetros de salto dados por la Ec. (43) en el límite de
amplitudes de deformación pequeñas]. Si se comienza con el caso λ = 0 tenemos grafeno sin
deformar y los electrones se comportan totalmente como fermiones de Dirac de masa cero. Si
ahora se hace λ = 1, se sigue que γj = 0 por lo que el sistema se desacopla en la dirección
y. En consecuencia el sistema efectivo resulta estar formado por nanocintas de dos átomos de
grosor a lo largo de la dirección x. De tal suerte, las partículas siguen un comportamiento tipo
cadena lineal, es decir, un comportamiento tipo Schrödinger. Conforme λ disminuye, las cadenas
paralelas comienzan a interactuar débilmente, como se puede inferir de la DOS presentada en la
Fig. 16 d) que es muy similar a la de dos cadenas lineales interactuando débilmente. Así, este
punto crítico separa dos regiones de dimensión efectiva diferente. Una de ellas es mayormente
bidimensional mientras que en la otra la propagación es básicamente unidimensional, esto resulta
en dos comportamientos diferentes: por un lado se observan fermiones de Dirac y en el otro
fermiones tipo Schrödinger.



40

4.3. Conclusiones
En este capítulo se encontró un mapeo exacto del Hamiltoniano de una AGN bajo cualquier

deformación uniaxial hacia un Hamiltoniano efectivo 1D. Como en el caso de zigzag se encontró
un espectro complejo de naturaleza fractal, este hecho puede ser explicado de la misma manera en
que se hizo en el caso zigzag. También se observó que el caso armchair produce brechas energéticas
de mayor tamaño que el caso zigzag. El estudio detallado del caso σ = 1/2 develó la existencia
de un punto crítico en la amplitud λ para la apertura de brechas energéticas. En este punto
crítico los electrones exhiben un comportamiento mezclado de fermiones de Dirac sin masa y
fermiones tipo Schrödinger. Se demostró que este comportamiento es el resultado del cambio de
la dimensión efectiva del sistema.



Nanocintas de grafeno deformadas fuera
del plano

En los dos capítulos anteriores (capítulos 3 y 4) hemos descrito cómo se modifican las pro-
piedades electrónicas de nanocintas de grafeno con terminación armchair y zigzag cuando son
sometidas a deformaciones mecánicas uniaxiales dentro del plano, es decir, hemos considera-
do deformaciones que no inducen corrugaciones o dobleces en las nanocintas. Sin embargo, las
deformaciones que no inducen corrugaciones ni dobleces en el grafeno son difíciles de obtener
experimentalmente debido a que cuando el grafeno es sometido a deformaciones en el plano tien-
de a corrugarse o doblarse, incluso, si la deformación es grande, el grafeno puede llegar a tener
fallas mecánicas [28]. Por tal motivo, en este capítulo estudiaremos deformación fuera del plano,
específicamente se considerará el caso de deformación uniaxial periódica (de forma sinusoidal) en
el espacio en nanocintas de grafeno con terminación armchair y zigzag. Este tipo de deformación
ha sido observada en algunos experimentos, en los que se crece grafeno sobre algún sustrato con
parámetro de red diferente al del grafeno. Al hacer esto, se induce un campo de deformación
que es uniaxial y segue un patrón sinusoidal [43]. En los siguientes capítulos (capítulos 5 y 6)
estudiaremos cómo es que se modifican las propiedades de nanocintas de grafeno en presencia de
corrugaciones uniaxiales por medio de un Hamiltoniano de amarre fuerte. Una vez que hayamos
obtenido el Hamiltoniano de amarre fuerte, el siguiente paso es estudiar el efecto de corruga-
ciones periódicas uniaxiales. Como veremos, las características encontradas son muy similares a
las observadas en los capítulos 3 y 4. Aunque para los casos aquí estudiados fuimos capaces de
obtener de manera analítica las eigenenergías del sistema para varios valores de los parámetros
del campo de deformación, es decir, de la amplitud y la frecuencia de la deformación.

Al igual que antes comenzaremos describiendo cómo es que la deformación fuera del plano
modifica los parámetros de salto que aparecen en el Hamiltoniano de amarre fuerte. Así, lo primero
que se hará es presentar resultados generales que nos serán útiles cuando analicemos un tipo
particular de nanocinta de grafeno y un patrón de deformación uniaxial específico. Supongamos
que tenemos una nanocinta de grafeno (por el momento el tipo de terminación no es importante)
sin deformar y aplicamos una deformación que induce una corrugación a lo largo de la dirección
y de la nanocinta, digamos que el campo de deformación es una corrugación que puede ser escrita
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como z(~r), donde ~r = (x, y, 0) son las posiciones de los átomos en grafeno sin deformar. Debido
a que este tipo de deformación mueve a los átomos fuera del plano de la hoja de grafeno sin
deformar, las posiciones de tales átomos ahora están dadas por,

~r ′ = (~r, z(~r )), (50)

donde ~r = (x, y, 0) son las coordenadas de lo átomos de carbono en la nanocinta sin deformar
y z(~r) es la altura de tales átomos en términos de la posiciones ~r. Como ya fue mencionado,
las propiedades eléctricas del grafeno están bien descritas por el Hamiltoniano de amarre fuerte
definido en la Ec. (19), el cual tiene la siguiente forma,

H = −
∑
~r ′,n

γ~r ′,~r ′c~r ′+δ ′n c
†
~r ′c~r ′+δ ′n + h.c.,

pero ahora las integrales de salto γ~r ′,~r ′+ ~δ ′n
, tienen que modificarse que tomen en cuanta los efectos

de la deformación fuera del plano. Por otro lado, ~δ ′n son los vectores que unen a un átomo de
carbono con sus tres primeros vecinos en la red deformada, para el caso de grafeno puro, se
sigue que ~δ ′n = δn, con δn definido como en la ecuación (2). El parámetro de salto depende de
los parámetros del campo de deformación, al igual que antes, pero dado que la corrugación se
encuentra fuera del plano, un nuevo efecto tiene que ser tomado en cuenta, a saber, el cambio en
la orientación relativa de los orbitales π. Dicho efecto y el cambio en las distancias interatómicas
puede ser tomado en cuenta usando la siguiente expresión para la integral de salto [57, 22],

γ~r ′,~r ′+ ~δ ′n
= γ0

[
1 + α(1− N̂~r ′ · N̂~r ′+ ~δ ′n

)
]

exp
[
−β

(
δl~r ′+ ~δ ′n

/ac − 1
)]
, (51)

donde N̂~r ′ es el vector unitario normal a la superficie de la nanocinta de grafeno deformada en el
punto ~r ′y está dado por,

N̂~r ′ = ẑ −∇z(~r )√
1 + [∇z(~r )]2

, (52)

∇ = (∂x, ∂y) es el operador gradiente bidimensional (2D), mientras que ẑ es un vector unitario
perpendicular al plano de la nanocinta de grafeno sin deformar. δlr′+δ′n es el cambio en la distancia
entre átomos definida en la ecuación (21) y α ≈ 0,4 es una constante que toma en cuenta el cambio
de la orientación relativa de los orbitales π [22]. Finalmente, β ≈ 3,37 y γ0 ≈ 2,7 eV, como ya se
ha dicho antes. Es importante mencionar que las contribuciones de los términos que contienen β
se deben a cambios de la distancia entre los átomos, mientras que los términos que contienen α
se deben al cambio en la orientación relativa de los orbitales π. En consecuencia, como se verá
más adelante, los términos dependientes de β tienden a ensanchar el espectro energético y los
términos dependientes de α tienden a estrecharlo.
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Ya que se ha presentado el modelo en general, es momento de particularizarlo para el caso
de deformación uniaxial. Si el campo de deformación es uniaxial, digamos, z(~r ) = z(y), los
parámetros de salto toman la siguiente forma,

γj = γ0
[
1 + α

(
1− N̂j · N̂j+1

)]
exp [−β (δlj,j+1/ac − 1)] (53)

donde
δlj,j+1 =

√
a2
c + [z(yj+1)− z(yj)]2 (54)

es la distancia entre los átomos en las posiciones yj+1 y yj, cuya forma específica depende del
tipo de nanocinta en consideración. j = 1, 2, ..., N etiqueta los sitios a lo largo de la posición y
en grafeno sin deformar dentro de la celda unitaria de la nanocinta. Finalmente,

N̂j = ẑ −∇z(yj)√
1 + [∇z(yj)]2

. (55)

Para concluir, definiremos el tipo de deformación que será utilizado para ambos tipos de
nanocintas, dicha deformación está dada por la siguiente expresión,

z(y) = λ cos (2πσy + φ). (56)

Como antes, está corrugación está modulada por tres parámetros: longitud de onda (σ), amplitud
(λ) y fase (φ). La amplitud λ corresponde a la máxima altura alcanzada por las corrugaciones de
la hoja de grafeno. Ya que se ha definido el campo de deformación a ser usado, en lo que sigue
estudiaremos los efectos de este tipo de deformación en las propiedades electrónicas de nanocintas
de grafeno con terminación zigzag y armchair.

5. Nanocintas de grafeno con terminación armchair
Si aplicamos una corrugación como la definida en la ecuación (56) a una nanocinta de grafeno

con terminación armchair, los parámetros de salto, Ec. (53), toman la siguiente forma,

γj =γ0
[
1 + α

(
1− N̂j · N̂j+1

)]
×

exp
{
−β

[√
1 + 4λ2 sen2

(√
3πσ/2

)
sen2

[√
3πσ(j + 1/2) + φ

]
− 1

]}
.

(57)

donde N̂j = N̂(yj) está definido como en la Ec. (55), con las posiciones yj dadas por la Ec. (41).
De manera similar a como hemos hecho en los capítulos 3 y 4, primero analizaremos el espectro

de energía como función de la frecuencia del campo de deformación, σ, manteniendo los demás
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Figura 20: Espectro de energía para una NGA como función de σ calculado para λ = 0,8 con φ = 0, N = 120
sitios, usando a) α = 0 y b) α = 0,4 e imponiendo condiciones de frontera periódicas. En los recuadros se presenta
un acercamiento alrededor de la energía de Fermi y σ = 1/

√
3. Los colores representan el logaritmo de la NPr.

Nótese que la similitud entre los dos espectros a pesar de que el valor de α es distinto para ambos.

parámetros constantes. Hacemos esto así porque este tipo de análisis arroja luz acerca de los
valores de σ para los cuales se observan brechas energéticas al nivel de Fermi. Dicho espectro
se presenta en la Fig. 20, la cual fue obtenido por medio de la diagonalización numérica del
Hamiltoniano (39) usando los parámetros de salto dados por la Ec. (57) para λ = 0,8, φ = 0,
N = 400 sitios y usando condiciones de frontera periódicas. El panel a) fue obtenido para α = 0,
mientras que el panel b) para α = 0,4. Los colores en la Fig. 20 representan el logaritmo del
inverso de la razón de participación normalizada, ver ecuación (26). Básicamente, los colores
tendiendo al rojo indican que la función de onda está altamente localizada en las cercanías de los
bordes de la nanocinta, mientras que colores tendiendo al azul corresponden a funciones de onda
totalmente extendidas. Observe que, tanto para la Fig. 20 a) como para el panel b) de la misma
figura, el espectro de energía es muy similar al observado en el caso de una nanocinta de grafeno
con terminación armchair deformada en el plano de dicha nanocinta. Por otro lado, con el fin
de dilucidar el efecto del cambio de la orientación relativa de los orbitales π en el espectro de
energía, en la Fig. 20 se presenta el espectro de energía para dos valores de α, a saber, a) α = 0
y b) α = 0,4. Es fácil notar que ambos espectros tienen la misma estructura independientemente
del valor de α. El efecto más importante de los términos que contienen α es el ensanchamiento
del espectro de energía. Este efecto es especialmente notorio alrededor de σ = 1/

√
3.

Para entender el origen de este hecho, es útil estudiar cómo cambia la estructura de bandas
a medida que σ incrementa desde σ = 0 hasta σ = 1/

√
3. En la Fig. 21 mostramos dichas
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Figura 21: Estructura de bandas y densidad de estados de una NGA para λ = 0,8, φ = 0 calculada para diferentes
valores de σ: a) σ = 0,6/

√
3, b) σ = 0,8σ/

√
3 y c) σ = 1/

√
3. Estos cálculos fueron realizados para un sistema con

N = 120 sitios por celda unitaria y se impusieron condiciones de frontera periódicas. Nótense las grandes brechas
energéticas que se abren en los casos b) y c).

estructuras de bandas para a) σ = 0,6/
√

3, b) σ = 0,8/
√

3 y c) σ = 1/
√

3 con λ = 0,8 y
φ = 0. Si vamos desde σ = 0 hasta σ = 1/

√
3, el sistema efectivo va desde grafeno sin corrugar

hasta dimeros débilmente acoplados. Estos dimeros están compuesto por un par de átomos de
carbono unidos por un enlace horizontal de valor γ0 y d(kx)γ0, como se muestra en la Fig. 13.
La aparición de los dimeros resulta del hecho de que cuando σ = 1/

√
3 el parámetro de salto

se vuelve γj = 0,05γ0 � γ0 para λ = 0,8 y α = 0,4 (como se verá en la siguiente sección),
en consecuencia, el sistema efectivo puede ser pensado como formado por dimeros interactuando
débilmente vía γj. Debido a esto se espera que las energías E = ±γ0 estén altamente degeneradas,
lo que se confirma en la Fig. 21 a). De eso se sigue que el efecto de la corrugación, especialmente
de α, es ensanchar el espectro en el intervalo (±γ0 − γj,±γ0 + γj). Conforme σ → 0, los dimeros
evolucionan en las singularidades de van Hove en E = ±γ0. Para confirmar que esta conjetura es
correcta es conveniente resolver analíticamente el caso σ = 1/

√
3. Esto será hecho en la siguiente

sección.
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5.1. Caso conmensurable: σ = 1/
√

3
Para σ = 1/

√
3, los valores propios del Hamiltoniano (39) pueden ser calculados de manera

analítica, pues los parámetros de salto pueden ser escritos como,

γj = γa(λ) = γ0 exp
[
−β

(√
1 + 4λ2 − 1

)]
. (58)

En consecuencia, el sistema está formado por celdas que contienen sólo cuatro átomos diferentes.
Nótese como, para λ grande γj → 0 por lo que el sistema efectivo se reduce a dimeros con
parámetro de salto entre los dimeros γ0 y γ0d, confirmando, de esta manera, la discusión sobre
la Fig. 21. Por otro lado, los bordes de banda del sistema efectivo para este valor particular de σ
están dados por,

E(kx) = ±γ0

√
1 + [γa(λ)]2 ± 2γa(λ) |cos (kx/2)|. (59)

De la ecuación anterior puede demostrarse que el tamaño de la brecha energética está dado por
la siguiente expresión

∆NGA = 2|γa(λ)− γ0|. (60)

Para posibles aplicaciones resulta útil encontrar el valor de λ a partir del cual la brecha energética
es distinta de cero, es fácil demostrar, que esto ocurre para λ > 0. Por lo tanto, hemos encontrado
que para abrir una brecha energética en el espectro del grafeno basta con inducirle una corrugación
periódica en el espacio que sea conmensurable con el tamaño de la nanocinta a lo largo de la
dirección y.

5.2. Caso inconmensurable
En esta sección se discutirá el caso en el que la frecuencia de la corrugación es inconmensurable

con el período de la celda unitaria, para este fin, en la Fig. 22 se muestran la estructura de bandas
y la densidad de estados para dos valores de σ que son inconmensurables con el período de la
celda unitaria. Aún para este caso el modelo de dimeros continúa siendo válido y útil. Cuando
γNGA
j → 0 el sistema efectivo está formado por dimeros con integrales de transferencia entre ellos

dadas por γ0 y γ0d, ambos con energías propias E = ±γ0, las cuales están altamente degeneradas
debido al factor d(kx), sin embargo, cuando el potencial efectivo se vuelve cuasi periódico, se
rompe la degeneración y el espectro se desdobla, como puede verse en la Fig. 22. Sin embargo,
aquellos dimeros que tienen integral de salto dada por γ0 no son afectados dando lugar a las
bandas parcialmente planas a energías ±γ0, como puede observarse en las densidades de estado
mostradas en la Fig. 22 a) y b), en donde dos grandes picos aparecen a energías ±γ0.
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Figura 22: Estructura de bandas y densidad de estados para una NGA usando a) σ = 4
√

5/3 y b) 0,4
√

7/3
para α = 0,4 bajo las mismas condiciones que la Fig. 21. Nótese como la densidad de estados para ambos casos
presenta muchos picos y dos bandas planas a energía E = ±t0.

5.3. Conclusiones
Encontramos que en el caso de una nanocinta de grafeno corrugada con terminación armchair

es posible inducir una brecha energética en la estructura de bandas de dicha nanocinta. De hecho,
para abrir dicha brecha energética basta con corrugar la nanocinta, sin embargo la corrugación
debe ir a lo largo de la dirección zigzag (es decir, tiene que ser uniaxial) y ser periódica en el
espacio, de forma que sea conmensurable con el tamaño de la nanocinta.

6. Nanocintas de grafeno con terminación zigzag
Ahora se estudiará una nanocinta de grafeno con terminación zigzag, en este caso, el parámetro

de salto está dado por

γj =γ0
[
1 + α

(
1− N̂j · N̂j+1

)]
×

exp
{
−β

[√
1 + 4λ2 sen2 (ξjπσ/2) sen2 [πσ(3j/2 + 1) + φ]− 1

]}
,

(61)

donde ξj = [3 + (−1)j]/4.
En la figura 23 se presenta el espectro de energía obtenido por medio de la diagonalización

numérica de la representación matricial del Hamiltoniano (27) y usando los parámetros de salto
dados por la Ec. (61) para cada valor de kx y σ para λ = 0,8, φ = 0 e imponiendo condiciones
de frontera cíclicas. En el panel a) de la Fig. 23 se usó α = 0, mientras que en el panel b) se
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Figura 23: Espectro de energía como función de σ para una NGZ para λ = 0,8, a) α = 0 y b) α = 0,4 obtenido
resolviendo la ecuación de Schrödinger para un sistema con N = 80 sitios por celda unitaria, usando 250 puntos
para barrer kx e imponiendo condiciones de frontera periódicas. Los colores representa el logaritmo de la razón de
participación normalizada (NPR). Nótese como las brechas energéticas son de menor tamaño comparadas con el
caso armchair y las funciones de onda muestran un patrón más localizado.

usó α = 0,4. Al igual que antes los colores en la figura representan el logaritmo de la razón de
participación normalizada, ver la ecuación (26).

Para la elaboración de las gráficas se usaron dos valores diferentes de α, a saber, a) α = 0
y b) α = 0,4. Como puede verse en la Fig. 23 (los diferentes colores en esta figura representan
el logaritmos de la NPR) el espectro es muy similar al de una NGZ bajo deformación uniaxial
en el plano, por lo que se procederá a estudiar únicamente el efecto de α en el espectro de la
energía. Nótese como la estructura de dicho espectro es la misma para α = 0 y α = 0,4, salvo
que en el último caso el espectro se ha ensanchado, de manera similar a como ocurre en el caso
armchair. Esto es especialmente notorio cuando σ = 2/3, 4/3 (ver Fig. 23). Para estos valores,
los parámetros de salto pueden escribirse como,

γj = γeff(λ) = γa(3λ/4)
1 + α

1− 1√
1 + 4π2λ2/3

 (62)

donde γ(λ) está definido en la ecuación (58). Si se sustituyen todos los parámetros obtenemos
γeff(0,8) = 0,19γ0 para α = 0,4 y γeff(0,8) = 0,15γ0 para α = 0, por lo tanto estos valores son
muy parecidos a pesar de que fueron calculados para diferentes valores de α. Es estos casos, el
espectro es el mismo que el espectro de una NGZ sin deformar con un parámetro de salto efectivo
dado por γeff(0,8). Por otro lado, para σ’s alrededor de 2/3 y 4/3 pero no iguales a estos valores,
el efecto de α se vuelve importante y el espectro se ensancha de manera considerable como puede
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Figura 24: Estructura de bandas y densidad de estados de una NGZ para φ = 0, λ = 0,8, a) σ = 1, b)
σ = (

√
5− 1)/2 y c) σ = 1/2. Para la elaboración de las gráficas se usaron las mismas condiciones que en la Fig.

23. Nótese la gran brecha energética presente en el caso a), mientras que en b) la densidad de estados tiene muchos
picos debido a la naturaleza irracional de σ. Finalmente, en el caso c) la densidad de estados es muy similar a la
de densidad de estados cadenas débilmente acopladas.

ser visto en la Fig. 23. Esto se debe a que, al igual que en el caso armchair, α actúa como un
potencial perturbativo que desdobla la estructura de bandas. Por otro lado, la Fig. 24 donde se
presenta la estructura de bandas y la densidad de estados para a) σ = 1, b) σ = (

√
5− 1)/2 y c)

σ = 1/2 para φ = 0, λ = 0,8 y N = 80, además de imponer condiciones de frontera cíclicas. En
la Fig. 24 se confirma que el efecto de α es mayor en las cercanías de σ = 2/3 y σ = 4/3, pues la
estructura de bandas mostrada en el panel b) es mucho más ancha que las demás mostradas en
la Fig. 24.

Ahora se discutirá la transición observada en la Fig. 24 conforme σ va de cero a uno. Esta
discusión se realizará por medio de resultados analíticos para valores racionales de σ. El caso
de σ irracional ya ha sido explicado antes y no será discutido aquí, para mayores detalles ver el
capítulo 5.
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6.1. Caso σ = 1/2
Para σ = 1/4 la celda unitaria tiene únicamente cuatro átomos diferentes, con parámetros de

salto dados por,

γNGZ
1 = γ1 = γa(λ/2)

[
1 + α

(
1− 1√

1 + π2λ2

)]

γNGZ
2 = γ2 = γ0 + γ0α

(
1 + 1− π2λ2

1 + π2λ2

)
γNGZ

3 = γ1

γNGZ
4 = γa(λ),

(63)

donde γa(λ) está definido en la ecuación (58). Las energías para este caso, calculadas exactamente,
son

E(kx) = ±1
2

{
± [γa(λ) + γ2]±

√
8γ2

1 + [γa(λ)− γ2]2 + 8γ2
1 cos

(√
3kx

)}
. (64)

6.2. Caso σ = 1
Finalmente, el caso σ = 1 es mostrado en la Fig. 24 c). Nótese que la estructura de bandas

así como la densidad de estados son las mismas que en el caso armchair mostrado en la Fig. 21
c). Para explicar esto obsérvese que cuando σ = 1, γj toma dos valores diferentes dependiendo de
la paridad de la etiqueta j. Para j impar γj = γ0, mientras que para j par γj = γ(0,8) = 0,05γ0.
De tal suerte que, nuevamente, el sistema esta formado por dimeros con integrales de salto
intra dimeros dadas por 0,05γ0c(kx) y γ0. Debido a que 0,05γ0 � γ0 el sistema puede verse como
dimeros débilmente acoplados vía 0,05γ0c(kx). En consecuencia el tamaño de la brecha energética
debe ser 2|2γa(0,8)− γ0|, según lo obtenido en el caso armchair. Esto conjetura será confirmada
mediante cálculos analíticos.

Primero nótese que el parámetro de salto, para σ = 1, está dado por,

γj =

1, if j is even
γa(λ) = exp

{
−β

[√
1 + 4λ2 − 1

]}
, if j is odd.

(65)

Por lo tanto, el sistema efectivo tiene cuatro átomos diferentes por celda unitaria. Las energías
de los bordes de banda de este sistema están dadas por,

E(kx) = ±γ0 ± 2γa(λ) cos
(√

3kx/2
)
. (66)

El tamaño de la brecha energética obtenido de la ecuación anterior resulta ser,

∆NGZ = 2|2γa(0,8)− γ0|. (67)
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Como se había conjeturado antes de realizar ningún cálculo. Al igual que antes, resulta útil
calcular el valor mínimo de λ necesario para abrir una brecha energética en la estructura de
bandas de la nanocinta considerada. Para este caso la brecha energética existe para valores de
λ > λc, donde,

λc = 1
2

√√√√(1 + 1
β

ln 2
)
− 1 ≈ 0,34. (68)

El valor mínimo requerido para generar una brecha energética excede la respuesta elástica del
grafeno por lo que su aplicación práctica es difícil.

Con la información anterior podemos decir que la transición mostrada en la Fig. 24, es la
transición entre una cadena lineal con dos átomos distintos (autonergías distintas dadas por γa(λ)
y t2) con parámetro de salto γ1 a una cadena lineal con átomos de un sólo tipo (autoenergía dada
por t0) con parámetro de salto γa(λ).

6.3. Conclusiones
Se encontró que para el caso de nanocintas de grafeno corrugada con terminación zigzag no

es posible abrir una brecha energética en la estructura de bandas, usando una amplitud de la
corrugación que se encuentre dentro de la respuesta elástica del grafeno.
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Parte III

Grafeno deformado: Caso dependiente
del tiempo

53





Nanocintas de grafeno con terminación
zigzag

Al analizar el caso de grafeno deformado (deformaciones estáticas, es decir, no dependientes
del tiempo) hemos encontrado una serie de características muy interesantes, de las cuales quizás
la más importante de ellas sea el hecho de que es posible abrir una brecha energética al nivel
de Fermi tanto para nanocintas de grafeno con terminación armchair como para nanocintas con
terminación zigzag. Claro está que hay dificultades experimentales para alcanzar las condiciones
que hemos utilizado para lograr abrir dichas brechas energéticas, aunque, en principio es posible
alcanzarlas experimentalmente utilizando redes artificiales o redes ópticas [48, 49, 50, 51, 52, 53].
Empero, no hemos mencionado ni explorado las propiedades topológicas del grafeno. En realidad
el grafeno posee propiedades topológicas muy interesantes para el caso independiente del tiempo
[15, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71] como para el caso dependiente del tiempo
[72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 21]. Por ejemplo, para el caso estático, se ha probado que los conos
de Dirac tienen una fase de Berry distinta de cero [80], lo cual implica que los conos de Dirac son
robustos ante perturbaciones pequeñas y ante el desorden [81]. Además, debido a que los conos de
Dirac siempre vienen en pares, cada uno de los miembros del par tiene una fase de Berry opuesta
a la de su compañero [80]. Por esta razón, como una consecuencia de la correspondencia bulto-
borde emerge un estado de borde (que en el caso de nanocintas finitas de grafeno con terminación
zigzag son bandas planas [82]) que une dos conos de Dirac distintos [82] (es decir, dos conos de
Dirac con fases de Berry opuestas entre sí). Estos estados de borde son bandas planas12 para
sistemas bidimensionales que no tienen brecha energética y, a decir verdad, tienen su origen en
las propiedades topológicas de la ecuación de Dirac. Debido a que los estados que se encuentran
en el cono son topológicos (es decir, tienen fase de Berry distinta de cero), esos estados no pueden
ser transformados en estados topológicamente triviales (por estados triviales entendemos aquellos

12El origen de las bandas planas viene del espectro energético del sistema, pues dicho espectro puede tener
puntos o líneas en los cuales los bordes de banda se tocan a energía cero. Esto fue observado por primera vez por
Volovik [83, 82, 84]. En el caso del grafeno los bordes de banda se tocan en puntos, los conocidos puntos de Dirac.
Sin embargo, hay una clase de materiales, los conocidos semimetales nodales, en los cuales los bordes de banda se
tocan a energía a lo largo de líneas cerradas o abiertas en el espacio recíproco [85].
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estados que tienen fase de Berry cero), por lo tanto, si el sistema es considerado a ser finito, una
banda plana uniendo dichos conos de Dirac emerge; los estados de dicha banda plana están muy
localizados cerca de los bordes de la nanocinta en consideración. La emergencia de bandas planas
no se observa únicamente en sistemas bidimensionales, de hecho la versión tridimensional de los
semimetales de Dirac (es decir, aquellos metales bidimensionales que tienen conos de Dirac), los
semimetales de Weyl, también dan origen a bandas planas, conocidas como arcos de Fermi, que
unen dos puntos de Weyl diferentes, cada uno de ellos con carga topológica opuesta a la de su
compañero [85]. Ambos puntos, los de Dirac y los de Weyl, son muy robustos debido a que están
protegidos topológicamente13.

Por otro lado, si aplicamos una perturbación dependiente del tiempo al grafeno, nuevas pro-
piedades topológicas emergen. Por ejemplo, cuando se aplica un campo eléctrico AC dependiente
del tiempo al grafeno, es posible obtener una transición de fase que va de una fase semimetálica
que es topológica a una fase aislante que es topológicamente trivial [72]. Uno también puede
abrir brechas energéticas en la estructura de bandas del grafeno de manera controlada si se le
irradia con un láser, la manera de controlar la apertura de la brecha energética es mediante la
intensidad del láser [87, 88]. Similarmente (esto es por medio de la aplicación de luz láser), uno
puede observar estados de borde chirales topológicos de Floquet que aparecen cuando el grafeno
tiene una brecha energética distinta de cero, de hecho tales estados pueden ser controlados muy
precisamente por medio del cambio de la intensidad de la luz del láser [75]. Las propiedades
topológicas anteriores necesitan una brecha energética para emerger y por eso son parecidas a las
propiedades de los aislantes topológicos. Sin embargo, uno puede tener propiedades topológicas
no triviales en sistemas en los que no hay brecha energética [82, 84]. Uno puede mencionar, por
ejemplo, el modelo de Harper pulsado [89] y el modelo de Su-Schieffer-Heeger pulsado [90]. En
el modelo de Harper pulsado uno puede crear tantos puntos en los que los bordes de banda se
tocan siguiendo una dispersión lineal (estos puntos son una especie de conos de Dirac que pueden
aparecer a energías distintas de cero) como se quiera, esto se logra al cambiar el período del pulso.
Los puntos en donde los bordes de banda se tocan dan lugar a la aparición de bandas planas si
dichos puntos emergen en pares para los que cada uno de los puntos tiene una carga topológica
opuesta a la de su compañero [89]. Como veremos más adelante uno puede tener el mismo efecto
que se observa en el modelo de Harper pulsado si se aplica una deformación mecánica de manera
pulsada. Por las razones anteriores, en lo que resta de este documento nos dedicaremos a analizar

13La robustez de los puntos de Weyl (o puntos de Dirac si el sistema es bidimensional) se debe a que en la
vecindad de los puntos de Weyl el Hamiltoniano del sistema puede ser descrito por un Hamiltoniano de Weyl.
Por lo tanto, las funciones de onda describen fermiones de Weyl con chiralidad opuesta [86], en otras palabras, los
puntos de Weyl siempre aparecen en pares, cada par teniendo carga topológica cero (chiralidad cero). Debido a
que los puntos de Weyl aparecen al nivel de Fermi, la única manera de abrir una brecha energética es por medio
de la aniquilación de dos puntos de Weyl con chiralidad opuesta (similarmente, en grafeno es necesario aniquilar
dos conos de Dirac con fase de Berry opuesta para lograr abrir una brecha energética, esto puede ser logrado
mediante tensión mecánica como se mostró en la Parte II).
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el efecto que tiene en las propiedades electrónicas de nanocintas de grafeno el aplicarles un campo
de deformación de manera pulsada y periódica en el tiempo. Haremos eso dentro de la aproxima-
ción de amarre fuerte y dentro del formalismo de la teoría de Floquet. Más adelante mostraremos
que al aplicar la deformación pulsada a las nanocintas somos capaces de obtener bandas planas
que están topológicamente protegidas. Antes de terminar, a modo de justificación, diremos que
la importancia de las bandas planas radica en su posible utilidad en el campo de la computación
cuántica topológica [91]. Su aplicación a esta tecnología es posible porque tanto los puntos de
Dirac como los puntos de Weyl siempre vienen en pares y pueden dar lugar a excitaciones de baja
energía que se comportan de manera efectiva como fermiones de Majorana14 [106, 107, 64, 108],
lo cual le da, a estas excitaciones, una gran resistencia a perturbaciones débiles y disminuye los
efectos de decoherencia [91].

El estudio de los efectos de la aplicación de un campo de deformación pulsado a nanocintas
de grafeno con terminación zigzag se hará en los siguientes dos capítulos. Se comenzará con el
caso en el que la deformación se aplica dentro del plano de la nanocinta (capítulo 7). Después, en
el capítulo 8, se estudiará el caso en el que la deformación induce corrugaciones en la nanocinta.

7. Deformación dentro del plano de la nanocinta
Comencemos, como siempre, con una nanocinta de grafeno con terminación zigzag como la

que se muestra en la Fig. 25 a). Ahora suponga que a dicha nanocinta se le aplica una deformación
uniaxial periódica como la siguiente,

u(y) = 2λ
9 cos

[8π
3 σ(y − 1/2) + φ

]
,

que es la misma deformación que se usó en el capítulo 3. Una vez más, los parámetros de dicha
deformación son la amplitud (λ), la frecuencia (σ) y la fase (φ). Al igual que en el capítulo 3,
las propiedades electrónicas de dicha nanocinta estarán bien descritas, a bajas energías, por el
siguiente Hamiltoniano de amarre fuerte,

H(kx) =
N−1∑
j=1

[
γ2j a

†
2j+1b2j + c(kx) γ2j−1a

†
2j−1b2j

]
+ h.c.

donde c(kx) = 2 cos (
√

3kx/2), el operador aj (bj) aniquila un electrón en el sitio j de la celda
unitaria mostrada en la Fig. 25 a) (en dicha figura la celda unitaria se encuentra dentro de

14De hecho mucho sistemas teóricas de materia condensada que pueden dar lugar a excitaciones tipo fermión de
Majorana han sido propuestos, entre ellos, los más prometedores parecen ser los sistemas modulados periódica-
mente en el tiempo, los cuales son estudiados usando el formalismo de Floquet [92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100,
101, 102, 103, 104]. Es un hecho interesante el que este tipo de sistemas puede dar lugar a bandas planas no sólo
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Figura 25: Diagrama esquemático de la modulación temporal en el caso de pulsos ultra cortos para una nanocinta
de grafeno con terminación zigzag. El campo de deformación es encendido (b) para tiempos tales que t = mT ,
donde m es un número entero y T es el período de la modulación temporal. Por otro lado, para t 6= mT el campo
de deformación es apagado como se muestra en el panel a). Debido a que el campo de deformación únicamente
depende de la componente y de la posición de los átomos de carbono en la nanocinta, la nanocinta deformada
puede ser mapeada a un sistema efectivo unidimensional, el cual es representado por las cadenas lineales en la
figura. Las posiciones de los átomos de carbono están indicadas por medio de círculos sólidos.

las líneas punteadas negras) y N es el número de átomos por celda unitaria. Por otro lado, si
consideramos el límite de amplitudes pequeñas del campo de deformación, los parámetros de salto
toman la siguiente forma,

γj = γ0 + λ γ0ξ(j + 1) sin [πσξ(j)] sin (2πσj + φ), (69)

donde ξ(j) = 1 + (−1)j/3, ver capítulo 3 para mayores detalles.
Después de haber recordado la forma explicita del Hamiltoniano usado para describir las

propiedades electrónicas de una nanocinta deformada de grafeno con terminación zigzag, toca
el turno de introducir la dependencia temporal que será considerada. La dependencia temporal
será introducida vía los parámetros de salto, en particular consideraremos el siguiente tipo de
modulación,

γj(t) =
{
γ0 if t < mod(t, T ) < t1
γj if t1 < mod(t, T ) < T

(70)

donde T es el período de la modulación y t1 es un tiempo dado tal que 0 ≤ t1 < T . Esto nos lleva
al siguiente Hamiltoniano dependiente del tiempo,

H(kx, t) =
N−1∑
j=1

[
γ2j(t) a†2j+1b2j + c(kx) γ2j−1(t)a†2j−1b2j

]
+ h.c. (71)

a energía cero sino también a energías en el borde de la zona de Floquet (Para ser más precisos cuasi energías. Se
les llama de esta manera porque sólo están bien definidas modulo 2π.). Lo más importante es que estas bandas
planas están formadas de electrones que se comportan de manera efectiva como fermiones de Majorana [100, 105].
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El Hamiltoniano anterior describe a una nanocinta para la cual el campo de deformación es encen-
dido siempre que el tiempo se encuentre dentro del intervalo (mt1,mT ) donde m es un número
entero positivo distinto de cero. Mientras que la nanocinta no experimenta ningún campo de
deformación si el tiempo se encuentra en el intervalo dado por (0,mt1). Por simplicidad estudia-
remos el límite en el que t1 → T , es decir, estudiaremos el caso de pulsos ultra cortos15. Hacemos
esto porque el límite nos permite realizar cálculos analíticos, pues, siempre que el producto de la
amplitud del pulso (en nuestro caso, la amplitud del campo de deformación) por la duración del
pulso (T − t1) sea constante, la modulación temporal puede ser descrita usando funciones delta
de Dirac si se considera el límite t1 → T . Debido a que este caso límite presenta serias limita-
ciones experimentales, más adelante, discutiremos la posibilidad de la realización experimental
de nuestro modelo y, además, se estudiará el caso en el que la modulación temporal es de tipo
cosenoidal porque dicho tipo de modulación es más fácil de obtener de manera experimental.

Se sigue que, si consideramos el límite t1 → T [con λ(T − t1) constante], los parámetros de
salto, Ec. (70) pueden escribirse como,

γj(t) = γ0 +
∑
m

δ(t/T −m)γ0λξ(j + 1) sin [πσξ(j)] sin(2πσj + φ), (72)

donde m es un número entero distinto de cero. En la Fig. 25 se muestra una representación
esquemática de dicho modulación. En dicha figura puede verse que el campo de deformación se
enciende para tiempos t = mT , mientras que es apagada siempre que t 6= mT . La dependencia
temporal de nuestro modelo será estudiada por medio del operador de evolución temporal de un
período que se define como,

U(T ) |ψk(t)〉 = |ψk(t+ T )〉 , (73)
donde |ψk(t)〉 es el vector de onda dependiente del tiempo de nuestro sistema para una k dada.
La ventaja de considerar el límite de pulsos ultra cortos es que el operador de evolución temporal
de un período, Ec. (73), puede escribirse de una manera muy sencilla, para nuestro caso toma la
siguiente forma,

U(kx, τ) = T exp
[
−i
∫ T

0
H(kx, t) dt/~

]
= exp [−iτH1(kx)] exp [−iτH0(kx)], (74)

en donde T denota el operador de ordenamiento temporal, τ = T/~ y

H0(kx) = γ0

N−1∑
j=1

[
a†2j+1b2j + c(kx) a†2j−1b2j

]
+ h.c.,

H1(kx) =
N−1∑
j=1

[
δγ2ja

†
2j+1b2j + c(kx) δγ2j−1a

†
2j−1b2j

]
+ h.c.

(75)

15Es importante mencionar que muchos trabajos teóricos usando este tipo de modulación temporal han sido
realizados, ver, por ejemplo las referencias [109, 110, 101, 111, 112, 113, 89].
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donde hemos usado que δγj = γj−γ0. En general los HamiltonianosH0(kx) yH1(kx) no conmutan.
Sin embargo, a pesar de eso, es posible estudiar el espectro de eigen valores del operador de
evolución temporal de un período, Ec. (74), por medio de un Hamiltoniano efectivo Heff(kx, τ)
definido como,

U(kx, τ) = exp [−iτHeff(kx, τ)], (76)

se sigue que los eigenvalores del operador U(kx, τ) están dados por exp [−iτω(kx, τ)], donde
τω(kx, τ) son los eigenvalores del Hamiltoniano efectivo τHeff(kx, τ). A los eigenvalores τω(kx, τ)
se les conoce como las cuasi energías del sistema porque únicamente están definidas modulo
2π debido a la periodicidad del espacio de Floquet. Una vez que la dependencia temporal ha
sido introducida al modelo contamos con cuatro parámetros libres, uno debido a la modulación
temporal (el período de la modulación τ) y tres debidos al campo de deformación (λ, σ y φ).

Aunque uno puede estudiar el sistema para un amplio rango de parámetros hemos decidido
concentrarnos en el caso más sencillo, es decir, el caso para el cual los parámetros de salto Ec.
(69) únicamente toman dos valores, eso se logra si se considera que σ = 1/2 y φ = 4πσ/3. Para
ese caso tenemos que los parámetros de salto pueden escribirse como,

γ2j−1 − γ0 = −λ
γ2j − γ0 = λ/2.

(77)

Este caso es interesante pues, para los valores de σ y φ elegidos, el sistema se encuentra en
una línea crítica que separa dos fases topológicamente distintas vía el parámetro λ en el caso
independiente del tiempo. En dicho caso para λ < λc = 0,4 el sistema se encuentra en una
fase semi metálica topológicamente trivial (esta fase no tiene brecha energética y hay puntos de
Dirac), aunque puede dar lugar a estados de borde, que son bandas planas [82]. Para λ > λc el
sistema se encuentra en una fase aislante de Zak (ya no hay conos de Dirac y el sistema tiene
una brecha energética pero aún puede haber estados de borde [114, 54]). Como ya se vio en el
capítulo 4, en el punto crítico, λc, a bajas energías, los electrones se comportan como fermiones
de Dirac en una dirección mientras que en la otra se comportan como fermiones de Schrödinger
con masa. Sin embargo, debido a que hemos considerado el límite de amplitudes de deformación
pequeñas comparadas con el parámetro de red del grafeno, siempre estaremos en regiones para las
que λ� λc. La razón principal para elegir este límite tiene que ver con razones experimentales,
pues es mucho más fácil producir deformaciones mecánicas pequeñas e nanocintas de grafeno de
manera controlada.

Una vez que se ha descrito el modelo a ser usado, el siguiente paso es analizar el espectro
de cuasi energías del operador de evolución temporal de un período, Ec. (74), como función de
τ , manteniendo los parámetros de la deformación constantes y usando una kx fija. Este tipo de
espectros es interesante porque nos da información acerca de los valores mínimos necesarios para
que estados de borde emerjan en el espectro de energías.
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Figura 26: Espectro de cuasi energías obtenido numé-
ricamente de la ecuación (74). La gráfica fue obtenida
para kx = 0, λ = 0,1, σ = 1/2 y φ = 4πσ/3, N = 240 e
imponiendo condiciones de frontera fijas. Observe como
los bordes de banda se tocan a sí mismos para ciertos
valores de τ a cuasi energías τω(0, ky) = 0, ±π. En di-
chos puntos emergen bandas planas (estados de borde
sin dispersión), los cuales se indican en la figura con lí-
neas rojas sólidas para τω = ±π y con líneas verdes
sólidas para τω = 0.

7.1. Espectro de cuasi energías: Resultados numéricos
Empezaremos por construir la representación matricial del operador U(kx, τ), Ec. (74), para

luego obtener sus eigenvalores de manera numérica. En todos los casos estudiados aquí consi-
deramos que τω(τ, kx) fue obtenida usando los siguientes valores de los parámetros del campo
de deformación, a saber, σ = 1/2, φ = 4πσ/3, λ = 0,1, N = 240 sitios por celda unitaria e
imponiendo condiciones de frontera fijas. El espectro resultante es mostrado en la Fig. 26 para un
corte en kx = 0. Para valores pequeños de τ el espectro tiene una brecha energética alrededor del
cero de la cuasi energía cuyo tamaño (el de la brecha energética) crece linealmente con τ . De la
misma manera, los bordes de banda exteriores también crecen de manera lineal conforme τ crece.
Después para un valor crítico de τ (el cual denotaremos por τc), los bordes de banda exteriores
alcanzan el límite de la primera zona de Brillouin del espacio de Floquet. Observe como a dichos
puntos aparecen estados de borde a energías a cuasi energías ±π que, para el caso estudiado
aquí, son bandas planas, las cuales están representadas por líneas rojas sólidas en la Fig. 26. Si
seguimos incrementando el valor de τ , alcanzaremos el punto en el cual τ = 2τc, en donde las
bordes de banda exteriores se vuelven a cruzar pero ahora a cuasi energía cero, dando lugar a
bandas planas a esta cuasi energía (ver Fig. 26 en donde dichas bandas planas están representadas
por líneas sólidas de color rojo). La naturaleza plana de estos estados de borde sugiere que ellas
se originan debido a efectos de borde. De hecho, debido a que dichas bandas planas emergen en
puntos en los que los bordes de banda se cruzan, las bandas planas tienen un origen similar al
de los estados que aparecen en el modelo de Shockley [115, 116, 117, 98]. En dicho modelo las
bandas planas siempre vienen en pares y pueden tener una naturaleza tipo fermión de Majorana.
A decir verdad, se ha predicho que estos estados de borde que se comportan de manera efectiva
como fermiones de Majorana aparecen en un superconductor unidimensional de onda s [96]. Sin
embargo, en nuestro modelo que es bidimensional, uno espera que las bandas planas observadas
en la Fig. 26 den lugar a bandas planas hechas de fermiones tipo fermiones de Majorana en la
estructura de bandas, es decir, en el espectro de cuasi energías como función de kx.
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Figura 27: Panel superior. Estructura de bandas de
las cuasi energías como una función de kx para λ = 0,1,
σ = 1/2, φ = 4πσ/3 y τ = 3. Observe la presencia
de bandas planas a cuasi energías cero y ±π. Nótese
que para τω(k, τ) = 0 hay dos tipos de bandas pla-
nas, un tipo tiene un origen independiente del tiempo
(líneas amarillas) y el otro tipo tiene un origen depen-
diente del tiempo (líneas verdes), para detalles sobre
este punto vea el texto principal. La etiqueta n indica
la región correspondiente en el diagrama de fase topoló-
gico y también indica el tipo de estados de borde. Para
n impar tenemos bandas planas a cuasi energías ±π (lí-
neas color rojo), mientras que n par indica estados de
borde a cuasi energía cero (líneas color verde). El caso
n = 0 corresponde a los estados de borde que son inde-
pendientes del tiempo a cuasi energía cero (líneas color
amarillo). En el panel b), presentamos la amplitud de
dos funciones de onda para τω = 0 y τω = π usando
kx = 0. Las amplitudes siguen el mismo código de co-
lor que se usó en el panel a). El panel c) se presenta
el valor de las cuasi energías como función del número
del eigen valor de la cuasi energía para kx = 0.

Figura 28: Panel superior. Estructura de bandas de
las cuasi energías obtenido usando las mismas condi-
ciones de la Fig. 27 pero usando τ = 5,28. La etiqueta
n indica la región correspondiente en el diagrama de
fase topológico y también indica el tipo de estados de
borde. Para n impar tenemos bandas planas a cuasi
energías ±π (líneas color rojo), mientras que para n
par tenemos bandas planas a cuasi energía cero (líneas
color verde). El caso n = 0 corresponde a bandas planas
con un origen independiente del tiempo a cuasi energía
cero (líneas color amarillo). En el panel b) mostramos
las amplitudes de dos funciones de onda para estados de
borde en kx = 0, además se ha usado el mismo código
de color que en el panel a). En el panel c), presentamos
el valor de la cuasi energía como función de su número
de eigen valor.
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Para confirmar la afirmación anterior, hemos graficado la estructura de bandas de las cuasi
energías como una función de kx para τ = 3 (ver Fig. 27) y para τ = 5,28 (ver Fig. 28) bajo
las mismas condiciones en las que fue realizada la Fig. 26. En los paneles b) de las Figs. 27 y 28
mostramos la amplitud de las funciones de onda que exhiben una dispersión lineal. Claramente
dichas funciones de onda están localizadas cerca de los bordes de la nanocinta, además, las
funciones de onda siempre vienen en pares. Es importante notar que cada una de las bandas
planas está separada de las bandas del bulto por una brecha energética secular, este hecho sugiere
que las bandas planas podrían tener propiedades topológicas no triviales, también sugiere que las
bandas planas pueden dar lugar a excitaciones de baja energía (alrededor de cuasi energía cero
y ±π) tipo fermiones de Majorana. Finalmente, observe que hay tres tipos de bandas planas, un
tipo a cuasi energía ±π (que están representadas por I y por líneas rojas en las figuras) y otros
dos tipos a cuasi energía cero (indicadas por II y por líneas verdes y rojas en las figuras). Las
bandas planas de color amarillo, como será visto más adelante, son los bien conocidos estados de
borde a energía cero que aparecen en nanocintas finitas de grafeno con terminación zigzag. En el
caso estático estas bandas planas unen dos conos de Dirac con fase de Berry opuesta. Este tipo
de bandas no tiene su origen en la modulación temporal, más bien, provienen de las propiedades
estáticas de las nanocintas de grafeno. Nótese que, similarmente, al caso estático, las bandas
planas que emergen a cuasi energía cero y ±π unen dos puntos en los cuáles los bordes de banda
se tocan, lo que sugiere que el origen de dichas bandas planas es similar al origen de la bandas
planas que emergen en nanocintas de grafeno con terminación zigzag. El análisis necesario para
confirmar o rechazar el enunciado anterior será hecho en la siguiente sección.

7.2. Estudio analítico del espectro de cuasi energías
Una vez que los resultados numéricos para el caso σ = 1/2 y φ = 2π/3 han sido presentados,

es hora de explicarlos por medio de cálculos analíticos. Debido a que hemos elegido σ = 1/3
los parámetros de salto únicamente toman dos valores distintos [ver Ec. (77)], el sistema (la
nanocinta de grafeno con terminación zigzag deformada) es periódica no sólo en la dirección x
(como se supuso de entrada) sino también a lo largo de la dirección y. Podemos ir más lejos aún,
dado que los parámetros de salto sólo toman dos valores distintos el sistema puede describirse
utilizando matrices 2× 2. Esto se debe a que ky es un buen número cuántico como consecuencia
de la periodicidad a lo largo de la dirección y. Para encontrar el Hamiltoniano 2× 2 que describe
al sistema para estos valores particulares de la frecuencia y la fase de la deformación (σ = 1/2
y φ = 2π/3) procedemos como de costumbre, esto es, aplicamos una transformada de Fourier
a los Hamiltonianos H0(kx) y H0(kx) para, de esta manera, movernos al espacio recíproco. Las
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transformadas de Fourier adecuadas para este fin son las siguientes,

aj = 1√
N/2

∑
ky

e−i3kyj/2aky

bj = 1√
N/2

∑
ky

e−i3kyj/2bky ,
(78)

como antes N es el número de átomos por celda unitaria. Si sustituimos la Ec. (78) en la Ec. 75,
después de algunas manipulaciones algebraicas, uno encuentra lo siguiente,

H0(k) = h0(k) ĥ0(k) · σ
H1(k) = h1(k) ĥ1(k) · σ

(79)

donde k = (kx, ky), σ = (σx, σy, σz) son las matrices de Pauli, ĥ0(k) = h0(k)/|h0(k)|, ĥ1(k) =
h1(k)/|h1(k)|. Note que h0(k) [h1(k)] es la magnitud de h0(k) [h1(k)]. Las componentes de los
vectores h0(k) y h1(k) están dadas por las siguientes expresiones,

h
(x)
0 (k) = 2 cos

(√
3kx/2

)
+ cos (3ky/2)

h
(y)
0 (k) = sin (3ky/2),
h

(x)
1 (k) = 2γ1 cos

(√
3kx/2

)
+ γ2 cos (3ky/2)

h
(y)
1 (k) = γ2 sin (3ky/2).

(80)

Si usamos los Hamiltonianos definidos en la ecuación (79), el operador de evolución temporal de
un período, Ec.(74), toma la siguiente forma,

U(k, τ) =
∑
ky

U(k, τ)⊗ |ky〉 〈ky| . (81)

Hemos usado que δH(k) = H1(k)−H0(k), y que,

U(k, τ) = exp [−iτδH(k)] exp [−iτH0(k)]. (82)

Antes de continuar es útil calcular el conmutador de los Hamiltonianos definidos en la Ec. (79).
Usando las propiedades de las matrices de Pauli, es fácil demostrar que dicho conmutador es el
siguiente,

[H0(k), H1(k)] = −3ih0(k)h1(k)
[
ĥ0(k)× ĥ1(k)

]
. (83)

Por otro lado, debido a que los Hamiltonianos Ec. (79) son matrices 2× 2, uno puede obtener
el Hamiltoniano efectivo del sistema definido como sigue,

U(k, τ) = exp [−iτHeff(k)], (84)
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de manera analítica usando la regla de suma de SU(2), la cual está dada por la siguiente formula,

eia(n̂·σ)eib(m̂·σ) = e−ic(ĝ·σ) (85)

donde
cos c = cos a cos b− n̂ · m̂ sin a sin b (86)

con
ĝ = 1

sin c(n̂ sin a cos b+ m̂ sin b cos a− n̂× m̂ sin a sin b). (87)

Usando las ecuaciones (79), (80), (82), (85), (86) y (87), uno obtiene que el Hamiltoniano efectivo
definido en la ecuación (84) está dado por,

Heff(k) = τω(k, τ) ĥeff(k, τ) · σ, (88)

las cuasi energías, τω(k, τ), pueden ser obtenidas de la siguiente expresión,

cos [τω(k, τ)] = cos [τ δh(k)] cos [τh0(k)]− ĥ0(k) · δ̂h(k) sin [τ δh(k)] sin [τh0(k)], (89)

donde δh(k) = h1(k)− h0(k), y

ĥ0(k) · δ̂h(k) = 1
h0(k) δh(k)

[
4(γ1 − 1) cos2

(√
3

2 kx

)
+ γ2 − 1

]

+ 1
h0(k)δh(k)

[
2(γ1 + γ2 − 2) cos

(√
3

2 kx

)
cos

(
3ky
2

)]
.

(90)

El vector unitario ĥeff(k, τ) está dado por,

ĥeff(k, τ) = −1
sin [τω(k)]

[ ˆδh(k) sin [τ δh(k)] cos [τh0(k)]
]

+ −1
sin [τω(k)]

[
ĥ0(k) sin [τh0(k)] cos [τδh(k)]

]
+ −1

sin [τω(k)]
[ ˆδh(k)× ĥ0(k) sin [τδh(k)] sin (τh0[k)]

]
.

(91)

Usando la Ec. (89) somos capaces de reproducir las gráficas obtenidas por medio de cálculos
numéricos. Por ejemplo, en la Fig. 29 se ha graficado la contraparte analítica de la Fig. 26, es
decir, hemos graficado τω(k = 0̂i + ky ĵ, τ). Observe como los resultados numéricos y analíticos
coinciden de manera perfecta. La única diferencia tiene que ver con el hecho de que la Fig. 26
es una proyección de la versión tridimensional mostrada en la Fig. 29. Además, en la Fig. 29 no
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Figura 29: (Color online). Espectro de cuasi energías
analítico obtenido de la Ec. (89). En el eje vertical gra-
ficamos τω(k, τ)/π como una función de ky y τ para
kx = 0, λ = 0,1, σ = 1/2 y φ = 2π/3. Nótese que es-
ta figura reproduce de manera excelente el espectro de
cuasi energía obtenido por medio de cálculos numéricos
mostrado en la Fig. 26. Sin embargo, las bandas pla-
nas que aparecen en la Fig. 26 no se ven en esta figura
debido a que aquí no estamos tomando en cuenta los
efectos de borde.

aparecen los estados de borde porque hemos usado condiciones de frontera cíclica para obtener
las cuasi energías de manera analítica.

Al observar las Figs. 27 y 28 vemos que las bandas planas siempre emergen en puntos donde
los bordes de banda se tocan en los puntos k∗, los cuales están dados por la siguiente condición
τω(k∗, τ) = nπ. Por lo tanto, con el fin de obtener las propiedades topológicas de nuestro sistema,
tenemos que encontrar la forma explícita de los puntos k∗. A partir de ahora, llamaremos a los
puntos k∗ touching band points (que en español sería puntos en los que las bandas se tocan),
aclaremos que cada vez que digamos touching band points nos referimos a los puntos en los cuales
los bordes de banda se tocan. Por simplicidad, usaremos el acrónimo TBP para referirnos a los
touching band points (es decir a k∗, las soluciones de la ecuación τω(k∗, τ) = nπ).

Para obtener los TBPs iniciamos por sustituir la condición τω(k∗, τ) = nπ en la ecuación
(89), lo que resulta en la siguiente ecuación,

± 1 = cos [τ δh(k∗)] cos [τh0(k∗)]− ĥ0(k∗) · δ̂h(k∗) sin [τ δh(k∗)] sin [τh0(k∗)]. (92)

Ahora el problema se ha resuelto a despejar k∗ de la ecuación anterior. Después de un análisis
cuidadoso de la Ec. (92) uno se da cuenta que dicha ecuación sólo admite dos tipos de soluciones.
El tipo de solución está determinado por el valor del punto punto dado por ĥ0(k∗) · δ̂h(k∗). Los
valores del producto punto que definen las posibles soluciones de la Ec. (92) son los siguientes,

1. ĥ0(k∗) · δ̂h(k∗) = ±1

2. ĥ0(k∗) · δ̂h(k∗) 6= 1 junto con cos [τδh(k∗)] cos [τh0(k∗)] = ±1

A las soluciones 1 (2) las denominaremos TBPs tipo I (II). Observe que la condición 1, requiere
que ĥ0(k∗) · δ̂h(k∗) = ±1, lo que es equivalente a pedir que ĥ0(k∗)× ĥ1(k∗) = 0. Lo que significa
que para soluciones tipo I los Hamiltanianos Ec. (79) conmutan, veáse Ec. (83). Por otro lado,
las soluciones tipo II son más complejas, pues requieren que se cumplan dos condiciones a la vez.
Ya que hemos encontrado las las soluciones de tipo I y de tipo II, el siguiente paso es encontrar
las regiones del espacio de parámetros necesarias para que dichas soluciones existan. Encontrar
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dichas condiciones es importante debido a que estas condiciones determinarán si el sistema es
capaz o no de dar lugar a estados de borde con propiedades topológicas no triviales.

7.3. Soluciones tipo I
Consideraremos primero el caso de soluciones tipo I. Empezaremos notando que, como se men-

cionó anteriormente, pedir que ĥ0(k∗)· δ̂h(k∗) = ±1 es equivalente a pedir que [H0(k∗), H1(k∗)] =
0. De la ecuación (83) es fácil ver que dicho conmutador es cero siempre que k∗y = 0,±2π/3. Co-
mo es bien sabido la ecuación k∗y = 0,±2π/3 corresponde a los bordes de banda de la estructura
electrónica de una nanocinta de grafeno con terminación zigzag sin deformar en el caso estático.
Para obtener la componente x del cuasi momento es suficiente con sustituir k∗y = 0,±2π/3 en la
ecuación (89), después de hacerlo y de un poco de cálculos algebraicos uno obtiene lo siguiente,

τω±(kx) = τγ2 ± 2τγ1 cos
(√

3kx/2
)

(93)

donde el signo ‘+’ corresponde al caso en el que k∗y = 0 mientras que el signo ‘−’ corresponde a
k∗y = ±2π/3. Nótese que la ecuación (93) es lineal en τ , además, dicha ecuación representa los
bordes de banda del espectro de cuasi energías (para este caso, dado que es una función de kx,
de la estructura de bandas). Ahora, con el fin de obtener la componente x de los TBPs tipo I
debemos encontrar los puntos en los que los bordes de banda superior e inferior se tocan. Una
vez más, esto ocurre siempre que τω±(k∗x) = ±nπ (n un número entero). Si reemplazamos dicha
condición en la ecuación (93) y resolvemos para k∗x obtenemos dos soluciones que están dadas
por,

k∗(+)
x = ± 2√

3
arc cos

[
nπ − τγ2

2τγ1

]

k∗(−)
x = ± 2√

3
arc cos

[
−nπ + τγ2

2τγ1

]
.

(94)

Al igual que antes, el signo ‘+’ corresponde al caso en el que k∗y = 0 mientras que el signo ‘−’
corresponde a k∗y = ±2π/3. Uno puede ver que las soluciones Ec. (94) siempre vienen en pares,
similarmente al caso de puntos de Dirac o puntos de Weyl. Es importante mencionar que para
n = 0 o n impar hay dos pares de soluciones mientras que para n para sólo tenemos un par de
soluciones, pues para n par las dos soluciones mostradas en la Ec. (94) se vuelven iguales, como
puede ser visto al sustituir explícitamente n = 2j con j un número entero distinto de cero. Por otro
lado, el caso n = 0 merece atención pues corresponde al límite estático del modelo. Para n = 0
obtenemos los puntos en los cuales las bordes de banda se tocan a energía cero, es decir, obtenemos
los puntos de Dirac, sin embargo, dado que estamos considerando el caso de una nanocinta de
grafeno con terminación zigzag deformada, los puntos de Dirac se encuentran desplazados de sus
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posiciones originales debido al campo de deformación. Los puntos de Dirac poseen una fase de
Berry distinta de cero sin embargo la carga topológica del grafeno es cero, esto se debe a que los
puntos de Dirac siempre vienen en pares y cada punto dentro del par tiene una fase de Berry
opuesta a la de su compañero lo que conduce a la cancelación de la carga topológica del sistema.
Sin embargo, como es bien sabido, si se considera una nanocinta de grafeno con terminación zigzag
finita, aparece una banda plana uniendo dos puntos de Dirac distintos (por distintos entendemos
que los puntos de Dirac en consideración tienen fases de Berry opuestas), dichas bandas planas
están protegidas ptopológicamente y por lo tanto son robustas ante perturbaciones pequeñas.
Este hecho es cierto incluso cuando se considera grafeno deformados dependiente e independiente
del tiempo. Más adelante veremos que los demás valores de n, es decir, n’s diferentes de cero
también darán lugar a bandas planas topológicamente protegidas.

Una vez que las soluciones tipo I han sido obtenidas es conveniente obtener las condiciones
necesarias para que dichas soluciones existan y, además, sean reales. Esta información nos proveerá
la información necesaria para obtener el diagrama topológico de fases. Con el fin de que la ecuación
(94) tenga soluciones reales, se debe de cumplir la siguiente condición,

|nπ − τγ2| ≤ 2τγ1. (95)

Esto implica que hay un límete inferior en el valor del período de la modulación temporal, τ ,
debajo del cual no hay soluciones reales de la Ec. (94). Dicho valor, que denotaremos como τc,
depende de los parámetros del campo de deformación vía los parámetros de salto γ1 y γ2 [ver Ec.
(77)]. La forma explícita de τc puede ser obtenida del valor mínimo de τ necesario para que la
Ec. (95) se cumpla, el cual está dado por la igualdad en la Ec. (95). Es decir, los valores de τc
están dados por las soluciones de la siguiente ecuación,

nπ

τc
± γ2 = ∓2γ1 (96)

De la ecuación anterior notamos que hay dos posibles valores diferentes para τc, dichos valores
están dados por τc = nτ+

c o τc = nτ−c , los cuales están dados por,

τ+
c = π

2γ1 + γ2
(97)

y
τ−c = π

|γ2 − 2γ1|
. (98)

Ahora explicaremos por qué tenemos dos valores críticos τc. Lo que pasa es que τ+
c nos da la

condición necesaria para obtener TBPs tipo I que surgen de los cruces de los bordes de banda
exteriores, es decir, de los cruces entre ±τω+(kx), como se muestra en la Fig. 30. En dicha figura
presentamos el espectro de cuasi energías como función de τ para λ = 0,1 y kx = 0. Es importante
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Figura 30: (Color online). Aquí presentamos los bor-
des de banda del espectro de cuasi energías como una
función de τ , calculado usando las mismas condicio-
nes que fueron usadas en la Fig. 26. El límite superior
se indica por medio de líneas de color rosa y está eti-
quetado como ±τω+, mientras que el límite de banda
inferior está indicado por líneas de color anaranjado y
está etiquetada como ±τω−. Ambos bordes de banda,
±τω+ y ±τω−, fueron obtenidos de la Ec. (93). Los
límites se tocan en τc = nτ+

c o τc = nτ−c como se in-
dica en la figura. Claramente estos estados de borde
emergen cuando dos bordes de banda se tocan, por lo
tanto estos estados tienen una naturaleza similar a la
de los estados de Shockley.

mencionar que cada vez que τ es igual o mayo que un múltiplo entero de τ+
c un nuevo par de

TBPs tipo I aparece. De manera similar, τ−c da los cruces de los bordes de banda interiores del
espectro de cuasi energías, es decir, los cruces entre ±τω−(kx), ver la Fig. 30. Al igual que antes,
cada vez que τ alcance un valor igual o mayor que τ−c aparecerá un nuevo par de TBPs tipo
I. Nótese que cada vez que τ alcanza un múltiplo entero par de τ+

c o τ−c los bordes de banda
se cruzan a cuasi energía cero, mientras que si es τ es un múltiplo entero impar de los valores
críticos los bordes de banda se cruzaran a cuasi energías ±π.

Ya que hemos obtenido las condiciones necesarias para obtener los TBPs tipo I, pasaremos a
estudiar dos casos que merecen nuestra atención, a saber, n = 0 y n 6= 0 en la ecuación (94). El
primer caso, n = 0, da lugar a TBPs a cuasi energía cero para cualquier valor de τ , por lo que uno
puede decir que dichos TBPs tienen un origen independiente del tiempo. El segundo caso n 6= 0,
es decir TBPs a cuasi energías cero y ±π, los cuales tienen un origen dependiente del tiempo.

Primero estudiaremos los TBPs tipo I independientes del tiempo, es decir, estudiaremos el
caso n = 0. Si sustituimos n = 0 en la ecuación (94) obtenemos,

k∗(−)
x = ± 2√

3
arc cos

[
1 + λ/2
2(1− λ)

]
. (99)

Por lo tanto tenemos dos pares de TBPs tipo I para n = 0, un par para cada valor de ky, ambos
localizados en ±k∗(−)

x . Más aún, de la estructura de la Ec. (99), uno encuentra que estos puntos
son los conos de Dirac, los cuales se encuentras desplazados de su posición en grafeno puro debido
al campo de deformación. Como veremos más adelante estos puntos darán lugar a la emergencia
de bandas planas si la nanocinta se considera de tamaño finito a lo largo de la dirección y. Con el
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Figura 31: Panel izquierdo. Estructura de bandas obtenida de la Ec. (89) para a) τ = 1,5τ+
c y b) τ = 2,5τ+

c using
λ = 0,1. En el lado derecho de la figura, en los paneles c) y d) se muestran las vistas superiores de las mismas
estructuras de banda. Ahí los TBPs se ven claramente. En el panel c), el cual corresponde a τ = 1,5τ+

c hay dos
pares de TBPs tipo I a cuasi energía cero y un par de ellos a cuasi energía ±π, los cuales están representados por
puntos amarillos y rojos, respectivamente. Como se probó en el texto principal, los puntos amarillos corresponde
a los vertices de los conos de Dirac, los cuales tienen un origen independiente del tiempo. Por otro lado, los puntos
rojos tienen un origen dependiente del tiempo. Para τ = 2,5τ+

c [ver el panel b)], los TBPs están a cuasi energía
cero (denotados con la etiqueta n = 2) y a cuasi energías ±π (denotados con la etiqueta n = 1). Los conos de
Dirac permanecen igual que en el panel a) y corresponden a n = 0.
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Figura 32: Panel izquierdo. Estructura de bandas obtenida por medio de la Ec. (89) para a) τ = 3 y b) τ = 5,28
usando las mismas condiciones que fueron usadas en la Fig. 31 y λ = 0,1. En el panel derecho se muestran las
vistas superiores de las estructuras de bandas mostradas en el panel izquierdo. Nótese que en el panel a) tenemos
τ < τ−c , por lo tanto hay dos pares de TBPs a cuasi energía ±π. Por otro lado, en el panel b) tenemos τ > τ−c
y dos nuevos pares de TBPs aparecen a cuasi energía ±π, ver el texto principal. Los parámetros usados para la
realización de las gráficas son los mismos que los usados en las Figs. 27 y 28, las cuales fueron obtenidas por medio
de la diagonalización numérica del operador de evolución temporal de un período. Se sigue que la gráfica aquí
presentada confirma que los resultados analíticos y numéricos coinciden exactamente.
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fin de ilustrar estos resultados, en las Figs. 31 y 32 presentamos la versión analítica de las Figs.
27 y 28. En las Figs. 31 y 32 se indican los conos de Dirac con círculos sólidos de color amarillo.

Toca el turno de analizar los TBPs tipo I dependientes del tiempo, es decir, el caso n 6= 0.
Para este caso dos tipos de TBPs aparecen dependiendo de si n es par o impar. Dado que para los
TBPs tenemos que τω(k∗, τ) = nπ, se sigue que U(k∗, τ) = (−1)n. Luego, si n es impar tenemos
que U(k∗, τ) = −1, lo que significa que, debido a la periodicidad del espacio de Floquet, TBPs a
cuasi energía ±nπ (n un entero impar diferente de cero) son equivalentes a TBPs a cuasi energía
±π. Igualmente, TBPs a cuasi energía ±nπ (n un entero par diferente de cero) son equivalentes
a TBPs a cuasi energía cero. En las Figs. 31 y 32 hemos etiquetado los TBPs independientes
del tiempo para n impar con círculos sólidos rojos, mientras que los TBPs para n par han sido
etiquetados con círculos verdes.

7.4. Soluciones tipo II
Antes que nada, primero encontraremos este tipo de soluciones. Para eso, dado que la condición

cos [τδh(k∗)] cos [τh0(k∗)] = ±1 debe ser cumplida, impondremos que τδh(k∗) = n1π y τh0(k∗) =
n2π, donde n1 y n2 son número enteros. El siguiente paso es despejar k∗x y k∗y de las condiciones
impuestas antes, después de algunas manipulaciones algebraicas, uno obtiene,

cos (
√

3k∗x/2) = ±

√√√√√ n2
1π

2

τ2 − (γ2 − 1)2 + (γ1 − 1)(γ2 − 2)
(
1− n2

2π
2

τ2

)
4(γ1 − 1)(γ1 − γ2) ,

cos (3k∗y/2) = n2
2π

2 − 4 cos2 (
√

3k∗x/2)− 1
4 cos (

√
3k∗x/2)

.

(100)

Al igual que antes, las condiciones para que la ecuación (100) tenga soluciones reales tienen que
obtenerse. Después de observar la ecuación (100) uno encuentra que con el fin de que tenga
soluciones reales las siguientes condiciones deben cumplirse simultáneamente,

0 ≤
n2

1π
2

τ2 − (γ2 − 1)2 + (γ1 − 1)(γ2 − 2)
(
1− n2

2π
2

τ2

)
4(γ1 − 1)(γ1 − γ2) ≤ 1∣∣∣∣∣n2

2π
2 − 4 cos2 (

√
3k∗x/2)− 1

4 cos (
√

3k∗x/2)

∣∣∣∣∣ ≤ 1.
(101)

Es importante mencionar que este tipo de soluciones tendrán cuasi energía cero si n1 es par y
n2 es impar o viceversa. Mientras que tendrán soluciones con cuasi energías ±π si n1 y n2 son
ambos pares o ambos impares.
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Figura 33: (Color online.) Diagrama de fase topológico,
en donde los colores indican el valor permitido máximo
de n. Aquí el número de estados de borde topológicamen-
te no triviales incremente conforme incrementa n. Las
fronteras de las fases están determinadas por las ecua-
ciones (97) y (98), usando τ = nτ+

c y τ = nτ−c . La región
sombreada que se encuentra delimitada por líneas color
magenta corresponde a fases en la que no se observan
bandas planas sino estados de borde dispersivos dadas
por la condición ĥ0 · ĥ1 6= 1. Las fases con λ < 0,4 no
tienen una brecha energética a cuasi energía cero para
τ < 2τ+

c .

7.5. Diagrama de fase topológico
Ya que hemos obtenido la ubicación de los TBPs de tipo I y de tipo II, nos es posible construir

el diagrama de fase topológico de nuestro sistema. Para eso basta con graficar las ecuaciones (96)
y (101) para diferentes valores de n y diferentes pares (n1, n2). En la Fig. 33 presentamos el
diagrama de fase topológico, ahí cada color representa una fase del sistema para los valores
permitidos de n que corresponden a TPBs de tipo I. Por ejemplo, para λ ≤ 0,4, el color blanco
indica que únicamente hay un par de TPBs tipo I, pues n únicamente puede tomar un único
valor, n = 0. En contraste, para la fase indicada con color violeta, tenemos dos pares de TBPs
tipo I, pues n puede tomar dos valores, a saber, n = 0 (que corresponde a los puntos de Dirac)
y n = 1 que es el caso de TBPs a cuasi energías ±π. Por otro lado, las fases del sistema en
las que uno puede encontrar TBPs de tipo II están indicadas en la Fig. 33 por medio de curvas
de color magenta. Nótese que para alcanzar este tipo de fases del sistema es necesario utilizar
amplitudes de la deformación muy grandes, lo que hace difícil su observación experimental pues
a valores altos de la amplitud de deformación es sabido que los efectos no lineales se vuelven
importantes y tienen que ser tomados en cuenta [20]. Por esas razón, en lo que sigue únicamente
nos concentraremos en caracterizar topológicamente los TBPs de tipo I, lo cual será hecho en la
siguiente sección.

7.6. Caracterización topológica de los estados de borde
La caracterización topológica de las soluciones tipo I de la ecuación (92 será hecha a lo largo

de esta sección. Para ello hemos evaluado la fase de Berry de manera explícita para este tipo de
soluciones. La forma en la que calculamos la fase de Berry es la siguiente, primero, nótese que
cerca de las soluciones tipo I (esto es, cerca de los puntos k) el operador de evolución temporal
de un período, Ec. (82), puede ser descrito razonablemente bien si se consideran términos de
orden cuadrático o menores en τ en su desarrollo en series de Taylor. Esto es posible ya que
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cerca de las soluciones tipo I el conmutador Ec. (83) es casi cero. Para realizar el desarrollo en
serie del operador de evolución temporal de un período Ec. (82) podemos usar la fórmula de
Baker-Campbell-Hausdorff. Si aplicamos dicha fórmula al operador definido en la Ec. (82) y nos
quedamos a orden cuadrático en τ , uno obtiene,

U(k, τ) ≈ exp
{
−iτH1(k) + τ 2[H1(k), H0(k)]/2

}
. (102)

Debido a que esto únicamente es válido en la vecindad de las soluciones tipo I, ahora desarrollamos
la ecuación (102) alrededor de los puntos (k∗x, k∗y). Después de algunos cálculos sencillos uno
encuentra que la ecuación (102) puede ser escrita como,

U(qx, qy, τ) ≈ exp
[
−ihT ĥT · σ

]
, (103)

donde qx = kx − k∗x, qy = ky − k∗y, hT = |hT |, y el vector hT está dado por,

hT = A(λ, τ) qxêx +B(λ, τ) qyêy + C(λ, τ) qyêz, (104)

con

A(γ1, γ2, τ) = nπ + τγ1

√√√√3 + 3
(
nπ − τγ2

2τγ1

)2

B(γ1, γ2, τ) = 3τγ2/2

C(γ1, γ2, τ) = 3τ
4γ1

(γ1 − γ2)(nπ − τγ2).

(105)

Las propiedades topológicas del sistema en las cercanías de las soluciones tipo I están dadas por
las propiedades topológicas del Hamiltoniano efectivo hT ĥT · σ. Esto es confirmado al notar que
cerca de las soluciones tipo I tenemos que hT ≈ ±nπ por lo que el operador de evolución temporal
Ec. (103) puede ser escrito como,

U(qx, qy, τ) ≈ coshT − i
(
ĥT · σ

)
sin (hT )

≈ 1− ihT
(
ĥT · σ

) (106)

De la ecuación anterior se sigue que las propiedades topológicas del sistema estarán dadas por
el Hamiltoniano efectivo (104). Ahora continuemos con la evaluación de la fase de Berry, que se
define como,

γC =
∮
C

A · dk (107)

donde A = −i 〈ψk| ∇k |ψk〉 es la llamada conexión de Berry (una cantidad que es un invariante de
norma), |ψk〉 son las eigenfunciones del Hamiltoniano, a una k dada, al que se le quiere calcular
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la fase de Berry [en este caso el Hamiltoniano es el definido en la Ec. (104)] y ∇k = (∂kx , ∂ky)
es el operador gradiente en el espacio recíproco de nuestro sistema. Para obtener la fase de
Berry necesitamos obtener las eigenfunciones del Hamiltoniano (104). Puede probarse que dichas
eigenfunciones están dadas por las siguientes espinores,

|ψ↑q′〉 = 1√
2

 √
1 + C q′y

B hT

eiξαq′
√

1− C q′y
B hT


|ψ↓q′〉 = − 1√

2

 e−iξαq′
√

1− C q′y
B hT

−
√

1 + C q′y
B hT

 (108)

donde

q′x = qx/A

q′y = qy/B.
(109)

y αq′ está dado por,

αq′ = tan−1
(
q′y
q′x

)
. (110)

ξ puede tomar los siguientes valores: ξ = +1 que corresponde a +k∗(+)
x y ξ = −1 que corresponde

a −k∗(+)
x . Ya que hemos obtenido las eigenfunciones del Hamiltoniano (104), ya nos es posible

calcular la conexión de Berry, por simplicidad únicamente el caso ξ = 1, el otro caso puede ser
calculado de manera similar. Después de algunos cálculos algebraicos, uno obtiene que la fase de
Berry está dada por,

A = 1
2

(
1− C

B hT
q′y

)
∇q′αq′ , (111)

donde
∇q′αq′ = −q

′
y êx + q′x êy

(q′x)2 + (q′y)2 . (112)

Por último calculamos la fase de Berry a lo largo de una circunferencia centrada en q′x = q′y = 0.
Si usamos coordenas polares definidas como q′x = q′ cos θ y como q′y = q′ sin θ donde (q′)2 =
(q′x)2+(q′y)2, entonces calcular la fase de Berry es muy sencillo, de hecho uno obtiene lo siguiente,

γC =
∫ 2π

0
A · dq′

= 1
2

∫ 2π

0

1−
C
B

sin θ√
1 + C2

B2 sin2 θ

 dθ = π.
(113)
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Un cálculo similar puede realizarse para k∗(−)
x , dicho cálculo da como lo resultado que γC = −π.

Después de haber encontrado que la fase de Berry es diferente de cero alrededor de las soluciones
tipo I y de encontrar que cada par de soluciones tiene fase de Berry cero pues cada solución tiene
una fase de Berry negativa a la de su compañero, el origen de las bandas planas queda claro;
de hecho su origen es similar al de las bandas planas que aparecen en las nanocintas de grafeno
con terminación zigzag [82, 118] y al de las bandas planas que emergen en semi metales de Weyl
(la versión tridimensional de los semi metales de Dirac). Las bandas planas encontradas en este
capítulo unen dos soluciones distintas, esto es, con fases de Berry opuestas. Sin embargo, para
el caso especial de modulación resonante, estos es, para los casos en los que el período de la
modulación toma los siguientes valores τ = mτc (m un número entero diferente de cero), siempre
tenemos únicamente una solución tipo I, no un par de ellas como en los demás casos. Dicha
solución tendrá cuasi energía cero o ±π dependiendo de si m es par, impar o cero. Para estos
valores de τ la fase de Berry es cero. Si el valor de τ es incrementado un poco, este único punto
con fase de Berry cero se desdobla en dos puntos cada uno de los cuales tiene una fase de Berry
diferente de cero pero con un valor opuesto al de su compañero. Por lo tanto, si el sistema es
finito, una banda plana uniendo dichos puntos aparecerá. Por otro lado, note que el término en
la dirección z en el Hamiltoniano efectivo es proporcional al conmutador Ec. (83). Por lo tanto,
cuando estamos justo en las soluciones tipo I, el término de masa del Hamiltoniano efectivo (104)
es cero (el término de masa es aquel que está a lo largo de la dirección z). Sin embargo, si nos
alejamos un poco de dicho punto, el conmutador ya no es cero y una masa efectiva aparece, lo que
conduce a la aparición de una brecha energética secular en la estructura de bandas del sistema.
Por último, es importante remarcar que debido a que las soluciones tipo I tienen una fase de
Berry distinta de cero, las bandas planas que las unen son robustas ante perturbaciones pequeñas
pues tienen propiedades topológicas no triviales.

7.7. Posible realización experimental
En esta sección se discutirán la posible realización experimental de nuestro modelo. Iniciare-

mos por estimar el la frecuencia de la modulación temporal mínima necesaria para observar los
resultados obtenidos a lo largo de esta parte de la tesis. Usando la Ec. (97) el valor crítico del
período de la modulación temporal al cual las bandas planas emergen es,

T = 2π~n
3(2− λ) . (114)

Si uno introduce todos loa valores numéricos, se obtiene un período de la modulación temporal
de T ≈ n × 10−16 s. Este período de la modulación es demasiado pequeño, sin embargo, escala
con n. A pesar de que obtener este tipo de frecuencias puede ser complicado en situaciones
reales, proponemos algunos experimentos para realizarlos. El primer experimento que viene a la
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Figura 34: En esta figura presentamos dos experi-
mentos propuestos para la observación de las bandas
planas en nanocintas de grafeno deformadas con ter-
minación zigzag. Como se muestra, esto puede ser rea-
lizado colocando una monocapa de grafeno sobre ni-
truro de boro hexagonal (h-BN). Después, uno puede
mover el sustrato hacia arriba y hacia abajo (a) o tor-
cerlo (b) por medio de un motor muy rápido.

mente es la aplicación de un campo de deformación periódicamente en el tiempo en los bordes
de una nanocinta de grafeno. Desafortunadamente, dicho experimento no sería útil para observar
los resultados aquí obtenidos pues las deformaciones, en grafeno, se transmiten por medio de
fonones, los cuales tienen una frecuencia característica muy cercana al período de la modulación
obtenido arriba. Sin embargo, hay otro tipos de experimentos que pueden ser llevados a cabo.
Por ejemplo, uno puede colocar una nanocinta de grafeno sobre un sustrato de nitruro de boro
hexagonal (h-BN), después el sustrato puede ser movido por medio de dispositivos muy rápidos,
como piezo eléctricos. En la Fig. 34 a) mostramos un experimento de este tipo, donde lo que
se varía periódicamente en el tiempo es la distancia entre el grafeno y el h-BN, dicha distancia
es denotada por l(t) en la figura. Otro experimento posible consiste en cambiar la orientación
relativa entre el grafeno y el sustrato, dicho arreglo experimental es mostrado en la Fig. 34 b),
en donde la orientación relativa entre el sustrato y el grafeno es denotada por θ(t). La ventaja
de este tipo de experimentos es que el campo de deformación es aplicado de manera instantánea
en todos los sitios de la red del grafeno por lo que los fonones no son necesarios para generar el
campo de deformación.

No obstante, la modulación en el límite de pulsos ultra cortos puede ser muy difícil de obtener
experimentalmente. Por lo tanto, es conveniente estudiar otro tipo de deformación, a saber, una
modulación temporal tipo sinusoidal como la siguiente,

γj(t) = γ0

+ cos (Ωt)γ0λξ(j + 1) sin [πσξ(j)] sin(2πσj + φ).
(115)

Se sigue que el Hamiltoniano dependiente del tiempo toma la siguiente forma,

H(t) = H0 + cos (Ωt)H1, (116)
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donde

H0 = γ0

N−1∑
j=1

[
a†2j+1b2j + c(kx) a†2j−1b2j

]
+ h.c.

H1 =
N−1∑
j=1

[
δγ2ja

†
2j+1b2j + c(kx) δγ2j−1a

†
2j−1b2j

]
+ h.c.

donde δγj = γj − γ0, ver Ec. (77). Debido a que H(t + T ) = H(t) (con T = 2π/Ω), el teorema
de Floquet nos dice que las funciones de onda de H(t) pueden ser escritas en términos de la
frecuencia fundamental Ω como,

|ψn j(k, t)〉 = e−iεn(k) t/~
∞∑

m=−∞
|ϕ(m)
n,j 〉 eimΩt, (117)

donde los coeficientes |ϕ(m)
n,j 〉 en el sitio j satisfacen la ecuación independiente del tiempo de

Schrödinger, ∑
j′,m′
Hm,m′

j,j′ |ϕ
(m′)
n,j′ 〉 = εn |ϕ(m)

n,j 〉 , (118)

aquí H, el llamado Hamiltoniano de Floquet, está dado por,

Hm,m′

j,j′ = mΩ δm,m′ +
1
T

∫ T

0
e−i(m−m

′)ΩtH(t) dt. (119)

observe que la Ec. (118) tiene soluciones para cada valor de k en el intervalo −∞ ≤ εn ≤ ∞. Sin
embargo, para nuestros propósitos, Es suficiente consider la primera zona de Brillouin del espacio
de Floquet, es decir, −π ≤ τεn ≤ π, con τ = T/~.

Para un Hamiltoniano como el mostrado en la Ec. (116), el Hamiltoniano de Floquet, Ec.
(119), es una matriz tridiagonal por bloques, en la cual cada bloque es una matriz de tamaño
N×N . Lo eigenvalores del Hamiltoniano de Floquet, a primera aproximación, están bien descritos
si únicamente se considera que el valor de m se encuentra en el rango −1 ≤ m ≤ 1. En la Fig.
35 mostramos el espectro de cuasi energías del Hamiltoniano Hm,m′

j,j′ para −1 ≤ m ≤ 1, λ = 0,1,
τ = 3, σ = 1/2, φ = 4πσ/3 y N = 240, calculado usando condiciones de frontera fijas. En dicha
figura puede observarse que las bandas planas que unen dos conos de Dirac emergen como en el
caso de una modulación temporal tipo delta, sin embargo, las bandas planas que emergen debido
a la dependencia temporal a cuasi energía cero casi se han mezclado con las bandas del bulto
(ver Fig. 35, en donde dichas bandas planas se indican por medio de líneas sólidas verdes). Por
otro lado, los estados de borde que aparecen en las fronteras de la primera zonza de Brillouin
del espacio de Floquet siguen apareciendo pero ya no son bandas planas sino estados de borde
dispersivos, como puede observarse en la Fig. 35, en donde se muestran dichos estados con líneas
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Figura 35: Espectro de cuasi energías obtenido de la
Ec. (119) para τ = 3, λ = 0,1, σ = 1/2, φ = 4πσ/3,
N = 240 y usando condiciones de frontera fijas. Los es-
tados de borde para n = 0 (que son bandas planas de
origen independiente del tiempo que aparecen a cuasi
energía cero) están indicados con líneas de color ama-
rillo, mientras que los estados a cuasi energías ±π (a
cuasi energías cero) están representados con líneas de
color rojo (líneas de color verde). Nótese que las brechas
energéticas seculares que separan a los estadosd e borde
dependientes del tiempo son más pequeñas en compara-
ción con el caso en el que la modulación temporal es del
tipo delta de Dirac, ver la Fig. 27. Adicionalmente, los
estados de borde a cuasi energía ±π ya no son bandas
planas sino estados de borde dispersivos.

sólidas rojas. De la estructura de bandas mostrada en la Fig. 35 parece que la brecha energética
secular que separa los estados de borde de las bandas del bulto tiene un tamaño menor en el caso
de una modulación temporal tipo coseno si se compara con el caso de una modulación temporal
tipo función delta (esto es, el límite de pulsos ultra cortos). Para aclarar el punto anterior es
necesario comparar el tamaño de las brechas energéticas que separan las bandas planas en los
casos de modulación temporal tipo coseno y en el caso de modulación temporal tipo función
delta. Para este fin hemos elegido comparar las brechas energéticas de los estados de borde que
aparecen a cuasi energías ±π debido a que para estos estados la brecha energética está mejor
definida que para el caso de los estados de borde que emergen a cuasi energías ceros en el caso
de modulación temporal tipo coseno. Si elegimos kx = 0 como el punto al cual se medirá el
tamaño de la brecha energética tenemos que la brecha energética para el caso de una modulación
temporal tipo delta es de ∆ ≈ 0,1 eV, mientras que para el caso de modulación temporal tipo
coseno en kx = 0 la brecha energética tiene una tamaño de ∆ ≈ 0,05 eV. Lo anterior nos indica
que el tamaño de la brecha energética en el caso de una modulación temporal tipo delta es dos
veces mayor que el tamaño de la brecha energética que se obtiene si se considera una modulación
temporal tipo coseno. Por lo tanto, para el caso de modulación temporal tipo coseno, es más
complicado observar lo estados de borde de manera experimental.

Afortunadamente, incluso en el peor escenario, es decir, en el caso en el que los experimentos
aquí propuestos no pudieran ser realizados en el laboratorio, las redes artificiales son excelentes
candidatos para la observación experimental de los resultados obtenidos a lo largo de esta parte
de la tesis. Otra alternativa es inducir deformaciones mecánicas en grafeno vía luz, en este caso
la frecuencias a las cuales se cambia la luz para inducir deformaciones en grafeno son del orden
de los períodos necesario para obtener los resultados aquí obtenidos.
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Figura 36: Representación esquemática de la modulación temporal tipo delta de Dirac. El campo de deformación
está apagado para tiempos tales que t 6= mT , donde m es un número entero y T es el período de la modulación.
Está situación se muestra en el panel a), ahí puede verse una nanocinta de grafeno con terminación zigzag que
es de tamaño finito a lo largo de la dirección y pero que es de tamaño infinito a lo largo de la dirección x. La
unitaria de la nanocinta se indica dentro de líneas rojas. Los átomos que pertenecen a la sub red A (B) están
representados por círculos de color rojo (verde). Por otro lado, para t = mT el campo de deformación se encuentra
encendido como se indica en el panel b). Nótese que la distancia entre átomos para la nanocinta deformada es la
misma que en el caso de una nanocinta sin deformar, el único cambio es la altura de dichos átomos que ahora está
dada por z(yj). Para finalizar, diremos que ambas nanocintas, la deformada y la no deformada, pueden ser vistas
como cadenas unidimensionales efectivas. El mapeo de la nanocinta deformada a una cadena unidimensional es
mostrado en el panel c), en donde se ha usado el mismo código de color que en el panel a). Los parámetros de
salto en la cadena unidimensional están denotados por γj , donde j enumera a los átomos a lo largo de la celda
unitaria del sistema.

8. Deformación dentro del plano de la nanocinta
En el capítulo anterior hemos estudiado cómo es que cambian las propiedades electrónicas de

una nanocinta de grafeno sometida a una deformación dentro del plano (la cual es periódica en
el espacio) que se aplica de manera pulsada. Para ese caso encontramos bandas planas que están
protegidas topológicamente, ver el capítulo 7 para más detalles. En este capítulo estudiaremos
un modelo muy similar al estudiado en el capítulo 7, la única diferencia entre ambos modelos
es que en este capítulo consideraremos el caso en el que el campo de deformación aplicado a la
nanocinta de grafeno es una corrugación, es decir el campo de deformación es igual al que se
estudio en el capítulo 6 pero ahora aplicado de manera pulsada en el tiempo.
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Iniciaremos con una nanocinta de grafeno con terminación zigzag como la mostrada en la Fig.
36 a). Después suponga que modificamos la altura de los átomos de dicha nanocinta, ver Fig. 36
b), de tal manera que ahora sus alturas están dadas por,

zj = z(yj) = λ cos (2πσyj + φ), (120)

donde λ es la altura máxima de la corrugación, σ es la frecuencia espacial de la corrugación, φ
es la fase de la corrugación y yj es la componente y de las posiciones de los átomos dentro de la
celda unitaria de la nanocinta, ver Fig. 36 a) en donde la celda unitaria se encuentra limitada
por líneas sólidas rojas. Las propiedades electrónicas de la nanocinta mostrada en la Fig. 36 b),
como ya hemos visto en el capítulo 6, están bien descritas, en el límite de bajas energías, por un
Hamiltoniano efectivo unidimensional de amarre fuerte a primeros vecinos. Dicho Hamiltoniano
efectivo es equivalente al Hamiltoniano de una cadena unidimensional como la mostrada en la
Fig. 36 c) y tiene la siguiente forma,

H1(kx) =
N−1∑
j=1

[
γ2j a

†
2j+1b2j + c(kx) γ2j−1a

†
2j−1b2j

]
+ h.c., (121)

al igual que en el capítulo anterior, c(kx) = 2 cos (
√

3kx/2), aj (bj) aniquila un electrón en el
sitio j de la celda unitaria de la nanocinta y N es el número de átomos por celda unitaria. La
definición general de los parámetros de salto para cualquier tipo de deformación uniaxial está
dada en la Ec. (53). Para el caso de una deformación uniaxial periódica como la mostrada en la
Ec. (120) los parámetros de salto ahora están dados por la Ec. (61). Aunque es posible estudiar
nuestro sistema para un amplio rango de valores de σ y φ hemos elegido uno de los casos más
simples, es decir, elegimos valores de σ y φ de tal suerte que los parámetros de salto dados por
la Ec. (61) únicamente tengan dos valores distintos. Eso puede ser logrado si hacemos σ = 1/3 y
φ = 0. Para esté caso los parámetros de salto toman la siguiente forma,

γj =
1 + α− α√

π2λ2

3 + 1

 exp
[
β
(

1−
√
ξjλ2 + 1

)]
, (122)

donde ξj = 1/4 para j impar y para los casos restantes, ξj = 3/2, α ≈ 0,4 es una constante que
toma en cuenta el cambio en la orientación relativa de los orbitales π inducida por el campo de
deformación que está fuera del plano, ver capítulo 6.

Ya que hemos dado un breve repaso a las propiedades electrónicas de una nanocinta de grafeno
corrugada toca el turno de introducir la dependencia temporal a nuestro modelo. La dependencia
temporal será de la misma forma a la considerada en el capítulo 7. Aquí consideraremos el
siguiente Hamiltoniano dependiente del tiempo,

H(kx, t) =
{
H0(kx) if t < mod(t, T ) < t1
H1(kx) if t1 < mod(t, T ) < T

(123)
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Figura 37: (Color online). Estructura de bandas de la cuasi energía como función de k para σ = 1/3, φ = 0,
λ = 0,5 y τ = π obtenida de la Ec. (89). Observe que además de los conos de Dirac (los cuales están desplazados
de su posición original debido al campo de deformación), indicados con puntos amarillos, hay otra especie de conos
que también tiene dispersion lineal cerca de cuasi energía cero y/o ±π.

donde T es el período de la modulación y t1 es un tiempo tal que 0 ≤ t1 ≤ T . H0(kx) es el
Hamiltoniano de la nanocinta de grafeno con terminación zigzag sin deformar y está dado por,

H0(kx) =
N−1∑
j=1

γ0
[
a†2j+1b2j + c(kx)a†2j−1b2j

]
+ h.c.,

mientras que el Hamiltoniano H1(kx) corresponde al Hamiltoniano de una nanocinta de grafeno
con terminación zigzag sometida a una deformación como la considerada al inicio de este capitulo
y está dado por la ecuación (121). Para simplificar los cálculos y con el fin de obtener resultados
analíticos consideraremos el límite de pulsos ultra cortos, esto es, estudiaremos el límite t1 → T
(ver capítulo 7 para una discusión detallada acerca de las implicaciones de utilizar este límite).
Para ese límite la modulación utilizada puede ser modelada por medio de una función delta de
Dirac de la siguiente manera,

H(kx, t) = H0(kx) +
∑
m

[H1(kx)−H0(kx)] δ(t/T −m), (124)

donde m es un número entero. Observe que este modelo es básicamente igual al que hemos
estudiado en el capítulo 7, de hecho, la única diferencia entre ambos modelos son los parámetros
de salto, sin embargo todos los resultados encontrados en el capítulo anterior fueron expresados
en términos de γ1 y γ2 sin utilizar su definición precisa, únicamente bastaba con que fuesen dos
parámetros de salto distintos. Por lo tanto, todos los resultados obtenidos en el capítulo 7 pueden
ser usados aquí de manera directa.

Ya que es posible utilizar de manera directa todos los resultados obtenidos en el capítulo
anterior, comenzaremos por graficar la estructura de bandas del sistema estudiado aquí de la
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Figura 38: Diagrama de fase topológico del
sistema para σ = 1/3 y φ = 0 obtenido usando
las expresiones analíticas Ecs. (95) y (101). Se
observa la emergencia de dos tipos de TBPs de
tipo I para cada valor de n. Cada color, de la
misma manera, representan un valor de n. Las
regiones que no están etiquetadas con la letra n
y que están rodeadas por líneas gruesas negras
corresponden a TBPs de tipo II. Como pue-
de verse, el diagrama de fase topológico para
TBPs de tipo II es muy complejo y se localiza
a valores grandes de la amplitud del campo de
deformación. Por lo tanto, su observación expe-
rimental puede ser difícil.

expresión analítica de las cuasi energías del sistema Ec. (89) utilizando los parámetros de salto
definidos en la ecuación (122). En la Fig. 37 mostramos la estructura de bandas de la cuasi energía
obtenida de la expresión analítica Ec. (89) usando los parámetros de salto (122) para σ = 1/3,
φ = 0, λ = 0,5 y τ = π. Observe que además de los conos de Dirac (indicados con círculos
amarillos en la figura), otro tipo de conos aparece a cuasi energías cero y ±π.

Al igual que antes, el sistema estudiado aquí es capaz de soportar dos tipo de TBPs, los
cuales son los mismo que antes, es decir, tipo I y tipo II. En la Fig. 38 presentamos el diagrama
de fase topológico del sistema que se ha considerado a lo largo de este capítulo, dicho diagrama
fue obtenido de las ecuaciones (??) y (101). Observe que dicho diagrama de fase fue construido
en términos de la amplitud del campo de deformación y en términos del período de la modulación
temporal. En la Fig. 38 las soluciones de tipo I están etiquetadas con la letra n y cada valor de
n da lugar a dos pares de este tipo de soluciones. Por ejemplo, la región etiquetada por n = 0, 1
tiene cuatro pares de soluciones, dos debidas a n = 1 a cuasi energía ±π y otras dos para n = 0
(puntos de Dirac, como se discutió arriba) a cuasi energía cero. Además, observe como cada valor
de n corresponde a una región bien definida del diagrama de fase. Ahora veamos que pasa con las
soluciones de tipo II. Para este tipo de soluciones las cosas son mucho más complicadas debido a
que cada diada de enteros (n1, n2) dan lugar a regiones complejas en el diagrama de fase, como
puede verse en la Fig. 38 en donde las regiones correspondientes a este tipo de soluciones están
indicadas dentro de contornos negros sólidos y están etiquetadas con el símbolo II. Por otro lado,
nótese que para alcanzar las regiones de las soluciones tipo II, se requieren valores altos de la
amplitud del campo de deformación, lo que vuelve complicada su observación experimental.
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8.1. Estados de borde
En esta sección se discutirán los estados de borde que emergen de las soluciones de la ecuación

(92) y sus propiedades topológicas para el caso en el que se considera una nanocinta de grafeno
con terminación zigzag que tiene un tamaño finito. Para hacer esto, hemos obtenido el espectro
de energía para una nanocinta finita, esto fue hecho por medio de la diagonalización numérica
de la representación matricial del operador de evolución temporal de un período dado por la Ec.
(74) como una función de kx manteniendo los demás parámetros constantes y usando condiciones
de frontera fijas.

Soluciones tipo I

Comenzaremos estudiando los estados de borde que emergen de soluciones tipo I. En la Fig.
39 b) presentamos la estructura de bandas del sistema como función de kx para σ = 1/3, φ = 0,
λ = 0,5, τ = π y N = 164, obtenido por medio de la diagonalización numérica de la ecuación (74)
usando condiciones de frontera fijas. Los colores en la Fig. representan el logaritmo de la razón de
participación normalizada, en pocas palabras, los colores son una medida de la localización de las
funciones de onda del sistema [básicamente, el color azul representa funciones de onda totalmente
extendidas; mientras que el color rojo representa funciones de onda altamente localizadas cerca
de los bordes de la nanocinta de grafeno, ver la discusión que sigue a la definición del NPR en
la Ec. (26)]. Se han usado las mismas condiciones que en la Fig. 37 que fue obtenida por medio
de la expresión analítica de las cuasi energías, Ec. (89). Observe como ambos gráficos coinciden
de manera excelente. Por otro lado, en la Fig. 39 a) se muestra el winding del vector unitario
definido en la Ec. (91) para kx = 0,9π/

√
3, este punto fue elegido de modo que únicamente hubiera

una banda plana uniendo dos conos de Dirac no equivalentes. Como puede verse en la figura, el
número de winding es uno, como se espera de las propiedades topológicas de una nanocinta finita
de grafeno con terminación zigzag sin deformar.

Observe que a pesar de que las figuras 37 y 39 fueron obtenidas bajo las mismas condiciones,
esto es, se usó el mismo conjunto de parámetros para obtenerlas, ambas figuras son muy distintas.
Esto se debe a que la Fig. 37 es una representación tridimensional de la estructura de bandas
del sistema como función del cuasi momento k, mientras que la Fig. 39, obtenida para el caso
de una nanocinta finita, es una proyección de la estructura de bandas tridimensional sobre la
componente x del cuasi momento. También nótese que el número de puntos en el que las bandas
se tocan a cuasi energía cero y ±π es diferente para cada una de las figuras (ver Fig.37 y 39),
esto se debe, básicamente, a que en la Fig. 37 estamos viendo una vista tridimensional de la
estructura de bandas, mientras que en la Fig. 39 únicamente observados una vista plana, esto es,
bidimensional de la estructura de bandas, por lo tanto los puntos en los cuales las bandas se tocan
a cuasi energías cero y ±π vistos en la Fig. 37 quedan superpuestos en la Fig. 39. Finalmente, la
diferencia más importante entre ambas figuras es el hecho de que en la Fig. 39 estados de borde
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Figura 39: En el panel a) presentamos el winding del vector unitario ĥeff(k), el cual fue obtenido de la expresión
analítica Ec. (91) usando kx = 0,9π/

√
3. El número de winding que emerge de estados de borde que unen dos

conos de Dirac diferentes es uno. En el panel b) se presenta la estructura de bandas del espectro de cuasi energías
obtenido de la diagonalización numérica de la Ec. (74) como una función de kx para σ = 1/3, φ = 0, λ = 0,5,
τ = π y para una nanocinta con N = 164 por celda unitaria, además se usaron condiciones de frontera fijas. Nótese
la excelente coincidencia entre los resultados numéricos y los analíticos mostrados en la Fig. 37. Adicionalmente,
observe que hay bandas planas a cuasi energías cero y ±π, como predice el diagrama de fase topológico mostrado
en la Fig. 38 para TBPs de tipo I con n = 0, 1, 2. Para n = 0 tenemos los puntos de Dirac (indicados por puntos
grises), los cuales están desplazados de su posición original debido a la presencia del campo de deformación.
Los colores en la gráfica representan el NPR [ver ecuación 26], el color azul corresponde a estados totalmente
extendidos, mientras que el color rojo corresponde a estados completamente localizados en las cercanías de los
bordes de la nanocinta.
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Figura 40: En el panel a) se muestra el winding del vector unitario ĥeff(k) obtenido de la expresión analítica Ec.
(91) para kx = 0,9π/

√
3, σ = 1/3, φ = 0, τ = 5,46 y λ = 1. Al fijar kx lo que estamos haciendo es estudiar una

rebanada unidimensional de nuestro sistema. Las propiedades topológicas de dicha rebana unidimensional están
dadas por el número de winding del vector unitario ĥeff(k). Si el número de winding es diferente de cero el sistema
tiene propiedades topológicas no triviales. Nótese que el número de winding para este caso particular es 6. En el
panel b) se muestra la estructura de bandas de las cuasi energías obtenida de la diagonalización numérica de la
Ec. (74) como una función de kx para σ = 1/3, φ = 0, τ = 5,46, λ = 1 y N = 164, obtenida usando condiciones
de frontera fijas. Se usó el mismo código de color que el usado en la Fig. 39. Observe que para TBPs de tipo II
las bandas planas están menos localizadas que en el caso de TBPs de tipo I.

altamente localizados cerca de los bordes de la nanocinta pueden ser observados. Nótese que estos
estados de borde son bandas planas que siempre unen dos puntos en los que las bandas se tocan
a energías cero o ±π [es decir, unen pares de soluciones de la ecuación (92), que para el caso
estudiado en esta sub sección son tipo I]. Como antes estos estados de borde unen dos TBPs con
fase de Berry opuesta. Para mayores detalles acerca de esto ver el capítulo 7.

Soluciones tipo II

Ahora toca el turno de analizar los estados de borde que emergen de la presencia de soluciones
tipo II. Para esto, primero se obtuvo la estructura de bandas de las cuasi energías por medio de
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la diagonalización numérica del operador de evolución temporal Ec. (128) como función de kx
para un conjunto de parámetros dentro de las regiones II en el diagrama de fase topológico
Fig. 38. En la Fig. 40 b) se muestra dicha estructura de bandas para σ = 1/3, φ = 0, λ = 1,
τ = 5,46 y N = 164, obtenida usando condiciones de frontera fijas. Al igual que antes los colores
en la figura representan el logaritmo de la razón de participación normalizada. En esta figura,
además de un par de soluciones de tipo I hay otro par de soluciones de tipo II. Al igual que en
el caso de soluciones tipo I en el que estado de borde uniendo dos pares de dichas soluciones
emergen, en el caso de soluciones tipo II pasa algo similar. Esto es, aparece un estado de borde
uniendo dos soluciones de tipo II. Sin embargo, hay algunas diferencias con el caso I. La principal
diferencia es que en el caso de soluciones tipo II, los estados de borde no son bandas planas sino
estados dispersivos que tienen una curvatura distinta de cero, es interesante que a medida que
estos estados de borde se acercan al punto kx = 0 su curvatura se vuelve más pronunciada y las
funciones de onda de dichos estados comienzan a volverse extendidas, ver Fig. 40 b) en donde
se presenta una ampliación del estado de borde que emerge debido a la presencia de soluciones
tipo II. Observe como los estados de borde comienzan y terminan en soluciones de tipo II, esto
sugiere que dichos estados pudieran tener una naturaleza topológica no trivial. para probar la
validez de dicho enunciado no podemos proceder de la misma manera en la que probamos la
naturaleza topológica de los estados de borde que aparecieron en el caso de soluciones tipo I
pues las soluciones de tipo II no requieren que el conmutador ecuación (83) sea cero. Por lo
tanto, para confirmar o negar las propiedades topológicas de este tipo de estados de borde, lo
que haremos es analizar las propiedades topológicas de una rebana unidimensional del sistema,
es decir, estudiaremos las propiedades topológicas de nuestro sistema para una kx fija. Esto será
hecho en una región del diagrama de fase que se encuentre dentro de la región II. Una vez que
se considera que kx es constante, las propiedades topológicas del sistema están dadas por el
número de windind del vector unitario ĥeff que aparece en el Hamiltoniano efectivo (88) y que se
define en la Ec. (91). Es bien sabido que un número de winding distinto de cero es una firma de
propiedades topológicas no triviales. Ahora, si el vector unitario ĥeff, para una kx fija, tiene un
número de winding distinto de cero se sigue que la rebana unidimensional del sistema, para ese
valor dado de kx, tiene propiedades topológicas no triviales, sin embargo, el sistema completo (es
decir, el sistema bidimensional) no necesariamente es topológicamente no trivial pero puede ser
topológicamente débil. En la Fig. 40 a) se muestra el winding del vector unitario ĥeff como una
función de ky obtenido de la expresión analítica Ec. (91) para kx = 0,9π/

√
3, σ = 1/3, φ = 0,

τ = 5,46 y λ = 1. En dicha figura puede verse claramente que el número de windind de esta
rebana unidimensional del sistema (para kx = 0,9π/

√
3) es distinto de cero, de hecho tiene un

valor de 6, lo que implica que los estados de borde que aparecen cuando hay soluciones tipo II
son, al menos, tienen una naturaleza topológica débil.
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9. Conclusiones
En estos capítulos (capítulos 7 y 8) se estudió el caso de una nanocinta de grafeno con

terminación zigzag sometida a deformaciones mecánicas dependientes del tiempo. Para el caso
de deformaciones mecánicas uniaxiales (tanto para el caso de deformaciones dentro del plano
como para deformaciones fuera del plano) y periódicas se pudo obtener el espectro de cuasi
energías del sistema de manera analítica. Usando dicho resultado, se encontró que aparecen una
especie de conos de Dirac a cuasi energías cero y ±π (es decir, puntos en los cuales los bordes
de banda se tocan a cuasi energía cero o ±π siguiendo una dispersión lineal). Estas soluciones
pueden ser de dos tipos, que denotamos como tipo I y tipo II. Para las soluciones de tipo I se
encontró que, si se consideraba una nanocinta de grafeno finita con terminación zigzag, estas
soluciones dan lugar a bandas planas cuyas eigenfunciones están altamente localizadas cerca
de los bordes de la nanocinta. Estas bandas planas tienen un origen similar al de las bandas
planas observadas en nanocintas de grafeno finitas con terminación zigzag sin deformar. En
pocas palabras, las bandas planas unen dos soluciones tipo I con fase de Berry opuesta, este
punto fue demostrado por medio de la evaluación directa de la fase de Berry en las cercanías de
los TBPs tipo I. Por otro lado, se encontró que las soluciones tipo II también dan lugar a estados
de borde, sin embargo, sólo logramos probar que dichos estados de borde son topológicamente
débiles. Eso fue demostrado por medio del cálculo numérico del número de winding de una
rebana unidimensional del Hamiltoniano efectivo del sistema, es decir, para un valor fijo del cuasi
momento kx. Además de lo anterior, fuimos capaces de construir el diagrama de fase topológico
del sistema. Para finalizar, hacemos énfasis en que la realización experimental de nuestro modelo
es muy difícil, sin embargo hay algunas propuestas para experimentos que son muy similares
a nuestros modelos. Es posible inducir corrugaciones o deformaciones uniaxiales en grafeno por
medio de su crecimiento sobre sustratos con una constante de red diferente a la del grafeno.
Después, la modulación temporal puede ser llevada a cabo por medio de la aplicación periódica
de una patrón de presión sobre el sistema completo, esto es, sobre el grafeno y el sustrato. Sin
embargo el período de la modulación del campo de presiones debe ser del orden de femto segundos,
dichos escalas de tiempo pueden ser logradas si se usan, por ejemplo, láseres de Titanio-Safiro
para inducir las deformaciones. Otra alternativa es el uso de redes artificiales u ópticas en las que
los parámetros de salto pueden ser controlados a voluntad a escalas de tiempo similares a las que
fueron estudiadas aquí. Finalmente, sólo nos queda decir que para la observación de los estados
de borde encontrados en los capítulos 7 y 8 no es realmente necesario utilizar pulsos ultra cortos
(es decir, pulsos tipo función delta de Dirac), de hecho es suficiente con considerar el caso de
modulación temporal periódica tipo sinusoidal. Desafortunadamente, al utilizar una modulación
temporal tipo sinusoidal, la observación de los estados de borde se vuelve más complicada pues
las brechas energéticas seculares se vuelven más pequeñas.



Nanocintas de grafeno con terminación
armchair

En los capítulos 7 y 8 se ha estudiado como es que se afectan las propiedades electrónicas
de nanocintas de grafeno con terminación zigzag cuando un campo deformación dependiente del
tiempo está presente. En particular, se analizó una deformación periódica en el tiempo y en el
espacio. El principal resultado obtenido fue la aparición de bandas planas a cuasi energías cero
y ±π, las cuales están protegidas topológicamente. Esto fue probado por medio de la evaluación
explícita de la fase de Berry, en las cercanías de los puntos en los cuales estas bandas planas
emergen. Es importante mencionar que en dicho sistema se encontraron características topológicas
no triviales a pasar de que el sistema se encontraba en una fase en donde no había brecha
energética. Sin embargo, puede resultar muy interesante ver que le sucede a los estados de borde
encontrados en el caso de una nanocinta de grafeno con terminación zigzag si estos se encuentran
en una fase en la que el sistema tenga una brecha energética diferente de cero. Como se verá más
adelante, es posible analizar la situación anterior si se considera el mismo tipo de deformación
mecánica dependiente del tiempo pero ahora en el caso de nanocintas de grafeno con terminación
armchair. El estudio de este caso será el objetivo del presente capítulo.

Para comenzar daremos una breve descripción de lo que es un aislante topológico, ya que dicha
definición nos será útil a lo largo del presente capítulo. Los aislantes topológicos son materiales
que pueden soportar excitaciones de baja energía a lo largo de los bordes del material, estas
excitaciones de baja energía están protegidas topológicamente [119] y han atraído gran interés
debido a sus potenciales aplicaciones en el campo de la computación cuántica topológica [120, 121]
o en la espintrónica [122, 123, 124]. Más aún, después de la observación experimental de los
aislantes topológicos [125, 126], muchos sistemas con características topológicas no triviales han
sido propuestos [127, 128, 129, 101, 76, 130, 131, 132, 133, 134, 105, 135, 136, 137, 138, 139,
140, 141, 142]. Entre ellos, uno puede mencionar el notable caso de los sistemas periódicamente
modulados en el tiempo, los cuales han mostrado tener un rico comportamiento topológico con
características no presentes en el caso de aislantes topológicos sin dependencia temporal [143,
144, 129]. Por ejemplo, los sistemas modulados periódicamente en el tiempo pueden dan lugar a
estados de borde con una naturaleza tipo fermiones de Majorana [96], estados chirales y contra
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propagantes [76], entre muchos otros fenómenos interesantes [145, 146, 73, 89, 147]. La emergencia
de estados de borde está protegida por una ley de conservación o una simetría del sistema en
el bulto, este principio es conocido como la correspondencia borde-bulto [82]. El papel jugado
por la simetría es fundamental para una correcta descripción de las propiedades topológicas del
sistema en consideración, debido a que dicha simetría arroja luz acerca del invariante topológico
necesario para describir las propiedades topológicas del sistema [148, 149]. Aunque se ha hecho un
gran progreso en la clasificación topológica de sistemas periódicamente modulados que tienen una
brecha energética distinta de cero [150, 151], la clasificación topológica de sistemas sin brecha
energética está aún lejos de estar completa. Por ejemplo, las propiedades topológicas de semi
metales de Dirac no pueden ser descritas por los invariantes usados para el caso de sistemas con
brechas energéticas diferentes de cero [84].

Motivados por la discusión anterior, en este capítulo estudiamos la emergencia de estados de
borde en una nanocinta de grafeno con terminación armchair sometida a un campo de deforma-
ción uniaxial que es periódico en el espacio y que además es encendido y apagado de manera
periódica en el tiempo, para hacer esto usaremos la aproximación de amarre fuerte y trabajare-
mos en el marco de la teoría de Floquet. Antes de continuar con dicho estudio, es importante
remarcar las diferencias entre este caso y el caso zigzag estudiado en los dos capítulos anteriores.
El caso estudiado en este capítulo es esencialmente diferente al caso de nanocintas de grafeno con
terminación zigzag. La primera y, tal vez, la más importante diferencia es que el caso armchair es
capaz de soportar fases en las que hay brecha energética y fases en las que la brecha energética
es de tamaño cero, mientras que el caso zigzag únicamente es capaz de dar lugar a fases con
brecha energética de tamaño cero. Esto es una consecuencia directa de las propiedades estáticas
de una nanocinta de grafeno con terminación armchair [20, 152, 59, 153] (ver capítulo 4). La
segunda diferencia tiene que ver con las características de los estados de borde observados para
el caso armchair. Pues la naturaleza de los estados de borde observados en el caso armchair es
fundamentalmente diferente a la de los estados de borde obtenidos en el caso zigzag. Por ejemplo,
como se verá más adelante, el caso armchair en la fase con brecha energética de tamaño cero uno
puede observar estados de borde tipo coseno que, además, se mezclan y coexisten con las bandas
del bulto. Por otro lado, en la fase con brecha energética diferente de cero a cuasi energía cero
uno observa la emergencia de estados de borde a dicha cuasi energía; adicionalmente, en otros
lugares en los que se abren brechas energéticas seculares aparecen estados de borde diferentes.
Este hecho es interesante pues se ha probado que para sistemas periódicamente modulados en
el tiempo con simetría chiral y brechas enegéticas diferentes de cero a cuasi energías cero o ±π,
dichas brechas energéticas son topológicamente triviales desde el punto de vista del número de
Chern [154]. Las consecuencias del enunciado anterior son discutidas a lo largo del presente ca-
pítulo. Para finalizar, es importante hacer algunos comentarios acerca de la posible realización
experimental de nuestro modelo. Sin embargo, como esto ya ha sido discutido antes, remitimos al
lector al capítulo 7 para mayores detalles acerca de la posible realización experimental de nuestro
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modelo.

10. Deformaciones dentro del plano
Como antes consideraremos una deformación uniaxial dentro del plano aplicada a una nano-

cinta de grafeno con terminación armchair. La deformación considerada es periódica en el espacio
y tiene la siguiente forma,

u(yj) = λ cos (2πσ yj + φ).
Dado que ya hemos estudiado el caso de modulación temporal tipo coseno en el capítulo 7 y

dado que este tipo de modulación no modifica de manera significativa los resultados obtenidos
al considerar una modulación temporal tipo función delta de Dirac, en este capítulo únicamente
consideraremos el caso de una modulación temporal en el límite de pulsos ultra rápidos, es decir,
consideraremos el caso de una modulación temporal tipo función delta de Dirac. Para este caso y
para un campo de deformación como el definido arriba, el Hamiltoniano dependiente del tiempo,
que será estudiado en lo que sigue, toma la siguiente forma,

H(kx, t) = H0(kx) +
∑
m

[H1(kx)−H0(kx)] δ(t/T −m), (125)

con los Hamiltonianos H0 y H1 dados por las siguientes relaciones,

H0(kx) =
N/2−1∑
j=1

γ0
[
d(kx)a†2jb2j + a†2j−1b2j−1

]

+
N/2−1∑
j=1

γ0a
†
jbj+1 + h.c.,

y

H1(kx) =
N/2−1∑
j=1

γ0
[
d(kx)a†2jb2j + a†2j−1b2j−1

]

+
N/2−1∑
j=1

γja
†
jbj+1 + h.c.

donde β ≈ 3,37 es la razón de decaimiento [38, 40] (parámetro de Grüneisen). El parámetro
γ0 = 2,7 eV es el parámetro de salto inter atómico en grafeno sin deformar y será tomado como
γ0 = 1 en lo que sigue, en otras palabras, mediremos las energías en términos de γ0. Los parámetros
de salto, γj, están dados por,

γj
γ0

= exp
[
β
(√

1− λ
√

3f(j, σ, φ) + λ2f 2(j, σ, φ)− 1
)]
, (126)
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Para finalizar, las función f(j, σ, φ) se define como,

f(j, σ, φ) = 2 sin
(√

3πσ/2
)

sin
[√

3πσ(j + 1/2) + φ
]
. (127)

Las principales características del Hamiltoniano H1(kx) ya han sido estudiadas en detalle en el
capítulo 4 en el límite de amplitudes pequeñas del campo de deformación. Sin embargo es con-
veniente hacer algunos comentarios acerca de las diferencias de la contraparte del Hamiltoniano
H1(kX) en el caso zigzag. En general, es mucho más fácil abrir una brecha energética en el espec-
tro de energía de una nanocinta de grafeno con terminación armchair por medio de la aplicación
de deformaciones mecánicas a lo largo de la dirección zigzag de dicha nanocinta que aplicando
deformación a lo largo de la dirección armchair en una nanocinta de grafeno con terminación
zigzag [20] (ver el capítulo 4). Por lo tanto, se espera que, en el caso de una nanocinta de grafeno
con terminación armchair, se abran más brechas energéticas para ciertos valores de los parámetros
del campo de deformación en comparación con el caso de nanocintas de grafeno con terminación
zigzag. De hecho, este será el caso como se verá más adelante.

Al igual que antes, estudiaremos las propiedades del Hamiltoniano (125) usando el operador
de evolución temporal de un período que se define como,

U(kx, τ) = T exp
[
−i
∫ T

0
H(kx, t) dt/~

]
= exp [−iτ(H1(kx)−H0(kx))] exp [−iτH0(kx)],

(128)

El espectro de energía de dicho operador será estudiado por medio de un Hamiltoniano efectivo
definido como,

U(kx, τ) = exp [−iτHeff(kx, τ)].

De tal suerte que los eigenvalores del operador de evolución temporal de un período está dados por
los eigenvalores de τHeff(kx, τ), dichos eigenvalores serán denotados por τω(kx, τ), las llamadas
cuasi energías del sistema.

A pesar de que nuestro modelo puede ser estudiado dentro de un rango muy amplio de los
valores de sus parámetros nos centraremos en dos valores particulares de la frecuencia del campo
de deformación (σ). Los valores elegidos son los siguientes: 1) σ = 1/

√
3 y 2) σ = 0,5/

√
3 con

φ = πσ para ambos casos. La elección de los valores anteriores de σ se debe a que el valor
σ = 1/

√
3 da el período espacial más pequeño del sistema a lo largo del eje y y el sistema se

encuentra en una fase en la que no hay brecha energética alrededor del cero de la cuasi energía
ni alrededor de las cuasi energías ±π. Por otro lado, para σ = 0,5/

√
3 se obtiene el segundo valor

más pequeño del período espacial del sistema y el sistema se encuentra en una fase en la que
hay una brecha energética distinta de cero alrededor del cero de la cuasi energía en el espectro
energético del bulto.
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Figura 41: Estructura de bandas de las cuasi ener-
gías para una fase en la que no hay brecha energé-
tica obtenida por medio de la diagonalización de la
representación matricial de la Ec. (128). Los paráme-
tros usados son σ = 1/

√
3, λ = 0,2, τ = π, φ = πσ

y N = 324 para a) condiciones de frontera cíclicas
y b) condiciones de frontera fijas. En el panel a) no
se observan estados de borden debido a que se usa-
ron condiciones de frontera cíclicas. En el panel b),
en cambio, se observan dos tipos de estados de borde.
Unos aparecen alrededor del cero de la cuasi energía.
Los otros son estados de borde que tienen una disper-
sión tipo coseno, estos estados se mezclan y coexisten
con los estados del bulto. Los colores representan el
NPR, el cual es definido en la Ec. (26). El color rojo
corresponde a estados altamente localizados, mientras
que el color azul corresponde a estados totalmente ex-
tendidos.

Para σ = 1/
√

3 la super celda de la nanocinta de grafeno contiene dos filas de átomos de
carbono en la dirección y, en otras palabras, hay cuatro átomos diferentes en la super celda. Esto
se debe a que los parámetros de salto únicamente toman dos valores diferentes, os cuales pueden
ser obtenidos al sustituir la siguiente expresión

f(j, 1/
√

3, φ) = 2λ(−1)j cos (φ), (129)

en la Ec. (126). Para σ = 0,5/
√

3 los parámetros de salto toman cuatro valores diferentes, lo que
significa que la super celda tiene ocho átomos distintos. De nueva cuenta, los parámetros de salto
pueden ser obtenidos al sustituir la siguiente expresión

f

(
j,

1
2
√

3
, φ

)
= 2λ sin

[
π

2 (j + 1/2)
]

sin
[
π

4 + (−1)jφ
]
, (130)

en la Ec. (126).

10.1. Espectro de cuasi energías
En esta sección se estudiará el espectro de cuasi energías y la emergencia de estados de borde

con propiedades topológicas no triviales. Para esto se construirá la representación matricial del
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Figura 42: Estructura de bandas de las cuasi energías
obtenido por medio de la diagonalización numérica de
la representación matricial de la Ec. (128). Los pará-
metros usados son σ = 1/

√
3, λ = 0,2, τ = π, N = 324

y, además, se usaron condiciones de frontera fijas para
a) φ = 0 y b) φ = πσ/2. Nótese que en los paneles a)
y b) se observan estados de borde que penetran pro-
fundamente en las bandas del bulto sin perder del todo
su localización. Además, en el panel b), los estados de
borde que aparecen alrededor del cero de la cuasi ener-
gía están desacoplados. Se ha usado el mismo código
de color que el usado en la Fig. 41 para mostrar la
localización de cada función de onda.

operador de evolución temporal de un período U(kx, τ). Después, se obtendrán sus eigenvalores
como función de kx por medio de cálculos numéricos para una nanocinta de tamaño finito. En
todos los casos considerados de aquí en adelante se ha considerado que la celda unitaria de la
nanocinta tiene N = 324 átomos. Es importante notar que para σ = 1/

√
3 o σ = 0,5/

√
3 el

sistema no es periódico únicamente a lo largo de la dirección x sino también a lo largo de la
dirección y. Por lo tanto, al aplicar condiciones de frontera periódicas a lo largo de la dirección
x y a lo largo de la dirección y el espectro de cuasi energías también puede ser obtenido por
medio de una transformación de Fourier de los Hamiltonianos H0(kx) y H1(kx). Sin embargo,
si se sigue este método no somos capaces de observar los estados de borde que emergerían para
un sistema finito, por otro lado, este método nos permite comparar resultados numéricos con
resultados analíticos para comprobar la veracidad de ambos resultados. Para observar los estados
de borde realizaremos cálculos numéricos en el espacio real.

Comenzaremos por estudiar la fase en la que el sistema no tiene brecha energética, es decir,
estudiaremos el caso en el que σ = 1/

√
3. La estructura de bandas para este caso se muestra en

la Fig. 41, en donde, para la realización de l gráfica, se han usado los siguientes valores λ = 0,2,
τ = π, φ = πσ y σ = 1/

√
3. En el panel a) hemos usado condiciones de frontera cíclicas, mientras

que en el panel b) hemos usado condiciones de frontera fijas. Observe que la única diferencia
entre el panel a) y el panel b) es que en el último panel estados de borde emergen. Los colores en



10. Deformaciones dentro del plano 95

Figura 43: Estructura de bandas de las cuasi energías
para una fase en la que el sistema tiene una brecha ener-
gética alrededor del cero de la cuasi energía. Dicha es-
tructura de bandas fue obtenida por medio de la dia-
gonalización numérica de la representación matricial de
la Ec. 128 para σ = 1/2

√
3, λ = 0,2, τ = π, φ = πσ,

N = 324 y, además, se usaron condiciones de frontera
fijas. En el panel a) mostramos una amplificación alre-
dedor del cero de la cuasi energía para una mejor visua-
lización de los estados de borde que aparecen alrededor
de la cuasi energía cero y que cierran la brecha energé-
tica. Observe que cada vez que una brecha energética
secular aparece también aparecen estados de borde. Se
usó el mismo código de color que el usado en la Fig. 41
para mostrar la localización de las funciones de onda.

la figura, al igual que antes, representan el logaritmo de la razón de participación normalizada,
NPR. Un hecho interesante a ser notado es que, a pesar de que el sistema se encuentra en una
fase en la que el sistema no tiene brecha energética, es posible observar estados de borde (los
cuales están altamente localizados cerca de los bordes de la nanocinta). Más aún, uno puede
observar dos tipos de estados de borde en la Fig. 41. Unos se encuentran alrededor de la cuasi
energía cero, estos estados están degenerados en kx = 0. Sin embargo, conforme uno se aleja del
punto kx = 0 dichos estados comienzan a desacoplarse y a volverse estados extendidos. El otro
tipo de estados de borde tienen un dispersión tipo coseno y también están degenerados en kx = 0
a cuasi energías ±π. Conforme uno se aleja de kx = 0 estos estados comienzan a desacoplarse y,
eventualmente, ellos se fusionan con las bandas del bulto sin convertirse en estados completamente
extendidos. Estos estados se encuentran localizados en bordes opuestos de la nanocinta, este hecho
fue comprobado numéricamente. Adicionalmente, queremos llamar la atención acerca de la fuerte
dependencia de la forma del espectro de cuasi energía sobre la fase del campo de deformación,
φ. Para comprobar la aseveración anterior en la Fig. 42 se muestran la estructura de bandas del
sistema para: φ = 0 [panel a)] y φ = πσ/2 [panel b)], en ambos paneles se han usado los mismo
parámetro usados en la Fig. 41 y fueron obtenidos usando condiciones de frontera fijas. En el
panel a) de la Fig. 42 puede verse que los estados de borde son muy similares a lo observados en
la Fig. 41 b). Por otro lado, observe que los estados de borde n la Fig. 42 b) no se tocan cuando
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kx = 0, en lugar de eso, una brecha energética secular se abre entre ellos, además, dichos estados
se desacoplan en cuatro bandas. Finalmente, nótese que los estados de borde observados en la
Fig. 42 a) penetran profundamente en las bandas del bulto manteniéndose localizados cerca de
los bordes de la nanocinta.

La fuerte dependencia de la espectro de cuasi energías en la fase del campo de deformación,
φ, puede ser entendida como sigue. Básicamente, la fase del campo de deformación como es que
el patrón de deformación se ajusta a los bordes de la nanocinta de grafeno. Se ha demostrado
que la forma en la que el ajuste entre la deformación y la nanocinta es un factor crucial en la
determinación de las propiedades topológicas de esta clase de sistemas. Cambiando de tema, por
razones de espacio, en lo que sigue únicamente nos enfocaremos en estudiar los estados de borde
que aparecen para el caso en el que φ = πσ. Para los otros casos se obtienen esencialmente los
mismos resultados.

Para terminara, analizaremos el espectro de cuasi energías para una fase en la que el sistema
tiene una brecha energética distinta de cero alrededor de la cuasi energía cero. Dado que los
estados de borde topológicos son muy robustos ante perturbaciones, esperamos que los estados
de borde vistos en la Fig. 41 b) no sean destruidos por una brecha energética distinta de cero.
Tal aseveración es confirmada en la Fig. 43 en donde se ha graficado la estructura de bandas
de las cuasi energías para una fase del sistema en la que hay una brecha energética de tamaño
distinto de cero. Se han usado las mismas condiciones que se usaron en la Fig. 43 pero con
σ = 0,5/

√
3 y usando condiciones de frontera fijas. En dicha figura puede observarse que cuatro

estados de borde aparecen alrededor del cero de la cuasi energía, además nótese que dichos estados
cierran la brecha energética. Obsérvese, además, que los estados de borde convergen en un único
punto, kx = 0, el cual es un punto simétrico ante reversión temporal. Adicionalmente, uno puede
observar la emergencia de estados de borde cada vez que e abre una brecha energética secular
a cuasi energías distintas de cero o ±π. Cambiando de tema, más adelante veremos que nuestro
modelo posee simetría chiral, lo que implica que los estados de borde que aparecen en la brecha
energética alrededor del cero de la cuasi energía son topológicamente triviales desde el punto
de vista del número de Chern, sin embargo, esto no excluye la posibilidad de que tales estados
puedan tener una naturaleza topológica débil. Por otro lado, los estados de borde que aparecen
en otras brechas energéticas que no estén centradas alrededor de cuasi energía cero o ±π pueden
ser topológicos, esto aplica para los estados que aparecen en las brechas energéticas seculares del
panel b) de la Fig. 43.

10.2. Propiedades topológicas de los estados de borde
Antes de comenzar con el análisis de las propiedades topológicas de los estados de borde

encontrados en la sección anterior, es conveniente escribir la transformada de Fourier de los Ha-
miltonianos H1(kx) y H0(kx) para en el caso en el que se consideran condiciones de frontera
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cíclicas a lo largo de la dirección y. Para ese caso es posible escribir los Hamiltonianos H1(kx) y
H0(kx) completamente en el espacio recíproco de nuestro sistema tomando en cuenta la periodi-
cidad a lo largo de la dirección y, que surge para los casos en que σ = 1/

√
3 o σ = 0,5/

√
3. Si

ese es el caso, resulta que ky es un buen número cuántico, de ahí se sigue que los Hamiltonianos
H1(kx) y H0(kx) se reducen a matrices de tamaño 4Q × 4Q que dependen de k = (kx, ky), en
donde Q es el número de filas distintas a lo largo de la dirección y. De hecho Q está relacionada
con la frecuencia de la deformación de la siguiente manera σ = P/(

√
3Q). Dicha relación se debe

al hecho de que la componente y de las posiciones de los átomos a lo largo de la celda unitaria de
una nanocinta de grafeno con terminación armchair está dada por múltiplos enteros de

√
3ac/2.

Para σ = 1/
√

3, las matrices toman su menor tamaños pues Q = 1, por lo tanto los Hamiltonia-
nos H1(k) y H0(k) pueden ser escritos en el espacio recíproco como matrices de tamaño 4 × 4.
El caso Q = 1 es el más simple posible y será el único que se estudiará de manera analítica, esto
será realizado en la siguiente sección debido a las implicaciones que tiene sobre las propiedades
topológicas del sistema en la fase sin brecha energética.

Uno puede simplificar más los Hamiltonianos H1(k) y H0(k) para alguna Q en general si
dichos Hamiltonianos se escriben en la base chiral (la base chiral es una base tal que todas las
funciones de onda de los sitios A aparecen como las primeras entradas del eigenvector del sistema,
mientras que las funciones de onda de los sitios B son las segundas entradas del tal eigenvector).
Usando la base chiral uno obtiene que,

Hl(k) =
[

0 H̃l(k)
H̃†l (k) 0

]
, (131)

donde l = 0, 1 y la tilde indica que las matrices son de tamaño 2 × 2. La forma explícita de las
matrices H̃l(k), para el caso de σ = 1/

√
3, es la siguiente,

H̃0(k) =
[

1 1 + e−i
√

3ky

1 + ei
√

3ky e−i 3kx

]
,

H̃1(k) =
[

1 γ1 + γ2e
−i
√

3ky

γ1 + γ2e
i
√

3ky e−i 3kx

]
.

(132)

Así, el Hamiltoniano que perturba a H0 se define como δH = H1(k)−H0(k) y toma la siguiente
forma,

δH(ky) =
[

0 δH̃(ky)
δH̃(ky) 0

]
, (133)

con
δH̃(ky) =

[
0 δ1 + δ2e

−i
√

3ky

δ1 + δ2e
i
√

3ky 0

]
, (134)
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donde δ1,2 = γ1,2 − 1. Nótese como la dependencia en kx se ha cancelado debido a que el Hamil-
toniano H1(k) y el Hamiltoniano H0(k) tienen la misma simetría en la dirección kx.

Para estudiar las propiedades topológicas de nuestro modelo iniciamos buscando las sime-
trías de los Hamiltonianos H1(k) y H0(k). Nótese que tales Hamiltonianos cumplen la siguiente
condición,

ΓHl(k)Γ = −Hl(k) (135)

donde l = 0, 1 y Γ en el operador chiral. Γ es un operador unitario que puede ser representado,
en la base chiral, como,

Γ =
[
I2Q×2Q 0

0 −I2Q×2Q

]
, (136)

dada la unitariedad del operador Γ, tenemos que, Γ2 = I4Q×4Q. Como una consecuencia de la Ec.
(135), la transformada de Fourier del Hamiltoniano dependiente del tiempo Ec. (125) posee la
siguiente propiedad,

ΓH(k, t)Γ = −H(k,−t) (137)

De la ecuación (137) se sigue que el Hamiltoniano dependiente del tiempo (125) es chiral. De esto
resulta que la transformada de Fourier del operador de evolución temporal de un período debe
de cumplir la siguiente condición,

ΓU(k, τ)Γ = U−1(k, τ) = U†(k, τ) = U(k,−τ), (138)

donde la transformada de Fourier del operador de evolución temporal de un período ahora está
dado por la siguiente relación,

U(k, τ) = e−iτδH(k)e−iτH0(k). (139)

Nótese que usando la Ec. (138), el operador U(−τ) puede escribirse como,

U(k,−τ) = eiτH0(k)eiτδH(k). (140)

que es el mismo resultado que uno obtiene directamente del uso del operador de ordenamiento
temporal que aparece en la definición del operador de evolución temporal de un período.

Debido a la condición impuesta por la Ec. (138), el espectro de cuasi energías debe ser si-
métrico alrededor del cero de la cuasi energía, sentencia que es confirmada en las Figs. 41, 42
y 43. Adicionalmente la restricción Ec. 138 para sistemas con brechas energéticas distintas de
cero a cuasi energías cero o ±π impone la anulación del invariante topológico en dichas brechas
energéticas, aunque brechas energéticas a otras cuasi energías pueden ser topológicamente no
triviales. Lo anterior aplica desde el punto de vista del número de Chern. Es importante aclarar
que a pesar de que el enunciado anterior nos da información acerca de la naturaleza topológica
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de los estados de borde observados en la fase en la que el sistema tiene una brecha energética
distinta de cero alrededor del cero de la cuasi energía, dicho enunciado no aporta ninguna infor-
mación acerca de la topología de los estados de borde observados en la fase en la que el sistema
no tiene brecha energética, de hecho, la naturaleza topológica de estos estados no está clara. Por
lo tanto, la caracterización topológica de dichos estados será realizada en la siguiente sección, en
donde se estudiarán las propiedades topológicas de una rebana unidimensional del sistema, en
otras palabras, estudiaremos las propiedades topológicas de nuestro sistema para un kx fija, en
particular estudiaremos el caso en el que kx = 0.

Para finalizar, estudiaremos las propiedades topológicas de los estados de borde observados
en la fase en la que nuestro sistema tiene una brecha energética distinta de cero alrededor del
cero de la cuasi energía. Como se mencionó anteriormente, para el caso σ = 0,5/

√
3, el invariante

topológico para la brecha energética central es cero, a pesar de este hecho, observamos que estados
de borde emergen y, de hecho, cierran esta brecha energética, ver Fig. 43. Esto implica que se
necesita un invariante topológico nuevo para la caracterización del sistema o que los estados de
borde observados en la Fig. 43 alrededor del cero de la cuasi energía son topológicamente débiles.
Es interesante notar que dichos estados siguen una relación de dispersión lineal a bajas energías
y además tales estados de borde se cruzan en un punto que es simétrico ante inversión temporal
(kx = 0). Es un hecho bien conocido que tal cruce es exigido por la simetría ante reversión
temporal y que es una de las firmas de los aislantes topológicos, dicho de otra manera, los estados
de borde que aparecen alrededor del cero de la cuasi energía en la Fig. 43 parecen tener una
naturaleza topológica no trivial. Empero, estamos conscientes de que para determinar de manera
completa y sin ambigüedades la naturaleza topológica de dichos estados es necesario calcular el
invariante topológico del sistema. Sin embargo, debido a que tal invariante no está bien definido
para el caso de sistemas periódicamente modulados en el tiempo y dado que dicho cálculo va más
allá del propósito de la presente tesis, no lo calcularemos. Aunque esperamos que nuestro trabajo
motive más investigaciones alrededor de este punto.

10.3. Estudio analítico de la topología para σ = 1/
√

3 en kx = 0
En esta sección empezaremos por estudiar la emergencia de estados de borde para el caso en

el que σ = 1/
√

3. Para hacer esto, nótese que los estados de borde emergerán por primera vez
cuando los bordes inferior y superior del espectro de las cuasi energías se crucen por vez primera
conforme uno aumenta τ . Esto puede ser visto en la Fig. 44. Los bordes de banda corresponden
a valores extremos de la espectro de cuasi energías de la transformada de Fourier del operador
de evolución temporal de un período definido en la Ec. (139). Es fácil mostrar que los valores
máximos y mínimos del espectro de cuasi energías están dados por los puntos en los cuales los
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Hamiltonianos H0 y δH conmutan. El conmutador de dichos Hamiltonianos está dado por,

[δH(ky),H0(k)] =
[
C̃(k) 0

0 C̃(k)

]
, (141)

con

C̃(k) = 2i(γ1 − γ2) sin (
√

3ky)σz + 2
[
δ1 sin

(
3kx
2

)
+ δ2 sin

(
3kx
2 −

√
3ky

)]
sin

(
3kx
2

)
σx

+ 2
[
δ1 cos

(
3kx
2

)
+ δ2 cos

(
3kx
2 −

√
3ky

)]
sin

(
3kx
2

)
σy

(142)

donde σx,y son las matrices de Pauli y δ1,2 = γ1,2 − 1 como antes.
Denotemos por k∗x y k∗y los puntos en los cuales el conmutador Ec. (141) es cero. De las

ecuaciones (141) y (142) es fácil ver que k∗x = 3nπ/2 y k∗y = nπ/
√

3, donde n es un número
entero. Dado que sólo estamos interesados en una rebana unidimensional de nuestro sistema,
primeramente consideraremos el caso en el que kx = 0 y después estudiaremos el espectro de
cuasi energías como una función de ky.

Lo primero que debemos hacer es obtener el operador de evolución temporal de un período,
por fines de claridad haremos esto para cualquier valor de kx y después particularizaremos al caso
kx = 0, una vez lo anterior haya sido hecho procederemos a estudiar las propiedades topológicas
de la rebanada unidimensional de nuestro sistema. Dicho lo anterior, para obtener el operador
de evolución temporal de un período iniciamos por encontrar los eigenvalores y los eigenvectores
del Hamiltoniano de una nanocinta de grafeno con terminación armchair sin deformar, es decir,
obtendremos los eigenvalores y eigenvectores de H0(k). Uno puede obtener los eigenvalores de
H0(k) de una manera muy sencilla por medio de la renormalización de una de las sub redes
bipartitas de la red del grafeno, de hecho, este método equivale a encontrar los eigenvalores del
cuadrado del Hamiltoniano H0(k). Así, los eigenvalores del Hamiltoniano H0(k), denotados por
E1,2(b), están dados por,

E1(k) = ±
√

3 + 4 cos (3kx/2) cos
(√

3ky/2
)

+ 2 cos (
√

3ky),

E2(k) = ±
√

3− 4 cos (3kx/2) cos
(√

3ky/2
)

+ 2 cos (
√

3ky).
(143)

Para encontrar loe eigenvectores de H0(k) debemos encontrar una transformación unitaria que
diagonalice a H0(k). Si usamos el teorema de Bloch y la bien conocida solución para los ei-
genvectores de grafeno puro, uno obtiene la siguiente transformación unitaria que diagonaliza
H0(k),

O(k) =
[
M̃a(k) M̃a(k)
M̃b(k) −M̃b(k)

]
(144)
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donde se han ordenado las energías de la siguiente manera E1, E2, −E1, −E2 y las matrices
M̃a(k) y M̃b(k) están dadas por las siguientes expresiones,

M̃a(k) = 1
2

[
1 1

e−ik·a2 −e−ik·a2

]

M̃b(k) = 1
2

[
eiθ1(k) eiθ2(k)

eiθ1(k)eik·a1 −eiθ2(k)eik·a1

]
,

(145)

a1 = (3,
√

3)/2, a2 = (3,−
√

3)/2 son los vectores de red de grafeno puro y

eiθ1(k) = 1
E1

[
1 + 2e−3ikx/2 cos

(√
3ky/2

)]
eiθ2(k) = 1

E2

[
1− 2e−3ikx/2 cos

(√
3ky/2

)]
.

(146)

Ya que hemos encontrado los eigenvalores y los eigenvectores del Hamiltoniano H0(k), el siguiente
paso es transformar la ecuación (139) a la base en la que el Hamiltoniano H0(k) es diagonal, en
otras palabras, tenemos que calcular la matriz dada por O†U(k, τ)O = U′(k, τ). Antes de calcular
la matriz anterior , reduciremos U(k, τ) a una forma más sencilla para facilitar los cálculos. Para
hacer lo anterior note que (δH)2 = (δE(ky))2 I4×4, donde

δE(ky) =
√

(γ1 − 1)2 + (γ2 − 1)2 + 2(γ1 − 1)(γ2 − 1) cos
(√

3ky
)
. (147)

Una consecuencia directa de la propiedad anterior del Hamiltoniano δH es que la exponencial de
dicho Hamiltoniano puede ser escrita como,

exp [−iτ (δH)] = cos [τδE(ky)]I4×4 − i (δH) sin [τδE(ky)]
δE(ky)

, (148)

de la ecuación anterior se sigue que el operador de evolución temporal de un período, U(k, τ),
puede ser escrito como,

U(k, τ) =
(

cos [τδE(ky)]− i
sin [τδE(ky)]
δE(ky)

δH(ky)
)
e−iτH0(k). (149)

Ahora corresponde calcular la siguiente matriz δH′(ky) = O†δH(ky)O, después de algunas mani-
pulaciones algebraicas uno encuentra lo siguiente,

δH′(k) =
[

δH̃+(k) δH̃−(k)
−δH̃−(k) −δH̃+(k)

]
, (150)
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donde
δH̃±(k) = M̃†b(k) δH̃(k) M̃a(k)± M̃†a(k) δH̃(k) M̃b(k). (151)

Finalmente, ya que se han obtenido todos los cálculos necesarios, el operador de evolución tem-
poral de un período transformado a la base en la que H0(k) es diagonal, es decir el operador
U′(k, τ) está dado por,

U′(k, τ) = −isin [τδE(ky)
δE(ky)

× (cos [τδE(ky)] + δH̃+(k)
)
Ũ0(k, τ) δH−(k)Ũ∗0(k, τ)

−δH−(k)Ũ0(k, τ)
(
cos [τδE(ky)]− δH̃+(k)

)
Ũ∗0(k, τ)

 (152)

donde U′(k, τ) = O†(k)U(k, τ)O(k) and

Ũ0(k, τ) =
[
eiτE1(k) 0

0 eiτE2(k)

]
. (153)

Hasta ahora hemos obtenido la expresión cerrada del operador de evolución temporal de un
período U′(k, τ) para cualquier valor de k. Lo que sigue es calcular dicho operador de evolución
temporal para una rebana unidimensional de nuestro sistema, es decir, calcularemos la forma
explícita del operador U′(k, τ) para un valor dado de kx, en particular consideraremos el caso en
el que kx = 0. Es interesante que para el caso kx = 0, el operador U′(k, τ) se vuelve diagonal
por bloques, donde cada uno de los bloques es una matriz de tamaño 2 × 2. Si reemplazamos
k = (0, ky) en la ecuación (152), obtenemos que,

U′(kx = 0, ky, τ) =
[
eiτδh̃(ky)eiτ h̃0(ky) 0

0 e−iτδh̃(ky)e−iτ h̃0(ky)

]
(154)

donde

δh̃(ky) = δh(ky) δĥ · σ,
h̃0(ky) = I2×2 + 2 cos

(√
3ky/2

)
σz,

(155)

con σ = (σx, σy, σz), σi (i = x, y, z) son las matrices de Pauli escritas en la base en la que σz es
diagonal y las componentes de δh están dadas por,

δh(y) = (γ1 − γ2) sin
(√

3ky/2
)
,

δh(z) = (γ1 + γ2 − 2) cos
(√

3ky/2
)
.

(156)
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también hemos usado la siguiente definición δh(ky) = |δh|. La ecuación (154) puede ser redu-
cida aún más si usamos la regla de suma del grupo SU(2). Después de algunas manipulaciones
algebraicas uno encuentra que,

U′(τ) =
[
eiτ h̃eff(ky) 0

0 e−iτ h̃eff(ky)

]
(157)

donde
h̃eff(ky) = I2×2 + Ω(ky)ĥeff · σ, (158)

donde Ω(ky) está dada por

cos [τΩ(ky)] = cos (τδh) cos
[
2τ cos

(√
3ky/2

)]
− δh(z)

δh
sin (τδh) sin

[
2τ cos

(√
3ky/2

)]
. (159)

Finalmente, el vector unitario ĥeff está dado por la siguiente expresión,

ĥeff = 1
sin [τΩ(ky)]

{
δĥ sin (τδh) cos

[
2τ cos

(√
3ky/2

)]
+ êz cos (τδh) sin

[
2τ cos

(√
3ky/2

)]
−δh(y)êx sin (τδh) sin

[
2τ cos

(√
3ky/2

)]}
.

(160)

Nótese que las cuasi energías de nuestro sistema para kx = 0 están dadas por los eigenvalores del
operador de evolución temporal de un período, Ec. (157). Denotaremos como τω(ky) ha dichas
cuasi energías, las cuales están dadas por,

τω(ky) = τ [±1 + Ω(ky)] . (161)

La información topológica de nuestro sistema para σ = 1/
√

3 y kx = 0 está contenida en el
Hamiltoniano efectivo (158). Es ilustrativo obtener las condiciones necesarias para la emergencia
de estados de borde. Dicha información puede ser obtenida de por medio del estudio de las
propiedades topológicas del Hamiltoniano (158). Debido a que los estados de borde emergerán por
primera vez cuando las bordes de banda superior e inferior se crucen por vez primera, iniciaremos
nuestro análisis por obtener dichos bordes de banda. Como se mencionó anteriormente, los valores
extremos el espectro de cuasi energías se encuentran en kx = k∗x = 0 y ky = k∗y = 0. Sustituyendo
dichos valores en la Ec. (161) y usando la ecuación (159) uno obtiene lo siguiente,

τω± = τ(±1 + γ1 + γ2). (162)

La condición necesaria para que los bordes de banda inferior y superior se crucen al valor crítico
de τ , denotado como τc, es la siguiente,

τc(ω+ ± ω−) = 2π. (163)
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Figura 44: Espectro de cuasi energías para kx = 0 como una función de τ obtenido por medio de la diagonalización
numérica de la Ec. (128) usando N = 324, σ = 1/

√
3, λ = 0,2, φ = πσ y condiciones de frontera fijas comparada

con las bordes de la estructura de bandas obtenidos de la expresión analítica dada por la Ec. (162) y la Ec.
(164). El borde la cuasi energía τω+ (τω−) está representado por líneas sólidas negras (líneas punteadas grises).
Nótese que los bordes de banda se cruzan por primera vez en τ = τ±c a cuasi energías distintas de cero o ±π.
Es interesante notar que para τ = τ+

c emergen estados de borde, lo que no sucede para los cruces en τ−c . Esto
hecho está relacionado a la naturaleza de dichos cruces. También obsérvese que los estados de borde no son bandas
planas sino que dependen linealmente de τ .
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Si usamos la Ec. (162) obtenemos dos valores críticos para τ dados por las siguientes expresiones,

τ+
c = π

γ1 + γ2
,

τ−c = π.
(164)

Todos los demás cruces pueden ser obtenidos de mτ±c , donde m es un número entero. Para
entender el análisis previo es útil verlo de manera gráfica y compararlo con resultados numéricos.
En la Fig. 44 hemos graficado el espectro de cuasi energías para kx = 0 como una función de
τ obtenido por medio de la diagonalización numérica del operador de evolución temporal de un
período U(kx, τ) usando N = 324, σ = 1/

√
3, λ = 0,2, φ = πσ y condiciones de frontera fijas. En

dicha figura uno puede ver los bordes de banda ±τω+ (±τω−) calculados usando la Ec. (162),
los cuales están indicados en la figura por líneas sólidas negras (punteadas grises). Los valores
críticos de τ obtenidos de la ecuación (164) son mostrados también en la Fig. 44. Nótese como
los resultados numéricos y los resultados analíticos coinciden.

Observe en la Fig. 44 como los borde de banda τω± inician en cero para τ = 0. Conforme una
incrementa el valor de τ , τω+ y τω− comienzan a crecer de manera lineal en τ pero con pendientes
diferentes. Debido a que ω+ ≥ ω−, ω+ alcanza primero el límite de la zona de Floquet. Entonces,
si incrementamos aún más el valor de τ , ω+ y ω− se cruzan en τ+

c . Si seguimos incrementando el
valor de τ un nuevo cruce de bordes de banda aparece en τ−c . Es interesante que los único crucen
que dan lugar a la emergencia de estados de borde son aquellos que surgen cuando τ = mτ+

c . Los
otros cruces (en mτ−c ), no se abre ninguna brecha energética secular, por lo tanto, no emergen
estados de borde. Esto puede explicarse de la siguiente manera. Para los puntos en τ = mτ+
tenemos una inversión de bandas, mientras que para los cruces en τ = mτ− los bordes de banda
se cruzan pero no se invierten. Dado que la inversión de bandas es el mecanismo general detrás
de la emergencia de estados de borde topológicamente no triviales, uno espera que no aparezcan
estados de borde para el caso en que τ toma los valores dados por τ = mτ−.

Es interesante notar que para τ = τ+
c los bordes de banda no se cruzan a cuasi energías cero

o ±π, sino a cuasi energías dadas por,

τ+
c ω± = π ± π

γ1 + γ2
. (165)

A diferencia del caso de nanocintas de grafeno con terminación zigzag sometidas a deformaciones
mecánicas moduladas periódicamente en el tiempo, el valor de la cuasi energía al cual los bordes
de banda se tocan es diferente de cero o ±π. Otra diferencia con el caso zigzag es que los estados de
borde que emergen de dichos cruces no son bandas planas sino estados de borde unidireccionales,
es decir, son estados de borde que crecen linealmente con τ , ver Fig. 44. Adicionalmente, a medida
que τ crece, los estados de borde observados en la Fig. 44 comienzan a volverse más extendidos.
De hecho, cuando τ alcanza el valor de 2π estos estados son casi totalmente extendidos.
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Figura 45: Aquí se muestra el winding del vector uni-
tario ĥeff(ky) para kx = 0, λ = 0,2, σ = 1/

√
3 y

φ = πσ usando τ = π para el panel a) y τ = 2π para
el panel b). El número de winding para el panel a)
es 2, mientras que para el panel b) es 4. Observe que
al incrementar el valor del período de la modulación
también se incrementa el número de winding.

Para finalizar, mostraremos que los estados de borde que emergen de la inversión de bandas
para valores de τ dados por τ = τ+

c son topológicamente no triviales, esto lo haremos para
valores fijos de λ. Estudiaremos la topología de dichos estados para una rebana unidimensional
del sistema completo usando el Hamiltoniano efectivo definido en la Ec. (158). Es bien sabido que
para tener propiedades topológicas no triviales, el número de winding del vector unitario ĥeff(ky)
alrededor del origen debe ser distinto de cero. En la Fig. 45, mostramos gráficamente el winding
del vector unitario ĥeff(ky) para los siguientes valores de los parámetros kx = 0, λ = 0,2, φ = πσ
y σ = 1/

√
3, hemos usado que τ = π para el panel a) τ = 2π para el panel b). Como puede verse

en la Fig. 45, el número de winding para este caso particular es 2 para el panel a) y 4 para el
panel b). Se sigue que nuestro sistema tiene propiedades topológicas no triviales para el caso en
el kx = 0, es decir, para una rebana unidimensional del sistema 2D. Sin embargo, nada se puede
decir acerca de la topología del sistema 2D, salvo que al menos posee una naturaleza topológica
débil.

10.4. Conclusiones
En este capítulo observamos la emergencia de estados de borde en nanocintas de grafeno

con terminación armchair sometidas a deformaciones mecánicas moduladas periódicamente en
el tiempo. Los resultados fueron obtenidos por medio de cálculos numéricos como por medio de
cálculos analíticos para algunos caso particulares. Se encontró que nuestro sistema modelo es
capaz de albergar dos fases, a saber, una en la que existe una brecha energética distinta de cero
alrededor del cero de la cuasi energías (este es el caso para σ = 0,5/

√
3), mientras que en la

otra fase no hay brecha energética (por ejemplo, σ = 1/
√

3). La naturaleza del espectro de cuasi



10. Deformaciones dentro del plano 107

energías fue entendida en términos de las simetrías del Hamiltoniano efectivo que describe el
sistema, en particular, se encontró que dicho Hamiltoniano posee simetría chiral, lo que conduce
a un espectro de cuasi energías simétrico con respecto al cero de la cuasi energía. En la fase en la
que el sistema tiene una brecha energética distinta de cero alrededor del cero de la cuasi energía se
encontraron estados de borde altamente localizados en los bordes de la nanocinta. Estos estados,
debido a la simetría chiral del sistema, son topológicamente triviales desde el punto de vista del
número de Chern. Dado que estados de borde aparecen a pesar de que el número de Chern es
cero para esta brecha energética (la brecha energética alrededor del cero de la cuasi energía)
uno infiere una de dos cosas: a) o se necesita un nuevo invariante topológico para caracterizar al
sistema (un invariante diferente al número de Chern); b) o los estados de borde observados en
este capítulo no son topológicamente fuertes, es decir, tienen un carácter topológico débil. Desde
mi punto de vista me inclino por la opción b), pues los estados de borde que observamos para
esta fase del sistema tienen una dispersión lineal a bajas cuasi energías y, además, se cruzan en
un punto que es simétrico ante reversión temporal (se cruzan en kx = 0), ambas características
son huellas que indican la presencia de estados de borde topológicamente no triviales en aislantes
topológicos. Adicionalmente, esta fase también tiene estados de borde que aparecen cada vez que
una brecha energética secular se abre, por lo que un análisis más detallado acerca de la topología
de tales estados es necesario.

Por otro lado, para la fase del sistema en la que no se abre ninguna brecha energética ni a
cuasi energía cero ni a cuasi energías ±π hemos encontrados las condiciones necesarias para la
emergencia de estados de borde. Además, por medio del estudio de una rebana unidimensional del
sistema, fuimos capaces de obtener analíticamente el espectro de cuasi energías para el caso en el
que kx = 0. Esto fue posible porque, para kx = 0, el Hamiltoniano efectivo se vuelve una matriz
de tamaño 4 × 4 que es diagonal por bloques. Al estudiar el winding de dicho Hamiltoniano
efectivo y encontrar que el número de winding alrededor del origen es cero concluimos que la
rebana unidimensional de nuestro sistema para kx = 0 es topológicamente no trivial. Lo que
implica que el sistema completo (esto es, el sistema 2D) posee al menos un carácter topológico
débil. Sin embargo, un análisis más detallado acerca de la topología del sistema es necesario.
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The electronic properties of graphene under any arbitrary uniaxial strain field are obtained by an exact mapping
of the corresponding tight-binding Hamiltonian into an effective one-dimensional modulated chain. For a periodic
modulation, the system displays a rich behavior, including quasicrystals and modulated crystals with a complex
spectrum, including gaps and peaks at the Fermi energy and localization transitions. All these features are
explained by the incommensurate or commensurate nature of the potential, which leads to a dense filling by
diffraction spots of the reciprocal space in the former case. The essential features of strain are made specially
clear by analyzing a special momenta that uncouples the model into dimers.

DOI: 10.1103/PhysRevB.89.241404 PACS number(s): 73.22.Pr, 71.23.Ft, 03.65.Vf

Graphene is a two-dimensional (2D) carbon crystal [1].
This atom-thin elastic membrane has amazing physical prop-
erties [1–4]. Notably, graphene has the highest known interval
of elastic response (up to 20% of the lattice parameter [5]). The
tailoring of its electronic properties by controlled mechanic
deformation is a field known as “straintronics” [6–9]. Also,
graphene seems to be the ideal candidate to replace Si
in transistors. However, when graphene grows in top of
a substrate with different lattice parameters or structure,
strain and corrugation appear [10]. The understanding of how
strain affects the graphene’s electronic properties is clearly a
fundamental issue, still in the process of development [11–17].
How strain affects the electronic spectrum and wave functions?
By mapping the limiting case of any uniaxial strain to an
effective one-dimensional Hamiltonian, we prove that the
answer is unexpectedly rich. As we will see, in certain
circumstances strain promotes a quasiperiodic fractal elec-
tronic behavior due to the complex self-similar structure of
the reciprocal space. Furthermore, it is known that a fractal
behavior can be obtained in rotated bilayer graphene under
magnetic fields [18–21]. Here we prove that a similar effect
can be achieved by strain in single-layer graphene. Such effect
should be generated by growing graphene in top of a crystal
with a slightly different lattice parameter, as is now technically
feasible [20]. As is known, this leads to a periodic strain [10].
Then a quasiperiodic behavior should be obtained when the
ratio of lattice parameters becomes incommensurate. Other
two-dimensional materials like MoS2 or NiSe2 are expected
to present the same effect [22–24].

Let us start with a zigzag graphene nanoribbon, as shown
in Fig. 1, with a uniaxial strain applied in the y direction.
Although our methodology can be applied for uniaxial strain
in the zigzag or arm chair directions, here we will concentrate
only in one kind, since we want to bring out the essential
features of the model.

The new positions of the carbon atoms are r ′ = r + u(y),
where r = (x,y) are the unstrained coordinates of the atoms
and u(y) = (0,u(y)) is the corresponding displacement. The

*naumis@fisica.unam.mx

electronic properties of graphene are well described by a one
orbital next-nearest neighbor tight-binding Hamiltonian in a
honeycomb lattice, given by [4]

H = −
∑

r ′,n

tr ′,nc
†
r ′cr ′+δ′

n
+ H.c., (1)

where r ′ runs over all sites of the deformed lattice and δ′
n are

the corresponding vectors that point to the three next nearest
neighbors of r ′. For unstrained graphene, δ′

n = δn, where

δ1 = a

2
(
√

3,1), δ2 = a

2
(−

√
3,1), δ3 = a(0, − 1). (2)

The operators c
†
r ′ and cr ′+δ′

n
correspond to creating and

annihilating electrons on lattice sites. The hopping integral
tr ′,n depends upon strain, which induces bond length changes
that increase or decrease the overlap between wave func-
tions. Such variation with the distance can be calculated
from [25,26] tr ′,n = t0exp[−β|δ′

n|/a − 1)], where β ≈ 3, t0 ≈
2.7eV corresponds to nonstrained pristine graphene, and a
is the bond length, which will be taken as a = 1 in what
follows.

For strain in one direction, we can map exactly the
Hamiltonian into an effective one dimensional system as
the nanoribbon is made from cells of four nonequivalent
atoms [27] with coordinates r ′ = (x,y ′(m)

s ), where s = 1,2,3,4
and m denotes the number of the cell, as sketched out in Fig. 1.
For graphene without strain, the positions in the y direction
are given by y

(m)
1 = 3m, y

(m)
2 = 3m + 1/2, y

(m)
3 = 3m + 3/2,

and y
(m)
4 = 3m + 2. On each of these sites, a strain field u(y) is

applied, resulting in new positions y ′(m)
s = y(m)

s + u(m)
s where

u(m)
s is a short hand notation for u(y(m)

s ). For uniaxial strain, the
symmetry along the nonstrained x direction is not broken. Thus
the solution of the Schrödinger equation H"(r ′) = E"(r ′) for
the energy E has the form "(r ′) = exp(ikxx)ψs(m), where kx

is the wave vector in x direction and ψs(m) is only a function
of y ′(m)

s , where s and m label the sites along the zigzag path in
the vertical direction, as indicted in Fig. 1. Taking into account
that for each bond that cross the dotted lines in Fig. 1, we need
to add a phase exp(±ikx

√
3/2) for the wave function, it is easy

1098-0121/2014/89(24)/241404(5) 241404-1 ©2014 American Physical Society
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FIG. 1. (Color online) Mapping of zigzag strained graphene into
a chain. The directions x and y are defined at the left. The strain in the
y direction is sketched out using a wavy curve, while the boundaries
of the unitary cell in the x direction are shown with dots. Inside
the cell, four kinds of inequivalent sites appear (shown in different
colors), denoted by y(m)

s . The effective Hamiltonian of the zigzag
path in the y direction that joins sites y(m)

s can be mapped into the
chain that appears below, where the label j corresponds to the site
along the zigzag path as indicated. For the special momenta kx =
π/

√
3, the model breaks down into dimers, represented by bold links

in the chain.

to obtain the following Schrödinger equation,

Eψ1(m) = c(kx)t (m)
1 ψ2(m) + t

(m−1)
4 ψ4(m − 1),

Eψ2(m) = t
(m)
2 ψ3(m) + c(kx)t (m)

1 ψ1(m),
(3)

Eψ3(m) = c(kx)t (m)
3 ψ4(m) + t

(m)
2 ψ2(m),

Eψ4(m) = t
(m)
4 ψ1(m + 1) + c(kx)t (m)

3 ψ3(m),

where c(kx) = 2 cos(
√

3kx/2) and t (m)
s = t0exp[−β(u(m)

s+1 −
u(m)

s )δy
s+1,s]. Here, δ

y
s+1,s denotes the y components of each

of the three vectors δ1,δ2,δ3 that join sites with y coordinates
y(m)

s and y
(m)
s+1 for unstrained graphene. In this formula, one

needs to apply the conditions y
(m)
5 = y

(m+1)
1 and y

(m)
0 = y

(m−1)
4

at the boundary of each cell. Furthermore, the sequence of y(m)
s

can be written as y(j ) = {3j + [1 − (−1)j /2]}/4, where j is
an integer that labels the site number along the zigzag path in
the y axis, given by j = 4(m − 1) + s. Finally, one can write
a Hamiltonian H (kx) without any reference to cells of four
sites,

H (kx) =
∑

j

[t2j c
†
2j+1c2j + c(kx)t2j+1c

†
2j+2c2j+1] (4)

with t[4(m−1)+s] = t (m)
s . This gives

tj = t0 exp
[
−β

3 + (−1)j+1

4
(uj+1 − uj )

]
, (5)

FIG. 2. (Color online) Spectrum as a function of σ for λ = 2
and φ = (4/3)πσ considering the exponential dependence of tr ′,n,
obtained by solving the Schrödinger’s equation for a system of 200
atoms, using 300 grid points for sampling kx and with periodic
boundary conditions. The inset presents a blow up near zero energy.
The different colors represent the localization participation ratio
α(E).

where it is understood that uj is just the displacement of the
j th atom along the vertical zigzag path, i.e., uj ≡ u(m)

s . Now
H (kx) describes a chain for any arbitrary uniaxial strain, as
indicated in Fig. 1.

The exact mapping can serve as a test for approximate
theories of strain in graphene. Consider, for example, an
oscillating strain u(y) = (2/3)(λ/β) cos[(8π/3)σ (y − 1/2) +
φ] of the type expected when graphene grows on top of a
material with a different lattice [10].

Figure 2 shows the complex spectrum of H as a function of
σ , revealing a behavior that is akin to the Hofstadter butterfly
that appears in the Harper model [28]. The most surprising
result is the appearance of gaps around the Femi level E = 0
for some values of σ . We can get a better understanding by
using a linear approximation for tr ′,n, assuming a small strain
as usual in straintronics. Under such approximation, Eq. (5)
becomes

tj

t0
= 1 + λξ (j + 1) sin(πσξ (j )) sin(2πσj + φ), (6)

where ξ (j ) = 1 + [(−1)j /3].
The resulting Hamiltonian describes one-dimensional qua-

sicrystals for irrational σ , and modulated crystals for rational
σ . Although the model resembles an off-diagonal Harper
model [29], there is an important extra modulation provided by
ξ (j + 1) sin (πσξ (j )). In Fig. 3, we present the resulting bands
as a function of kx and the corresponding density of states
(DOS) for σ = 0 (pure graphene), 3τ/4, and 3/4, where τ is
the golden ratio τ = (

√
5 − 1)/2. Several interesting features

are observed. The first is the disappearance of the Dirac cone
for cases (c) and (e), observed around E = 0 for pure graphene.
In case (c), degenerate states appear at E = 0 and the DOS
is spiky. On the other hand, in case (f) the DOS is smooth.
Only the Van Hove singularities observed for E = ±1 in
pure graphene move and split in two. It is also interesting
the behavior of the spectrum as a function of λ for a given
σ . In Figs. 4(a) and 4(b), we present the cases σ = 3τ/4 and
σ = 3/4. For σ = 3/4, a gap opens above a certain critical

241404-2



RAPID COMMUNICATIONS

MAPPING OF STRAINED GRAPHENE INTO ONE- . . . PHYSICAL REVIEW B 89, 241404(R) (2014)

FIG. 3. (Color online) Band structure (left column) and density
of states (right column) using φ = (4/3)πσ and λ = 2 for, (a) and (b)
unstrained graphene lattice, (c) and (d) strained graphene with σ ≈
3τ/4, (e) and (f) strained graphene with σ = 3/4. Spikes appear for
cases (c) and (d), while a gap is seen in (e) and (f) at E = 0. Observe
in (e) and (f) how the DOS is similar to linear chains perturbed by a
small interaction.

λC , while for σ = 3τ/4, no gaps are seen. Let us explain this
rich behavior.

An analysis of Fig. 3(e) suggests that for σ = 3/4,
the behavior is akin to a system of two disconnected
chains. Such analysis is confirmed by evaluating Eq. (5)
using σ = 3/4. In this particular case, the strain has the
same period as the four site cells, thus t (m)

s turns out
to be independent of m, and t (m)

s = 1 − 4(λ/3) sin(3πs/2).
The corresponding band edges are given by a matrix
of 4 × 4 whose solutions, in terms of the parameters
λ and kx , are E(λ,kx) = ±[

√
1 + (8λ/9)2 cos2 (

√
3kx/2) ±

2 cos (
√

3kx/2)]. A gap opens when λ > λC = 9
√

3/8. For
λ = λM = 9/4, the system behaves as two disconnected
strips of triangular cells, explaining the observed spectrum
of Fig. 3(e). The gap (,) goes as , ∝ (λ − λC) as confirmed
by Fig. 4(b).

Figures 3(c) and 4(a) are even more interesting. Here the
strain is incommensurate with the four site cell period. The
system is thus quasiperiodic. As is well known, perturbation

FIG. 4. (Color online) Energy spectrum of graphene under uni-
axial sinusoidal strain in the linear approximation as a function of
λ for (a) σ = (3τ/4) and (b) σ = 3/4. In (b), a gap opens for
λ > λC = 9

√
(3)/8, while for λ = 9/4 the system breaks down

into disconnected strips of triangular cells. The colors represent
the localization participation ratio α(E). Notice the transition at
λ = λM . The phase was taken as φ = (4/3)πσ , and periodic boundary
conditions were used.

theory can not be used at any order, since the problem is akin
to the small divisor problem due to the dense appearance
of diffraction peaks in reciprocal space [30]. This fact is
important since if a Fourier expansion of the operator cr ′

is performed as cr ′ =
∑

k exp[k · (r + u(r))]ck, where k
is a reciprocal vector, then one needs to consider a dense
distribution [30,31] in

∑
k exp[k · u(r)] for incommensurate

cases. This explains the spiky DOS, since for each diffraction
spot, a singularity appears [31,32]. To overline this, let us
work out a particular example.

For the value kx = π/
√

3, we have that c(kx) = 0. This
is valid for any λ or σ . The corresponding Hamiltonian
H (kx = π/

√
3) given by Eq. (4) becomes just a model for

disconnected dimers, represented in the chain of Fig. 1 as bold
lines. The eigenvalues are obtained from an effective 2 × 2
matrix, from where E(kx = π/

√
3) = ±t2l , with l an integer.

Using Eq. (6), the eigenvalues are E(kx = π/
√

3) = ±[1 +
(2/3)λ sin(4πσ/3) sin(4πσ l + φ)]. In the case of unstrained
graphene, E(kx = π/

√
3) = ±1. These two values correspond

to the highly degenerate peaks observed in the DOS of
Fig. 3(b). Each peak has a degeneracy N/2, where N is the
number of atoms in the zigzag path. These peaks are associated
with a Van Hove singularity, since standing waves due to
diffraction appear [31–33]. For σ = 3/4, E(kx = π/

√
3) =

±1. The degeneracy remains, as seen in Fig. 3(e), although it
does not produce peaks because all other states are also highly
degenerate. However, for irrational σ , the factor sin(4πσ l + φ)
behaves as a pseudorandom number generator which fills in
a dense way the interval [30] [−1,1]. The degeneracy is thus
lifted. The spectral type is pure point and contained in the
intervals [−1 − 2λ/3, − 1 + 2λ/3] and [1 − 2λ/3,1 + 2λ/3],
leading to a gap of size 4λ/3 if λ < 3/2. The splitting is evident
at the middle of kx axis in Fig. 3(c), and when compared
with Figs. 3(a) and 3(e). What happens to the wave-function
localization? For irrational σ , the eigenfunctions are localized
in dimers on the y direction. Obviously, since all E(kx =
π/

√
3) are different, an infinite number of reciprocal vectors

are needed to generate the corresponding wave functions.
Thus, even in this simple case the usual perturbation theory
breaks down. However, for rational σ , the eigenvalues are
degenerate. Any linear combination of the wave function in
dimers is a solution, leading to delocalized states around
kx = π/

√
3. Such behavior is revealed by calculating the

normalized participation ratio, defined as [34]

α(E) =
ln

∑N
j=1 |ψ(j )|4

ln N
. (7)

The factor α(E) is a measure of localization. In Figs. 2
and 4, the colors indicate the value of α(E). For Fig. 2,
a fractal behavior reveals how localization depends on the
number theory properties of σ . In Fig. 4(b), the case σ = 3/4
does not present appreciable changes, as expected from the
previous discussion. Only at λ = λM there is a localization
transition as a consequence of the breaking into disconnected
chains, leading to the vertical red line observed in Fig. 4(b).
The case σ = 3τ/4 shows the expected localization around
E = ±1 as λ → ∞.

Finally, it is worthwhile mentioning how some of the
observed effects are related with the zigzag states reported
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in graphene nanoribbons [35–37] and topological states [38].
In particular, the DOS in the irrational case resembles the case
of narrow graphene nanoribbons [35]. The reason for this is
simple. For irrational σ , there are sites j in which tj ≈ 0,
since tj mimics a random number generator. In such sites,
the lattice is almost decoupled in the y direction, producing
many effective nanoribbons of different widths. This leads to
singularities that are strikingly similar to narrow nanoribbons,
as observed inFig. 3(d). In fact, a similar phenomena happens
for rational σ and big λ. For example, if σ = 3/4 and λ = λD ,
tj is zero at the end of the unitary one dimensional cell and
we obtain many effective nanoribbons, but this time all with
the same four atom width. In a similar way, the states at the
Fermi energy can be explained in many different way: as zigzag
states [35] due to an effective decoupling in nanoribbons, as an
imbalance in the number of atoms in each bipartite lattice [33]
or as strictly confined states [33]. These states have a toplogical
nature, as we have verified by changing φ and using different
boundary conditions.

In conclusion, we have provided an exact mapping into a
one dimensional chain for any uniaxial strain in graphene.
For a periodic strain, effective quasiperiodic or modulated
crystals systems were obtained. Due to the dense nature of
the reciprocal space, the spectrum and localization properties
presented a fractal pattern. Gaps, singularities, and localized
states were observed. These features can not be predicted
by simple perturbation theory techniques. The quasiperiodic
nature of the problem found here, suggests the paramount
importance of disorder due to the intrinsic instability of such
spectra [39–42] and the possibility of building equivalent
superlattices [43]. In future work, we will study edge states,
since they are expected to present a nesting of topologi-
cal length scales, given by the Chern numbers, within a
fractal pattern, as observed in the Harper and Fibonacci
models [38].

This work was supported by DGAPA-PAPIIT IN-102513
and by DGTIC-NES center.
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An exact mapping of the tight-binding Hamiltonian for a graphene nanoribbon under any armchair uniaxial
strain into an effective one-dimensional system is presented. As an application, for a periodic modulation we
have found a gap opening at the Fermi level and a complex fractal spectrum, akin to the Hofstadter butterfly
resulting from the Harper model. The latter can be explained by the commensurability or incommensurability
nature of the resulting effective potential. When compared with the zig-zag uniaxial periodic strain, the spectrum
shows much bigger gaps, although in general the states have a more extended nature. For a special critical value
of the strain amplitude and wavelength, a gap is open. At this critical point, the electrons behave as relativistic
Dirac fermions in one direction, while, in the other direction, a nonrelativistic Schrödinger behavior is observed.
Also, some topological states were observed which have the particularity of not being completely edge states
since they present some amplitude in the bulk. However, these are edge states of the effective system due to a
reduced dimensionality through decoupling. These states also present the fractal Chern beating observed recently
in quasiperiodic systems.

DOI: 10.1103/PhysRevB.90.195435 PACS number(s): 73.22.Pr, 71.23.Ft, 03.65.Vf

I. INTRODUCTION

Graphene is an amazing one-atom-thick material. Its re-
markable properties include high mobility, anomalous Hall
quantum effect, Klein tunneling, lack of backscattering,
etc. [1]. Moreover, graphene possesses excellent mechanical
properties, such as, for example, the largest known elastic
response interval (up to 25% of the lattice parameter [2]). The
importance of this stems from the fact that it is possible to
modify the electronic properties of graphene using elastic de-
formations, leading to a new field called “straintronics” [3–6].
For example, strain can modify electron-phonon coupling
and even superconductivity [7]. In the literature, several
approaches are used [5,8,9]. The most common one is to
combine a tight-binding Hamiltonian with linear elasticity
theory [8,10–12]. Under this approach, high pseudomagnetic
fields appear, although assuming that the Dirac cone is not
significantly modified [13]. However, for certain conditions
that occur experimentally, like in graphene grown on top of
a crystal [14] or rotated crystals [15], a gap can be opened
at the Fermi level [16]. Such gaps are not obtained under
the physical limit considered in the pseudomagnetic field
approach, although it has a paramount importance for technical
applications. Using other approaches, it has been shown that
the induced gap opening depends strongly upon the direction
of the strain [3] and requires values as large as 23%.

In a previous publication [16], we found a general method
to map any zig-zag uniaxial strain into a one-dimensional
effective system. Such a map opened the possibility to study
strain from a new perspective. For example, we have proved
that, in certain circumstances, periodic uniaxial strain produces
a quasiperiodic behavior, due to the incommensurability of
the effective resulting potential [16]. This results in a kind of
modified Harper model [17]. The original Harper model leads

*peter89@fisica.unam.mx

to the Hofstadter butterfly [18], which arises in the problem
of an electron in a lattice with an applied uniform magnetic
field. At the same time, these kinds of rough ideas were
experimentally confirmed for graphene on top of hexagonal
boron nitride as the rotational angle between the two hexagonal
lattices was changed [15].

Unfortunately, in our previous work [16] we found that the
gap sizes were very small and required strain amplitudes as
large as 20% of the interatomic distance. This was a little
bit disappointing from the technological point of view, as
well as for studying the topological properties [19]. Since
it is known that graphene under uniaxial uniform armchair
strain presents a bigger gap opening at the Fermi level than
zig-zag graphene [3], we decided to investigate the effects
of a different kind of strain. As we will see throughout this
paper, we found that it is possible to generate much bigger
gaps using graphene nanoribbons under uniaxial armchair
periodic elastic strain. Moreover, during this study we found an
interesting effect at a critical point where a gap is open. At this
point, the electrons have a mixed behavior. In one direction,
a relativistic Dirac dynamics is followed, while, in the other
direction, a nonrelativistic Schrödinger behavior is seen; i.e.,
the Dirac cone has a distorted cross section. As we will see, this
results from a decreasing of the effective dimensionality due
to strain. In fact, such behavior was theoretically anticipated
by tuning ad hoc the graphene parameters [20,21]. Although
Montambaux and coworkers [21] found since 2009 that bond
pattern changes can result in a Dirac-Schrödinger behavior,
there was not available an experimental setup to produce such
a pattern. Here we prove that, in fact, such a possibility can
be realized with the most simple oscillating strain. Our paper
shows that armchair strain is needed to produce a transition to
the Dirac-Schrödinger behavior, which is not observable using
the zig-zag case.

This also opens the way to study interesting topological
properties of the resulting one-dimensional effective systems
[19]. We would like to point out that many of the results

1098-0121/2014/90(19)/195435(8) 195435-1 ©2014 American Physical Society
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presented in this paper are different from our previous work
on zig-zag. In particular, the special kind of topological states
found here are almost impossible to be observed in the zig-zag
strain case because the gaps do not open or are very small for
realistic values of strain.

Finally, it is important to discuss the possibility of having
an experimental system with the proposed uniaxial stain. From
this point of view, is clear that in order to have such strain one
needs to solve the elastic equations to derive the appropriate
stress load. By using this kind of experimental setup, it can
be difficult to get the proposed uniaxial strain, as we will
discuss later on. A much better prospect is to grow graphene
on top of another lattice, in which it has been demonstrated
in some particular cases that the strain is uniaxial [14,22].
Other systems that are suitable to observe the proposed effects
are artificially made graphene superlattices [23–25], in which
strain can be designed at will.

II. MAPPING OF ARMCHAIR UNIAXIAL STRAIN
INTO AN EFFECTIVE ONE-DIMENSIONAL SYSTEM

When graphene is loaded with external forces, a strain
pattern results. The new positions of the carbon atoms in the
strained graphene are given by

r ′ = r + u(r), (1)

where r = (x,y) are the unstrained coordinates of the carbon
atoms. Notice that a critical step is to find the specific form
of external forces to produce such a strain pattern. Usually,
this is found by inverting the elasticity Lamé equations [26].
In graphene, this inversion to find the force load pattern has
been made in some cases, like in suspended graphene [27] or

to produce a uniform pseudomagnetic field [28,29]. Usually,
such a step is not a trivial task. An alternative is to use the
finite-size method implemented in several available software
tools.

We start with an armchair graphene nanoribbon, as shown
in Fig. 1, with a uniaxial strain that produces an armchair
strain, and

u(r) = (ux(y),uy(y)) (2)

is the corresponding strain field, which here must depend only
on y. Although our approach can be applied for a general
strain of the form u(y) = (ux(y),uy(y)), here, for the sake of
simplicity, we will assume that ux(y) = 0 in what follows.

Let us discuss briefly the possibility of building such strain
experimentally, since there is a huge asymmetry in the types
of strains that can be applied to graphene [30]: while the C–C
bond length can be stretched by more than 20%, it is almost
incompressible because it would always change bond angle
instead of shrinking bond length by out-of-plane buckling.
Therefore, it is extremely hard to apply compressive strain
to graphene. However, there are several ways in which the
proposed strain can be realized. First the proposed strain can
be made without C–C compression if the lattice is already
in a state of uniform expansion and then some bonds are
further stretched. In that case, only the starting interatomic
distances need to be changed and our results are basically
renormalized. Second, even if we assume that there is buckling
in the compressed C–C bond, the out-of-plane buckling can be
modeled in a first approximation as a strain field [31]. Also,
it has been proved that graphene grown over certain lattices
has indeed uniaxial strain [22], and of course there is always

FIG. 1. (Color online) Mapping of armchair strained graphene into coupled chains. The strain in the y direction distorts the graphene
hexagons, while the boundary of the unitary cell in the x direction is shown by red dotted lines. Inside of the cell, four inequivalent atoms
appear (shown with different colors inside the rectangles) denoted by A

(m)
1 , A

(m)
2 , B

(m)
1 , and B

(m)
2 . The effective Hamiltonian of the armchair

path in the y direction can be mapped into the coupled chains that appear to the right, where the label j corresponds to each step of the ladder
along the y direction as indicated.
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the possibility of building a graphene superlattice with the
proposed strain.

To obtain the electronic properties, we use a one orbital
next-nearest-neighbor tight-binding Hamiltonian in a honey-
comb lattice, given by [32]

H = −
∑
r ′,n

tr ′,r ′+δ′
n
c
†
r ′cr ′+δ′

n
+ H.c., (3)

where the sum over r ′ is taken for all sites of the deformed
lattice. The vectors δ′

n point to the three next-nearest neighbors
of r ′. For unstrained graphene δ′

n = δn, where

δ1 = a

2
(1,−

√
3), δ2 = a

2
(1,

√
3), δ3 = a(−1,0), (4)

and cr ′ and c
†
r ′ are the annihilation and creation operators of

an electron at the lattice position r ′.
In such a model, the hopping integral tr ′,r ′+δ′

n
depends

upon the strain, since the overlap between graphene orbitals is
modified as the interatomic distances change. This effect can
be described by [28,31]

tr ′,r ′+δ′
n
= t0 exp [−β(lr ′,r ′+δ′

n
/a − 1)], (5)

where lr ′,r ′+δ′
n

is the distance between two neighbors after
strain is applied. Here β ≈ 3, and t0 ≈ 2.7 eV corresponds to
graphene without strain. The unstrained bond length is denoted
by a, which will be taken as a = 1 in what follows.

For any uniaxial armchair strain, we will prove that the
Hamiltonian given by Eq. (3) can be mapped into an effective
Hamiltonian made from two coupled chains, as indicated in
Fig. 1. Let us show such a construction.

In nonstrained armchair nanoribbons, the lattice can be
thought of as made from a periodic cell stacking [33].
Each cell has four nonequivalent atoms, as seen in Fig. 1.
When uniaxial strain is applied, each cell has different strain.
Thus, we introduce an index m to label cells in the y

direction. The nanoribbon is now made from cells of four
nonequivalent atoms with coordinates r ′

i = (x(m)
i ,y

′(m)
i ) where

m = 1,2,3, . . ., i = A1,B1,A2,B2. Here, A corresponds to the
sublattice A (B corresponds to sublattice B), as sketched in
Fig. 1. For graphene without strain,

y
(m)
A1

= y
(m)
B1

=
√

3(m − 1) (6)

and

y
(m)
A2

= y
(m)
B2

=
√

3(m − 1/2). (7)

On each of these sites, a strain field uy(y) is applied, resulting
in new positions:

y
′(m)
i = y

(m)
i + u

(m)
i , (8)

where u
(m)
i is a shorthand notation for uy(y(m)

i ).
Within each chain, the nearest-neighbor orbitals are coupled

by the hopping parameter t
(m)
AB and have vanishing onsite

energies.
For uniaxial strain, the symmetry along the x direction is

not broken. Thus, the solution of the Schrödinger equation
H�(r ′) = E�(r ′) for the energy E has the form �(r ′) =
exp (ikxx)ψi(m), where kx is the wave vector in the x direction
such that kx = 0, . . . ,2π , ψi(m) is the only function of
y

(m)
i , where i and m label the atoms along the armchair

direction, as indicated in Fig. 1. If we order the basis
as A

(1)
1 ,B

(1)
2 , . . . ,A

(N)
1 ,B

(N)
2 and B

(1)
1 ,A

(1)
2 , . . . ,B

(N)
1 ,A

(N)
2 , we

obtain the following Schrödinger equation:

EψA1 (m) =t0ψB1 (m) + t
A

(m)
1 B

(m)
2

ψB2 (m)

+ t
A

(m)
1 B

(m−1)
2

ψB2 (m − 1),

EψB2 (m) =d(kx)t0ψA2 (m) + t
B

(m)
2 A

(m)
1

ψA1 (m)

+ t
A

(m+1)
1 B

(m)
2

ψA1 (m + 1),

EψA2 (m) =d∗(kx)t0ψB2 (m)

+ t
B

(m+1)
2 A

(m)
2

ψB1 (m + 1) + t
A

(m)
2 B

(m)
1

ψB1 (m),

EψB1 (m) =t0ψA1 (m)

+ t
B

(m)
1 A

(m)
2

ψA2 (m) + t
B

(m)
1 A

(m−1)
2

ψA2 (m − 1), (9)

where d(kx) = exp (ikxa).
Now we label the atoms as in Fig. 1, i.e., A1,A2, . . . ,A2N

and B1,B2, . . . ,B2N . The sequences y
(m)
A and y

(m)
B can be

written as yA(j ) = yB(j ) = y(j ) = √
3a(j − 1)/2 where j =

1,2,3, . . . ,n labels the site number along the armchair path
in the y axis. Also, we observe that, due to the uniaxial
nature of the strain, several symmetries are found in the
bonds, t

A
(m)
1 B

(m)
2

= t
B

(m)
1 A

(m)
2

as well as t
A

(m)
2 B

(m+1)
1

= t
B

(m)
2 A

(m+1)
1

,
which allows us to reduce the resulting Schrödinger equation.

Finally, the Hamiltonian is mapped into a new one, H (kx),
without any reference to cells of four sites:

H (kx) =
∑

j

t0[d(kx)a†
2j b2j + a

†
2j+1b2j+1]

+
∑

j

tj a
†
j bj+1 + H.c., (10)

where aj , a
†
j , and aj , b

†
j are the annihilation and creation

operators in the lattices A and B, respectively. This effective
Hamiltonian describes two modulated chains coupled by bonds
of strength t0 and t0d(kx), as sketched out in Fig. 1, where tj
are the values of the transfer integrals along the chains in the
y direction. They are obtained as follows.

First, we calculate the length between atoms after strain is
applied:

lr ′,r ′+δ′
n
= ||δn + u(r + δn) − u(r)||. (11)

In the present case, two different kinds of bond lengths are
obtained:

l
A

(m)
1 ,B

(m+s)
2

=
√(

δx
s+2

)2 + [
δ

y

s+2 + uy

(
y

B
(m+s)
2

) − uy

(
y

A
(m)
1

)]2
, (12)

where s = 0,−1. δx
s+2 and δ

y

s+2 denote the x and y components
of each of the vectors δ1 and δ2.

Thus, for odd values of j ,

tj = t0 exp
[−β

(
l
A

(j+1)/2
1 ,B

(j+1)/2
2

− 1
)]

, (13)

while, for even values of j ,

tj = t0 exp
[−β

(
l
A

(j/2)
1 ,B

(j/2+1)
2

− 1
)]

. (14)
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In order to compare with other works, the case of small
strain is interesting. Under such approximation, the hopping
parameter between nearest neighbors along the chain is
simplified a lot:

tj ≈ t0 exp [−
√

3β(uj+1 − uj )/2], (15)

where it is understood that uj is the displacement of the
j th atom along the vertical armchair path, i.e., uj = u

(m)
i .

However, in the literature the most common approach is to use
a linear approximation for the hopping parameter, given by

tj ≈ t0

[
1 −

√
3β

2
(uj+1 − uj )

]
. (16)

Summarizing, Eq. (10) is an effective one-dimensional
Hamiltonian with effective hopping parameters given by
Eqs. (13) and (14). For small strain amplitude, Eqs. (13) and
(14) are replaced by their linearized version, Eq. (16). Such a
set of equations maps any uniaxial armchair strain into a pair
of coupled chains.

III. PERIODIC ARMCHAIR STRAIN

To understand the rich physics involved in strain, let us now
concentrate on the case of periodic strain, which arises when
graphene is grown on top of a substrate with a different lattice
parameter [14]. The simplest choice is to consider a sinusoidal
kind of strain, similar to the observed pattern in graphene
grown over iron [14]. This imposed oscillation contains three
parameters: wavelength (controlled by the parameter σ ),
amplitude (controlled by λ), and phase (controlled by φ). In
order to simplify the resulting equations, we prefer to write
the oscillating strain as

uy(y) = λ√
3β

cos

[
4πσ√

3
(y −

√
3/4) + φ

]
. (17)

Figure 2 shows the complex spectrum of H as a function of σ ,
obtained using fixed boundary conditions and by diagonalizing
the resulting matrix for each value of kx . The calculation
presented here was made for a width of 160 atoms, and
in Fig. 3 we present the resulting spectra for smaller sizes.

FIG. 2. (Color online) Spectrum as a function of σ for λ = 1 and
φ = πσ obtained by solving the Schrödinger equation for a system
of 160 atoms, using 250 grid points for sampling kx and with fixed
boundary conditions. The different colors represent the normalized
localization participation ratio α(E). Inset: σ = 1/2 near E = 0.

FIG. 3. (Color online) Spectrum as a function of σ for λ = 1 and
φ = πσ obtained by solving the Schrödinger equation for a system
of (a) 20 atoms and (b) 40 atoms, using 250 grid points for sampling
kx and with fixed boundary conditions. The different colors represent
the normalized localization participation ratio α(E).

As expected, the gaps are amplified for smaller sizes due
to quantum confinement effects [33,34], although there are
fluctuations associated with the width, as happens with pure
graphene nanoribbons [33]. Also, within our method it is
possible to get bulk graphene by imposing periodic boundary
conditions in the y direction, as will be done for the case
σ = 1/2.

The most important feature of the resulting spectrum is its
fractal nature, which is akin to the Hofstadter butterfly [18]
which arises in the case of a lattice under a uniform magnetic
field [17]. To illustrate this, we included color in Fig. 2 to
code the localization properties of the wave functions. They
are studied by calculating the normalized participation ratio,
defined as

α(E) = ln
∑N

j=1 |ψ(j )|4
ln N

. (18)

The quantity α(E) estimates the occupied area by an electronic
state [35]. For extended states, α(E) → −1 (blue color in
the figure), while it tends to be bigger when localization
is presented (red color in the figure). In the spectrum, it is
clearly seen how different localizations coexist, making a very
complex system in this respect.

To have a better understanding of the spectrum and its
relationship with the Hofstadter buttery, it is useful to consider
the small strain case. Using Eq. (16), the hopping integrals
along the chains are given by

tj = t0 [1 + λ sin (πσ ) sin (2πσj + φ)] . (19)

We recognize that Eq. (19) corresponds to the transfer integrals
of the off-diagonal Harper model [17], that produces a
Hofstadter butterfly [18]. The main difference here is that we
have an off-diagonal Harper ladder.
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FIG. 4. (Color online) Band structure (left column) and density
of states (right column) using φ = πσ and λ = 1 for (a) an unstrained
graphene lattice, (b) strained graphene with σ = √

3/4, (c) strained
graphene with σ = √

3τ/2, and (d) strained graphene with σ = 1/2.
Fixed boundary conditions were used in this plot.

As in the Harper model, the fractal nature of the spectrum
is given by the number theory properties of σ . When σ is a
rational number, say σ = P/Q, the effective one-dimensional
potential has a superperiod Q. Thus states have a Bloch nature.
For irrational σ , the potential is quasiperiodic. Although the
Bloch theorem is still valid, it does not provide any reduction
of the problem since an infinite number of reciprocal space
components are needed to generate the wave function [18].
This can generate a cascade of gaps or critical eigenstates [36].
Interestingly, in the Harper model, the gaps have a topological
nature [36–40]. Moreover, since the problem of finding the
solutions to a quasiperiodic potential is akin to the small divisor
problem in dynamical systems [41], perturbation theory has
a very limited value. A sequence of rational approximates or
renormalization techniques are much better strategies to follow
[41–44].

It is also interesting to discuss the resulting bands as a
function of kx , using different values of σ at a fixed lambda. In
Fig. 4 we present the bands with the corresponding density of
states (DOS) to the right. For σ = 0 we recover the graphene
case, where the Dirac cones projections are seen at E = 0,
resulting in a linear DOS at the Fermi level. However, for the
three selected cases, σ = √

3/4, σ = √
3τ/2, and σ = 1/2,

the Dirac cones are completely destroyed. The DOS for
the case σ = 1/2 suggests that the problem is akin to two
uncoupled linear chains. As we will see, these two chains
are not the ones that are observed to the right in Fig. 1, since
t0 and t0d are never zero. These effective chains are in fact
running in the x direction, due to the fact that for some j > 0

FIG. 5. (Color online) Energy spectrum of graphene as a function
of λ for (a) σ = √

3/4, (b) σ = √
3τ/2, and (c) σ = 1/2. For λ > 1/2

a gap at the Fermi level is opened. Fixed boundary conditions were
used in this plot.

we can have tj ≈ 0 or even tj = 0. Also, two edge states are
observed at E = ±1. These states are the remaining of the
original Van Hove singularities that appear at the same energy
for unstrained graphene. The other cases for irrational σ are
spiky, as was also observed and explained in our work of
zig-zag strain [16]. This is due to the quasiperiodic behavior of
the resulting potential for irrational σ , which results in many
nearly uncoupled linear chains of different widths [16]. Thus,
the DOSs are strikingly similar to those observed in narrow
nanoribbons [45].

Consider now how the spectrum changes with λ for a
given σ . Figure 5 presents such evolution for fixed boundary
conditions. The main result here is the big gap opening at the
Fermi level for the different σ as λ grows. When compared
with the zig-zag case [16], is clear that armchair strain is much
more efficient to produce gaps, especially at the Fermi level.
Also, the case σ = 1/2 shows two edge states at E = ±1
which have a topological nature, as will be discussed in a
special section.

IV. HALF-FILLING CASE σ = 1/2:
MIXING DIRAC AND SCHRÖDINGER FERMIONS

Of particular interest is the case σ = 1/2, which for
topological insulators is associated with half filling of the
bands. For this case, the main interest is to know if a gap
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is open or not. We start by noting that the hopping parameter
can be written, using Eq. (19), as

tj = 1 + (−1)j λ. (20)

This results in a staggered ladder in which the unitary
cell contains only four nonequivalent atoms. As a result,
the effective Hamiltonian can be further reduced using the
symmetry in the y axis. For that end, the wave function can be
written as

�(r ′) = exp (ikxx) exp (ikyy)ψi(j ), (21)

where now j = 1,2. The corresponding spectrum is found
by looking at the eigenvalues of the 4 × 4 effective matrix
Hamiltonian, whose solutions, in terms of the parameters λ,
kx , and ky , are given by

E±,± = ±
√

∓2
√−(1 + cos kx)g(λ,ky) ∓ [−1 − 2g(λ,ky)],

(22)
where

g(λ,ky) = −1 − λ2 + (λ2 − 1) cos

(√
3ky

2

)
. (23)

The gap size � can be found by minimizing the square of
the energy in Eq. (22), since the bands are symmetric around
E = 0. The momentums that produce a minimum are kx =
2nπ and ky = 2π (2n + 1)/

√
3, where n = 0,1,2, . . . ,n. The

resulting gap is given by

� = 4
(
λ − 1

2

)
(24)

and grows linearly with λ. This gap opening can be confirmed
in Fig. 5. Notice, however, that the linear behavior is seen
only near λ = 1/2, mainly because Fig. 5 was made for the
nonlinearized model.

Furthermore, at the critical point λ = λc = 1/2 in which
the spectrum changes from nongapped to gapped, we obtained
a very interesting behavior. In Fig. 6, we plot the dispersion
relationship E±,± as a function of kx and ky . As one can
see, at the Fermi level there is a kind of Dirac point at K =
(0,2π (2n + 1)/

√
3). However, it is not a cone. Instead, in the

kx direction the behavior is linear, i.e., of the Dirac type, while
in the ky direction it behaves in a parabolic fashion; i.e., the
fermions follow the usual Schrödinger behavior. For λ = λc,
and near the Dirac point, one can confirm such behavior by
expanding Eq. (22) in series. In the kx direction [ky = 2π (2n +
1)/

√
3] we find the Dirac behavior,

E±,± = ±kx

2
, (25)

while in the ky direction (kx = 0) we find a Schrödinger
behavior:

E±,± = ± 9

32

[
ky − 2π√

3
(2n + 1)

]2

. (26)

Thus, this highlights the paramount importance of the
particular half-filling and half-amplitude σ = λ = 1/2 critical
point, in which the electron has a mixed Dirac and Schrödinger
fermion dynamics, as seen in Fig. 6. The reason for this
transition can be understood by looking at the limiting
cases. For λ = 0, the system is unstrained graphene in which

FIG. 6. (Color online) Different perspectives of the energy sur-
face as a function of kx and ky for λ = 1/2 and σ = 1/2, using
a linearized version of tj . Notice how the electron has a mixed
Schrödinger parabolic behavior with a Dirac linear fermion behavior
at the Fermi level corresponding to E = 0.

electrons behave as Dirac fermions. At λ = 1, tj = 0 for j odd,
resulting in a decoupled system in the y direction. The system
is thus made of two-atom-width nanoribbons spanning the x

direction. In this case, the particles follow a chainlike behavior,
i.e., of the Schrödinger type. As λ decreases, the parallel chains
have a small interaction, as is suggested by the DOSs that
appear in Fig. 4(d), which corresponds to two linear chains.
Thus, the critical point separates two regions of different
effective dimensionality. One is mainly two dimensional while
in the other the propagation is nearly unidimensional. From
a different point of view, this transition is due to the merging
of Dirac cones, as was suggested in previous works by tuning
ad hoc the transfer integrals [20,21]. In Fig. 7, we present
three stages of the dispersion relationship evolution near the
critical point. Below λc, two Dirac cones are seen, which are
merged at λ = λc. Then a gap is open for λ > λc. Notice that
the mixing of Dirac-Schrödinger dynamics is not observable
using the zig-zag case, since the effective chain never has only
two kinds of bonds [16].

V. TOPOLOGICAL STATES

As was discussed previously, in Figs. 4(d) and 5(c), two flat
bands are seen at E = ±1 when σ = 1/2. These two bands
only appear when fixed boundary conditions are considered,
since the energy dispersion for the bulk given by Eq. (22)
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FIG. 7. (Color online) Evolution of the energy surface as a
function of kx and ky for σ = 1/2 near the critical point. (a) λ = 0.9λc.
(b) λ = λc. (c) λ = 1.1λc. In case (a), two Dirac cones are seen, which
are merged in (b), and in (c) the cones disappear. The arrows indicate
the position of the Fermi level.

does not present such states as seen in Fig. 8. Thus, these
are edge states. It is well known that systems with band gaps
and edge states can present nontrivial topological properties
[46]. Here we decided to look at the behavior of the spectrum
as a function of the phase in the potential, given by φ in
Eq. (17).

In Fig. 8 we present the spectrum for the bulk and when
fixed boundary conditions are included, as a function of the
phase φ for σ = 1/2 and λ = λc. As we can see, the edge
states present a nontrivial topological behavior, since they are
absent in one of the gaps. We can track the behavior of the
related states as seen in Fig. 8. For φ close to zero, the states
are localized at the edges as expected, but surprisingly they
also have amplitude near the center. However, this can be
explained by observing that in this limit we almost have chain
decoupling. Thus, these states are edge states of the effective
one-dimensional system, which seems to be a very interesting
phenomenon. Furthermore, observe how the amplitudes are
interlaced at the center, due to the symmetry of the problem.
As the phase moves, these states eventually merge with the
band edges, near φ = π/2, and present a nonlocalized nature.
As shown in the figure, the wavefunction spatial pattern
seems to be sinusoidal with a long-wave modulation, which
suggests that the Chern beating effect, originally observed and
explained in quasiperiodic systems [19], is also present here.

FIG. 8. (Color online) Upper panels show the energy spectrum
with 160 sites with λ = λC and σ = 1/2. (a) Energy spectrum
using cyclic boundary conditions. (b) Energy spectrum using fixed
boundary conditions. The colors represent the normalized localization
participation ratio α(E). Two E = ±1 energy modes are localized on
either one of the edges and on the middle of the chain in 0 � φ < π/2.
For φ = π/2 the localized energy modes become extended. The lower
panel displays the eigenstates for E = −1 energy modes using φ = 0
and π/2. Notice how the wave function is modulated with an envelope
of bigger wavelength, a phenomena called Chern beating [19].

VI. CONCLUSIONS

In conclusion, we provided a general way to map any
uniaxial armchair strain into an effective one-dimensional
system. For the particular case of periodic strain, we obtained
a spectrum akin to the Hofstadter butterfly. The armchair strain
produces bigger gaps than the zigzag case. An analysis of the
half -filling case for the periodic strain reveals a critical point
for the opening of the gap. At this critical point, the fermions
have a mixed behavior. In one direction they behave with a
Dirac dynamics, while in the perpendicular one they follow
a Schrödinger one. Such behavior arises as a consequence
of a change in the effective dimensionality of the system.
Also, we have observed some topological states due to strain.
Interestingly, strain allows us to have some amplitude of the
topological modes inside the bulk through a decoupling of the
system. These states also present the phenomenon of Chern
beating observed in other quasiperiodic systems [19]. This
opens the avenue for a whole set of new phenomena that seems
to be realizable from an experimental point of view.
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We report an exact map into one-dimensional effective chains of the tight-binding Hamiltonian for electrons in
armchair and zigzag graphene nanoribbons with any uniaxial ripple. This mapping is used for studying the effect
of uniaxial periodic ripples, taking into account the relative orientation changes between π orbitals. Such effects
are important for short-wavelength ripples, while for long-wave ones, the system behaves nearly as strained
graphene. The spectrum has a complex nature, akin to the Hofstadter butterfly with a rich localization behavior.
Gaps at the Fermi level and dispersionless bands were observed, as well. The complex features of the spectrum
arise as a consequence of the quasiperiodic or periodic nature of the effective one-dimensional system. Some
features of these systems can be understood by considering weakly coupled dimers. The eigenenergies of such
dimers are highly degenerate, and the net effect of the ripple can be seen as a perturbation potential that splits
the energy spectrum. Several particular cases were analytically solved to understand this feature.

DOI: 10.1103/PhysRevB.92.035406 PACS number(s): 73.22.Pr, 71.23.Ft

I. INTRODUCTION

Graphene, which is a two-dimensional (2D) crystal made
from carbon, has incredible electronic, optical, and mechan-
ical properties [1,2]. However, it is very difficult to grow
perfectly flat graphene [3–6]. Instead, graphene presents
corrugations and ripples that can improve or diminish its
electronic conductivity [7–10]. Hence, the understanding of
how corrugations and ripples modify the electronic properties
of graphene is a very important issue. Furthermore, such
knowledge can provide a way to tailor the electronic properties
of graphene via mechanical deformation [11–13]. Even though
the uniform and homogeneous strain has reached a level
of good understanding [7,14,15], out-of-plane deformation
effects are not well understood. Moreover, most of the available
theories are limited to the case of low energies or long
wavelengths, in which it is possible to write an effective Dirac
equation with effective pseudomagnetic fields [16–18].

In a recent set of papers, we have shown that this picture
can be modified for shorter wavelengths since a quasiperiodic
fractal behavior, nontreatable under perturbation theory, can
appear [19,20]. At the same time, an experimental observation
of the effect has recently been made [21]. This behavior is not
new in graphene; actually, this fractality has been extensively
studied in graphene under magnetic fields within the Dirac
approach [22–25]. However, a study of this behavior as a
consequence of strain or corrugation using a tight-binding
approach does not appear to have been made. The aim of
this work is to understand how ripples modify the electronic
properties of armchair (AGNs) and zigzag (ZGNs) graphene
nanoribbons. To get such understanding, here we propose the
study of uniaxial ripples using a tight-binding Hamiltonian.

*peter89@fisica.unam.mx
†On sabbatical leave from Departamento de Fı́sica-Quı́mica, Insti-

tuto de Fı́sica, Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM),
Apartado Postal 20-364, 01000 México, Distrito Federal, Mexico.

Uniaxial ripples already show the expected effects in more
general cases, and at the same time, it is possible to map the
system into one-dimensional (1D) chains. This procedure is
similar to that used for studying electrons in lattices under
magnetic fields, in which it is possible to obtain the spectrum
by studying the one-dimensional Harper equation [26,27].
Once this connection is established, we propose the study of
the physical effects using uniaxial periodic ripples. As we
will see, the energy spectrum has a fractal structure with
gaps at the Fermi level. This highlights the importance of
the rational or irrational nature of the ripple’s wavelength.
Furthermore, we are able to solve several cases analytically,
leading to expressions for the bands as a function of the ripple’s
parameters: wavelength and amplitude.

The layout of this work is the following: In Sec. II, we
discuss the details of mapping AGNs and ZGNs under any
uniaxial ripple into effective 1D chains. In Sec. III, we study a
particular case, a uniaxial periodic ripple, using the previous
maps. The properties of the energy spectrum as a function of
the frequency of the ripple, the band structure, and the density
of states (DOS) are discussed, as well. Finally, in Sec. IV, our
conclusions are presented.

II. MAPPING OF UNIAXIAL RIPPLED GRAPHENE INTO
AN EFFECTIVE ONE-DIMENSIONAL SYSTEM

In this section, we will show how to reduce the study of
uniaxial ripples in graphene to an effective one-dimensional
system. We start with a graphene nanoribbon, as shown in
Figs. 1 and 2, with a uniaxial deformation in the y direction
due to a ripple in the graphene sheet. The new positions of
carbon atoms in the rippled graphene are

r ′ = (r,z(r)), (1)

where r = (x,y,0) are the unrippled coordinates of carbon
atoms, and z(r) is the height variable in terms of the position r .
To obtain the electronic properties, we use a one-orbital next-
nearest-neighbor tight-binding Hamiltonian in a honeycomb

1098-0121/2015/92(3)/035406(7) 035406-1 ©2015 American Physical Society
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FIG. 1. (Color online) Primitive cell for AGNs (on the left
between the red dotted lines) which is made for 2N atoms,
i.e., N atoms of type A (blue solid circles) and N atoms
of type B (green solid circles), we order the basis as
A1,B2, . . . ,BN−1,AN,B1,A2, . . . ,BN−1,BN . We vary the height of
each atom along the y direction. For this case the hopping parameter
just depends upon the y component of the in-plane atom positions.
The system is equivalent to the one-dimensional effective ladder
shown at the right, where the label j corresponds to each ladder
step in the y direction, tj is the hopping integral for hopping from
the atom Aj (Bj ) to the atom Bj+1 (Aj+1), and d is a coefficient that
depends upon the momentum kx .

lattice, given by [28]

H = −
∑

r ′,n

tr ′,r ′+δ′
n
c
†
r ′cr ′+δ′

n
+ H.c., (2)

where the sum over r ′ is taken for all sites of the deformed
lattice. The vectors δ′

n point to the three next-nearest neighbors
of r ′. For unstrained graphene δ′

n = δn where

δ1 = a

2
(1, −

√
3,0), δ2 = a

2
(1,

√
3,0), δ3 = a(−1,0,0),

(3)
and c

†
r ′ and cr ′ are the creation and annihilation operators of

an electron at the lattice position r ′. In this model, the hopping
integral tr ′,r ′+δ′

n
depends upon the strain, since the overlap

between graphene orbitals is modified as the interatomic
distances change. When corrugation is present, the π orbitals
are no longer parallel. Let us denote by θr ′ the angle which
determines the relative orientation of a carbon atom in the

FIG. 2. (Color online) Primitive cell for ZGNs (to the left, de-
limited by two red dotted lines) made of N atoms (N/2 atoms
of type A and N/2 atoms of type B). The basis is ordered as
A1,B2, . . . ,AN−1,BN . The height z of every atom is modified only in
the y direction. Then the hopping parameter is no longer constant but
depends upon the y component of the atom’s positions. This system
can be mapped into a one-dimensional effective chain (on the left)
where j labels the site along the zigzag direction, tj is the hopping
parameter for hopping from the j th atom to the (j + 1)th atom, and
c is a coefficient that depends on the momentum in the x direction.

position r ′ in the graphene nanoribbon. This angle depends
on the local curvature of the layer. The effect of the relative
orientation change of the π orbitals and the interatomic
distance changes are described by [29–31]

tr ′,r ′+δ′
n

= t0
[
1 + α

(
1 − N r ′ · N r ′+δ′

n

)]

× exp
[
−β(lr ′,r ′+δ′

n
/a − 1)

]
, (4)

where N r ′ is the unit vector normal to the surface at the site
r ′, given by

N r ′ = ẑ − ∇z
√

1 + (∇z)2
, (5)

and ∇ = (∂x,∂y) is the 2D gradient operator while ẑ is the
unit vector in the direction perpendicular to the plane. lr ′,r ′+δ′

n

is the interatomic distance between two neighbor sites after a
ripple is applied, and α ≈ 0.4 is a constant that accounts for
the change of the relative orientation of the π orbitals. Here
β ≈ 3.37, and t0 ≈ 2.7 eV corresponds to graphene without
strain. The unrippled bond length is denoted by a. For the
purpose of this paper, it is natural to measure the distances in
units of a, which is equivalent to setting a = 1. In other words,
all the distances and lengths will be measured in units of a. It is
important to remark that contributions from terms containing
β are due to distance changes, while terms dependent on α
account for angular changes of the orbital overlap. As we will
see, β-dependent terms tend to shrink the energy spectrum
whereas α-dependent terms tend to stretch it.

Now, for a uniaxial ripple the interatomic distances between
carbon atoms can be written as

lr ′,r ′+δ′
n
=

∣∣∣∣δn +
[
z
(
y + δ(y)

n

)
− z(y)

]
ẑ
∣∣∣∣

=
√

1 +
[
z
(
y + δ

(y)
n

)
− z(y)

]2
. (6)

Recently, we have shown that is possible to map armchair and
zigzag graphene nanoribbons under uniaxial strain onto an
effective one-dimensional system [19,20]. In the next section,
we extend these results for AGNs and ZGNs under uniaxial
ripples.

Before entering the details of the maps and for comparison
purposes with other works, it is important to remark that
for small-amplitude and long-wavelength ripples, we have
(1 − N r ′ · N r ′+δ′

n
) ≈ θ2

r ′,r ′+δ′
n
/2, where θr ′,r ′+δ′

n
is the angle

between π orbitals at the sites r ′ and r ′ + δ′
n. In such a case,

since α < β and the angle correction is quadratic, it follows
that

tr ′,r ′+δ′
n

≈ t0

[
1 + α

2
θ2

r ′,r ′+δ′
n

]
exp

[
−β(lr ′,r ′+δ′

n
− 1)

]

≈ t0
[
1 − β

(
lr ′,r ′+δ′

n
− 1

)]
. (7)

In this limit, the model resembles graphene nanoribbons under
planar strain. As we will show, our general computations are
consistent with this limit, providing a test for the method
presented here.

A. Armchair graphene nanoribbon

When a uniaxial ripple in the y direction is applied, it is
possible to describe the electronic properties of the AGN by an
effective one-dimensional Hamiltonian. We start by labeling
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the atom’s positions as shown in Fig. 1, i.e., we order the ba-
sis as A1,B2,A3, . . . ,AN−1,BN and B1,A2,B3, . . . ,AN−1,BN .
Thus, the effective one-dimensional Hamiltonian can be
written as [20]

HAGN(kx) =
∑

j

t0[d(kx) a
†
2j b2j + a

†
2j+1b2j+1]

+
∑

j

tAGN
j a

†
j bj+1 + H.c.,

(8)

where d(kx) = exp (ikx), aj ,a
†
j , and bj ,b

†
j are the annihilation

and creation operators in the sublattices A and B in graphene,
respectively. This effective Hamiltonian describes two mod-
ulated chains, as is shown in Fig. 1. tAGN

j is the hopping
parameter between the j + 1 and j atoms in the y direction,
given by

tAGN
j = t0

[
1 + α

(
1 − NAGN

j+1 · NAGN
j

)]

× exp
[
−β

(
lAGN
j+1,j − 1

)]
, (9)

where

lAGN
j+1,j =

√
1 +

[
z
(
yAGN

j+1

)
− z

(
yAGN

j

)]2
(10)

is the interatomic distance between the atoms in sites j + 1
and j ,

yAGN
j = yAGN

A (j ) = yAGN
B (j ) =

√
3(j − 1)/2 (11)

are the positions for atoms A and B, and j = 1,2, . . . ,N labels
the sites along the y direction for pristine graphene. Finally
the unitary normal vector is NAGN

j = N(yAGN
j ) defined as in

Eq. (5).

B. Zigzag graphene nanoribbon

Similarly, when we apply a uniaxial ripple to a zigzag
graphene nanoribbon, it is possible to map the system into
a one-dimensional effective chain. If we label the basis
as A1,B2, . . . ,AN−1,BN , as shown in Fig. 2, the resulting
Hamiltonian is [19]

HZGN(kx) =
∑

j

[
c(kx)tZGN

2j+1a
†
2j+1b2j+2 + tZGN

2j+2b2j+2a
†
2j+3

]

+ H.c., (12)

where c(kx) = 2 cos
√

3kx/2,

tZGN
j = t0

[
1 + α

(
1 − NZGN

j+1 · NZGN
j

)]

× exp
[
−β

(
lZGN
j+1,j − 1

)]
(13)

is the hopping parameter between the sites j + 1 and j in the
y direction, NZGN

j = N(yZGN
j ) defined as in Eq. (5), and

lZGN
j+1,j =

√
1 +

[
z
(
yZGN

j+1

)
− z

(
yZGN

j

)]2
, (14)

where

yZGN
j = yZGN(j ) = 1

4

{
3j + 1

2 [1 − (−1)j ]
}

(15)

are the positions of carbon atoms in unrippled graphene and
j = 1,2, . . . ,N labels the sites as is displayed in Fig. 2.

III. UNIAXIAL PERIODIC RIPPLE

Let us now study in this section the particular case of a
periodic uniaxial ripple. This kind of corrugation is commonly
observed when graphene is grown on a substrate [6]. In
particular, we will consider that the periodic uniaxial ripple
has the following form:

z(y) = λ cos (2πσy + φ). (16)

This particular oscillation contains three parameters: wave-
length (controlled by the parameter σ ), amplitude (controlled
by λ), and phase (controlled by φ). Thus, σ is translated into
a ripple with a spatial wavelength * such that * = 2πa/σ .
Small σ ’s compared with the lattice parameter a are translated
into long-wavelength ripples. The amplitude λ is the maximal
height reached by the ripples, usually given in nanometers or
in percentages of a.

Now we wil discuss briefly the feasibility of such a specific
ripple. Since graphene exhibits a high asymmetry in tensile
versus compressive strain, i.e., while the C-C bond length
can be tensile up to 25% [2] of the lattice parameter, it is
almost incompressible because this would induce out-of-plane
deformations. Thus, in general, to produce this ripple it is
enough to apply uniaxial strain. Also, it has been observed
that, growing graphene on a substrate, 1D periodic graphene
ripples can be built by using thermal strain engineering and the
anisotropic stress due to the substrate [32]. On the other hand,
as we will see later, we will use a big ripple’s amplitude (λ =
80% of the lattice parameter) in all of our plots for illustrative
proposes. Even though this value is high, the most important
of our results depend only upon the ripple’s wavelength (σ )
and are valid for all values of λ.

Another important aspect of the electronic properties is the
wave function localization. For studying it, we will use the
normalized participation ratio (NPR), defined as

NPR(E) =
ln

∑N
j=1 |ψ(j )|4

ln N
. (17)

This quantity is a measure of the wavefunction localization
[33] for extended states NPR → −1 (blue color in the figures),
whereas it tends to zero for localized states (red color in the
figures). In the next section, we will study the physical effects
on the electronic properties of AGNs and ZGNs under the
previously described periodic ripples.

A. AGNs with uniaxial periodic ripples

When we apply a uniaxial periodic ripple as given by
Eq. (16) to AGNs, the hopping integral becomes

tAGN
j = t0

[
1 + α

(
1 − NAGN

j+1 · NAGN
j

)]

× exp
{
−β

[√

1+ 4λ2 sin2

(√
3

2
πσ

)
ξ 2
A(j +1/2) −1

]}
,

(18)

where ξA(j ) = sin (
√

3πσj + φ). To get a better understand-
ing, it is worth considering the small-amplitude case. Using
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FIG. 3. (Color online) Energy spectrum of AGNs as a function of
σ for λ = 0.8, using (a) α = 0.4 and (b) α = 0 obtained by solving
the Schrödinger equation for a system of 400 atoms, using 250 grid
points for sampling kx and with cyclic boundary conditions. The
different colors represent the normalized participation ratio NPR(E).

Eq. (18), the hopping interchain parameter becomes

tAGN
j ≈ t0 exp

[

−2βλ2 sin2

(√
3

2
πσ

)

ξ 2(j + 1/2)

]

≈ t0 − 2t0βλ2 sin2

(√
3

2
πσ

)

ξ 2(j + 1/2). (19)

This expression is quite similar to the hopping integral that
appears in the off-diagonal Harper model [26]; the main
difference here is that all terms are squared. Hence, we expect
the period in σ to be half of the period of AGNs under
uniaxial periodic strain. Otherwise, both spectra would be
really similar in the low-energy or long-wavelength limit, as
can be confirmed in Fig. 3. Therein, it is shown the spectrum
of HAGN as a function of σ for (a) α = 0 and (b) α = 0.4,
obtained using cyclic boundary conditions by diagonalizing
the resulting matrix for each value of kx . Many interesting
features are observed. First, the spectrum has a fractal nature
with gaps at the Fermi level. Second, we observe that localized
states coexist with extended ones. It is easy to understand this
feature, since when the period of the lattice is commensurable
with the ripple’s period the system behaves as a modulated
crystal, and the states have a Bloch nature; these are extended.
When the periods are incommensurate with each other, the
system behaves as a quasicrystal and the wave functions tend to
have different localization properties. Finally, we observe that
the effect of relative orientation changes between π orbitals
(i.e., the α-dependent-term effects) is to produce a widening of
the spectrum, which becomes important for σ around 1/

√
3. To

gain further insight into the spectrum, consider the interesting
transition seen as σ goes from zero to σ = 1/

√
3, as shown

in detail in Fig. 4. Therein, the band structure is displayed for
(a) σ = 0.6/

√
3, (b) σ = 0.8/

√
3, and (c) σ = 1/

√
3. This

transition goes from unrippled graphene to a system made up
of weakly coupled dimers. The dimers are made from pairs of

FIG. 4. (Color online) Band structure and density of states (DOS)
of an AGN for φ = 0 and λ = 0.8 using (a) σ = 0.6/

√
3, (b) σ =

0.8/
√

3, and (c) σ = 1/
√

3 for a system with 200 atoms. Cyclic
boundary conditions were used.

sites joined by a horizontal bond as shown in Fig. 1. The dimers
appear since for σ = 1/

√
3, the hopping parameter becomes

tAGN
j = t(λ = 0.8) ≈ 0.05t0. The exact expression of t(λ) will

be given in the next section. Thus, t(λ = 0.8) ≪ t0 and tj can
be considered as a weak perturbation to a system made of pure
dimers. The eigenenergies of the dimers are highly degenerate,
with values E = ±t0 as observed in Fig. 4(a). The effect of t(λ)
is just a widening around these values, giving a spectrum in the
intervals [±t0 − t(λ = 0.8), ± t0 + t(λ = 0.8)], as observed
in Fig. 4(a). As σ → 0, the dimers evolve into the Van Hove
singularity at E = ±t0 observed in unrippled graphene. Also,
the system can be treated as a ladder with tAGN

j = ⟨t⟩ + δj ,
where ⟨t⟩ is the average hopping parameter, and δj is a small
perturbing potential, δj ≪ ⟨t⟩. For example, the case (c) in
Fig. 4 corresponds to weakly coupled squares.

Before showing how the case σ = 1/
√

3 can be solved
analytically, leading to weakly coupled dimers, let us discuss
the band structures displayed in Fig. 5. Therein are shown
the band structure and the DOS for σ values that are

(a)

(b)

FIG. 5. (Color online) Band structure and DOS for an AGN using
(a) σ = 4

√
5/3 and (b) σ = 0.4

√
7/3 for α = 0.4 and the same

conditions as in Fig. 4. Note that there are two partially flat bands at
E = ±1 and that the DOS is spiky.
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incommensurable with the period of unrippled AGNs. In these
cases, the dimer model is still useful. When tAGN

j → 0 the ef-
fective system is made of dimers with two different intradimer
hopping parameters t0 and t0d(kx), with eigenenergies ±1.
These energies are highly degenerate because of the factor
d(kx). When tAGN

j becomes quasiperiodic, the degeneracy is
broken and the spectrum is fragmented, as observed in Fig. 5.
However, the other dimers with hopping parameter given by t0
are not affected. This kind of dimers are the ones responsible
for the partly flat bands at ±t0.

Particular case σ = 1/
√

3

For σ = 1/
√

3, the eigenergies can be calculated exactly.
At this particular σ value the hopping integral can be written
as follows:

tAGN
j = t(λ) = t0 exp [−β(

√
1 + 4λ2 − 1)]. (20)

Hence, the unit cell contains only four different kinds of site.
Note that for big λ we have t(λ) → 0 and the effective system is
made of two different dimers, corresponding to horizontal pairs
of atoms, with interdimer hopping parameter t0 and t0d(kx).
This confirms the previous discussion and the band structure
shown in Fig. 4(c). The eigenenergies for such a system are

E(kx) = ±t0
√

1 + [t(λ)]2 ± 2t(λ)| cos (kx/2)|. (21)

From the previous equation one can prove that the gap’s size
is

-AGN = 2|t(λ) − t0|. (22)

which is the same that we obtained using the intervals [±t0 −
t(λ = 0.8), ± t0 + t(λ = 0.8)] when perturbation theory was
applied. It is worth finding the minimum value of λ for opening
a gap. It is easy to show that this occurs for any λ > 0, which
is an important result for applications, due to the fact that it
is possible to tailor the gap’s size at the Fermi level by using
Eq. (22) with a ripple amplitude within the elastic response of
graphene.

B. ZGN with periodic uniaxial ripples

When a ripple given by Eq. (16) is applied to ZGNs, the
hopping integral becomes

tAGN
j

= t0
[
1 + α

(
1 − NZGN

j+1 · NZGN
j

)]

× exp
{
−β

[√

1+ 4λ2 sin2

(
π

2
σϕj

)
ξ 2
Z(3j/2 +1) −1

]}
,

(23)

where ϕj = [3 + (−1)j ]/4 and ξZ(j ) = sin (πσj + φ). Fur-
ther insight can be obtained by analyzing the case of small-
amplitude ripples, in which the hopping parameter is as
follows:

tZGN
j t0 ≈ exp

{
−2βλ2 sin2

(π

2
σϕj

)
ξ 2
Z(3j/2 + 1)

}

≈ t0 − 2t0βλ2 sin2
(π

2
σϕj

)
ξ 2
Z(3j/2 + 1). (24)

(a)

(b)

FIG. 6. (Color online) Energy spectrum of a ZGN as a function of
σ for (a) λ = 0.8 and α = 0, and (b) λ = 0.8 and α = 0.4 obtained by
solving the Schrödinger equation for a system of 80 atoms, using 250
grid points for sampling kx and with cyclic boundary conditions. The
different colors represent the normalized participation ratio NPR(E).
Note that the gaps at the Fermi level are fewer and smaller than in
AGN ripples; the wave functions are more localized as well.

Again, this hopping integral is very similar to that for ZGNs
under uniaxial periodic strain [19]. As in AGNs, the main
difference is that all terms are squared. That makes the period
one-half of that in the uniaxially periodicallly strained ZGNs,
as confirmed in Fig. 6. There in, we show the energy spectrum
for ZGNs obtained using cyclic boundary conditions and by
diagonalizing the corresponding matrix for each value of kx .
Two different values of α were used, (a) α = 0 and (b) α = 0.4.
There are many interesting features. First, the states are more
localized than in the AGN case. Second, the gaps at the Fermi
level are smaller than the gaps in AGNs. Third, ZGNs are more
sensitive to the effect of α; however, as in AGNs, this effect
is just a widening of the energy spectrum. The structure still
being the same as in the case α = 0, especially for values near
or at σ = 2/3,4/3 [see Figs. 6(a) and 6(b)]. For σ = 2/3,4/3,
we have

tZGN
j = teff(λ) = t(3λ/4)

[

1 + α

(

1 − 1
√

1 + 4π2λ2/3

)]

,

(25)

where t(λ) is given by Eq. (20). This equation does not depend
upon the site. Substituting all the parameters and by using
λ = 0.8, the hopping parameter is found to be teft(λ = 0.8) ≈
0.19t0 for α = 0.4 and teft(λ = 0.8) ≈ 0.15t0 for α = 0. Thus,
in these cases, the system has a ZGN-like spectrum with
hopping parameter teff. Although teff depends upon α, this
effect is small and the spectrum at the points σ = 2/3,4/3
is very narrow, as seen in Fig. 6. For σ near to that point
the spectrum is highly fragmented, because the α-dependent
terms become important. They act as a perturbation potential,
splitting the band structure; therefore, the spectrum is wider
near σ = 2/3,4/3, as can be observed in Fig. 7(b).

Let us now discuss the transition observed in Fig. 7 as σ
goes from zero to 1.
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(a)

(b)

(c)

FIG. 7. (Color online) Band structure and density of states (DOS)
of a ZGN for φ = 0, λ = 0.8 using (a) σ = 1, (b) σ = (

√
5 − 1)/2,

and (c) σ = 1/4. The same conditions as in Fig. 6 were used. Note
the big gap opened at the Fermi level in (a); in (b) the band structure
is fragmented and hence the DOS has a lot of spikes, and in (c) the
DOS is similar to that of linear chains weakly interacting.

1. Case σ = 1/4

For σ = 1/4, the band structure and DOS are shown in
Fig. 7(c). In this case, the unit cell has only four different
atoms, with hopping parameters given by

tZGN
1 = t1 = t(λ/2)

[
1 + α

(
1 − 1√

1 + π2λ2

)]
,

tZGN
2 = t2 = t0 + t0α

(
1 − 1 − π2λ2

1 + π2λ2

)
,

tZGN
3 = t1,

tZGN
4 = t(λ),

(26)

where t(λ) is defined in Eq. (20). The eigenenergies can be
calculated exactly,

E(kk) = ±[t(λ) + t2]

±
√

[t(λ) − t2]2 + 16t2
1 cos2 (

√
3kx/2). (27)

From the dispersion relation it can be seen that the system
behaves as a linear chain with two different atoms, hopping
parameter giving by t1, and self-energies t(λ) and t2. When σ
takes irrational values near σ = 1/4 the degeneracy is broken
and the DOS becomes spiky, as can be seen in Fig. 7(b).

Finally, the case σ = 1 is displayed in Fig. 7. Note that
this case [Fig. 7(a)] is the same as in Fig. 4(c). Let us explain
this feature. When σ = 1, the hopping parameter takes two
different values depending on the parity of j ; if j is odd,
tZGN
j = t0 whereas if it is even, tZGN

j = t(λ = 0.8) ≈ 0.05t0.
So the effective system is again made of dimers with intradimer
hopping integrals given by t(λ = 0.8)c(kx) and t0. Due to
t(λ = 0.8) ≪ t0 the effective system can be seen as weakly
coupled dimers with hopping parameter t(λ = 0.8)c(kx).
Hence, the gap’s size must be 2|2t(λ = 0.8) − t0| the main

difference from AGNs is that here we have 2t(λ), due to
c(kx) = 2 cos (

√
3kx)/2. This prediction will be confirmed by

calculating the eigenenergies analytically in the next section.

2. Case σ = 1

We first calculate the hopping parameter

tZGN
j =

{
t0 if j is even,
t(λ) = exp {−β[

√
1 + 4λ2 − 1]} if j is odd.

(28)

Thus, the effective system just has four different atoms per
unit cell, and the effective chain is made of dimers with
hopping parameter t0c(kx). The eigenenergies for this system
as a function of λ and kx are

E(kx) = ±t0 ± 2t(λ) cos

(√
3

2
kx

)

. (29)

To confirm the gap’s size predicted before, we calculate it from
Eq. (29), resulting in

-ZGN = 2|2t(λ) − t0|. (30)

In this case, a gap is opened for λ ! λC , where

λC = 1
2

√(
1 + 1

β
ln 2

)2

− 1 ≈ 0.34. (31)

This minimal value of λC for opening a gap at the Fermi
level exceeds the elastic response of graphene and thus seems
difficult to observe experimentally.

IV. CONCLUSIONS

Summarizing, we have analyzed the electronic properties
of AGNs and ZGNs under uniaxial periodic ripples, using an
exact mapping of the corresponding tight-binding Hamiltonian
into effective one-dimensional chains. In particular, we studied
uniaxial periodic ripples, finding complex spectra, gaps at the
Fermi level, and flat bands for AGNs. All these features can be
understood by looking at an effective system which is made
of dimers. For instance, when σ is commensurable with the
characteristic period of the lattice the effective system behaves
as weakly coupled dimers resulting, for λ big, in flat bands for
AGNs. However, when this is not the case, the reciprocal space
becomes dense, which results in a fractal spectrum.
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We study the emergence of electronic nontrivial topological flat bands in time-periodically driven strained
graphene within a tight-binding approach based on the Floquet formalism. In particular, we focus on uniaxial
spatially periodic strain since it can be mapped onto an effective one-dimensional system. Also, two kinds
of time-periodic driving are considered: a short pulse (delta kicking) and a sinusoidal variation (harmonic
driving). We prove that for special strain wavelengths, the system is described by a two-level Dirac Hamiltonian.
Even though the study case is gapless, we find that topologically nontrivial flat bands emerge not only at
zero-quasienergy but also at ±π quasienergy, the latter being a direct consequence of the periodicity of the
Floquet space. Both kind of flat bands are thus understood as dispersionless bands joining two inequivalent
touching band points with opposite Berry phase. This is confirmed by explicit evaluation of the Berry phase in
the touching band points’ neighborhood. Using that information, the topological phase diagram of the system is
built. Additionally, the experimental feasibility of the model is discussed and two methods for the experimental
realization of our model are proposed.

DOI: 10.1103/PhysRevB.95.115440

I. INTRODUCTION

It is a well known fact that the electronic properties of
graphene depend strongly upon the deformation field applied
to it, due, in part, to its high elastic response (about 23% of
the lattice parameter [1]). In fact, very interesting phenomena
arise from applying different kinds of deformation fields.
Among these phenomena we have band gap openings at the
Fermi level [2,3], shifts of the Dirac cones from their original
positions [2,4], localized energy edge modes [5,6], fractal-like
energy spectrum [5,7,8], merging of inequivalent Dirac cones
[5,9–11], tunable dichroism [12], anisotropic ac conductivity
[13], new and interesting transport properties [14–17], etc.
All these have opened an avenue for the emergent field of
straintronics [2,18–22], whose aim is to taylor the electronic
properties of graphene via mechanical deformations.

On the other hand, although graphene is a semimetal, it
possesses nontrivial topological properties [23]. For instance,
the zero-energy edge states observed in graphene are flat bands
that join two inequivalent Dirac cones [9]. Flat bands have their
origin in the energy spectrum, which can host lines or points
where bands touch each other at zero energy, as was first
pointed out by Volovik [23–25]. This results from the Dirac
equation topological properties. In fact, two inequivalent Dirac
cones in graphene have opposite Berry phase. Since the states
at the Dirac cone cannot be transformed into topologically
trivial states (with Berry phase equal to zero), a flat band
joining Dirac cones with opposite Berry phase emerges for
a finite system [23]. The three-dimensional (3D) version of
Dirac semimetals (usually called Weyl semimetals) also gives
rise to flat bands, known as Fermi arcs, joining Weyl points
(points at zero energy where the bands cross each other) with
opposite topological charge. These flat bands, as the ones that
emerge in Dirac semimetals, are very stable, since both of
them are protected by the bulk-edge correspondence [23].

*peter89@fisica.unam.mx

This is a consequence of the fact that in the neighborhood
of Weyl nodes, the effective Hamiltonian of the system can
be described by a Weyl equation. Therefore wave functions
describe Weyl fermions with opposite chirality [26], which
means that the only way to open a gap is by the annihilation of
two Weyl nodes with opposite chirality. Interestingly enough,
recent experiments have shown Fermi arcs in real condensed
matter systems [26,27].

The importance of flat bands stems from their potential to
be used in technological applications as topological quantum
computing [28]. This is possible since Dirac and Weyl nodes
always come in pairs and might have a Majorana-like nature
[29–32], which gives them robustness to weak perturbations
and decoherence [28].

Hence many theoretical condensed matter systems that
exhibit topological edge modes have been proposed, among
them, the most promising ones seem to be periodically driven
systems, studied under the Floquet approach [28,33–44].
Actually, these systems are able to host not only zero energy flat
bands but also ±π -energy flat bands [40,45]. This results from
the periodicity of the so-called quasienergy spectrum, which
arises in the frame of Floquet theory. Motivated by that, in this
article, we study the case of time periodically uniaxial strained
zigzag graphene nanoribbons (ZGNs) within the tight-binding
approach using the Floquet formalism, and, for the sake of
simplicity, in the small strain’s amplitude limit. We have found
that the case system supports two kinds of zero-quasienergy
flat bands and just one kind of ±π quasienergy flat bands.
For the zero-quasienergy flat bands, we found that one is the
well known zero edge state observed in pristine ZGNs, which is
well understood in terms of flat bands joining two inequivalent
Dirac cones with opposite chirality [23] or in terms of the Zak
phase [46]. The others arise as a consequence of the driving
and can be understood as flat bands joining touching band
points with opposite Berry phase.

The layout of this paper is the following. First we present in
Sec. II the model, then in Sec. III we present the quasienergy
spectrum obtained from numerical results. Section IV is

2469-9950/2017/95(11)/115440(12) 115440-1 ©2017 American Physical Society
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devoted to explain such results using an analytical approach
based on an effective Hamiltonian. Section V contains an
analysis of the analytical found spectrum and the topological
phase diagram. In Sec. VI, we prove the nontrivial topological
properties of the modes, while Sec. VII is devoted to a
study of the experimental feasibility of our model. Finally, in
Sec. VIII, the conclusions are given.

II. PERIODICALLY DRIVEN STRAINED GRAPHENE

We start by considering a pristine zigzag graphene nanorib-
bon (ZGN) as the one displayed in Fig. 1(a). Then, we apply
an uniaxial strain field along the y direction u(y) given by

u(y) = 2λ

9
cos

[
8π

3
σ (y − 1/2) + φ

]
, (1)

which is similar to the pattern of strain that emerges when
graphene is growth on top of a different lattice substrate [7].
It is important to say that the strain field is tailored by three
parameters, namely, the amplitude (λ), the frequency (σ ) and,
finally, the phase (φ). Within the tight-binding approach and
considering the small strain’s amplitude limit the electronic
properties of an uniaxial strained ZGN are well described by
the following effective one-dimensional (1D) Hamiltonian [7]

H (kx) =
N−1∑
j=1

[γ2j a
†
2j+1b2j + c(kx) γ2j−1a

†
2j−1b2j ] + H.c.,

(2)
where c(kx) = 2 cos (

√
3kx/2), a is the interatomic distance

between carbon atoms, kx is the crystal momentum in x

direction, aj (bj ) annihilates an electron at the j th site in the
sub lattice A (B) along the y direction, and N is the number
of atoms within the unit cell (see Fig. 1). Finally, the hopping
parameters are given by

γj = γ0 + λ γ0ξ (j + 1) sin [πσξ (j )] sin (2πσj + φ), (3)

where ξ (j ) = 1 + (−1)j /3 and γ0 = 2.3 eV is the hopping
parameter for unstrained graphene. Frequently, we will use
a (the interatomic distance between carbon atoms) as the
unit of distance and γ0 as the unit of energy, although, when
necessary we will explicitly write them. Having said that, let
us introduce the time dependence to the model. That will be

done by considering the following driving layout:

γj (t) =
{
γ0 if t < mod(t,T ) < t1
γj if t1 < mod(t,T ) < T

, (4)

where T is the period of the driving and t1 is in the
range 0 < t1 < T . This leads to the following time-dependent
Hamiltonian:

H (kx,t) =
N−1∑
j=1

[γ2j (t) a
†
2j+1b2j + c(kx) γ2j−1(t)a†

2j−1b2j ]

+ H.c. (5)

The previous Hamiltonian describes a system for which the
strain field is turned on during the interval (t1,T ) and it is
turned off whenever t is on the range (0,t1). We will consider
the case of short pulses, this is, t1 → T . As long as the product
of the kicking amplitude (here represented by the parameter
λ, the strain’s amplitude) and the duration of the pulse T − t1
are kept constant, the kicking can be approximated by a Dirac
delta function if the t1 → T limit is considered. This kind
of kicking layout can be hard to be reached in experimental
conditions, therefore, we discuss the experimental feasibility
of our model in a special section (see Sec. VII), therein, we
also study a more realistic kind of driving: harmonic driving.
However, it is worth mentioning that many theoretical papers
consider a quite similar kind of kicking [41,47–52].

From here, we will study the t1 → T limit, then the driving
protocol can be written as

γj (t) = γ0 +
∑
m

δ(t/T − m)γ0λξ (j + 1)

× sin [πσξ (j )] sin(2πσj + φ), (6)

where m is an integer number and T is the period of the driving.
An schematic layout of the driving is shown in Fig. 1. Therein,
it can be seen that the strain field is turned on for t = mT

whereas is turned off for different times (this is, for t �= mT ).
The advantage of considering kicking systems relies in the

fact that the time evolution operator defined as

U (T ) |ψk(t)〉 = |ψk(t + T )〉 , (7)

(a) (b)

FIG. 1. Layout of the periodically driven strained zigzag graphene nanoribbon. Basically, the strain field is turned off (a) whenever that
t �= mT , where T is the driving period and m is an integer number. The strain field is turned on for t = mT , as shown in (b). Since the strain
field depends only upon the y direction, the zigzag graphene nanoribbon can be mapped onto an effective one-dimensional system, which is
represented by linear chains in the figure. The dots indicate the position of the atoms on each graphene/linear chain row.

115440-2



TOPOLOGICAL FLAT BANDS IN TIME-PERIODICALLY . . . PHYSICAL REVIEW B 95, 115440 (2017)

where |ψk(t)〉 is the wave function of the system for a given k,
can be written in a very simple manner:

U (τ ) = T exp

[
−i

∫ T

0
H (kx,t) dt/h̄

]
= exp (−iτH1) exp (−iτH0), (8)

where T denotes the time ordering operator, τ ≡ T/h̄, and

H0(kx) = γ0

N−1∑
j=1

[a†
2j+1b2j + c(kx) a

†
2j−1b2j ] + H.c.

H1(kx) =
N−1∑
j=1

[δγ2j a
†
2j+1b2j + c(kx) δγ2j−1a

†
2j−1b2j ]

+ H.c. (9)

with δγj = γj − γ0. In general, Hamiltonians H1 and H0 do
not commute, therefore, it is common to study the properties of
the system through an effective Hamiltonian given by U (τ ) =
exp (−iτHeff), which has eigenvalues exp (−iτω), where τω is
called the quasienergy of the system. Note that the product τω

is defined up to integer multiples of 2π due to the periodicity
of the Floquet space. Our periodically driven model (5) is very
rich, since it has four parameters, three owing to the strain field
(λ, σ , and φ) and one to the driving (τ ).

Even though one can study the system for different values
of σ and φ we will focus on the case σ = 1/2 and φ = 4πσ/3,
because this case has very interesting features and makes
possible to perform analytical calculations. For these values of
σ and φ, the hopping parameter takes the following form:

γ2j−1 − γ0 = −λ,

γ2j − γ0 = λ/2. (10)

This means that the Hamiltonian H1 is on a critical line that
separates two distinct topological phases via the parameter λ in
the time-independent case. In such a case, for λ < λC = 0.4,
the system is on a nontrivial topological semimetal phase (i.e.,
the system is gapless, there are Dirac cones) and it is able to
host edge modes [23]. For λ > λC , the system is on a normal
Zak insulator phase (there are no Dirac cones and the system
is gapped, however there still being zero energy edge states
[9,10]). It is interesting to see what happens at the critical value
λC . At that point, two inequivalent Dirac cones have merged
and the dispersion relation has an anomaly, in the sense that
it is quadratic in one direction, whereas in the other direction
remains linear [5]. However, we have used the approximation
of small strain’s amplitude, so we are interested on λ � λC .
The main reason for consider this is that provides a great
simplification on theoretical calculations, moreover, it is much
simpler to obtain small strain’s amplitude in experimental
setups.

Once that the model has been described, the next step is
to analyze the quasienergy spectrum as a function of τ (the
driving period) keeping σ , φ, and λ constant. The results of the
numerical analysis, obtained by the numerical diagonalization
of Eq. (8), are discussed in the next section.

III. QUASIENERGY SPECTRUM: NUMERICAL RESULTS

We begin the study of the physics properties of the system
by constructing the matrix representation of U (τ ), Eq. (8),
then we obtain its eigenvalues by numerical diagonalization.
In all cases presented here we studied ω as a function of kx and
τ , using σ = 1/2 and φ = 4πσ/3 for a system of N = 240
sites per unit cell, and imposing fixed boundary conditions.
The resulting quasienergy spectrum is shown in Fig. 2 for a
cut at kx = 0 using λ = 0.1. For small τ , the spectrum has a
central gap that grows linearly with τ . As can be seen in such
figure, the outer band edges also grow linearly with τ . Then,
when τ reaches a critical value, denoted by τc, the outer edge
bands touch the limit of the first Brillouin zone of the Floquet
space. At that point, flat bands emerge at ±π quasienergies,
these bands are labeled by red solid lines in Fig. 2. If we
continue increasing τ , we will reach the point τ = 2τc, at
which the outer edge bands will touch each other again and a
new flat band appears at zero quasienergy (denoted by green
solid lines, see Fig. 2). The flat nature of these bands and the
fact that they are separated by a finite gap from the other bands
suggest that they are due to surface effects. Moreover, since
these states emerge at crossing band points, they have a similar
origin as the edge states that appear in the Shockley model
[38,53–55], which always come in pairs and can have an exotic
Majorana-like nature. Actually, these kind of edge states have
been predicted to appear in a 1D s-wave superconductor wire
[36]. However, our system is two dimensional (2D), therefore
we expect that edge modes that appear in Fig. 2 give rise to
flat bands in the band structure, each of these flat bands made
out of Majorana-like modes.

To confirm the previous conjecture, we plotted the
quasienergy spectrum as a function of kx for τ = 3 (see Fig. 3)
and τ = 5.28 (see Fig. 4) under the same conditions of Fig. 2.
In panels (b) of Figs. 3 and 4, we show the amplitude of the
wave functions with flat dispersion for kx = 0. Note that these
states are localized near the edges of the unit cell and that they
come in pairs. Additionally there is a finite gap (although not a
full gap) that separates such states from the rest bands, which

FIG. 2. Quasienergy spectrum numerically obtained from the
eigenvalues of the matrix representation of Eq. (8). For making
the plot, we have used kx = 0, λ = 0.1, σ = 1/2, and φ = 4πσ/3,
N = 240 and fixed boundary conditions. Note that at certain values of
τ the bands touch each other at τω(0,ky) = 0, ±π . At such points flat
bands emerge, indicated in the figure by red solid lines for τω = ±π

and by green solid lines for τω = 0.
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(a)

(b)

(c)

FIG. 3. (Top) Quasienergy band structure as a function of kx for
λ = 0.1, σ = 1/2, φ = 4πσ/3, and τ = 3. We have flat bands at zero
and ±π quasienergies. Note that for τω = 0 there are two types of
flat bands, ones having a time-independent origin (yellow solid lines)
and the others having a time-dependent origin (green solid lines), this
is explained in the main text. The index n indicates the corresponding
region in the topological phase diagram and the types of edge states.
For odd n, we have τω = ±π states (red color), while n even indicates
zero-quasienergy edge states (green color). The case n = 0 stands for
time-independent edge states at τω = 0 (yellow color). In panel b),
two wave functions amplitude for τω = 0 and τω = π using kx = 0
are shown. The amplitudes follow the same color code as in (a). (c)
The quasienergy value is presented as a function of the quasienergy
eigenvalue number for kx = 0.

suggests that they have nontrivial topological properties and
that they posses a Majorana-like nature. Furthermore, we can
see three kinds of edge states, one at ±π quasienergy (indicated
by I in solid red lines) and the others as zero quasienergy
(indicated by II in yellow and green solid lines). The yellow
flat bands, as we will discuss below, are the well known zero
edge modes that emerge in a finite pristine ZGN due to edge
effects and have nothing to do with the driving, whereas the
other ones (the green and red ones) are a consequence of the
driving. It is important to mention that flat bands are very
robust under the driving. Note that flat bands always emerge
from touching band points either at ±π or zero quasienergy,
which suggests that the origin of them is quite similar to that of
Fermi arcs, which join two different Weyl points (i.e., points on
the momentum space at where energy vanishes) with opposite
chirality [56]. To confirm or refuse that conjecture, a more
detailed analysis is required. The next section is devoted to
that aim.

IV. ANALYTICAL STUDY OF THE QUASIENERGY
SPECTRUM

Once the numerical results have been established, we
will proceed to explain them analytically. This will be done

(a)

(b)

(c)

FIG. 4. (Top) Quasienergy band structure, made under the same
conditions of Fig. 3 but using τ = 5.28. The label n indicates the
corresponding region in the topological phase diagram and the types
of edge states. For odd n, we have τω = ±π states (red color), while
n even indicates zero-quasienergy edge states (green color). The case
n = 0 stands for time- independent edge states at τω = 0 (yellow
color). In (b), we show the wave function amplitudes for edge states
at kx = 0 using the same color code as in (a). In (c), we present
the quasienergy value as a function of the number of quasienergy
eigenvalue.

by studying the quasienergy spectrum for σ = 1/2 and
φ = 4πσ/3, imposing cyclic boundary conditions in the y

direction. This is possible because for σ = 1/2 the hopping
parameters just take two different values [see Eq. (10)],
therefore the system becomes periodic in the y direction and
ky is a good quantum number. We proceed as usual, i.e., first,
we define the following Fourier transform for the annihilation
operators:

aj = 1√
N/2

∑
ky

e−i3kyj/2aky
,

bj = 1√
N/2

∑
ky

e−i3kyj/2bky
, (11)

and apply them into Hamiltonians H1 and H0, Eq. (12). It is
straightforward to show that the bulk Hamiltonians are given
by

H0(kx,ky) = h0(kx,ky) ĥ0 · σ,

H1(kx,ky) = h1(kx,ky) ĥ1 · σ, (12)

where σi (i = x ,y ,z) is a 2 × 2 Pauli matrix defined in the
basis where σz is diagonal. The components of h0 and h1 are

h
(x)
0 (kx,ky) = 2 cos (

√
3kx/2) + cos (3ky/2),

h
(y)
0 (kx,ky) = sin (3ky/2),

115440-4
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FIG. 5. Analytical quasienergy spectrum obtained from Eq. (18).
In the vertical axis, we plot τω/π as a function of ky and τ for kx = 0,
λ = 0.1, σ = 1/2, and φ = 2π/3. Note that this figure reproduces the
quasienergy spectrum obtained numerically by a diagonalization of
the Hamiltonian, as shown in Fig. 2. However, the flat bands that
appear in Fig. 2 are missing here since this is a surface effect.

h
(x)
1 (kx,ky) = −2λ cos (

√
3kx/2) + λ

2
cos (3ky/2),

h
(y)
1 (kx,ky) = λ

2
sin (3ky/2). (13)

From this we define the norms h0 = |h0| and h1 = |h1|.
Therefore the time evolution operator, Eq. (8), is given by

U(kx,ky,τ ) = exp [−iτH1(kx,ky)] exp [−iτH0(kx,ky)],

(14)

where U (τ ) = ∑
ky

U(τ,kx,ky) ⊗ |ky〉 〈ky |. The Hamiltonians
H1(kx,ky) and H0(kx,ky) do not commute since (see Appendix)

[H1,H0] = −6iλ sin (3ky/2) cos (
√

3kx/2)σz. (15)

Yet, it is still being possible to write,

U(kx,ky,τ ) = exp [−iτHeff(kx,ky)]. (16)

Using the results obtained in Appendix, the effective Hamil-
tonian Heff(kx,ky) can be written as

Heff(kx,ky) = ω(kx,ky) ĥeff · σ, (17)

where ĥeff is a unit vector (whose explicit form is also given
in Appendix). The quasienergies of the system, ±τω(kx,ky),
are given by (see Appendix)

cos [τω(kx,ky)] = cos (τh1) cos (τh0)

−ĥ0 · ĥ1 sin (τh1) sin (τh0) (18)

with

ĥ0 · ĥ1 = λ

h1h0

[
−4 cos2 (

√
3kx/2)

− cos (
√

3kx/2) cos

(
3ky

2

)
+ 1

2

]
. (19)

Through Eq. (18), we are able to exactly reproduce the
quasienergy bands obtained by numerical calculations. For
example, in Fig. 5, we plot ω(0,ky) obtained from Eq. (18),
showing an excellent agreement with its numerical counterpart
displayed in Fig. 2. Observe that cyclic boundary conditions
were used for obtaining Fig. 5, and thus the edge states seen
in Fig. 2 do not appear.

V. TOUCHING BAND POINTS

Since flat bands emerge from touching band points at
τω = nπ (n an integer number), knowing its exact location
is crucial. This is the subject of the present section. We start
by observing that touching band points are obtained by setting
τω = nπ in Eq. (18), resulting in the condition

±1 = cos (τh1) cos (τh0)

−ĥ0 · ĥ1 sin (τh1) sin (τh0), (20)

where it is understood that the previous condition holds only
for touching bands points. We will denote such special k points
by using a star, i.e., (k∗

x ,k
∗
y ). A detailed analysis shows that

Eq. (20) is satisfied for two possible cases.
(1) The first one requires that ĥ0 · ĥ1 = ±1. This is equiva-

lent to ask ĥ0 × ĥ1 = 0. Since [H0,H1] = −3i h0h1(ĥ0 × ĥ1) ·
êz σz, the condition is equivalent to [H0,H1] = 0.

(2) The second case is ĥ0 · ĥ1 �= ±1, which is equivalent
to [H0,H1] �= 0. However, in this case, it is required the extra
condition cos (τh1) cos (τh0) = ±1.

As we will see later on, the first case ĥ0 · ĥ1 = ±1 gives
rise to edge states, which are flat bands that join a kind of Weyl
nodes with opposite Berry phase. They can emerge for small
strain’s amplitudes. Although the second case ĥ0 · ĥ1 �= ±1
also hosts edge states, such states are no longer flat bands,
instead their quasienergy varies with kx . Unfortunately, the
last kind of edge states emerge for big strain amplitude, which
make them hard to be observed. As a consequence, we will
find the location of such second case points, but we will focus
only on the topological modes resulting from the first kind of
touching band points.

A. Touching band points for ĥ0 · ĥ1 = ±1

From Eq. (18), we find that ĥ0 · ĥ1 = ±1 only if k∗
x = π/

√
3

or k∗
y = 0,±2π/3. It can be proved that the solution for k∗

x =
π/

√
3 is contained in the ones for k∗

y = 0,±2π/3. Thus we
only analyze the cases k∗

y = 0,±2π/3. By substituting k∗
y into

Eq. (18),

τω±(kx) = τ (1 + λ/2) ± 2τ (1 − λ) cos (
√

3kx/2), (21)

where the “+” sign stems for ky = 0 and the “−” sign for
ky = ±2π/3. Now we require the condition τω+(kx) = nπ

(with n an integer number) in Eq. (21) at a special kx = k∗
x .

This gives two possible values for k∗
x ,

k∗(+)
x = ± 2√

3
arccos

[
nπ/τ − (1 + λ/2)

2(1 − λ)

]
,

k∗(−)
x = ± 2√

3
arccos

[−nπ/τ + (1 + λ/2)

2(1 − λ)

]
. (22)

As before, k∗(+)
x stems for k∗

y = 0 and k∗(−)
x for k∗

y = ±2π/3.
Note that Eq. (22), for a given n, has two different solutions
for k∗(+)

x and four solutions for k∗(−)
x . It is noteworthy that since

the cosine function is bounded, such solutions will exist and
be real if and only if∣∣∣∣nπ/τ − (λ + 1/2)

2(1 − λ)

∣∣∣∣ � 1. (23)

115440-5



PEDRO ROMAN-TABOADA AND GERARDO G. NAUMIS PHYSICAL REVIEW B 95, 115440 (2017)

FIG. 6. Band edges of the quasienergy spectrum as a function of
τ , calculated using the same conditions as in Fig. 2. The upper limits
are indicated by pink solid lines and labeled by ±τω+, whereas the
lower limits are shown by orange solid lines and labeled by ±τω−.
Both limits, ±τω+ and ±τω−, were found from Eq. (21). The limits
touch each other at τc = nτ+

c or τc = nτ−
c as indicated. It is clear

that edge states emerge when two different bands touch each other,
therefore, these states have a Shockley like nature [38,53–55].

From the previous equation, we can obtain the minimum
or critical value of τ for having touching band points at
τω = ±nπ . Since we are looking for the minimum value of τ

needed to have touching band points, it is enough to consider
the equality in Eq. (23). If τc is the value at which the equality
in Eq. (23) is held, we have that

nπ/τc ± (λ + 1/2)

2(1 − λ)
= ∓1. (24)

Two kinds of critical values of τc are obtained. Either τc = nτ+
c

or τc = nτ−
c , with

τ+
c = 2π

3(2 − λ)
(25)

and

τ−
c = 2π

|5λ − 2| . (26)

Now we explain why there are two critical values of τ .
Basically, nτ+

c gives the touching band points that arise from
the crossings between ±τω+(kx), as indicated in Fig. 6 for
the quasienergy spectrum as a function of τ for λ fixed and
kx = 0. It is important to say that whenever τ reaches a critical
value nτ+

c , a new pair of touching band points appear. Notice
that this argument explains the shape of the plot presented for
the numerical results of Fig. 2. From Figs. 2 and 6, is clear
that edge states emerge when two different bands touch each
other. These states have a Shockley-like nature [38,53–55].

In a similar way, if τ is increased from zero, the quasiener-
gies ±τω−(kx) will reach the edges of the Floquet space. This
will happen at τ−

c , where τ−
c > τ+

c , see Fig. 6. As before,
if τ increases up to 2τ−

c , then τω− and −τω− will touch
each other at zero quasienergy. New touching band points will
appear each time that τ reaches nτ−

c .

FIG. 7. Topological phase diagram, where the colors indicate re-
gions of different maximal allowed n. Here the number of topological
nontrivial edge states increases with n. The phase boundaries are
determined from Eq. (25) and Eq. (26), using τ = nτ+

c and τ = nτ−
c .

The shaded region with magenta lines corresponds to nonflat band
phases given by the condition ĥ0 · ĥ1 �= 1. Phases with λ < 0.4, as
indicated by the horizontal line, are nongapped at zero quasienergy
for τ < 2τ+

c .

Therefore the number of pairs of touching band points will
depend upon τ and λ. By plotting Eq. (23) for different values
of n, the phase diagram of the system can be built. In Fig. 7,
such diagram is displayed. Therein, each color represents a
phase of the system with the indicated allowed values of n.
For instance, for λ � 0.4, the white color indicates just two
pairs of touching band points, since only one value of n is
allowed. On the other hand, for the violet color and λ � 0.4,
there are two touching band points pairs since n = 0,1, or in
other words, there are two allowed values for n.

Up to now, we have found the location of touching band
points at τω(k∗

x ,k
∗
y ) = ±nπ , but a more detailed analysis

is needed since two cases are of great interest. Firstly, the
case n = 0, which give rise to touching band points at zero
quasienergy at any value of τ , suggesting that such points
have a time-independent origin. Secondly, n �= 0, i.e., touching
band points at zero or ±π quasienergy. The emergence of such
points depend upon the value of τ and λ as can be seen in Fig. 7.

First, we will study time-independent touching band points.
By setting n = 0 in Eq. (22), we obtain

k∗(−)
x = ± 2√

3
arccos

[
1 + λ/2

2(1 − λ)

]
. (27)

Therefore there are two touching band points pairs for n = 0,
one pair for each value of k∗

y , both located at ±k∗
x . Moreover,

from Eq. (27), we found that these points are Dirac cones
shifted from their original position due to the strain field.
As we will see in the next section, this kind of touching
band points will give rise to flat bands if the system is
considered to be finite. For illustrating purposes, in Figs. 8
and 9, we present the band structure obtained using the
analytical effective Hamiltonian quasienergies given by Eq.
(18). Therein the Dirac cones for n = 0 are indicated by yellow
points.

It is important to say that Dirac cones undergo a phase
transition as λ is increased in the time-independent case. For
λ < λC = 0.4, there are two Dirac cones, indicated in Fig. 7
by a horizontal line at λC . When λ reaches λC , the Dirac cones
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(a)

(b)

(c)

(d)

FIG. 8. (Left) Band structure obtained using the analytical effec-
tive Hamiltonian quasienergies given by Eq. (18) for (a) τ = 1.5τ+

c

and (b) τ = 2.5τ+
c using λ = 0.1. On the right, in (c) and (d), we show

upper views of the same band structures. Therein, the touching band
points are clearly seen. In (c), corresponding to τ = 1.5τ+

c there are
two touching band points for τω = 0 and another pair at τω = ±π ,
which are denoted by yellow and red dots, respectively. As is proven
in the main text, the yellow dots are Dirac cones vertices, which have a
time-independent origin. On the other hand, red touching band points
have a time-dependent origin. For τ = 2.5τ+

c [see (b)], the touching
band points are at τω = 0 (label n = 2) and at τω = ±π (label
n = 1). The Dirac vertices remain the same as in (a), corresponding
to n = 0.

merge at a single point and, finally, for λ > λC the energy
spectrum becomes gapped.

Here we are interested just in λ � λC , hence the gap
opening is far away from this limit. Additionally, our system
cannot become gapped since for τ � 2τ+

c , touching band

(a)

(b)

(c)

(d)

FIG. 9. (Left) Band structure obtained using the analytical effec-
tive Hamiltonian quasienergies given by Eq. (18) for (a) τ = 3 and (b)
τ = 5.28 using the same conditions as in Fig. 8, λ = 0.1. On the right
panel, upper views of the same band structure are shown. Note that in
(a), we have τ < τ−

c , therefore there are two pairs of touching band
points at ±π quasienergy. On the other hand, in (b), we have τ > τ−

c

and two new pairs of touching band points appear at quasienergy ±π ,
see main text. The parameters used for making this plot are the same
as those used in Figs. 3 and 4, in which a numerical diagonalization of
the Hamiltonian was performed. This plot confirms that the numerical
and analytical calculations are in excellent agreement.

points will emerge at zero quasienergy, avoiding the opening
of a full gap.

Second, we study the time-dependent touching band points
(n �= 0). Two different types of touching band points emerge
depending on the value of n. Since for touching band points
we have that τω(kx∗,k∗

y ) = nπ , it follows that U(k∗
x ,k

∗
x ,τ ) =

(−1)n. For odd n, we have U(k∗
x ,k

∗
x ) = −1, this means that,

due to the Floquet periodicity, touching band points at ±nπ -
quasienergy (n being an odd integer) are equivalent to touching
band points at ±π quasienergy. Similarly, for even n we
have U(k∗

x ,k
∗
x ) = 1, which implies that touching band points at

±nπ quasienergy (n being an even integer) are equivalent to
touching band points at zero quasienergy. In Figs. 8 and 9, we
labeled touching band points for odd n by red dots, whereas
touching band points for even n are labeled by green points.
The touching band points always come in pairs for a given
value of n, as can be inferred from Eq. (22). These different
kinds of points lead to different edge states as indicated in
Figs. 3 and 4. Therein, green flat bands result from joining a
pair of touching band points for even n. Red flat bands join
pairs of odd n touching band points.

B. Touching band points for ĥ0 · ĥ1 �= ±1

Let us start by finding the location of these kind of touching
band points. We first set τh1 = m1π and τh0 = n1π , where
m1 and n1 are integer numbers. Then, after some algebraic
operations, one gets

k∗
y = 2

3
cos−1

⎡
⎢⎢⎣

π2n2
1

6τ 2 − m2
1π

2

6τ 2λ2 − 1
8√

π2

3τ 2

(
m2

1
2λ2 + n2

1
4

)
− 1

8

⎤
⎥⎥⎦,

k∗
x = 2√

3
cos−1

⎡
⎣
√

π2

3τ 2

(
m2

1

2λ2
+ n2

1

4

)
− 1

8

⎤
⎦. (28)

In order to have real-valued k∗
x and k∗

y , the following conditions
must be fulfilled altogether:

0 � π2

3τ 2

(
m2

1

2λ2
+ n2

1

4

)
− 1

8
� 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣
π2n2

1
6τ 2 − m2

1π
2

6τ 2λ2 − 1
8√

π2

3τ 2

(
m2

1
2λ2 + n2

1
4

)
− 1

8

∣∣∣∣∣∣∣∣
� 1. (29)

Therefore the phase diagram shown in Fig. 7 has to be
modified, since the previous constrictions add new phases to
the system. In the phase diagram shown in Fig. 7, these new
phases appear in the shadowed area. The different phases are
separated by the magenta curves. However, such values of
strain are difficult to achieve so in the present work we skip
the analysis of their topological properties.

VI. TOPOLOGICAL NATURE OF EDGE STATES

The topological characterization of the flat bands for
ĥ0 · ĥ1 = ±1 will be done in this section. To do that, we will
calculate the Berry phase around the touching band points
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found before. The Berry phase is defined as

γC =
∮

C

A · dk, (30)

where A = −i 〈ψk| ∇k |ψk〉 is the so-called Berry connection
(a gauge invariant quantity), and ∇k = (∂kx

,∂ky
) is the gradient

operator in the momentum space. We follow a four steps
method to calculate such quantity. First, we note that exactly
at the touching band points with ĥ0 · ĥ1 = ±1, commutator
(15) vanishes. This means that near the touching band points
[H1,H0] ≈ 0, so we can approximate the time evolution
operator Eq. (14) as

U(kx,ky,τ ) ≈ exp {−iτ (H1 + H0) + τ 2[H1,H0]/2}, (31)

where we used the Baker-Campbell-Hausdorff formula keep-
ing terms up to order τ 2. The second step is to expand
U(kx,ky,τ ) around the neighborhood of touching band points,
i.e., we calculate the Taylor series of U(kx,ky,τ ) around
kx = k∗

x and ky = k∗
y .

After some algebraic manipulations, we obtain

U(qx,qy,τ ) ≈ exp [−ihT ĥT · σ ], (32)

where

hT = A(λ,τ ) qx êx + B(λ,τ ) qy êy + C(λ,τ ) qy êz, (33)

with qx = kx − k∗
x , qy = ky − k∗

y , ĥT = hT /hT , hT = |hT |,
and

A(λ,τ ) = nπ +
√

3(λ − 1)τ

√
1 + (1 + λ/2 − nπ/τ )2

4(λ − 1)2
,

B(λ,τ ) = 3

4
(2 + λ)τ,

C(λ,τ ) = 9λτ [(2 + λ)τ − 2nπ ]

8(λ − 1)
. (34)

The topological properties of the system around the touching
band points are given by the approximated effective Hamil-
tonian ĥT · σ . To see that, note that near the touching band
points hT ≈ ±nπ , the time evolution operator Eq. (32) can be
expanded as

U(qx,qy,τ ) = cos (hT ) − i(ĥT · σ ) sin hT

≈ 1 − hT (ĥT · σ ).
(35)

Hence all the topological features of the system will be given
by (ĥT · σ ). The third step is to find the eigenvectors of (ĥT · σ ).
It can be proven that they are given by the following spinors:

|ψ↑
q ′ 〉 = 1√

2

⎛
⎜⎝

√
1 + C q ′

y

B hT

eiξαq′
√

1 − C q ′
y

B hT

⎞
⎟⎠,

|ψ↓
q ′ 〉 = − 1√

2

⎛
⎜⎝e−iξαq′

√
1 − C q ′

y

B hT

−
√

1 + C q ′
y

B hT

⎞
⎟⎠, (36)

where ξ can take the values ξ = +1 which corresponds to
+k∗

x and ξ = −1 to −k∗
x . We have used a new set of variables

defined by

q ′
x = qx/A,

q ′
y = qy/B, (37)

and αq ′ is given by

αq ′ = tan−1

(
q ′

y

q ′
x

)
. (38)

The four step is to compute the Berry phase directly from
the definition, Eq. (30). We start by calculating the Berry
connection for ξ = 1. We obtain that

A = 1

2

(
1 − C

B hT

q ′
y

)
∇q ′αq ′ , (39)

where

∇q ′αq ′ = −q ′
y êx + q ′

x êy

(q ′
x)2 + (q ′

y)2
. (40)

Finally, we just calculate the Berry phase along a circum-
ference centered at q ′

x = q ′
y = 0. By using polar coordi-

nates, q ′
x = q ′ cos θ and q ′

y = q ′ sin θ where (q ′)2 = (q ′
x)2 +

(q ′
y)2, we obtain

γC =
∫ 2π

0
A · dq′

= 1

2

∫ 2π

0

⎛
⎝1 −

C
B

sin θ√
1 + C2

B2 sin2 θ

⎞
⎠dθ = π. (41)

A similar calculation can be done for ξ = −1, which gives
γC = −π . Now the origin of the flat bands is clear, as they
have a similar origin as for flat bands on Weyl semimetals,
i.e., they are Fermi arcs which join two inequivalent Dirac
cones with opposite Berry phase. However, for the special
cases of resonant driving τ = nτ+

c , there is always one
touching point at k∗

x = 0 and k∗
y = 0,±2π/3. It has 0 or ±π

quasienergy depending on n (with n �= 0). At this point, the
Berry phase is equal to zero. If we increase τ by a small
amount, such point splits in two touching band points with
opposite Berry phase. Hence, if the considered system is finite,
an edge state joining such points will emerge, as it happens in
pristine graphene nanoribbons or in Weyl semimetals. For the
particular case n = 0, touching band points are the same as
in the time-independent case, thus their topological properties
are the same as in zigzag graphene nanoribbons, namely, a
flat band joining two inequivalent Dirac cones with opposite
Berry phase emerges [23,57]. Although commutator (15) is
zero at the touching band points studied here, away from such
points, commutator (15) is no longer zero but proportional to
σz, in other words, a masslike term appears and a gap between
touching band points is open.

Finally, the range where edge states will emerge can be
inferred from Eqs. (21) and (22), for n = 0 is given by
|kx | � k∗(−)

x . For edge states with n �= 0, the interval where
they appear in momentum space is given by the intersection
of the solutions of |kx | � k∗(+)

x and |kx | � k∗(−)
x . Then, we can

create touching band points just by increasing the period of the
driving τ . In the next section, we will discuss the experimental
feasibility of the model studied here.
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(a)

(b)

FIG. 10. Experiments proposed to observe topological flat bands
in strained ZGN. As is shown, this can be achieved by placing a
graphene monolayer over hexagonal boron nitride (h-BN). Then, the
substrate can be moved up and down (a) or twisted (b) via a fast
motor.

VII. EXPERIMENTAL FEASIBILITY

In this section, we discuss the experimental feasibility of
our model. We start by making a numerical estimation of the
kicking frequency needed to observe the results obtained here.
From Eq. (25), the critical value of the driving period at which
topological flat bands emerge is

T = 2πh̄n

3(2 − λ)
. (42)

By introducing the numerical values, we obtain a driving
period of T ≈ n × 10−16 s. This kicking period is too small
to be applied, however, it grows with n, so for n = 10,
we have T ≈ 10−15 s. To observe this kind of effect, some
experiments can be proposed. The first kind that one can
imagine is to apply a time-dependent stress at the boundaries
of the graphene membrane. Unfortunately, this experiment
will not be able to discern the proposed effects, since stress
is transmitted within graphene by phonons, which have a
frequency very close to the proposed kicking frequency. This
kind of experiment does not exhaust the options. We propose
two different kinds of experiments to achieve such driving
period. They are shown in Fig. 10, the first one, panel (a),
consists of a graphene monolayer above an hexagonal boron
nitride (h-BN) substrate, the substrate can be moved up and
down by using different kinds of fast devices. In Fig. 10(a),
the distance between graphene and h-BN, denoted by l(t),
is time-dependent. Similarly, the h-BN can be periodically
twisted by an angle θ (t), as is shown in Fig. 10(b). The
advantages of these experiments is that the strain field is
applied at the same time at all lattices sites, and thus phonons
are not needed to produce the strain field.

On the other hand, the delta kicking can be hard to be
experimentally realized. Let us consider a more realistic kind
of driving: harmonic driving. In particular, we chose a cosine
time modulation given by

γj (t) = γ0 + cos (�t)γ0λξ (j + 1)

× sin [πσξ (j )] sin(2πσj + φ). (43)

Then, we can write the time-dependent Hamiltonian of the
system as

H (t) = H0 + cos (�t)H1, (44)

where

H0 = γ0

N−1∑
j=1

[a†
2j+1b2j + c(kx) a

†
2j−1b2j ] + H.c.,

H1 =
N−1∑
j=1

[δγ2j a
†
2j+1b2j + c(kx) δγ2j−1a

†
2j−1b2j ]

+ H.c., (45)

where δγj = γj − γ0, see Eq. (10). Since H (t + T ) = H (t)
(here T = 2π/�), the Floquet theorem indicates that the wave
functions of H (t) can be written in terms of the fundamental
frequency � as

|ψn j (k,t)〉 = e−iεn(k) t/h̄

∞∑
m=−∞

∣∣ϕ(m)
n,j

〉
eim�t , (46)

where the coefficients |ϕ(m)
n,j 〉 at site j satisfy the time-

independent Schrödinger equation [58],∑
j ′,m′

Hm,m′
j,j ′

∣∣ϕ(m′)
n,j ′

〉 = εn

∣∣ϕ(m)
n,j

〉
, (47)

where H, called the Floquet Hamiltonian, is given by

Hm,m′
j,j ′ = m�δm,m′ + 1

T

∫ T

0
e−i(m−m′)�tH (t) dt. (48)

Note that Eq. (47) has solutions for each value of k all over
−∞ � εn � ∞. For our purposes, it is enough to consider just
the first Brillouin zone of the Floquet space, i.e., −π�τεn�π ,
with τ = T/h̄.

For a Hamiltonian given by Eq. (44), the Floquet Hamilto-
nian, Eq. (48), has a block trigonal form [58], where each block
is a N × N matrix. As a first approximation, the quasienergy
spectrum is well described by considering [58] −1 � m � 1.
In Fig. 11, we present the quasienergy spectrum of Hm,m′

j,j ′
for −1 � m � 1, λ = 0.1, τ = 3, σ = 1/2, φ = 4πσ/3, and
N = 240, calculated using fixed boundary conditions. As
can be seen, time-independent flat bands still emerge at
zero quasienergy, but the time-dependent flat bands at zero
quasienergy are almost within the bulk spectrum (see Fig. 11,
where such states are indicated by solid green lines). However,
edge states at the edges of the first Brillouin zone of the Floquet
space are still emerging, but they are no longer flat bands, in
fact they have a small curvature as can be seen in Fig. 11,
where such edge states are labeled by solid red lines. From
the numerical results it seems that the gap that separates edge
states from the bulk tends to be reduced by introducing a cosine
modulation. To clarify that point let us make a comparison
between the gaps that separate flat bands from the bulk states
for delta and harmonic driving. We chose edge states around
±π quasienergy since for these states there is a well defined
gap. At kx = 0, the gap is � ≈ 0.1 eV for the delta-kicking
and � ≈ 0.05 eV for the harmonic driving. This means that
the gap obtained for the delta kicking is twice the one obtained
for cosine kicking. Therefore, for the harmonic driving, the
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FIG. 11. Quasienergy spectrum obtained from Eq. (48) using
τ = 3, λ = 0.1, σ = 1/2, φ = 4πσ/3, and N = 240 using fixed
boundary conditions. Edge states for n = 0 (time-independent edge
modes at zero quasienergy) are indicated by solid yellow lines,
whereas time-dependent edge states for τε = ±π (τε = 0) are
represented by solid red (green) lines. Note that the gaps separating
time dependent edge states are smaller than the ones obtained by
using a delta kicking, see Fig. 3. In addition, edge states, at ±π

quasienergy, are no longer flat bands but dispersive edge modes.

experimental observation of edge states is harder. Even in
the worst scenery, where the experiments proposed cannot
be achieved, artificial lattices are good candidates for the
experimental realization of our model, since in such lattices the
hopping parameters can be tuned at will [59–64]. Also, there is
a recent proposal to use light to induce strain in graphene [22],
which is in the order of the required time-deformation driving.

VIII. CONCLUSIONS

We have found topological nontrivial flat bands in time
periodically driven strained graphene within the Floquet
approach and in the limit of small strain’s amplitude. This
result was obtained using analytical calculations and compared
with numerical calculations. An excellent agreement was
found between them. Flat bands were understood as a kind
of Fermi arcs joining nodal points (points at which the
quasienergy spectrum takes zero or ±π values). Such points
were characterized and have found to posses opposite Berry
phases, which explains the emergence of flat bands between
them. Moreover, our model provides a very simple picture
about the emergence of such kind of flat bands in more
complicated models and gives a very simple way to count
the number of flat bands. Additionally, the experimental
feasibility of the model was discussed and a more realistic time
perturbation was studied. We found that, in the presence of a
more realistic sinusoidal time perturbation, the main results of
the paper are not modified: we still found edge states at zero
and ±π quasienergy, although they are no longer flat bands.
In addition, the gap that separates edge states from bulk states
is bigger when a delta kicking driving is applied. In fact, the
gap for harmonic driving is reduced almost to a half of the gap
observed in delta driving.
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APPENDIX

First of all, let us calculate the commutator between H1 and
H0 given by Eq. (12). We have

[H1,H0] = [
h

(x)
1 σx + h

(y)
1 σy,h

(x)
0 σx + h

(y)
0 σy

]
= h

(y)
0 h

(x)
1 [σx,σy] + h

(x)
0 h

(y)
1 [σy,σx]

= 2i
(
h

(y)
0 h

(x)
1 − h

(y)
1 h

(x)
0

)
σz

= −6iλ sin (3ky/2) cos (
√

3kx/2)σz. (A1)

Even though H1 and H0 do not commute, we can write
equation (8) as

U (kx,ky,τ ) = exp [−iτHeff(kx,ky)]. (A2)

To do that, we will use the addition rule of SU(2), namely,

eia(n̂·σ )eib(m̂·σ ) = e−ic(ĝ·σ ). (A3)

Here,

cos c = cos a cos b − n̂ · m̂ sin a sin b (A4)

and

ĝ = 1

sin c
(n̂ sin a cos b + m̂ sin b cos a − n̂ × m̂ sin a sin b).

(A5)

In our case, we have that the Hamiltonians H1 and H0 can
be written as

H0(kx,ky) = h0(kx,ky)ĥ0 · σ,

H1(kx,ky) = h1(kx,ky)ĥ1 · σ, (A6)

where

ĥ0 = 1

h0

(
h

(x)
0 (kx,ky)êx + h

(y)
0 (kx,ky)êy

)
,

ĥ1 = 1

h1

(
h

(x)
1 (kx,ky)êx + h

(y)
1 (kx,ky)êy

)
, (A7)

and

h0 = ∣∣h0(kx,ky)
∣∣ =

√(
h

(x)
0

)2 + (
h

(y)
0

)2
,

h1 = ∣∣h1(kx,ky)
∣∣ =

√(
h

(x)
1

)2 + (
h

(y)
1

)2
, (A8)

where we have not written the explicit dependence on kx and
ky of h0, h1, h0, and h1 for the sake of simplicity.

Now, using the last part of equation (A3), the time evolution
operator Eq. (8) takes the following form:

U (kx,ky,τ ) = e−iaτ (ĥ1·σ )e−ibτ (ĥ1·σ ) = e−iωτ (ĥeff ·σ ). (A9)

As we can see, by using the addition rule of SU(2) the time
evolution operator is diagonalized. The quasienergies can be
obtained from Eq. (A4) and are given by

cos [τω(kx,ky)] = cos (τh0) cos (τh1)

−ĥ1 · ĥ0 sin (τh0) sin (τh1), (A10)
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where

ĥ1 · ĥ0 = λ

h0h1
[−4 cos2 (

√
3kx/2)]

+ λ

h0h1

[
− cos (

√
3kx/2) cos

(
3ky

2

)
+ 1

2

]
. (A11)

The unit vector ĥeff can be obtained from Eq. (A5), we have

ĥeff = − 1

sin (τω)
[ĥ1 sin (τh1) cos (τh0)]

− 1

sin (τω)
[ĥ0 sin (τh0) cos (τh1)]

− 1

sin (τω)
[ĥ1 × ĥ0 sin (τh1) sin (τh0)] (A12)

with

ĥ1 × ĥ0 = 3λ

h0h1
[sin (3ky/2) cos (

√
3kx/2)] êz. (A13)

Finally, the effective Hamiltonian is

Heff(kx,ky) = ω(kx,ky) ĥeff · σ. (A14)
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We report the emergence of electronic edge states in time-periodically driven strained armchair terminated
graphene nanoribbons. This is done by considering a short-pulse spatial-periodic strain field. Then, the tight-
binding Hamiltonian of the system is mapped into a one-dimensional ladder. The time periodicity is considered
within the Floquet formalism. Thus the quasienergy spectrum is found numerically by diagonalizing the evolution
operator. For some particular cases, the quasienergy spectrum is found analytically. We found that the system is
able to support gapless and gapped phases. Very different edge states emerge for both the gapless and the gapful
phases. In the case of the gapped phase, edge states emerge at the gap centered at zero quasienergy, although the
Chern number is zero due to the chiral symmetry of the system. For the gapless phase, besides edge states at zero
quasienergy, cosinelike edge states which merge and coexist with the bulk band are observed. To confirm the
topological nature of these edge states, we analytically obtained the effective Hamiltonian and its spectrum for a
particular case, finding that the edge states are topologically weak. Finally, we found analytically the evolution
of band edges and their crossings as a function of the driven period. Topological modes arise at such crossings.

DOI: 10.1103/PhysRevB.96.155435

I. INTRODUCTION

Topological insulators are materials which can support
topologically protected low-energy excitations at the edges [1].
Such low-energy excitations have attracted a lot of attention
due to their potential to be used in the field of topological
quantum computing [2,3] or in spintronics [4–6]. After
the experimental observation of topological insulators [7,8],
many systems exhibiting topologically nontrivial properties
have been proposed [9–27]. Among them, one can mention
the remarkable case of periodically driven systems, which
have been proven to have very rich and newer interesting
topological features when compared with the static topological
case [11,28,29]. For instance, periodically driven systems
can give rise to Majorana-like edge states [30], chiral and
counterpropagating edge states [13], among many others
[31–35]. The emergence of edge states is protected by a
conservation law or symmetry of the bulk system; this is
the so-called bulk-edge correspondence [36]. The role played
by the symmetries is fundamental to correctly describe the
topological properties of these kinds of systems, since they
shed light about the topological invariant that can be used to
describe them [37,38]. Although great progress has been made
in the topological classification of periodically driven gapful
systems [39,40], the topological classification of gapless
systems is yet incomplete. For instance, the topological
properties of Dirac semimetals cannot be described by the
topological invariants used for gapful systems [41]. This is
precisely the case of the topological modes in graphene. This
material is a truly two-dimensional crystal with extraordinary
mechanical properties (that have given rise to very interesting
phenomena in mechanically deformed graphene [42–48]),
which is known to have a nontrivial topological behavior not
only in the static case [46,49–52] but also in the periodically
driven case [26,53–55]. Among these interesting phenomena

*pedro.roman.taboada@gmail.com

for the time-dependent case, we can cite chiral edge states
[13], flat bands [26], Majorana-like edge modes [56], and
so on.

Motivated by the previous discussion, we decided to study
the emergence of edge states in periodically driven uniaxial
strained armchair graphene nanoribbons (AGNs) using a
tight-binding approach within the Floquet theory. In particular
and thinking on the possibility of achieving this system
experimentally, we consider a spatial-periodic strain field.
It is important to remark that in a previous work we have
considered the case of a periodically driven strained zigzag
graphene nanoribbon [26] (ZGN). The case studied here is
fundamentally different from the zigzag one. The first and
maybe most important difference is that the AGN case can
support gapless and gapful phases while the ZGN case can
only support a gapless phase. This is a consequence of the
static properties of strained graphene nanoribbons (see, for
example, [46,57–59]). Second, the nature of the edge states
of periodically driven strained AGNs is completely different
from the one observed in the ZGN case (see [26]). For instance,
as will be seen later on, for periodically driven AGNs in
the gapless phase, cosinelike edge states emerge; these states
merge and coexist with the bulk bands. On the other hand,
for the gapful phase, besides the edge sates that appear in the
gap centered at zero quasienergy, other edge states emerge in
other gaps. This an interesting fact since it has been proven for
periodically driven chiral systems that full gaps around zero
and ±π quasienergies are topologically trivial from the Chern
number point of view [60]. The implications of this fact are
discussed below.

In addition, it is important to mention that the experimental
realization of our model can be hard since the required
deformation field time scales are very fast (we need a
driving period around femtoseconds to observe the effects
here discussed; see [26]). However, there are some proposed
experiments quite similar to our model. For instance, one
can put graphene upon a substrate, say hexagonal boron

2469-9950/2017/96(15)/155435(10) 155435-1 ©2017 American Physical Society
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nitride (h-BN); then, since the lattice constants of graphene
and h-BN are different, graphene would be deformed. The
periodic modulation can be achieved by periodically applying
pressure to the complete system (graphene and substrate), as
is suggested in [22,26]. Even if this method fails, our model
can be implemented in optical lattices for which the hopping
parameters can be tailored at will [61].

To finish, the paper is organized as follows. In Sec. II we
describe the theoretical model and the notation to be used,
while in Sec. III we analyze the quasienergy spectrum and the
edge states for both the gapped and the gapless phases of our
model. The topological properties of the edge states for both
the gapless and the full gapped phase are discussed in Sec. IV
via the symmetries of the time evolution operator. In Sec. V we
study the topological nature of the edge states that emerge in
the gapless phase via an effective Hamiltonian approach for a
one-dimensional slide of the whole system. Some conclusions
are proposed in Sec. VI. Appendices A and B include some
calculations concerning the main text.

II. PERIODICALLY DRIVEN STRAINED GRAPHENE

Consider a pristine armchair graphene nanoribbon as the
one shown in Fig. 1(a). Suppose that now we apply a spatially

FIG. 1. Schematic representation of the periodically delta driving
layout for an armchair graphene nanoribbon. (a) For t �= T , the
strain field is turned off. (b) The strain field is turned on for
t = mT . Here T is the period of the delta driving. For uniaxial
strain along the y direction (in particular we consider a sinusoidal
strain with wavelength σ ), the strained armchair graphene nanoribbon
can be mapped onto a one-dimensional effective system, which is
represented by linear ladders on the left of the figure. Solid dots
represent the position of carbon atoms. The shaded areas correspond
to some unitary cells of pristine graphene, while the red dotted lines
correspond to the limits of the unit cell in the x direction. j labels
the rows in graphene, while A and B are used to denote each of the
bipartite lattices [59]. Carbons on each sublattice are indicated by
green and blue.

periodic strain field along the y direction, given by

u(yj ) = λ cos (2πσ yj + φ), (1)

where λ is the amplitude, σ is the wavelength, and φ is the
phase of the strain field. yj are the positions of the carbon atoms
along the y direction inside the unit cell (see Fig. 1, wherein
the unit cell of the system is indicated by dotted red lines). The
main advantage of uniaxial strain is the symmetry along the x

axis that allows a good quantum number to be associated with
the quasimomentum along the x direction, that we denote by
kx . As a result, it is possible to decouple the two-dimensional
system into an effective one-dimensional system [45,46,62]. In
the tight-binding limit, the electronic properties of an armchair
graphene nanoribbon under a uniaxial strain field, as the one
in Eq. (1), are described by the following one-dimensional
effective Hamiltonian [46]:

H (kx) =
N/2−1∑
j=1

γ0[d(kx)a†
2j b2j + a

†
2j−1b2j−1]

+
N/2−1∑
j=1

γja
†
j bj+1 + H.c., (2)

where d(kx) = exp (3i kxac), kx is the crystal momentum in
the x direction, and ac is the interatomic distance between
carbon atoms in unstrained graphene. In what follows, we will
set ac = 1 and thus all quasimomenta kx are measured in units
of a−1

c . N is the number of atoms per unit cell and aj (bj )
annihilates an electron at the site j in the graphene’s bipartite
sublattice A (B) (see Fig. 1). The hopping parameters are
given by

γj

γ0
= exp [β(

√
1 − λ

√
3f (j,σ,φ) + λ2f 2(j,σ,φ) − 1)], (3)

where β ≈ 3.37 is the rate of decay [63,64] (the Grüneisen
parameter). The parameter γ0 = 2.7 eV is the interatomic
hopping parameter for pristine graphene that we will set as
γ0 = 1 in what follows, that is, all energies will be measured
in units of γ0. Finally the function f (j,σ,φ) is defined as

f (j,σ,φ) = 2 sin (
√

3πσ/2) sin [
√

3πσ (j + 1/2) + φ]. (4)

The main features of this Hamiltonian have been described in a
previous work, in the small strain’s amplitude limit [46]. Let us
make some remarks about the difference between considering
zigzag or armchair graphene nanoribbons. As has been proven
before, it is much easier to open a gap applying a strain field
along the zigzag direction on an armchair graphene nanoribbon
[59]. Therefore, one expects that gaps emerge for certain
parameters’ values. In addition, one also expects edge states
to be very different from the zigzag case [65]. Indeed this will
be the case, as will be proven in what follows.

Once the Hamiltonian of a uniaxial strained AGN has
been presented, we now introduce the time dependence to
the model. In particular, we consider the case of a short-time
strain impulse that can be approximated as a delta kicking. A
graphic description of the driving layout is shown in Fig. 1.
Therein, we see that the deformation field is turned on at times
t = mT where T is the driving period and m is an integer
number. The strain is turned off whenever t �= mT . That is,
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we consider a time-dependent Hamiltonian of the following
form:

H (kx,t) = H0(kx) +
∑
m

[H1(kx) − H0(kx)]δ(t/T − m), (5)

with the Hamiltonians H0 and H1 given by

H0(kx) =
N/2−1∑
j=1

γ0[d(kx)a†
2j b2j + a

†
2j−1b2j−1]

+
N/2−1∑
j=1

γ0a
†
j bj+1 + H.c. (6)

and

H1(kx) =
N/2−1∑
j=1

γ0[d(kx)a†
2j b2j + a

†
2j−1b2j−1]

+
N/2−1∑
j=1

γja
†
j bj+1 + H.c. (7)

Even though the experimental realization of the proposed
driving layout is experimentally challenging, there are some
proposed experiments for similar situations [22,66], as was
discussed in the Introduction.

To study the quasienergy spectrum we construct the one-
period time evolution operator of the system, defined as [67]

U (kx,T ) |ψkx
(t)〉 = |ψkx

(t + T )〉, (8)

where |ψkx
(t)〉 is the time-dependent wave function of the

system for a given quasimomentum kx along the x axis. For
the considered delta-kicking driving layout, U (kx,T ) can be
written in a very simple manner, namely,

U (kx,τ ) = T exp

[
−i

∫ T

0
H (kx,t) dt/h̄

]
= exp {−iτ [H1(kx) − H0(kx)]} exp [−iτH0(kx)],

(9)

where T denotes the time ordering operator and τ = T/h̄.
Even though the Hamiltonians H1(kx) and H0(kx) do not

commute, we can study the eigenvalue spectrum of U (kx,τ )
via an effective Hamiltonian defined as

U (kx,τ ) = exp [−iτHeff(kx,τ )]. (10)

The previous time evolution operator has eigenvalues
exp (−iτω), where τω are called the quasienergies of the
system. They are defined up to integer multiples of 2π . After
introducing the time dependence to the model, there are four
free parameters: three owing to the strain field (λ, σ , and φ)
and one owing to the driving (τ ).

One can study the system for a wide range of parameters.
Maybe the most important one is σ since it controls the wave-
length of the strain field. If this wavelength is incommensurate
with respect to the graphene cell, the system is quasiperiodic,
resulting in a complex spectrum for the static undriven case
[45,59]. However, since topological states are observed only
when translational invariance holds [68], here we study only
commensurate cases. In particular, we chose two different

values for σ , namely, (1) σ = 1/
√

3 and (2) σ = 0.5/
√

3,
setting φ = πσ for each case. We have chosen such σ values
since σ = 1/

√
3 gives the smallest spatial period along the

y axis and the system is on a gapless phase around zero and
±π quasienergy in the bulk spectrum, while for σ = 0.5/

√
3

we obtain the next size of the spatial period and the system
becomes gapped around zero quasienergy in the bulk spectrum.

For σ = 1/
√

3 the supercell contains two rows of graphene
in the y direction or, in other words, four inequivalent carbon
atoms in the supercell, since the hopping parameters just
take two different vales, which are given by substituting the
following expression,

f (j,1/
√

3,φ) = 2λ(−1)j cos (φ), (11)

in Eq. (3). On the other hand, for σ = 1/2
√

3 the hopping
parameters takes four different values, meaning that now
the supercell has eight inequivalent atoms. Once again, the
hopping parameters are given by substituting the following
expression,

f

(
j,

1

2
√

3
,φ

)
= 2λ sin

[
π

2
(j + 1/2)

]
sin

[
π

4
+ (−1)jφ

]
,

(12)

in Eq. (3).

III. QUASIENERGY SPECTRUM

In this section we study the quasienergy spectrum and the
emergence of topological edge states. We start by building
the matrix representation of U (kx,τ ) as described in Eq. (9).
Then, their eigenvalues as a function of kx are obtained by
numerical calculations for a finite system. For all numerical
cases presented here we will consider a system with N = 324.
It is worthwhile to note that for σ = 1/

√
3 or 1/2

√
3 the

system becomes periodic in the y direction. Therefore, by
applying cyclic boundary conditions along the x and y

directions, the quasienergy spectrum can be also obtained by
Fourier transforming the Hamiltonians H0(kx) and H1(kx) and
then substituting them into Eq. (9). No edge states appear in the
quasienergy dispersion relation obtained by using this method,
but it allows us to compare numerical with analytical results.
To observe edge states, here we needed to perform calculations
in real space for the y direction.

Let us start by studying the quasienergy spectrum for
σ = 1/

√
3, in other words, the gapless quasienergy spectrum.

In Fig. 2 we show the quasienergy band structure for λ = 0.2,
τ = π , φ = πσ , and σ = 1/

√
3. In panel (a) we have used

cyclic boundary conditions, whereas for panel (b) the boundary
conditions were changed to fixed. Observe that the main
difference between panels (a) and (b) is that in panel (b) edge
states emerge. The colors in the figure represent the logarithm
of the normalized inverse participation ratio (IPR), which is
defined as in [45], namely,

α(E) = ln
∑N

j=1 |ψ(j )|4
ln N

, (13)

where ψ(j ) is the eigenfunction at site j for an energy E. The
IPR is a measure of the wave-function localization. The closer
to zero the IPR (red color in figures) the more localized the
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FIG. 2. Gapless quasienergy band structure obtained from the
numerical diagonalization of the matrix representation given by
Eq. (9). The parameters used are σ = 1/

√
3, λ=0.2, τ=π , φ=πσ ,

and N = 324, for (a) cyclic boundary conditions and (b) fixed
boundary conditions. In panel (a), note that no edge states appear
since cyclic boundary conditions were used. In panel (b), two kinds
of edge states emerge. One appears around zero quasienergy. The
others are cosinelike edge states that merge and coexist with the bulk
bands. The colors represent the inverse participation ratio. For red
color the states are highly localized, whereas for blue color they are
totally delocalized.

wave function is. Delocalized or extended wave functions are
labeled by blue color in the figures, and correspond to α(E)
tending to −1.

It is interesting to note that even though the system is on a
gapless phase edge states appear. Moreover, two kinds of edge
states are observed in Fig. 2. Edge states of one kind are around
zero quasienergy and are degenerated at kx = 0, but they begin
to decouple and delocalize as one moves away from that point.
Observe that they follow a cosinelike dispersion. Edge states
of the other kind also have a cosinelike dispersion and are
degenerated at kx = 0 at ±π quasienergy. As kx moves away
from that point, these edge states decouple and, eventually,
they merge with the bulk bands without becoming totally
delocalized states. We have numerically checked that they are
localized near opposite edges of the AGN. Additionally, we
stress that the quasienergy spectrum strongly depends upon
the phase φ of the strain field. To see this point, in Fig. 3
we present the quasienergy band structure for φ = 0 (a) and
φ = πσ/2 (b). In panel (a), it can be seen that edge states
are quite similar to the ones shown in Fig. 2(b). On the other
hand, observe that the edge states in Fig. 3(b) do not touch
each other either at zero or at ±π quasienergies when kx = 0;

FIG. 3. Gapless quasienergy band structure obtained from the
numerical diagonalization of the matrix representation of Eq. (9). The
parameters used are σ = 1/

√
3, λ = 0.2, τ = π , N = 324, and using

fixed boundary conditions for (a) φ = 0 and (b) φ = πσ/2. Note that
for panels (a) and (b) the edge states deeply penetrate into the bulk
bands. Also, for panel (b), edge states around zero quasienergy are
decoupled. The same color code as in Fig. 2 was used to display
localization of each mode.

instead a gap between them has been opened. Besides that,
they decouple into four bands around zero quasienergy. Note
how all the edge states in Fig. 3(a) deeply penetrate into the
bulk bands.

The strong dependence of the quasienergy band structure
on φ can be explained as follows. Basically, the phase φ

determines how the strain pattern matches with the edges of
the AGN, a fact that has been proven to be crucial in the
topological properties of similar systems [18,69]. Although all
the observed edges states are interesting enough, in the next
section, we will focus only on the topological characterization
of the ones that emerge for φ = πσ .

Before finishing, let us analyze the quasienergy spectrum
for the full gapped phase of our system. Since topological edge
states are very robust to small perturbations, we expect edge
states not to be destroyed by a full gap in the bulk spectrum.
This assertion is confirmed in Fig. 4, where we have plotted the
quasienergy band structure for a gapped phase of the system,
that is, we used the same conditions as in Fig. 4 but using
σ = 1/2

√
3 for fixed boundary conditions. As can be seen,

four edge states emerge around zero quasienergy closing the
bulk gap. Note that they linearly merge in a single point at
kx = 0, which is a time-reversal invariant point, similarly to
the edge states observed in Fig. 2. Additionally, other edge
states emerge always so that a partial gap appears on the
quasienergy spectrum [see Fig. 4(b)]. As will be shown in the
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FIG. 4. Gapful quasienergy band structure obtained from the
numerical diagonalization of the matrix representation of Eq. (9)
for σ = 1/2

√
3, λ = 0.2, τ = π , φ = πσ , and N = 324 using fixed

boundary conditions. (a) An amplification around zero quasienergy to
highlight the zero quasienergy edge modes. Observe that edge states
also emerge at other gaps. The same color code as in Fig. 2 was used
to display localization of each mode.

next section, our model possesses chiral symmetry and thus
edges states that appear in the gap around zero quasienergy
are topologically trivial from the point of view of the Chern
number [60], although they can have a weak topological nature
[70–72]. However, edge states at other gaps (that is, full
gaps not centered around zero or ±π quasienergy) can be
topologically nontrivial [60].

IV. TOPOLOGICAL PROPERTIES OF EDGE STATES

Before entering into the study of the topological properties
of the system, let us write the Fourier-transformed version of
the Hamiltonians H1(kx) and H0(kx) when periodic boundary
conditions are used in the y direction. For that case, it is
possible to fully write the Hamiltonians H1(kx) and H0(kx) in
reciprocal space by taking into account the new periodicity
in the y direction. This leads to a new quantum number
ky , from which it follows that H1(kx) and H0(kx) can be
simplified using a suitable Fourier transform. In fact, it can
be proven that such Hamiltonians are reduced to a 4Q×4Q

matrix dependent on k = (kx,ky), where 4Q is the number of
inequivalent rows in the y direction. Notice that Q is related
to σ as σ = P/(

√
3Q), since in Eq. (1) the positions yj are

evaluated at graphene’s sites along a zigzag path, where atoms
are separated by distances

√
(3)ac/2. For the case σ = 1/

√
3,

the matrices have their lowest size since Q = 1, therefore
Hamiltonians H1(k) and H0(k) are 4 × 4 matrices. This is
the most simple case and can be studied analytically. Such a

case deserves special attention and will be studied in the next
section.

Yet one can make further progress by writing the Hamil-
tonian for a general Q in the chiral basis, i.e., in a basis such
that all sites in the A sublattice appear as the first entries in the
vector, then followed by its corresponding counterparts in the
B sublattice [59]. Then one obtains

Hl(k) =
[

0 H̃l(k)

H̃
†
l (k) 0

]
, (14)

where l = 0,1 and the tilde indicates 2Q × 2Q matrices.
The explicit form of H̃l(k) is given in Appendix A for the
particular case of σ = 1/

√
3. The perturbation δH(ky) =

H1(k) − H0(k) is simply written as

δH(ky) =
[

0 δH̃(ky)

δH̃
†
(ky) 0

]
, (15)

where δH̃(ky) = H̃1(k) − H̃0(k). The explicit form of these
matrices for σ = 1/

√
3 is given in Appendix A. Notice that

kx cancels out as the perturbed and unperturbed Hamiltonians
have the same symmetry in the x axis.

For studying the topological properties of our model we
start by looking at the symmetries of the Hamiltonians H1(k)
and H0(k). Note that such Hamiltonians fulfill the following
condition:

Hl(k) = −Hl(k), (16)

where l = 0,1 and  is the so-called chiral operator.  is a
unitary operator which can be represented, in the chiral basis,
as

 =
[
I2Q×2Q 0

0 −I2Q×2Q

]
(17)

with the property that 2 = I4Q×4Q. As a consequence
of Eq. (16), the Fourier-transformed version of the time-
dependent Hamiltonian, Eq. (5), possesses the following
property:

H(k,t) = −H(k, − t). (18)

From Eq. (18) it follows that the Hamiltonian Eq. (5) is
chiral, therefore the time evolution operator Eq. (9) must
satisfy the following condition:

U(τ ) = U−1(τ ) = U†(τ ) = U(−τ ), (19)

where the time evolution operator is now given by

U(τ ) = e−iτ δH(k)e−iτH0(k). (20)

Observe that, by using Eq. (19), U(−τ ) can be written as

U(−τ ) = eiτH0(k)eiτδH(k), (21)

which is the same result that one obtains directly from the time
ordering operator that appears in Eq. (9).

Due to the condition Eq. (19), the quasienergy spectrum
is symmetric with respect to reflections along the kx axis,
as confirmed in Figs. 2–4. Moreover, the chiral symmetry
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for fully gapped systems in two dimensions imposes the
vanishing of the topological invariant at full gaps centered
around zero and ±π quasienergy [60], although other gaps can
be topologically nontrivial [60]. Even though this fact sheds
light about the topological nature of the edge states observed
in the fully gapped phase, it does not give any information
of the topology of the edge states that emerge in the gapless
phase. In fact, the topological nature of these edge states is not
clear [60]. Therefore, the topological characterization of such
states will be done in the next section, in which we study the
topological properties of a one-dimensional slide of the whole
two-dimensional system; in particular, there we will consider
the case kx = 0.

To finish, let us discuss the the topological properties of the
edge states observed in the gapful phase of our system. As was
mentioned before, for the case σ = 1/2

√
3 the topological

invariant for the central gap is zero but edge states emerge
in the gap centered at zero quasienergy (see Fig. 4). Despite
this fact, edge states that close the gap at zero quasienergy
emerge. This implies that a different topological invariant
is needed to characterize the system or that the edge states
are topologically weak [70]. It is worth mentioning that such
edge states exhibit a linear dispersion for low quasienergies
and that the edge states cross each other at a time-reversal
point, namely, kx = 0. As is well known, such a crossing
is required by time-reversal symmetry and is one of the
signatures of a topological insulator [73]; in other words, such
states seem to be topologically nontrivial. Nevertheless, to
completely determine the topological nature of these states,
it is necessary to compute the topological invariant of the
system. Since the topological invariant is not yet well defined
for time-periodically driven systems and since the calculation
of the invariant is beyond the scope of the present paper, we
do not compute it. However, we expect that our paper will
motivate further studies about these edge states.

V. ANALYTICAL STUDY OF THE TOPOLOGY
FOR σ = 1/

√
3 AT kx = 0

We begin by studying the emergence of edge states for
the gapless case, obtained for σ = 1/

√
3. For doing that, as

seen in Fig. 5, note that edge states will emerge for the first
time when the lower and upper quasienergy band edges cross
each other [74] as τ is increased from zero (keeping the other
parameters fixed). Band edges correspond to extremal values
of the quasienergy spectrum for the time evolution operator
given by Eq. (20). It is easy to see that such maximum and
minimum values are reached when the Hamiltonians H0 and
δH commute. Let us denote by k∗

x and k∗
y the points at which

this happens. From Eq. (A5), we can readily obtain that k∗
x =

3nπ/2 and k∗
y = nπ/

√
3, where n is an integer number. Since

we are interested in a one-dimensional slice of our system, we
first consider kx = 0 and then study the quasienergy spectrum
as a function of ky . As is proven in Appendix B, for kx = 0,
the time evolution operator becomes block diagonal:

U′(τ ) =
[
eiτδh̃(ky )eiτ h̃0(ky ) 0

0 e−iτ δh̃(ky )e−iτ h̃0(ky )

]
, (22)

FIG. 5. Quasienergy band spectrum for kx = 0 as a function of τ

obtained by numerical diagonalization of Eq. (9) using N = 324, σ =
1/

√
3, λ = 0.2, φ = πσ , and fixed boundary conditions compared

with the band edges obtained from the analytical calculation given by
Eqs. (30) and (32). The quasienergy band edge τω+ (τω−) is denoted
by solid black (dotted gray) lines. Note that such band edges cross
each other for the first time at τ = τ±

c at quasienergies different from
zero or ±π . It is interesting that for τ = τ+

c edge states emerge, which
is not the case for τ−

c . This is related with the nature of the crossings.
Also, observe that the edge states are not flat bands but they depend
linearly on τ . See Sec. V.

where U′(τ ) is the time evolution operator Eq. (20) written
in the basis where H0 is diagonal (see the Appendices for
details). δh̃(ky) and h̃0(ky) can be written as follows:

δh̃(ky) = δh(ky) δĥ · σ,

h̃0(ky) = I2×2 + 2 cos (
√

3ky/2)σz, (23)

where σ = (σx,σy,σz), σi (i = x,y,z) is the 2×2 Pauli matrix,
δĥ = δh/δh, and the components of δh are given by

δh(y) = (γ1 − γ2) sin (
√

3ky/2),

δh(z) = (γ1 + γ2 − 2) cos (
√

3ky/2), (24)

and we define the norm δh(ky) as

δh(ky) =
√

[δh(y)]2 + [δh(z)]2. (25)

Now, it is possible to analytically obtain the quasienergies of
U′(τ ) by studying only one of the diagonal blocks in Eq. (22).
We will do that via an effective Hamiltonian defined as

eiτ h̃eff(ky ) = eiτδh̃(ky )eiτ h̃0(ky ). (26)

For calculating h̃eff we use the addition rule of SU(2). After
some algebraic operations, we have

h̃eff(ky) = I2×2 + �(ky)ĥeff · σ, (27)

where ĥeff is a unit vector defined in Appendix B, and τ�(ky)
satisfies

cos [τ�(ky)] = cos (τδh) cos [2τ cos (
√

3ky/2)]

− êz · δĥ sin (τδh) sin [2τ cos (
√

3ky/2)].

(28)
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The quasienergies are given by the eigenvalues of the time
evolution operator, denoted by ±τω(ky), from which

τω(ky) = τ [±1 + �(ky)]. (29)

The topological information of the system for σ = 1/
√

3
and kx = 0 is now contained in the effective Hamiltonian (27).
It is illustrative to obtain the conditions for having edge states
before studying the topological properties of the Hamiltonian
(27). Since edge states will emerge when the lower and upper
band edges cross each other for the first time, we begin by
obtaining such band edges. As was mentioned before, the
extreme values of the quasienergy spectrum are found at
kx = k∗

x = 0 and ky = k∗
y = 0. After substituting such values

in Eq. (28) we have

τω± = τ (±1 + γ1 + γ2). (30)

Now, the condition for having quasienergy band edge crossings
at the critical values τ = τc is given by

τc(ω+ ± ω−) = 2π. (31)

By using Eq. (30) we obtain

τ+
c = π

γ1 + γ2
, τ−

c = π. (32)

All other band crossings are given by mτ±
c , where m is an

integer number. To shed light on the previous analysis, it is
meaningful to compare it with numerical results. In Fig. 5,
we plot the quasienergy spectrum for kx = 0 as a function
of τ obtained by numerical diagonalization of Eq. (9) using
N = 324, σ = 1/

√
3, λ = 0.2, φ = πσ , and fixed boundary

conditions. Therein, the band edges ±τω+ (±τω−) calculated
from Eq. (30) are denoted by solid black (dotted gray) lines.
The critical values of τ obtained from Eq. (32) are displayed
as well. The agreement between the numerical and analytical
calculations is excellent.

Notice in Fig. 5 how the edges τω± start at zero for τ =
0. As τ is increased, τω+ and τω− grow linearly but with
different slopes. Since ω+ � ω−, ω+ reaches first the limit of
the Floquet zone. Then, as τ is further increased, ω+ and ω−
cross each other at τ+

c . By further increasing τ a new band-edge
crossing emerges at τ−

c . Interestingly, the only crossings that
produce edge states are the ones where τ = mτ+

c . For the other
crossings (at mτ−

c ), no gap is opened, hence no edge states
emerge. It is important to say that edge states emerge just for
τ = mτ+ because at these points there is a band inversion,
whereas for τ = mτ− the band edges cross each other but
they are not inverted. Due to the general mechanism, behind
topological edge states’ emergence is band inversion [73], thus
edge states do not appear for τ = mτ−.

Observe that for τ+
c the band-edge crossings do not occur

at zero or ±π quasienergy; instead, they cross each other at

τ+
c ω± = π ± π

γ1 + γ2
. (33)

Unlike the case of driven uniaxial strained zigzag graphene
nanoribbons [26], the quasienergy at which these edge states
emerge is different from zero or ±π . Moreover, the edge states
for the case considered here are not flat bands but unidirectional
edge states, meaning that the quasienergy of such states grows
linearly with τ (see Fig. 5). Note that as τ is increased edge

FIG. 6. The winding of the vector ĥeff(ky) for kx = 0, λ = 0.2,
σ = 1/

√
3, and φ = πσ using τ = π (a) and τ = 2π (b). The

winding number for panel (a) is 2, whereas for panel (b) it is 4.
Observe that by increasing the driving period τ the winding number
is also increased.

states start to delocalize. When τ reaches 2π they are almost
completely extended, as seen in Fig. 5 by looking at the colors
that represent the normalized inverse participation ratio.

To finish this section, we will show that these edge states
for τ and λ fixed are topologically nontrivial. This is done
by studying the effective Hamiltonian Eq. (27). For having
topologically nontrivial properties the winding number of the
unitary vector ĥeff(ky) around the origin must be nonvanishing.
This is confirmed graphically in Fig. 6, wherein we show the
winding of ĥeff(ky) for kx = 0, λ = 0.2, φ = πσ , and σ =
1/

√
3 for (a) τ = π and (b) τ = 2π . As can be seen, the

winding number for this particular case is 2 for panel (a) and 4
for panel (b). Hence, the system is topologically nontrivial for
a one-dimensional slide at kx = 0. This means that the edge
states observed in Fig. 2(b) have a topologically weak nature.

VI. CONCLUSIONS

We observed the emergence of edge states in periodically
driven uniaxial strained AGNs. This was done by finding
numerically, and for some cases analytically, the quasienergy
spectrum. The system has gapped phases (as, for example,
with a spatial frequency σ = 1/2

√
3), and gapless phases

(for example, σ = 1/
√

3). To understand the nature of the
quasienergy spectrum and edge states, we showed that the
system has a chiral symmetry implying a symmetric spectrum
around zero quasienergy. For the gapped phase, highly local-
ized edge states were found around zero quasienergy, which,
due to the chirality of the system, are topologically trivial from
the Chern number point of view, as has been shown recently
in a paper by Fruchart [60]. This means that either a different
topological invariant is needed to topologically characterize
the system or edge states are weakly topological. Additionally,
these states exhibit a linear dispersion around zero quasienergy
and cross each other at a time-reversal invariant point (kx = 0);
such a crossing is imposed by the time-reversal symmetry
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and is one of the signatures of a topological insulator [73].
Furthermore, this phase also exhibits edge states at secular
gaps for quasienergies different from zero or ±π that could be
topologically nontrivial, although a more detailed analysis is
required.

On the other hand, for the gapless phase of the system,
we found the necessary conditions for the emergence of edge
states. Additionally, by studying a one-dimensional slide of
the case system at kx = 0, we were able to analytically obtain
the quasienergy spectrum of such a slide, since for this case
the time evolution operator can be effectively described by a
block-diagonal 4×4 matrix; in other words, we obtained the
effective Hamiltonian for kx = 0. After looking at the winding
of the effective Hamiltonian, we found that for this slice the
edge states are topological, which means that the whole system
is at least topologically weak. However, as for the gapful phase,
a deeper analysis is needed for the case σ = 1/

√
3. We hope

that our paper motivates further research about the system
presented here.
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APPENDIX A

Let us now compute the unitary operator U(τ ) for σ =
1/

√
3. Before entering into the detailed calculation, we first

define the Hamiltonians H0 and H1:

Hl(k) =
[

0 H̃l(k)

H̃
†
l (k) 0

]
, (A1)

where the label l can take the values l = 0,1, and

H̃0(k) =
[

1 1 + e−i
√

3ky

1 + ei
√

3ky e−i 3kx

]
,

H̃1(k) =
[

1 γ1 + γ2e
−i

√
3ky

γ1 + γ2e
i
√

3ky e−i 3kx

]
. (A2)

Thus, the perturbing Hamiltonian to H0 is defined as δH =
H1(k) − H0(k), which takes the form

δH(ky) =
[

0 δH̃(ky)

δH̃(ky) 0

]
, (A3)

with

δH̃(ky) =
[

0 δ1 + δ2e
−i

√
3ky

δ1 + δ2e
i
√

3ky 0

]
, (A4)

where δ1,2 = γ1,2 − 1. Note that the unperturbed and perturbed
Hamiltonians do not commute. In fact, we have

[δH(ky),H(k)] =
[
C̃(k) 0

0 C̃(k)

]
, (A5)

where

C̃(k) = 2i(γ1 − γ2) sin (
√

3ky)σz

+ 2

[
δ1 sin

(
3kx

2

)
+ δ2 sin

(
3kx

2
−

√
3ky

)]

× sin

(
3kx

2

)
σx

+ 2

[
δ1 cos

(
3kx

2

)
+ δ2 cos

(
3kx

2
−

√
3ky

)]

× sin

(
3kx

2

)
σy, (A6)

where σx,y are the 2×2 Pauli matrices and δ1,2 = γ1,2 − 1 as
before.

For obtaining the time evolution operator, we start by
finding the eigenvalues and eigenvectors of the pristine system
described by H0(k). These eigenvalues are readily found
by renormalizing one of the bipartite sublattices, since it is
equivalent to consider the squared matrix H2

0(k), as shown
in [75,76]. Thus, the eigenvalues of H0(k), denoted by
E1,2(kx,ky), are

E1(kx,ky)

= ±
√

3 + 4 cos (3kx/2) cos (
√

3ky/2) + 2 cos (
√

3ky),

E2(kx,ky)

= ±
√

3 − 4 cos (3kx/2) cos (
√

3ky/2) + 2 cos (
√

3ky).

(A7)

To find the unitary transformation that diagonalizes H0(k),
care must be taken since the eigenvalues of H2

0(k) are
degenerate and thus are not necessarily eigenvectors of H0(k).
However, the eigenfunctions of H0(k) correspond to pristine
graphene, thus one can apply the Bloch theorem for the original
Brillouin zone of graphene to get the proper eigenfunctions.
Using the well-known solution for graphene and ordering
the energies as E1, E2, −E1, −E2, we obtain the unitary
transformation that diagonalizes H0(k):

O =
[
M̃a M̃a

M̃b −M̃b

]
, (A8)

where

M̃a(k) = 1

2

[
1 1

e−ik·a2 −e−ik·a2

]
,

M̃b(k) = 1

2

[
eiθ1 eiθ2

eiθ1eik·a1 −eiθ2eik·a1

]
, (A9)

a1 = (3,
√

3)/2 and a2 = (3, − √
3)/2 being the lattice vectors

of pristine graphene, and

eiθ1 = 1

E1
[1 + 2e−3ikx/2 cos (

√
3ky/2)],

eiθ2 = 1

E2
[1 − 2e−3ikx/2 cos (

√
3ky/2)]. (A10)
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The next step is to transform Eq. (9) onto the basis in which
H0 is diagonal, i.e., to perform O†U(τ )O = U′(τ ). Before
doing that, let us reduce U(τ ) into a simpler form. To do
that note that (δH)2 = [δE(ky)]2 I4×4, where I4×4 is the 4×4
identity matrix and

δE(ky)

=
√

(γ1 − 1)2 + (γ2 − 1)2 + 2(γ1 − 1)(γ2 − 1) cos (
√

3ky).

(A11)

As a result, the exponential of δH can be written as

exp [−iτ (δH )] = cos [τδE(ky)]I − i(δH )
sin [τδE(ky)]

δE(ky)
,

(A12)

and the time evolution operator becomes

U(τ ) =
(

cos
[
τδE(ky)

] − i
sin [τδE(ky)]

δE(ky)
δH(ky)

)
e−iτH0 .

(A13)

Before transforming Eq. (9) into O, we calculate δH′(ky) =
O†δH(ky)O; after some algebraic operations, we have

δH′ =
[

δH̃+ δH̃−
−δH̃− −δH̃+

]
, (A14)

where

δH̃± = M̃
†
b δH̃ M̃a ± M̃

†
a δH̃ M̃b. (A15)

Finally, the time evolution operator is given by

U′(τ ) = −i
sin (τδE)

δE

[
[cos (τδE) + δH̃+]Ũ0(τ ) δH−Ũ

∗
0(τ )

−δH−Ũ0(τ ) [cos (τδE) − δH̃+]Ũ
∗
0(τ )

]
, (A16)

where U′(τ ) = O†(k)U(τ )O(k) and

Ũ0(τ ) =
[
eiτE1 0

0 eiτE2

]
. (A17)

APPENDIX B: PARTICULAR CASE kx = 0

For kx = 0 the time evolution operatorU′(τ ) becomes block
diagonal, each block being a 2×2 matrix. Hence, the time
evolution operator, Eq. (A16), can be written as

U′(τ ) =
[
eiτδh̃(ky )eiτ h̃0(ky ) 0

0 e−iτ δh̃(ky )e−iτ h̃0(ky )

]
, (B1)

where

δh̃(ky) = δh(ky) δĥ · σ,

h̃0(ky) = I2×2 + 2 cos (
√

3ky/2)σz, (B2)

with σ = (σx,σy,σz), σi (i = x,y,z) being the 2×2 Pauli
matrices written in the basis at which σz is diagonal, I2×2

is the 2×2 identity matrix, and the components of δh are

δh(y) = (γ1 − γ2) sin (
√

3ky/2),

δh(z) = (γ1 + γ2 − 2) cos (
√

3ky/2). (B3)

We have also defined the norm δh(ky) = |δh|.
By using the addition rule of SU(2), Eq. (B1) can be written

as follows:

U′(τ ) =
[
eiτ h̃eff(ky ) 0

0 e−iτ h̃eff(ky )

]
, (B4)

where

h̃eff(ky) = I2×2 + �(ky)ĥeff · σ, (B5)

where �(ky) is given by

cos [τ�(ky)] = cos (τδh) cos [2τ cos (
√

3ky/2)]

− δh(z)

δh
sin (τδh) sin [2τ cos (

√
3ky/2)].

(B6)

Finally, the unit vector ĥeff is

ĥeff = 1

sin [τ�(ky)]
{δĥ sin (τδh) cos [2τ cos (

√
3ky/2)]

+ êz cos (τδh) sin [2τ cos (
√

3ky/2)]

− δh(y)êx sin (τδh) sin [2τ cos (
√

3ky/2)]}. (B7)

It is noteworthy that the quasienergies of the system are thus
given by ±τω(ky) = ±τ [±1 + �(ky)] (see the main text).
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