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Resumen

Se estudia la generacién de una brecha energética entre las bandas m de grafeno pro-
ducida por deformaciones de la red. Las deformaciones estudiadas son la uniaxial y la
deformaciéon de esfuerzo cortante. Para esto se utiliza el modelo de amarre fuerte asum-
iendo hibridacién sp?, incluyendo las integrales de salto y de traslape de terceros vecinos.
La variacién de los parametros de amarre fuerte se calcula mediante dos funciones ex-
ponenciales decrecientes con la distancia, que se ajustan a parametros reportados para
grafeno pristino. Como resultados se obtuvo que puede haber una deformacion umbral
uniaxial para generar una brecha de 25% + 5% y una deformacion umbral de esfuerzo
cortante de 16 % + 0.5 %. Las cuales dependen del parametro de Griineisen, que puede es-
tar en el intervalo [2, 3]. Estos resultados sugieren que los términos hasta terceros vecinos
pueden tener una contribucién significativa para el cdlculo de la brecha energética.
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Capitulo 1

Introduccion

El grafeno! corresponde a una de las formas alotropicas del carbono. Consiste en una
red cristalina bidimensional, de un atomo de grosor, con los atomos de carbono formando
hexagonos cuando se consideran los enlaces quimicos entre ellos. Fue descubierto en 2004
por A. K. Geim y K. S. Novoselov al aplicar la técnica de exfoliacién mecanica sobre un
pedazo de grafito. Tras realizar los primeros experimentos sobre este material y verificar
sus cualidades electrénicas [2] [3], les dieron el premio Nobel de Fisica en 2010[4].

El descubrimiento del grafeno sorprendié a la comunidad cientifica porque tedrica-
mente se negaba la existencia de los materiales bidimensionales, pues se consideraban
termodinamicamente inestables. Incluso, antes de su descubrimiento, se habia comproba-
do experimentalmente que conforme se disminuye el grosor de algunos materiales, estos
se segregaban en islas o se descomponian [5]. El grafeno resulté ser de los materiales més
resistentes a la rotura por deformaciones mecdanicas, pudiendo sostener una deformacion
tensil en nanoindentacién (presionar perpendicularmente la red con una cunia) de més del
20% (~ 25 %) [6]. Esta capacidad ha permitido su aplicacién en dispositivos electronicos
que sean flexibles, tales como pantallas téctiles [6], “papel electrénico” [6] y LED organi-
co plegable (OLED)?[6]. También se ha propuesto para construir microestructuras con
propiedades mecdnicas controlables, entre otras aplicaciones [6].

Las propiedades derivadas de esta flexibilidad han motivado la invencién de un nue-
vo campo conocido como “Straintronics” [6]. El cual, dicho de manera informal, tiene la
finalidad de estudiar a nanoescala el acoplamiento de las propiedades fundamentales de
un sélido con un campo de deformacién [6][7]. En los dltimos anos, se ha hecho un esfuer-
zo considerable en encontrar alguna manera de hacer que el grafeno muestre una brecha
energética. Si al lograrlo se conserva su propiedad de alta movilidad de los portadores de
carga [8], esto permitiria emplearlo en la electrénica. Una de las formas propuestas ha
sido mediante deformacién [9], lo cual se ha estudiado tedricamente utilizando el mod-
elo de amarre fuerte 3, considerando solo primeros vecinos con combinaciones lineales
sp* [10][11] y con combinaciones sp* [12] (esta combinacién se usa normalmente para de-
scribir al diamante). Pero nadie ha considerado todos los pardmetros hasta terceros vecinos

! Término promovido por la TUPAC hasta 1995 [1].
2 OLED son las siglas en inglés de “Organic Light-Emitting Diode” (Diodo orgénico emisor de luz).
3 “Tight-binding model” en inglés.
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con combinaciones sp?. También se ha hecho el estudio mediante célculos de teorfa del
funcional de la densidad (DFT)#[7][13][14][15], los cuales en general requieren de mucha
capacidad de cémputo.

El primero en estudiar teéricamente al grafeno, utilizando el modelo de amarre fuerte,
fue Wallace en 1946 [2]. Aunque su interés era el estudio del grafito, ya que este se puede
ver como un conjunto de capas de grafeno apiladas. Dado que este modelo representa una
primera aproximacion al estudio de las propiedades electronicas, se han publicado diversos
trabajos con él para estudiar al grafeno pristino y al deformado 3 [16] [17] [18] [11] [19] [20]
[12] [21] [9]. En particular, se ha reportado una deformacién uniaxial umbral para gener-
ar una brecha energética de 23 % considerando solo primeros vecinos con combinaciones
lineales sp? y con un parametro de Griineisen de 3.37. Sin embargo, este parametro no es
una constante [22] y no hay un valor convenido en la literatura para poder aproximarlo
[23][24][25][22][26][27][7]. La importancia tecnolégica de este pardmetro radica en que su
determinacion permitiria el desarrollo de ingenieria de deformacion® sobre grafeno.

Este trabajo se plantea el objetivo de modelar la generaciéon de una brecha en las
bandas m debido a deformaciones de la red utilizando parametros de amarre fuerte hasta
terceros vecinos. Motivado por el modelo de amarre fuerte ideal [28] (que se presentard en
este trabajo) y por la propuesta de Pereira, Castro y Peres [10] para calcular las integrales
de salto de los primeros vecinos, se propondran dos funciones exponenciales decrecientes
con la distancia para calcular los parametros de amarre fuerte de la red deformada. Las
cuales se ajustardn a los datos reportados por Reich et al. (2002) [19] y por Kundu
(2011) [20]. La rapidez de decaimiento de las integrales de salto estara relacionada con
el parametro de Griineisen, como en [10]. Las deformaciones a estudiar seran la uniaxial,
asumida en un régimen lineal como en [10], y de esfuerzo cortante, como en [12].

La estructura de este trabajo es la siguiente:

= En el Capitulo 2 se presentaran las propiedades geométricas basicas para el estudio
de la red hexagonal. Se describira la estructura electrénica de los a&tomos de carbono
que conforman la red y se ilustraran las bandas de conduccién y de valencia sobre la
primera zona de Brillouin. También se mostrardn las matrices de las deformaciones
a estudiar en este trabajo.

s El Capitulo 3 comienza mostrando, con detalle, cémo aplicar el modelo de amarre
fuerte (ideal) para describir las bandas 7 de la red de grafeno pristino asumiendo
hibridacién sp?. La funcién propia del Hamiltoniano se expresars haciendo una fun-
cién de Bloch con las combinaciones lineales de los orbitales atémicos dentro de
la celda unitaria. Se mostraran las relaciones de dispersién con y sin integrales de

4 DFT corresponde a las siglas en inglés de “Density Functional Theory”.
5 Estas citas no pretenden ser exhaustivas, sino de particular interés para este trabajo.
6 “Strain engineering” en inglés.



traslape, en el caso pristino y en el deformado, considerando hasta terceros vecinos.
Se discutiran algunos parametros de amarre fuerte reportados en la literatura, a los
que se les ajustaran las funciones exponenciales decrecientes con la distancia. Para
visualizar el tamano de la brecha debido a deformaciones se mostrara cémo calcular
numéricamente la densidad de estados. 7

= En el Capitulo 4 se muestran casos particulares de deformaciones de la red de
grafeno, las cuales seran ilustradas. Se analizan los vecinos por distancia para ca-
da deformacién, lo cual justifica (parcialmente) la eleccién de considerar solo hasta
terceros vecinos para evaluar las relaciones de dispersién. Ademas, en cada deforma-
cién se muestran las densidades de estados obtenidas con las funciones exponenciales
propuestas, para estudiar el comportamiento de la red y el tamano de la brecha.

= En el Capitulo 5 se muestran los valores umbrales para generar una brecha energéti-
ca en el caso de deformacion uniaxial y en el caso de esfuerzo cortante. Estos valores
se calculan cuando se desprecia la integral de traslape y cuando se considera. Con lo
cual se puede apreciar el efecto de incluir hasta terceros vecinos. En particular, para

el caso de deformacién uniaxial se muestra como se modifica la region de Hasegawa
[11].

» Finalmente en el Capitulo 6 se discuten los resultados y propiedades encontradas
debido a considerar hasta terceros vecinos en el modelo de amarre fuerte, con lo cual
se presenta una conclusion.

7 Este capitulo contiene algebra que podria considerarse excesiva. Pero puede leerse pasando rapida-
mente por las ecuaciones. La razén de incluir parte de los procedimientos es dejar lo més claro posible
el modelo utilizado. Ademés de que en la literatura se acostumbra usar una solucién de la ecuacién de
Schrodinger hecha con combinaciones lineales de funciones de Bloch que difiere de la utilizada aqui, que
es una sola funcién de Bloch.
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Capitulo 2

Grafeno: Un material bidimensional

En este capitulo se introduciran los conceptos geométricos bésicos para la descripcion
de la red cristalina y del espacio reciproco. Se presentara de forma cualitativa e ilustrativa
el primer estudio hecho sobre las bandas de valencia y de conducciéon. Se mostrara la es-
tructura electrénica ideal de los atomos de carbono en la red de grafeno pristino. También
se propondran las deformaciones de la red que seran estudiadas en este trabajo.

2.1. La red de grafeno

Geométricamente, la red de grafeno se estudia definiendo una red de Bravais triangular
con una base diatomica [28] cuyas celdas unitarias se ilustran en la Figura 2.1. Estas
celdas contienen dos tipos de sitio atéomico debido a que la orientacién estructural de la
red cuando se mira desde cada uno de estos sitios atomicos es diferente. Para grafeno
pristino, los vectores que generan la red de Bravais son:

a

a, =§<3, V3) . @ =506.-V3) (2.1)

donde a es la distancia interatémica cuyo valor aceptado es a ~ 1.42 A [2][16]. Los vectores
que unen un sitio atémico tipo B (o tipo A) con sus tres primeros vecinos 5 (i=1, 2, 3),
ilustrados en la Figura 2.1, son ampliamente utilizados en la literatura, pues en una base
adecuada el Hamiltoniano de la red! queda expresado con ellos explicitamente[2][19][21].
Debido a la red de Bravais subyacente, la red de panal puede generarse con los vectores
dy, d» y uno de los vectores 5, 1o cual permite convenir en definirlos como

6, = dy + 63 = g(l, V3),

a

5)2 = 6_1)2 + 5)3 = 5(1,—‘/5), (22>

63 = —a(l,0),

7. . 2 . . , .
en donde se ha decidido seleccionar a 03 como el vector independiente. Otra caracteristica
de la red de grafeno es que tiene dos direcciones principales caracterizadas geométrica-
mente por la silueta que se forma en el borde cuando se hace un corte en esas direcciones,

! El Hamiltoniano en el modelo de amarre fuerte que se presentard después.
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ilustradas en la Figura 2.1. Estas direcciones se denotan mediante “Zigzag” y “Sillon” 2,
las cuales se repiten alternadamente cada 30°.

a) b)

Figura 2.1: a) Red de grafeno con las celdas unitarias que contienen dos dtomos (Tipo A
y tipo B). En amarillo se indican los vectores que generan la red de Bravais y en negro
la convencion de vectores hacia los primeros vecinos .. En azul se indica el sistema
de referencia que se utilizard, cuyo origen se sitia en un dtomo tipo A. b) Se muestra
un pedazo de la red de grafeno pristino que tiene forma de panal. Los sitios atémicos
no constituyen una red de Bravais debido a que la orientacion del arreglo no es la misma
cuando se mira desde un sitio de color rojo o desde uno de color azul. También se muestran

las dos direcciones principales, que son la de “Zigzag” (rosa) y la de “Sillon” (verde), las
cuales se repiten cada 30°.

2.2. Bandas de valencia y de conduccion

El concepto de orbitales atémicos, que surge de una primera aproximacion al estudio
de los dtomos, permite describir cualitativamente bien el surgimiento de las moléculas y
redes cristalinas. En grafeno los enlaces quimicos se describen mediante la combinacién
lineal de los orbitales de valencia (2s, 2p, y 2p,) conocida como hibridacién sp? que resulta

2 En inglés se denotan como “Zigzag” y “Armchair” respectivamente.
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en tres orbitales hibridos ortonormales [17] 3, excluyendo un orbital de valencia (|r)):

o) = s - [2p)
gl = Lis) + ﬁ(? 2p) + §|2py>)

(2.3)

o5y = =L 2s) + %(—%2@» - %lzpy>)

IT) = 12p2).

Asumiendo que los orbitales de valencia son funciones hidrogenoides, se tiene que en
el espacio de configuracién (en coordenadas esféricas) el orbital 2p, es (Figura 2.2 ¢))

(F|2p:y = ¢(® = (\/% cose)[(a%)3/22 56110 e] = (¥0.9)|R0)|. (2.4)

donde r es la distancia radial, 8 el &ngulo polar y en este caso no se escribe explicitamente
el angulo zenital ¢. En el extremo derecho se indica explicitamente que es el producto de
una parte angular Y (0, ¢) y una parte radial R(r). Z es el niimero atémico que tiene un
valor de Z = 6 para el a&tomo de carbono, pero a veces se utiliza otro niimero atémico
menor por el apantallamiento de las capas internas [29][30]. En este trabajo se utilizard el
adjetivo de “ideal” para referirse al uso del orbital hidrogenoide (2.4). Sin embargo, como
se menciona en [31], la forma explicita del orbital serd irrelevante al considerar elementos
de matriz y coeficientes de combinaciones lineales, lo cual se vera en el siguiente capitulo.
La simetria de este orbital indica que debe tener una mayor densidad de probabilidad en
las dos direcciones perpendiculares al plano de la red de grafeno. Como no esta formando
los principales enlaces quimicos, se espera que los electrones con esta funcién de onda sean
los que contribuyen a la conduccién eléctrica. Mientras que los orbitales o se encuentran
en el plano y por tanto son los que principalmente mantienen unida la red de grafeno.
Una ilustracién de los orbitales sp? y  se puede encontrar en [30] (p. 23 Figura 3.1).

El estudio de la estructura de bandas de conduccion y de valencia de la red de grafeno
fue realizado por primera vez en 1947 por Wallace [2] [16] utilizando el modelo de amarre
fuerte, en el cual asumié que las propiedades de conductividad eléctrica se podian describir
utilizando solo el orbital 7 de la ecuacion (2.3). Estas propiedades se estudian en el espacio
reciproco, en particular en la primera zona de Brillouin* (1BZ) [28]. Para grafeno pristino,
esta corresponde a una regiéon hexagonal, pues los vectores de la red reciproca b ; estan

dados por la condicién @; - b ; = 2n6;;, resultando en [16]

- 2 2 2n
b= 3-(, V3) , b, = 5(1,—\/5). (2.5)

3 Estas expresiones son para un solo tipo de dtomo A o B, las cuales se muestran como ejemplo y sin
orientacién bien definida en el plano xy porque sélo se utilizard el orbital 7 = 2p,.

4 1BZ se usa en la literatura en inglés para denotar la primera zona de Brillouin, pues corresponde a
“First Brillouin zone”.
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En la Figura 2.2 se ilustran algunos sitios importantes de la 1 BZ que son I'(0,0), M(2x/3a, 0)
y los puntos de alta simetria [16]

K — (2—7T,2—7T) , K — (2_71’_ 2n )
3a  34/3a 3a° 343a
También se ilustran la banda de valencia 7 (ligante) y la de conduccién #* (antiligante)
sobre la 1BZ obtenidas por Wallace [2]. Para grafeno pristino, estas bandas se tocan en las
seis esquinas de la 1BZ que son los puntos de alta simetria [16], los cuales estan definidos
independientemente de la relacién de dispersién [7].

| 3
L.

Figura 2.2: a) Primera zona de Brillouin (1BZ) con los vectores de la red reciproca by,
l;z y los sitios importantes de la 1BZ que son T, M, K y K'. b) Bandas n obtenidas por
Wallace [2] sobre la 1BZ. Para grafeno pristino las dos bandas coinciden en los puntos de
alta simetria K y K’ en los cuales se puede aproximar la relacion de dispersion como una
funcion lineal. Esto se ilustra con un aumento en el cual se observan dos conos formados
por las bandas (En realidad, en la 1BZ solo hay un tercio de cono en cada esquina). c)
Tlustracion cualitativa del orbital  en la red de grafeno, es una superficie con ¢(F) = cte.

2.3. Deformaciones en grafeno

La red de grafeno se puede deformar de muchas maneras [7], al igual que una hoja
de papel, esta puede corrugarse, pandearse, estirarse en una y dos direcciones, etc. Si al
deformar, las nuevas posiciones no dependen explicitamente del sitio antes de ser defor-
mado, entonces se le llama deformacién uniforme. En este trabajo solo se consideraran dos
tipos de deformacién uniforme: deformacién uniaxial de elongacién (estiramiento en una
direccién, Figuras 4.1 y 4.3) y deformacién de esfuerzo cortante (Figura 4.5). La deforma-
cién uniaxial se ha realizado experimentalmente colocando el grafeno sobre un sustrato
mucho mas grande. Por lo que al pandear el sustrato, se efectiia de manera aproximada
una deformacién uniaxial en el grafeno [6][22]. También se ha realizado, de manera mas
genuina, utilizando sistemas micro-electro-mecanicos® (MEMS) [32].

5 MEMS corresponde a las siglas en inglés de “Micro-electro-mechanical Systems”.
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Debido a la anisotropia eldstica del material [33], no es posible asociar la tensién con
su deformacion de manera explicita con valores numéricos. Por lo que en este trabajo se
utilizaran solamente matrices de deformacién. Una matriz de deformacién en el plano esta

dada en general como
¢ = (Gxx exy) , (26)

€yx €y

cuyas entradas se relacionan con el campo de desplazamientos i(7) [34] de la siguiente
manera:

1 8141‘ al/lj
€& = = |— + — i, j = x, ). 2.7
Y 2 (axf ox! J Y (27)
Donde €;; = cte. cuando se trata de deformaciones uniformes. La regla de transformacién
de cualquier vector en el plano ¢ esta dada por

g = Us+ 84, (2.8)

donde I, es la matriz identidad. En este trabajo se define el tensor de deformacién uniaxial
& en la direccion 0 (Figura 2.3), como en [10]
. cos?0—vsin’6 (1 +v)cos@sind
= & . ) 2 5 (29)
(1 +v)cos@sinf sin“ 6 — vcos- 6

donde 6 es el angulo respecto a la direccién de sillén (eje x), € es el pardmetro de defor-
macién expresado en porcentaje o con decimales (25 % + 0.25) y v puede considerarse
como la razén de Poisson para grafeno. A esta se le dard un valor de v = 0.165, que es
el valor conocido para grafito [10]. Aunque no hay un valor convenido en la literatura [7]
y tampoco es una constante [33]. Este tensor lo usan en [10] asumiendo una hipétesis de
isotropia eldstica (que permite hacer v = cte.), aunque también se puede ver como una
deformaciéon biaxial parametrizada. En la Figura 2.3 se ilustra una tension aplicada al
grafeno junto con el sistema de coordenadas utilizado aqui.

Figura 2.3: Se ilustra una tension T aplicada al grafeno en la direccion dada por el angulo
6 medido respecto al eje x, el cual coincide con la direccion de sillon.
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La otra deformacién que se estudiard es la de esfuerzo cortante [12], o deformacién
tangencial, cuya matriz de deformacion £ es

2=} o) 2.10)

donde ¢ es el parametro de deformacion. En este trabajo no se hara una distincion explici-
ta de los vectores transformados, pues el contexto evitard cualquier tipo de ambigiiedad.
Vale la pena mencionar que experimentalmente es dificil lograr deformaciones uniaxiales
[32] vy tangeciales [35] genuinas. Sin embargo, esto no afecta el tratamiento teérico que
aqui se les dara [36].



Capitulo 3

Modelo de amarre fuerte

Se presentara el modelo de amarre fuerte “ideal” aplicado a la red de grafeno asumiendo
hibridacién sp? para obtener relaciones de dispersién de las bandas 7. Estas se mostraran
por casos cuando se consideran los términos de los primeros, segundos y terceros vecinos.
Asi mismo se mostraran las relaciones de dispersiéon de la red deformada y se discutird
la efectividad del modelo ideal, comparando con los valores numéricos reportados en la
literatura. Lo cual justificard el uso del modelo de amarre fuerte empirico. Por tanto, se
propondran parametros de amarre fuerte exponencialmente decrecientes con la distancia.
Finalmente se describira el modo de obtener la densidad de estados.

3.1. Modelo de amarre fuerte ideal

Uno de los métodos mas utilizados para estudiar las propiedades electronicas de los
sélidos es el modelo de amarre fuerte [37][28]. En el cual se asume que localmente, en
una vecindad de un sitio atémico de la red, el Hamiltoniano del sélido cristalino A se
puede aproximar por el Hamiltoniano atémico H, [28]. Esto permite expresar las funciones
propias del Hamiltoniano de la red como una funcién de Bloch ¥;(7) formada a partir de
combinaciones lineales de los orbitales atémicos de los sitios dentro de la celda unitaria.
Para que esta descripcion sea efectiva, se necesita que los orbitales atémicos de la ecuacién
(2.3) sean “localizados” [28]. Es decir, que si ¢,(7) es funcién propia del Hamiltoniano
atémico con nimero cuantico principal n y energia propia E,,

H,$,(P) = E (P, (3.1)

entonces ¢,(7) decaiga lo suficientemente rdpido a una distancia del orden de la sepa-
racion interatomica a, para que el traslape con los orbitales de un sitio atémico vecino sea
despreciable [28]. Esto permite considerar como ortogonales a todos los orbitales que se
encuentren en diferentes sitios atomicos. Por tanto, se pueden obtener las bandas electroni-
cas (como las bandas 7), simplemente sacando el valor de expectacién del Hamiltoniano
con la funcién de Bloch W(7). Si el traslape entre orbitales vecinos no es despreciable, en-
tonces al tomar el valor de expectacion no se obtienen directamente las bandas. Pero atin
asi, se vera que en el modelo se puede introducir una correccién natural en la descripcion
que considere el traslape de los orbitales.

11
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Debido a la configuracién electrénica de los dtomos, mostrada en la ecuacién (2.3),
las bandas de conduccion y de valencia del grafeno pristino corresponden a las bandas
7 [2] (esto serd una hipétesis para grafeno deformado). Lo cual permite concentrarse en
la ecuacién de Schrédinger independendiente del tiempo para el grafeno, considerando
funciones propias Wp(#) hechas solo con combinaciones lineales de los orbitales ¢(7) =
(P |2pz) [30]. Esto se expresa en general de la siguiente forma:

AY (D) = EQ)YLD), (3.2)
donde W(7) es una funcién de Bloch dada por! [28][21]

1 N TR = - -, -
W) = i Z R [e () p(7— BY) + cp(B) ¢(7 — RE), (3.3)

3 ’ . 3A,B
donde R; = md, +1d, (con m y I nimeros enteros) es un vector de la red de Bravais, R}

es la posicion de los atomos A o B en alguna de las N celdas determinadas por los vectores
R iy los coeﬁAcientes cA(l?) y CB(E) son tales que Wp(¥) es funcién propia del Hamiltoniano
del grafeno H. Multiplicando la ecuacion (3.2) por ‘I’;g(?) del lado izquierdo e integrando
sobre todo el espacio real, se obtiene una ecuaciéon que se puede ver como un polinomio
de dos variables: cA(l?) y CB(]?). La cual se satisface para ciertos valores de E(lg). Pero este
polinomio se puede reescribir en forma matricial como

« o\ [Haa Hap\[ca\ _ (. «\[SaaE SapE\([ca
(CA CB) (HBA HBB) (CB) B (CA CB) (S BaE SBBE) (CB) ’ (3:4)
donde las entradas de la matriz Hamiltoniana son
A A
Hep = Z Z e H KRy f ¢"(P— R)H(? - RY) &°F (3.5)

=1 j=1

y las entradas de la matriz de traslape

PR ) A
_ i k-(Kj—Rj) x> pC =2 __ pD 3>
Scp = N § § e f¢ (F=K))¢(F—K)) d'r, (3.6)

=1 j=1

siendo C y D etiquetas que pueden ser A o B. Nétese que la matriz de traslape se vuelve
la matriz identidad cuando el traslape entre orbitales vecinos es despreciable, ya que los
orbitales ¢(7) estan normalizados. Entonces, por el principio variacional 2, esta ecuacién
polinomial equivale al siguiente determinante conocido como ecuacién secular [17][20][19],

HAA - SAAE HAB - SABE

=0, 3.7
Hip—S4E Hap— SsaE (37)

! En consistencia con la descripciéon de una red infinita se debe tomar el limite N — oo.

2 Derivando implicitamente (3.4) con respecto a ¢4 y cp y pidiendo que dEK)/dcap = 0 se obtiene
la misma ecuacién (3.4). Ejemplo: CTH - (1,0) = CTES - (1,0) + (0E/0cs)CTSC. Puede consultarse [38]
(Cap. 8).
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donde se utilizé el hecho de que HAA = HBB7 SAA = SBB, SBA = SZB y HBA = HZB (Esta
simetria de rotacién se ilustra en la Figura 3.1). Esta forma ayuda a seleccionar aquellos
términos que se consideren significativos y despreocuparse por los coeficientes cA(I?) y
cp(K) del polinomio (3.4). En la literatura se resume la ecuacién (3.7) introduciendo los
parametros de amarre fuerte, los cuales son 3

H(RS - RP) = f ¢ (PHY(F+ RS - RP) &°F = <¢(ﬁf)‘ﬁ'¢(ﬁ?)) <0, (3.8)

(RS —RP) = f ¢ (PP + RS - RP) d°F = (¢(ﬁf)‘¢(ﬁf) )) > 0. (3.9)

Donde el parametro t es conocido como la integral de salto*, que depende del vector entre
dos sitios atomicos Rf —R}. El pardmetro s es la integral de traslape, que también depende

g =2 . . 7’
del vector RJC. — RP. Existen dos casos particulares de los pardmetros que se dan cuando

R’]C - I?ID = 0, resultando en

By = [ 6 Of0m &7 < 0 (3.10)

1= [ 00 @ (3.11)

donde se espera que E,, sea similar a la energia propia del Hamiltoniano atémico. Es
decir, E;, = (2p,| H,|2p.), pues en el modelo de amarre fuerte ideal se asume que H ~ H,
localmente en un sitio atémico. Con este mismo argumento se puede ver por qué la integral
de salto es negativa, ya que E, es la energia de un sistema ligado. La ultima ecuacién es
un caso particular de la integral de traslape que indica la condicién de normalizacion de
los orbitales atémicos (2.4). En general estos parametros se determinan mediante el ajuste
de la relacion de dispersion E(l?) a algin experimento [39], teoria o mediante un estimado
tedrico. En particular para grafeno se han hecho simulaciones con DF'T, a las cuales se les
han ajustado estos pardmetros utilizando hasta terceros vecinos por distancia [19] [20] [17].

Entonces los términos que conforman la matriz del determinante (3.7) quedan como®

Hin=Ep+ y @ CRRn (R — RY), (3.12)
Jj=1, j¥m
Hyp =y & F& (R - ), (3.13)

3 Las integrales siempre se pueden llevar a estas expresiones mediante un cambio de variable.

4 Se pueden introducir otros pardmetros, como en [28] p.181, donde t = y + a.

5 Aqui se ha tomado el limite N — oo, por lo que los coeficientes de las integrales en Hep v S ¢cp tienden
al.
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Sa=1+ » oFER R RY), (3.14)
j=1, jm

P

Sap=y e RR R _RE), (3.15)

M

=1
donde m es un nimero fijo que permite calcular los parametros respecto a cualquier sitio
atémico de atomos tipo A. La misma formulacién podria hacerse respecto a los atomos
tipo B tomando el conjugado complejo. Para darse una idea de esto, se pueden observar
los sitios atémicos etiquetados en la Figura 3.1. Los sitios B, B; y Bg son los primeros
vecinos de A, mientras que A, A; y Ag son los primeros vecinos de B. Entonces ya se ve
claramente la ventaja de utilizar el determinante de la ecuacién (3.7). Se elige arbitrari-
amente un sitio atémico (si el origen de coordenadas coincide con un sitio atémico tipo
A, lo mas facil es elegir I?f,‘l =0 ) v se seleccionan las integrales de salto y de traslape
de los sitios atomicos vecinos que se consideren significativos. Finalmente se resuelve el
determinante (3.7) como un polinomio de segundo grado de E(lz). Después, si se desea, se
pueden aproximar los coeficientes ca(k) y cB(I:) resolviendo (3.4) sin el vector transpuesto
(¢, c3). Una presentacién de este modelo aplicado a nanotubos de carbén puede verse
en [17]. En la siguiente seccién se presentarén las relaciones de dispersién para grafeno
pristino considerando los pardmetros de amarre fuerte de diferentes sitios atomicos.

3.2. Relacion de dispersion sin deformaciones

Aunque para obtener las relaciones de dispersién no es necesario hacer referencia a
algun sistema coordenado en especifico, en la Figura 3.1 se muestra la convencién adoptada
en este trabajo sobre las direcciones de los vectores que generan la red de Bravais y
los vectores que definen a los primeros vecinos. Con el propésito de hacer coherente el
lenguaje, se debe hacer una distincién entre vecinos definidos por la distancia (distancia
fisica real) y vecinos definidos por enlace® (cantidad minima de enlaces recorridos para
llegar de un sitio a otro en la red hexagonal, i.e. distancia quimica). Entonces un sitio
atémico en la red pristina tiene tres primeros vecinos por enlace que coinciden con los tres
primeros vecinos por distancia, seis segundos vecinos por enlace que coinciden con los seis
segundos vecinos por distancia y nueve terceros vecinos por enlace, los cuales contienen a
los tinicos tres terceros vecinos por distancia. Esto se ilustra en las siguientes imagenes de la
Figura 3.1. En esta seccion, la palabra “vecino” sera para referirse tinicamente a los vecinos
por distancia. En lo siguiente, se mostrardn algunos ejemplos de la ecuacion secular (3.7)

6 Aqui se hace referencia a una red hexagonal bidimensional, imaginaria e infinita que tiene por nodos
a los sitios atémicos. De manera que cada sitio solo tiene tres conexiones (vecinos) y estas no se cruzan
en el plano. Aunque la motivacién para definir esta red son los enlaces o entre sitios atémicos, en un
esquema riguroso todos los sitios estan conectados por el traslape de sus orbitales o, por més pequenio
que este sea.
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y la relaciéon de dispersién obtenida al considerar primeros, segundos y terceros vecinos,
con y sin integral de traslape.

Figura 3.1: Ilustracién de los vecinos por distancia (unidos con una circunferencia) y
vecinos por enlaces (etiquetados con un nimero de color) respecto a los dos tipos de
dtomo que hay en una celda unitaria. Tipo A en a) y tipo B en b). Solo los terceros
vecinos por enlace no coinciden con los terceros vecinos por distancia. En morado se
indican los vectores d; que generan la subred de Bravais triangular y en negro los vectores
de los primeros vecinos por enlace S:. Nétese que se puede obtener la imagen b) girando
la imagen a) 180° e intercambiando las etiquetas AB. Esta “simetria” facilita escribir la
ecuacion secular (3.7). Asi que no importa el tipo de sitio (A o B) respecto al cual se
calculen los parametrost y s.

Primeros vecinos sin integral de traslape

En una primera aproximacién, solo se consideran significativas las integrales de salto
de los tres primeros vecinos por distancia y el traslape se desprecia. El determinante de
la ecuacién (3.7) queda como

Ey-E Z |_
7 Eye E‘ =0, (3.16)
donde
Z = (1 + 'k 4 prikany (3.17)

y se esta usando la simetria rotacional de la red de panal pristina, que permite escribir
una sola integral de salto r = #0;) = 1(6,) = t(63). El signo negativo de la integral de
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salto se pondra explicitamente inicamente al escribir la relacion de dispersion. Asi que se
obtiene la conocida relacién de dispersion obtenida por Wallace [2]

E.®) = Ey, = 1]l + eF 4 k% = B, 4 |27, (3.18)

En la literatura suele escribirse sin el término E,, porque en este caso solo es un desplaza-
miento en la energia. Las bandas obtenidas son las que se ilustran en la Figura 2.2, las
cuales son simétricas respecto a la energia de Fermi E,,. El signo positivo corresponde
a la banda antiligante 7 y el negativo a la ligante n. Estas relaciones de dispersion dan
lugar a los conos de Dirac para energias cercanas a E,,, los cuales se ilustran en la misma
Figura 2.2.

Primeros vecinos con integral de traslape

Normalmente los términos de traslape son despreciables, pero si se desea una mejor
aproximacién se deben incluir. El determinante de la ecuacién (3.7) con las integrales de
traslape de los primeros vecinos queda como

E,,-E Z-ZE| _

donde

N

7 = s(1 + ki 4 ik (3.20)

con § = s(gl) = s(gg) = s(33) la integral de traslape, que es la misma para los primeros
vecinos por distancia. La relacién de dispersion queda

L Eyy £ t]l 4 eRA 4 ke B 47
E.(0) = -2 _ o

- (3.21)
1 F 5|l + eikd 4 ik 1 ¥ |Z]

Notese que, a diferencia del caso en que se desprecia el traslape, las bandas ya no presentan
simetria de reflexién respecto a la energia de Fermi [16].

Segundos vecinos sin integral de traslape

Para mejorar el modelo de las bandas, también se puede considerar las integrales de
salto hasta segundos vecinos por distancia. El determinante (3.7) queda

E;,+V-E z

2 Eyev-]=° 3:2)

donde

Vo= (@5 4 oy 4 (fRh g ik g (piR@-m) k@) (3 93
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es la suma de términos que involucran a los seis segundos vecinos por distancia que tienen
la misma integral de salto ¢’ = #(d;) = t(d,) = t(—a,) = t(—d») = t(d, — d») = t(—d; + ), por
lo que la relaciéon de dispersién queda

E.(k) = E,, - 27 [cos(lz- @) + cos(k - @) + cos(l? (@ —a))]
+ |l + kB 4 ik (3.24)
= Ey -V |Zl.

Segundos vecinos con integral de traslape

Si se consideran las integrales de salto y de traslape de los segundos vecinos, el deter-
minante (3.7) queda como

Eyp+V-(1+VE Z-ZE B
Z'-7'E Ey+V-(1+WVE| ™ 0 (3:25)
donde
""/ = g [(ei ka + e—i /2,-51) + (ei ka» + e—i ]2(72) + (ei 1?(51—&2) + e—i /2,-(671—(72))]’ (326)

siendo §' = s(dy) = s(dy) = s(—a,) = s(—d,) = s(d, — a») = s(—d; + d,) la integral de traslape
de los segundos vecinos. Por tanto la relacién de dispersion queda’

(3.27)

Terceros vecinos sin integral de traslape

Considerando solo las integrales de salto hasta terceros vecinos, la ecuacion secular
(3.7) queda como

E),,+V-E Z+W

Z 4w Ey,+V-E~" (3.28)

donde
W = (e F@a) 4 prik@-d) 4 ik (3.29)

con t’ = t(d, — d») = t(d, — d,) = ((—d; — d,) la integral de salto de los terceros vecinos por
distancia. Lo cual resulta en la relacion de dispersion

E.K) = Eyy — V£ |Z+W| (3.30)

7 Recuérdese que aqui las relaciones de dispersién se evalian con ¢ > 0.
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Terceros vecinos con integral de traslape

Finalmente, considerando las integrales de salto y de traslape hasta terceros vecinos
por distancia, el determinante (3.7) a resolver es

Ey+V-(1+VE Z+W-(Z+WE _o (3.31)
Z+ W = (Z+ WHE Ey)+V-(1+WVEl~— 7 '
donde

W — S//(ei lz(ﬁz—dﬁ) + e—i lz~(ﬁz—d’|) + e—i E-(ﬁ. +ﬁ2))’ (332)

siendo la integral de traslape de los terceros vecinos s” = s(d;—d,) = s(dy—d,) = s(—d,—d,).
La relacion de dispersion no se escribird aqui porque serda un caso particular de la siguiente
seccién, pero se puede ver en [19] y [20].

3.3. Relacion de dispersion con deformaciones

En el modelo de amarre fuerte presentado, lo tnico que se necesita es que la red
hexagonal se pueda generar por una red de Bravais con una base de dos atomos por
celda unitaria. Entonces, se puede continuar a modelar la red hexagonal deformada que
mantenga esta condicion. Pero para mantenerse en el modelo “ideal”, adicionalmente se
debe satisfacer que H ~ H, localmente en un sitio atémico®. Aunque no se ha escrito
explicitamente, el Hamiltoniano de la red depende de (todas) las posiciones de los sitios
atémicos y, por ende, en general cambia cuando se deforma la red. Formalmente, los
parametros de amarre fuerte de la red deformada en el plano, como en las deformaciones
uniaxial y tangencial anteriormente presentadas, estan dados de la siguiente manera?®:

(&R ~RP) = (92, (1d +DEE) | Add + &) ‘ $(2 ., (1d+DRP)) (3.33)

SRS —RP) = (62, (d + BFS) ' $(& . (d+BRP)), (3.34)

donde & es cualquier matriz de deformacién uniforme en el plano e I; es la matriz iden-
tidad. En las ecuaciones (3.33) y (3.34) se muestra explicitamente que los parametros de
amarre fuerte no pueden depender solo de la distancia entre vecinos. A no ser que siem-
pre se cumpla que H ~ H, localmente, lo cual permite considerar la misma funcién ¢(7)
a cualquier deformacion 0. Esto es importante hacerlo notar porque en este trabajo se

8 Para hacer énfasis en esta condicién ideal y no estrictamente necesaria, se puede escribir H = H, + U,
donde U es la correccién del Hamiltoniano atémico, la cual debe ser pequena en una vecindad del sitio
atémico, una mayor discusién se puede ver en [28] (cap. 10).

9 La dependencia de ¢ con el tensor & es relevante para funciones de Wannier [28], que cambian con
cada &.

10 La dependencia de & en la funcién ¢ es solo relevante si para cada deformacion se pide que la matriz
S sea la identidad, como cuando se usan funciones de Wannier [28].
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asumira que los parametros de amarre fuerte dependen de la distancia entre sitios atomi-
cos, que es una cantidad escalar, y no de la deformacion.

Entonces para las integrales de salto t de la red deformada por la matriz & se utilizara
la siguiente notacion:

t(é,gl) = b
1(2,5,)
1(8,63) = t3

b,

(3.35)
t(E,d) = 1,
t(Edy) = b,

l‘(é,(jlﬁ'l‘ﬁz) = 7.

Para las combinaciones lineales con inversos aditivos se utilizara una barra sobre el niimero
. . . . ~ =2 ~

para indicar el signo menos, por ejemplo: 1 (€, =03 +dr—d)) = t557, v t(E,d1—ady) = t5. La

misma notacion sera empleada para la integral de traslape s y se mantendra la notacién

Ezp = Ezp(é)

Para grafeno pristino fue facil elegir y agrupar términos de acuerdo a su posicion
como vecino por distancia. Para grafeno deformado se propondré utilizar solamente los
sitios cuya definiciéon de vecino por distancia y vecino por enlace coincide para grafeno
pristino. Ya que parece adecuado despreciar todas las integrales de salto y de traslape
que tengan un valor menor a las de los terceros vecinos por distancia de grafeno pristino.
En un modo practico, los sitios que se utilizaran son los sitios que tienen ntimero y se
encuentran en alguna circunferencia en la Figura 3.1, independientemente de que bajo
alguna deformacion puedan quedar mucho mas lejos que otros sitios atomicos. En el
siguiente capitulo se ilustrara el comportamiento de esta eleccion de sitios atémicos. De
mientras, en la siguiente figura (Figura 3.2) se presenta una deformacién de la red de
panal en una red de ladrillo, en la cual se preservan las distancias entre primeros vecinos.
Es decir, con la condicién:

, = a(0,-1), (3.36)
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Figura 3.2: Dibujo cualitativo de la red de panal deformada en una red de ladrillo. Se
observa la numeracion de los vecinos por enlace y los radios de los tres vecinos cercanos
por distancia de un dtomo tipo A. Ahora hay cuatro primeros vecinos por distancia, que
no coinciden con los primeros vecinos por enlace. Para esta deformacion necesariamente
hay que considerar uno de los terceros vecinos por enlace. En la parte superior izquierda
se muestran los vectores de la red de Bravais d; y los vectores de los primeros vecinos por
enlace (i.

En lo sucesivo, se seguiran utilizando los apéstrofes para continuar identificando los tér-
minos de grafeno pristino, los cuales se seguiran nombrando como primeros, segundos y
terceros vecinos sin importar la deformacion, a no ser que se especifique lo contrario.

Primeros vecinos sin integral de traslape

Considerando solo las integrales de salto de los primeros vecinos como en [10], el deter-
minante de la ecuacién (3.7) queda

E,,—E Z
x =0, 3.37
AN 337)
donde
7 = s + l‘l(se_ikﬁl + l26€_ik.32 (338)
Resultando en la relacién de dispersion
Ei(lz) = Ezp + |tzs + l]ge_ilz.dl + lzge_ilzﬂzl = Ezp + |Z]. (339)

Esta relacién de dispersion guarda similitud con la de grafeno pristino, pero la diferencia
esta en que ya no puede considerarse una sola integral de salto. Esta es la relacion de
dispersién estudiada en [10], la cual no muestra brecha energética mientras se cumplan
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las desigualdades de Hasegawa [11]:

|15] ‘
< < |— +1]. 3.40
|235] |35] ( )

t 1
Inal _ |u
|35]

Cabe hacer notar que estas bandas tienen simetria de reflexién respecto a la energia E,,.
Consecuentemente, el tamano de la brecha energética AE, no depende de E,,, ya que esta
dada por

AE, = min {2|Z(1€’)| } (3.41)
VkelBZ
Primeros vecinos con integral de traslape

Considerando el traslape de los primeros vecinos, la ecuacién secular (3.7) queda como

E,,—E Z-ZE

7 ~7E Eyp- E‘ =0, (342)

donde

-

7 = 535 + Sige K 4 g5 e iR (3.43)

La relacién de dispersion queda dada en forma desarrollada como!!

b + Vb -4ac

R
E. (k) = , 3.44
s » (3.44)
donde
2
b= —-2E;, — 2835135 — 2835t16X2 — 2S15135%0 — 2815115%;
— 28535t25X3 — 282s135X3 — 28a5t15X2X3 — 2S15l5X0X3
2 2 2
— 28505ta5X5 — 2S15t16Y; — 282st16Y2Y3 — 2815t2sY2y3 — 282st26Y5
a= -1+ S%& + 2815835X2 + sisx% + 28505835X3 + 2815525X2X3
2 2 2.2 2 2
+ 855%5 + sy + 281555)2)3 + S55)3
y

c= - E%p + t%& + 2t5tasxs + ti;x% + 2tstasxs + 2t15tasX2X3

2 2 2 .2 2 V2
+ X5 + sy, + 2tistasyays + 153,

siendo x; y y; tales que
Xy + iy, = e k@

X3 + iy; = e ik

11 Esta solucién fue obtenida mediante Mathematica [40].
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Terceros vecinos sin integral de traslape

El siguiente caso serd considerar solo las integrales de salto de los terceros vecinos, lo cual
resulta en el siguiente determinante

E),+V-E Z+W

=0, 3.45
Zr+ W E),+V-FE ( )
donde } )

Z = B3 + tise”! kar thse k-a2, (346)
V = ti (ei k- + e—i kﬁ]) + té (ei k- + e—i kﬁz) + tii (ei k-(d\—d2) + e—i k-(d —ﬁz)) (347)

y . . S

o i k-(dr—ay) ’” —i k-(dp—d) 77 —i k-(@1+d>)

W =1 e + e + e ) (3.48)

Obsérvese que se han agrupado los términos de acuerdo a los apodstrofes. Z, V 'y W serian
los términos correspondientes a los primeros, segundos y terceros vecinos por distancia
para grafeno pristino respectivamente. También en el término V de los segundos vecinos
por enlace se agruparon términos con la misma integral de salto. Esto es gracias a que
son del mismo tipo de dtomo y por tanto estan a distancias definidas por los vectores de
la red de Bravais. La solucién de la ecuacion (3.45) es

E.K) = Eyp—V+|W+Z|. (3.49)

Cabe observar que estas bandas no tienen simetria de reflexién respecto a la energia E,,
debido a la contribucién de las integrales de salto de los segundos vecinos V. Sin embargo,
el tamano de la brecha energética no depende de los segundos vecinos, ya que esta dada
por

AE, = min {2 W@ + Z(R) } (3.50)

VkelBZ

Terceros vecinos con integral de traslape

Considerando las integrales de salto y de traslape hasta terceros vecinos por distancia, el
determinante (3.7) a resolver es

Ey+V-(1+VE Z+W-(Z+WE

Z+W = (Z+WHE Ep+V-(1+ V)E‘ =9, (3.51)

donde

>

7 = s35 + sige kU 4 gp5e7i kR (3.52)

‘7 — s/l (ei k-d; + e—i kﬁ]) + s/z (ei k-, + e—i k'dz) + S’li (ei k-(dy—d>) + e—i k-(ﬁl—d'z)) (353)

T 77 i /?-(52—61) ’7” —i /?'(ﬁz—ﬁ]) 77 —i E(ﬁl +dy)
W= sl_e + s e + 5T : (3.54)
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cuya solucién E;_,(lz) es 12
5 b + Vb? —4dac
E.(k) = , 3.55
B = (3.55)

donde

b = 2E;, + 2s35t35 + 4Ey,81x1 — 461x1 + 2s35ti5X1 + 2815135X)
- 8s'1t{x% + 2s15t15x% + 4E,,80x;, — 4thx, + 2835t25X2

+ 2895t35xy — 8sHtix1X2 + 2SastisXi Xy — 8815X1%

+ 2815ts X1 X0 — SS'ztéxi + 2s25t25x%

+4E2PS, 4[ X3 + 257 ~l3sX3 + 2S3612l35)C3

3612

+ 2S35t =X3 + 2S3§t

3612 3612

- 8s’1t’7x1X3 + 2s§612t15x1x; + 2s7

+ 2S15t§61§X1X3 + 2S16t3612

— 8550003 + 257

8s t1x1x3

3s72116X1X3

X1X3 852t1§x2x3

~lIsXoX3 + 257 t2(5x2.x3

3612

XoX3 + 2S2§I3612X2.X3 - 8S12 12
2 2

+ 2S3512 3512x3 + 2s3512 3512x3
2 2

+ 2s3512 3512x3 + 283512 3512x3 + 2s3512t35x4

+ 2S35t —lsX1X4 + 2S15t

3612

+ 2S26t3612

—x4 + 287 — X1 X4

3012 3612

+ 2S3612t25XQX4 + 2S26t3612
1

+ 2S3612t3612x3x4 + 2S3512t3512x3x4
+ 257 + 257
53612t3612x3x4 S3512t3512x3x4
2
+ 2S3612 3612)64 + 2S15t15y1 + 2S25t15y1y2

+ 281stasy1y2 + 2Sastasys — 2S§51§t15y1y3

3012
X2 X4

+ 283heY 13 = 2Sisty Vv + 281655, V103

- 2s§61§t25y2y3
+ 25%51%25)’2}’3 ~ 2oty sVays + 2ty yavs
+ 257

’” ’” 2 ’7”

3512 3512y 3 2S§(ﬂzt§51§y 3 7 553013
17 144
+253512 3512)’3 + ngéﬁfwylﬂ + 2S15f§55)’1)’4

’7

’ " "
+ 2sgéﬁt26y2y4 + 2S26t§6ﬁy2y4 2S§§ﬁt§51§y3y4

124 / 17
+ 2s3512 351273V4 2s3512 3512y3y4 + 2S3512 35]2y3y4 + 2s3<512 3512y4’

12 Esta solucién fue obtenida mediante Mathematica [40].
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2 2 2.2 2 .2
E5, — 135 — AE, i x1 — 2ti5t3sX1 + 417x7 — tsx)

—4E2pt§x2 — 2tstasXy + 8t'1t§x1x2 — 21515 X1 X2

+ 410705 = Ggxs — Eylloxs — 2ty ox
2t35t3612X3 + 8t1t ~X1X3 2t15t3612X1X3
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con
x| + iy :e_ilz'ﬁ',
Xy + 1y, = e_iE'ﬁz,
X3 + ly3 _ezk([iz al),

Yy
ik-(dr+dy)

Con esto se concluye la presentacion del modelo de amarre fuerte. Recuérdese que el
adjetivo de “ideal” es debido a la suposicion de que los orbitales considerados preservan
su naturaleza atémica, junto con la hipétesis de que el Hamiltoniano de la red H se
puede aproximar localmente en un sitio atémico mediante el Hamiltoniano atémico H,,
independientemente de la deformacién. El siguiente paso natural seria asignar valores a los
pardmetros de amarre fuerte y decir cémo varian con la distancia (o més rigurosamente,
con respecto a la deformacién). Sin embargo, esta caracteristica de “ideal” ha sido solo
un capricho utilizado para presentar el modelo de amarre fuerte con argumentos fisicos
(muy inocentes). Acorde con lo que se dijo cuando se presentaron los pardmetros de
amarre fuerte, estos se pueden obtener de diversas formas. Lo cual resulta en que no es
del todo necesario especificar los orbitales ni el Hamiltoniano. Asi que en la siguiente
seccion se discutiran algunos de los valores de los parametros de amarre fuerte reportados
en la literatura y se harda una comparacion con lo que se podria obtener si se continiia
con el modelo de amarre fuerte “ideal”. Por tltimo, cabe aclarar que se pueden proponer
otras funciones que sustituyan a los orbitales atémicos en el desarrollo anterior, como
funciones localizadas tipo Gaussianas [37] o con toda formalidad funciones (moleculares)
de Wannier [28]. Incluso, como este modelo corresponde a una aproximacién de electrén
independiente, al utilizar explicitamente el Hamiltoniano de la red este debe aproximarse
mediante un Hamiltoniano que incluya una interaccién efectiva con otros electrones en la

red [28].

3.4. Valores de los parametros de amarre fuerte

En esta seccién se estudiara la parte del problema actual del modelo de amarre fuerte,
que corresponde a asignar valores a los parametros de la red pristina. Con la creciente
capacidad de cémputo y el costo de los materiales para manipular y caracterizar
efectivamente al grafeno, parte de su estudio se ha hecho mediante calculos de teoria
del funcional de la densidad (DFT). De donde se pueden obtener las bandas . Lo que
se hard en este trabajo, es dar una propuesta de cémo varian los parametros de amarre
fuerte basado en célculos hechos con DF'T para grafeno pristino.

En 2002, Reich et al. [19] reportaron los mejores pardmetros de amarre fuerte que
se ajustan a la relacién de dispersion calculada mediante SIESTA [41], considerando
hasta terceros vecinos en grafeno pristino, los cuales se nombrarén aqui como (MTKM).
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Sin embargo, a estos parametros no se les puede atribuir significado fisico porque no
son decrecientes con la distancia. Esta es una propiedad esperada si se recuerda que
los orbitales (7 |2pz) (o cualquier funcién de un sistema ligado) deben decaer con la
distancia debido a la condicién de normalizacién. Pero también reportan otro conjunto
de parametros que se ajustan bien en la regién, de la primera zona de Brillouin, definida
por tener una diferencia menor a 4 eV entre la banda de conduccién y de valencia, a los
cuales se les etiquetara como “Optico”.

Después en 2010, Kundu [20], utilizando el trabajo previo de Reich et al., reporta
otros parametros ajustando t y s. Luego fijando t y s, ajusta ¢ y s’. Para finalmente,
dejando los anteriores fijos, ajustar t” y s”. A este conjunto se le etiquetara aqui como
“Secuencial”. También hace otro ajuste en el cual deja libres todos los pardmetros y que
aqui se etiquetard como “Incluyente”. A diferencia de los reportados por Reich et al., el
ajuste de Kundu se hace junto con la condicion de que sus valores deben ser decrecientes
con la distancia.

Cabe senalar que los calculos de DFT se pueden realizar utilizando bases distintas. Por
ejemplo, STESTA [41] utiliza conjuntos de bases estrictamente localizadas. Mientras que
Quantum Espresso [42] utiliza ondas planas. No obstante, para grafeno pristino, las
bandas 7 obtenidas por ambos son muy similares [43]. Por lo que sera suficiente continuar
la discusién basandose en los pardmetros reportados por Reich et al. [19] y Kundu [20],
los cuales se muestran en la tabla 3.1. Aqui se utiliza el subindice cero para indicar que
son valores correspondientes a la red de grafeno pristino.

Tabla 3.1: Pardmetros de amarre fuerte para grafeno pristino de las referencias [19] y [20]
(No se considera el signo de la integral de salto).

Referencia Ey, [eV] |ty [eV] |t [eV] | 1y [eV] | so [-] | s -] | s [-]
Reich et al. [19] -0.28 297 | 0.073 0.33 | 0.073 | 0.018 | 0.026
(MUK M)

Reich et al. [19] | -2.03 2.79 0.68 0.30 | 0.30 | 0.046 | 0.039
Optico

[20] | -0.21 2.74 0.07 | 0.015 | 0.065 | 0.002 | 0.001

Kundu [20] -0.45 2.78 0.15 0.095 | 0.117 | 0.004 | 0.002
Incluyente

De haber continuado con el modelo de amarre fuerte “ideal”; con ¢(7) = (¥ |2pz) dado
en la ecuacién (2.4). Se podrian calcular los pardmetros de amarre fuerte de manera
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aproximada. E,, serfa la energia propia del atomo hidrogenoide, dada por

2
Z
E), =En,Z) ~ (-13.6 V) (—) , (3.56)
n
donde n es el nimero cuantico principal y Z es el nimero atémico. Mientras que las
integrales de salto se deben aproximar como
RS = RD) = (@R A IRD)) ~ ($R) | H(RD) | $(RD)), (3.57)
donde se esta asumiendo un modelo de amarre fuerte ideal, en el cual se puede aproximar
el Hamiltoniano de la red H por el Hamiltoniano del d4tomo hidrogenoide H, en el sitio
RP. Como por hipétesis se satisface la ecuacién de Schrédinger,

A,RPY 1 6(RP)) = E(n,2)|¢(RP)), (3.58)
entonces se obtiene
(RS~ RP) ~ E(n,2)(pRS)|p(R)) (3.59)

= En.2)s(RS - RP) > E(n,2),

donde la tltima desigualdad se cumple porque la energia propia E(n,Z) es negativa y
el traslape s(]?}c. - ﬁf) es menor que uno. El electrén 2p, debe estar en un potencial de
Coulomb con Z < 6, debido a que los otros electrones apantallan al nicleo. En la siguiente
tabla se presentaran algunos valores calculados para Z =1y Z = 2.

Tabla 3.2: Pardmetros de amarre fuerte “ideal” para grafeno pristino calculados numéri-
camente con Mathematica [40]. El nimero cudntico principal utilizado es n = 2 (No se
considera el signo de la integral de salto).

Ntumero | Ej, to % 1y S0 56 o
atémico | [eV] [eV] [eV] [eV] -] -] ]
Z
1 -3.4 | 0.0578 ~ 0.020 ~ 0.014 0.017 ~ 0.006 ~ 0.004
2 2136 | #0.054 | x4x 1073 | 1x1072 | 20.004 | ~3x10™* | ~ 1 x 107

Como puede verse en las tablas 3.2 y 3.1, los érdenes de magnitud de los pardametros
del modelo ideal son (en general) completamente distintos a los reportados por Reich
et al. [19] y Kundu [20]. Practicamente todas las integrales de salto calculadas difieren
en un orden de magnitud de las reportadas. Algo a observar, es que las integrales de
traslape disminuyen rapidamente cuando se aumenta el niimero atémico, por eso ya no
se discuten los parametros con otros nimeros atomicos Z. La diferencia era de esperarse,
ya que al formarse la red de grafeno las funciones de onda de los electrones deben perder
su caracter atémico.
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Por tanto se prescindird de la forma explicita de la funcién ¢(#) del modelo de amarre
fuerte (no ideal). Lo cual permite utilizar al modelo en su forma empirica [37]. Pero lo
que si es necesario asumir, es que tienen una simetria similar a la del orbital 2p,. En
particular, se asumirda que tiene una mayor densidad de probabilidad en la direccién
perpendicular al plano de la red, que tiene simetria rotacional en el plano y que tiene
un decaimiento exponencial con la distancia. Esto permitira seguir utilizando una sola
funcién ¢(7) para modelar las bandas de conduccion y de valencia, las cuales se consid-
eraran como las bandas m. Para terminar de examinar cualitativamente los resultados
reportados, en la tabla 3.3 se presentard cada conjunto de parametros con los valores en
forma adimensional, con ¢, = 1, lo cual permite darse una idea de los 6érdenes de magnitud.

Tabla 3.3: Parametros de amarre fuerte con integrales de salto adimensionales de las
referencias [19] y [20]. En cada conjunto las magnitudes son tales que ty = 1 (No se
considera el signo de la integral de salto).

Referencia | E, [-] | fo [] | # [] o -] | sol-] | so ]| oso [
Reich et al. | -0.09428 | 1 | 0.02458 | 0.11111 | 0.073 | 0.018 | 0.026
(MTK M)

Reich et al. | -0.72760 1 0.24373 | 0.10753 | 0.30 | 0.046 | 0.039
Ol)tico

-0.07664 | 1 | 0.02555 | 0.00547 | 0.065 | 0.002 | 0.001

Kundu -0.16188 | 1 ] 0.05396 | 0.03417 | 0.117 | 0.004 | 0.002
Incluyente

3.5. Parametros decrecientes con la distancia

Ahora se abordara la otra parte del problema del modelo de amarre fuerte, que corresponde
a indicar cémo varian los parametros cuando se deforma la red. Como los valores de los
parametros de amarre fuerte solo estan reportados para grafeno pristino, se debe proponer
alguna expresion para calcular los cambios en ellos cuando la red se deforma. En particular,
para la integral de salto se ha propuesto utilizar la aproximacién de Harrison [29][6], que
depende del inverso cuadrado de la distancia [72. Sin embargo, en otros trabajos se han
dado propuestas que coincidan con la aproximacién de Harrison a distancias pequenas y
que decaigan exponencialmente a mayores distancias [18] [44]. En [10] Pereira, Castro y
Peres argumentan que la aproximacion de Harrison es valida solo para sistemas de amarre
fuerte que sean simples y en equilibrio. Por lo que en la misma referencia se propone un
decaimiento exponencial dependiente de la distancia [ para los primeros vecinos, que es

() ~ toe P, (3.60)
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donde 1(I) es cualquiera de las integrales de salto de los primeros vecinos por enlace, a es
la distancia interatomica de grafeno pristino y S ~ 3.37 es el pardmetro de Griineisen!3
[10]; para el cual no hay un valor convenido en la literatura [23][24][25][22][26][27][7]. Este
valor es asumiendo que fy = 2.7 eV. Si se asume que fy = 2.79 eV, entonces 8 ~ 3.25. Ya
que este se obtiene, de una manera informal, de la ecuacién diferencial [10]

di_ (—g) ~ —6.4 VA, (3.61)

Por lo que no seria del todo correcto utilizar la misma S para distintos valores de
t(0) = tp. En este trabajo se propone utilizar el pardmetro de Griineisen g para ajustar
la ecuacién (3.60) a cada conjunto de integrales de salto reportados por Reich et al.
[19] y por Kundu [20]. En particular se utilizaran los valores adimensionales mostrados
en la tabla 3.3. Con estas funciones se obtendran los valores de las integrales de salto a
distintas deformaciones. Lo cual permitird comparar los resultados cuando se consideran
primeros y terceros vecinos. Los parametros (MI'KM) reportados por Reich et al. no
seran considerados, pues carecen de significado fisico.

Para las integrales de traslape también se debe proponer una expresién. De igual manera,
se espera que sus valores decaigan con la distancia. Por lo que, pensando en la ecuacién
(3.59), se propone utilizar una expresién similar para ajustarse a los valores de las inte-
grales de traslape,

s(l) = spe ¢, (3.62)

donde a diferencia de la ecuacién (3.60), la integral de traslape de los primeros vecinos
5o no es normalizable a la unidad, pues es adimensional, y no se asumird que & = . Se
ajustara esta funcion a cada conjunto de integrales de traslape mostrados en la tabla 3.3
para obtener el valor de £. Los valores ajustados de 8 y € se muestran en la tabla 3.4 y se
ilustran en la Figura 3.3 y en la Figura 3.4, respectivamente. Con esto ya se puede evaluar
casi toda la relacion de dispersion E.(K) de la ecuacién (3.55), excepto por el pardmetro
E,,. El cual también deberfa cambiar cuando la red se deforma, por lo discutido en la
ecuacién (3.33). En este trabajo se asumird que E,, no cambia con la deformacién '4.
Se seguiran utilizando las mismas etiquetas de los conjuntos de parametros de amarre
fuerte, mostradas en la tabla 3.3 para referirse a los modelos ajustados que se propone
utilizar en este trabajo. Los ajustes de cada modelo se hiceron mediante el programa
Gnuplot [46] utilizando la funcién fit.

13 El parametro de Griineisen es una medida de la razén de cambio de las propiedades vibracionales de
la red bajo una deformacién [7]. Es la cantidad normalizada de cambios de nimero de onda por unidad
de deformacién [45]. Sin embargo al principio se considerard solo como un pardmetro a ajustar.

14 Esta condicién coincide con asumir que el Hamiltoniano de la red H se puede aproximar por el
Hamiltoniano atémico H, localmente en un sitio atémico.
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Tabla 3.4: Pardmetros B y & obtenidos de la referencia [10] y de ajustar las ecuaciones
(5.60) y (3.62) a los datos de la tabla 3.3.

Referencia B 3
Pereira, Castro y Peres [10] 3.37 -
Reich et al. Optico 2.03+0.10 | 2.35+0.19

5.03£0.04 | 4.65+0.17

Kundu Incluyente 3.84 £0.20 | 4.51 £0.16

Las funciones exponenciales propuestas en (3.60) y (3.62) tienen la intencién de modelar
efectivamente deformaciones de mas del 10%. Ya que en los modelos utilizados en la
literatura, ninguno reporta la aparicién de una brecha a deformaciones menores a este
valor [45]. Por tanto, no se considera necesario que se adapte a la aproximacién de
Harrison para deformaciones pequenias [29][6]. Ademds, tienen la intencién de ajustarse
lo mejor posible a los valores de grafeno pristino. Las motivaciones para extender
la propuesta de Pereira, Castro y Peres [10] a terceros vecinos son la simetria con
decaimiento exponencial de los orbitales ¢(7) = (7 |2pz)7 presentados en la ecuacién (2.4),
y la aproximacién (3.59) (el traslape entre los orbitales decae de manera exponencial con
la distancia), junto con la prueba de consistencia de esta funcién ofrecida en la misma
referencia [10]. A pesar de la carencia de significado fisico de los pardmetros de Griineisen
en los modelos Kundu Secuencial y Kundu Incluyente, por ser excesivamente grandes, se
seguiran considerando para encontrar consecuencias cualitativas. Esto se discutird mas
adelante.
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Figura 3.3: Ajustes de la ecuacion exponencial (3.60) (rectas de color) a los conjuntos de
integrales de salto de la tabla 3.3 (puntos negros). Los primeros vecinos se encuentran a
distancia a, los sequndos a 1.732a y los terceros a 2a (a = 1.42A). Se muestran con escala
logaritmica en el eje de las ordenadas. Cada grafica corresponde a los diferentes conjuntos
de integrales de salto. a) Reich et al. Optz'co, b) Kundu Secuencial y ¢) Kundu Incluyente.
Los valores ajustados de B se muestran en la tabla 3.4.
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Figura 3.4: Ajustes de la ecuacion exponencial (3.62) (rectas de color) a los conjuntos de
integrales de traslape de la tabla 3.3 (puntos negros). Los primeros vecinos se encuentran
a distancia a, los sequndos a 1.732a y los terceros a 2a (a = 1.42A). Se muestran con
escala logaritmica en el eje de las ordenadas. Cada grdfica corresponde a los diferentes
conjuntos de integrales de traslape. a) Reich et al. Optz’co, b) Kundu Secuencial y ¢) Kundu
Incluyente. Los valores ajustados de 8 se muestran en la tabla 3.4.
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3.6. Densidad de estados

Una caracteristica importante de los materiales es la densidad de estados (DOS)'s en
la primera zona de Brillouin 1BZ, denotada aqui mediante p(E). Esta se utilizard como
normalizada a la unidad en el eje de energias adimensionales,

E=E,4x
o(E) = ty AV(E) (AE >

E=Epin

-1
Av(E)) : (3.63)

donde Av(E) es el nimero de estados con energia entre E y E+AE. Para visualizar la apari-
cién de una brecha energética, es adecuado utilizar la densidad de estados porque muestra
informacion cualitativa sobre el comportamiento de la red de grafeno. Para obtenerla, se
hizo un programa computacional (se incluye un ejemplo en el anexo A) que consiste en
calcular los vectores que generan la red de Bravais de la red de grafeno deformada. Para
luego encontrar la frontera de la 1BZ, que se define como la regién compacta'® formada
por las seis bisectrices de los sitios més cercanos en el espacio reciproco. Se toma un con-
junto de puntos en la 1BZ distribuidos homogéneamente y en cada uno de ellos se evalia
la relacion de dispersion de las bandas  y n*. Después de evaluar en todos los puntos de
la 1BZ, se elige una particion homogénea en el eje de la energia y se cuenta el niimero
de puntos en la 1BZ cuyas energias se encuentren en un intervalo [E, E + AE] (como si
fuera una proyeccién), obteniéndose el valor de p(E) sin normalizar. Para normalizar, se
divide entre el producto de la suma del total de puntos y el intervalo de energia elegido
AE, como en la ecuacién (3.63). Este proceso se ilustra en la Figura 3.5.

T AL

Figura 3.5: Se muestra la banda de conduccion n* (naranja) y la banda de valencia n
(azul) sobre la primera zona de Brillouin 1BZ (morado), la cual tiene una cuadricula que
representa el conjunto discreto de puntos que se utilizan para evaluar las relaciones de
dispersion EJ_,(I?). La “proyeccion” del numero de estados por intervalo AE se hace sobre el
eje de la energia y se normaliza, lo cual resulta en la grafica mostrada.

En la Figura 3.6 se muestran las densidades de estados de grafeno pristino consideran-
do solo las integrales de salto, las cuales fueron obtenidas numéricamente evaluando la

15 DOS son las siglas en inglés de “Density of states”.
16 Cerrada y acotada en un espacio Real.
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ecuacién (3.30), sin considerar el pardmetro E,, porque en este caso solo es un desplaza-
miento en la energia. Las mismas DOS considerando las integrales de traslape se pueden
ver en [20], excepto la de Reich et al. Optico.
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Figura 3.6: DOS obtenidas numéricamente con los datos de la tabla 3.1 usando la ecuacion
(3.30) sin considerar los traslapes. a) DOS obtenida mediante el mejor ajuste por Reich
et al. (MTKM) [19]. b) DOS obtenida mediante el ajuste en el rango dptico (Optico) por
Reich et al. [19]. ¢) DOS obtenida por Kundu al ajustar y fijar ordenadamente (Secuencial)
[20] y d) DOS obtenida por el ajuste de terceros vecinos de Kundu (Incluyente) [20].
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En la Figura 3.6 se observa que casi todos los pardmeros reportados [19][20] dan
cualitativamente la misma grafica. Excepto los de Reich et al. Optico, ya que esta DOS
solo coincide con la real cerca la energia de Fermi (alrededor de p = 0). Aunque podria
hacerse una discusiéon mayor sobre las caracteristicas de las DOS, estas solo se utilizaran
para ilustrar el comportamiento cualitativo de la red, igual que en [7] (p. 21).

Aunque cada conjunto de pardmetros en la tabla 3.1 tiene sus ventajas y deficiencias,
como la forma en que fueron obtenidos, la simetria de las bandas, el dominio de energias
que tiene cada una y las energias de las singularidades de Van Hove; se considera
apropiado seguir el desarrollo basdandose en estos resultados reportados.

En resumen, se han obtenido las relaciones de dispersiéon para las bandas & considerando
distintos sitios atémicos, con y sin traslape. Se propusieron funciones con forma expo-
nencial para modelar la variacién de los pardmetros de amarre fuerte. Lo cual resulté
en tres modelos, etiquetados con la fuente de donde se obtuvieron (Reich et al. Optico,
Kundu Secuencial y Kundu Incluyente).

Cuando se consideran las integrales de traslape, el tamano de la brecha depende explici-
tamente de los valores de los segundos vecinos. Por tanto, la eleccién de parametros hecha
en este capitulo, puede corresponder a la condicién de considerar, por lo menos, a todos
los sitios atémicos que se hallen dentro del radio definido por los terceros vecinos por
distancia para grafeno pristino. Esto se ilustrard en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Grafeno deformado

En este breve capitulo se estudiara la red de panal transformada por casos particulares
de los tensores de deformacion (2.9) y (2.10). Se mostrardn las densidades de estados que
se obtienen en cada uno de los modelos propuestos en el capitulo anterior, con lo cual se
puede visualizar el tamano de la brecha. Para esto se considaran solamente las integrales
de salto, calculadas con la ecuacién exponencial (3.60). Se mostrard que la eleccién de
sitios, para evaluar las relaciones de dispersion, incluye por lo menos a todos los sitios de
la red deformada que se encuentren dentro del radio definido por los terceros vecinos de
grafeno pristino. Ademds se ilustraran las curvas de isodeformacién obtenidas en [10].

4.1. Deformacion en la direccion de zigzag

Se muestra una deformacion uniaxial utilizando los valores € = 0.25 y 0 = n/2 del
tensor de deformacién (2.9). En la Figura 4.1 se muestra una parte de la red de grafeno
deformada, junto con la cantidad de vecinos por distancia. El valor de la razén de
Poisson utilizado es v = 0.165. Cabe mencionar que la deformacién uniaxial méxima en
el régimen eldstico reportada en la literatura es de 14 % [32]. La deformacién méaxima
con nanoindentacién ha sido del 25 % [6], mientras que la deformacién umbral a la cual
aparece una brecha energética en el modelo de primeros vecinos es de 23 % [10].

En la literatura se considera que los sitios que tienen una mayor contribucion a la relacién
de dispersién, son los términos corresponientes hasta terceros vecinos por distancia [19]
[20] [16]. Nétese que la eleccién de sitios atémicos, hecha en el capitulo anterior, permite
considerar por lo menos a todos los sitios que se encuentren dentro del radio definido por
los terceros vecinos por distancia para grafeno pristino.

37
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Figura 4.1: a) En negro se observa la red de grafeno deformada y en naranja se observan
los sitios seleccionados para evaluar la relacion de dispersion. Los circulos verdes indican
los radios en los cuales se encuentra por lo menos un sitio de la red de grafeno. b) Se
grafica el niumero de vecinos por distancia en rojo para la red deformada y en gris para la
red no deformada, solo se cuentan los 32 sitios (sin incluir el centro) que se ilustran en
la figura de la izquierda.

En la Figura 4.1 se muestra que en la nueva red deformada solo hay un primer vecino
por distancia, dos segundos vecinos por distancia, cuatro terceros vecinos por distancia
(del mismo tipo de dtomo, dados por los vectores dy, dy, —d, y —d,) y un cuarto vecino
por distancia (dado por el vector —a; — 32) Estos quedan dentro del radio de los terceros
vecinos por distancia de grafeno pristino. El cuarto vecino por distancia pertenece a
los terceros vecinos por enlace que se consideran para evaluar la relacion de dispersion.
Entonces, por lo menos, todos los sitios atéomicos dentro del radio definido por los
terceros vecinos por distancia para grafeno pristino se incluyen para evaluar la relacion
de dispersién (3.49). Recuérdese que cuando se considere el traslape, el tamano de la
brecha si dependera de los segundos vecinos.

En la Figura 4.2 se muestran las densidades de estados de cada modelo, utilizando la
relacion de dispersiéon (3.39) y sin considerar la integral de traslape. Para comparar,
también se incluye la DOS obtenida con el modelo de primeros vecinos de Pereira, Castro
y Peres [10]. A groso modo la aparicién de una brecha en deformaciones uniaxiales en
la direcciéon de zigzag se da cuando la integral de salto de un solo primer vecino es
considerablemente mayor que la de los otros dos, por lo que la densidad de estados tiende
a la de un sistema de dimeros [7] (horizontales en la Figura 4.1).
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Figura 4.2: Densidades de estados de los modelos propuestos a estudiar cuando el grafeno
se deforma en la direccion de zigzag. No se consideran los pardmetros de traslape s. a) En
negro se muestra la DOS considerando solo primeros vecinos con 3 = 3.37, igual que en
[10]. b) DOS obtenida mediante el modelo Reich et al. Optico con B = 2.03 ¢) DOS obtenida
mediante el modelo Kundu Secuencial con 8 =5.03. d) DOS obtenida con el modelo Kundu
Incluyente con B = 3.84. El modelo de Reich et al. Optz’co no muestra brecha energética
distinta de cero. Los bultos alrededor de 2 y -2 eV son errores computacionales.
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4.2. Deformacion en la direccion de sillon

Ahora se mostrard una deformacién uniaxial en la direccién de sillén utilizando € = 0.25
y 60 =0 en la ecuacién (2.9). La red deformada se ilustra en la siguiente figura.
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Figura 4.3: a) En negro se observa la red de grafeno deformada y en naranja se observan
los sitios considerados en la relacion de dispersion cuando no hay deformacion. Los cir-
culos verdes indican los radios en los cuales se encuentra por lo menos un sitio de la red
de grafeno. b) Se grafica el numero de vecinos por distancia en rojo para la red deformada
y en gris para la red no deformada, solo se cuentan los mismos 32 sitios que en la seccion
anterior.

En esta deformacién se tienen dos primeros vecinos por distancia (dados por los vectores
2 2 . . . =2 .
—01 y —0,), un segundo vecino por distancia (dado por el vector —83), dos terceros vecinos
: . = - = - .
por distancia (dados por los vectores d@; — d, y —(d; — @,)) y cuatro cuartos vecinos por
distancia (del mismo tipo de atomo dados por dy, d,, —d, y —d,).

En la Figura 4.3 se muestra que por lo menos se estan considerando los sitios dentro del
radio definido por los terceros vecinos de grafeno pristino. Por lo que esto justifica la
eleccion hecha en el capitulo anterior de los sitios atémicos a considerar para evaluar las
relaciones de dispersién (3.49). En la Figura 4.4 se muestran las DOS obtenidas con los
diferentes modelos. La incapacidad de generar una brecha energética en la direccion de
sillén se debe a que esta deformacién tiende a hacer sistemas de cadenas unidimensionales
de dtomos ! (en direccién vertical en la Figura 4.3), cuya densidad de estados permanece

! Esta afirmacion se hace en el esquema de amarre fuerte. El modelo de Kronig Penny corresponde a
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sin brecha [37](p. 281) [7].
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Figura 4.4: Densidades de estados de los modelos propuestos a estudiar cuando el grafeno
se deforma en la direccion de sillon. No se consideran los parametros de traslape s. a)
DOS considerando solo primeros vecinos con B = 3.37 igual que en [10]. b) DOS obtenida
mediante el modelo Reich et al. 0ptz'co con B =2.03. ¢) DOS obtenida mediante el modelo
Kundu Secuencial con B = 5.03. d) DOS obtenida con el modelo Kundu Incluyente con
B =3.84.

una cadena unidimensional y muestra muchas brechas [28] (p. 149). La diferencia esta en la funcién que
se promueve a funcién de Bloch. La cual no puede ser cualquiera para el modelo de amarre fuerte.
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4.3. Deformaciones tangenciales

En esta seccion se mostrara la red de panal deformada por un esfuerzo cortante descrito
por el tensor de la ecuacién (2.10) cuando ¢ = 0.2. El cual es mayor que el valor umbral
de 16 % reportado en la literatura [12] para la aparicién de una brecha.
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Figura 4.5: a) En negro se observa la red de grafeno deformada por un esfuerzo cortante
y en naranja se observan los sitios considerados en la relacion de dispersion cuando no
hay deformacion. Los circulos verdes indican los radios en los cuales se encuentra por lo
menos un sitio de la red de grafeno. b) Se grafica el nimero de vecinos por distancia en
rojo para la red deformada y en gris para la red no deformada.

En esta deformacién se tiene un primer vecino por distancia (dado por el vector —52),
un segundo vecino por distancia (dado por el vector —33), un tercer vecino por distancia
(dado por el vector —51), dos cuartos vecinos por distancia (dados por los vectores d,
y —dy) y un quinto vecino por distancia (dado por el vector @, — 51) Como se queria,
por lo menos los sitios que se encuentran dentro del radio de los terceros vecinos por
distancia para grafeno pristino son considerados por la eleccion que se hizo para evaluar
las relaciones de dispersion. Lo cual concluye la justificacién de dicha eleccion. Nétese
que si se hubiera elegido el radio de los segundos vecinos por distancia para grafeno
pristino, el tercer vecino dado por el vector d, — 51 quedaria dentro de dicho radio.

En la Figura 4.6 se muestran las densidades de estados que se obtienen con esta deforma-
cién considerando solo integrales de salto.
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Figura 4.6: Densidades de estados de los modelos propuestos a estudiar cuando el grafeno
se deforma por un esfuerzo cortante. No se consideran los pardametros de traslape s. a)
DOS considerando solo primeros vecinos con = 3.37. b) DOS obtenida mediante el
modelo Reich et al. Optico con B = 2.03. ¢) DOS obtenida mediante el modelo Kundu
Secuencial con B = 5.03. d) DOS obtenida mediante el modelo Kundu Incluyente con
B =3.84.

El surgimiento de una brecha se da por el mismo mecanismo que en deformaciones uniax-

iales. Observando la Figura 4.5, se ve que el dimero se “forma” con el primer vecino dado
=

por el vector —o,.
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4.4. Curvas de isodeformacion

En estos modelos, las bandas de conduccién y de valencia son determinadas principal-
mente por las integrales de salto de los primeros vecinos ti5, t)s v t35. Por tanto sera
razonable ilustrar los valores que estos toman cuando haya una brecha energética. En [10]
se muestran curvas de isodeformacién en funcion de (t5/ts, t15/t35). Las cuales contienen
informacion de la direccién y magnitud de la deformacién para generar una brecha. Por
lo que en el siguiente capitulo también se presentardn las mismas curvas para comparar
entre los modelos. En la Figura 4.7 se muestra un ejemplo de estas curvas, iguales a las que
se obtuvieron en [10]. Cada punto (tys/t3s, t1s/135) se encontrard en una curva con dngulo
0 constante (curvas de color en la Figura 4.7) y en otra con pardametro de deformacién &
constante (curvas negras en la Figura 4.7). Como se vié en la Figura 2.1, las direcciones de
silléon y de zigzag se repiten alternadamente en la red de grafeno, lo cual también sucede
en la Figura 4.7. Algo a notar es que las direcciones de sillén y de zigzag son independi-
entes del sistema de coordenadas que se utilice. Aunque las curvas con angulo constante
tienen informacion de la direccién, no se presentaran en los resultados. Esto con el fin de
no saturar las iméagenes.
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Figura 4.7: Se observan las curvas de isodeformacion en negro y en color se muestran
las curvas con direcciones de sillon A (verde), de zigzag Z (rosa) y de dngulos aleatorios
(azul). Obsérvese que las curvas de dngulos aleatorios mo son rectas. Las lineas rojas
encierran la region donde no hay brecha (Regién de Hasegawa (5.40) [11]). Los dngulos
de las direcciones de sillon y de zigzag se indican en radianes. Esta imagen es similar a
la presentada en [10].



Capitulo 5

Generacion de una brecha por
deformaciones

En este capitulo se estudiara el tamano de la brecha energética en las bandas & generada
por deformaciones en el plano. Para el caso de deformaciones uniaxiales, se presentaran
curvas de isodeformacién (& = cte.) en funcién de (ty5/13s, t15/135), tal y como se hizo en [10].
Para las deformaciones tangenciales solo se graficard el tamano de la brecha en funcion
de la deformacién . Con el propdsito de mostrar el efecto de incluir las integrales de
traslape, se mostraran las mismas graficas con y sin integrales de traslape. También se
discutird el efecto de incluir los parametros de los terceros vecinos.

5.1. Deformacion uniaxial sin integrales de traslape

En esta seccion se presentan las curvas de isodeformacion en funcién de (tr5/t3s, tis/135)
considerando solo las integrales de salto. Para esto se utilizaran las relaciones de dispersién
(3.39) [10] y (3.49). Lo cual podria ser una aproximacién casi adecuada excepto para el
modelo Reich et al. ()ptico, ya que tiene la integral de traslape més grande (tabla 3.3).
Los parametros del tensor de deformacion (g, 6) varian de manera discreta en el intervalo
[0,0.4] x [0, 7].

45
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Figura 5.1: Curvas de isodeformacion (& = cte.), con (g,0) € [0,0.4] X [0, 7], obtenidas
de los modelos propuestos considerando solo integrales de salto. En color se muestran
las regiones donde se encontré que hay una brecha energética distinta de cero. a) Se
muestran las curvas considerando solo primeros vecinos con 8 = 3.37, tal como en [10]. b)
Se muestran las curvas del modelo Reich et al. Optz’co con B =2.03. ¢) Curvas del modelo
Kundu Secuencial con B = 5.03. d) Curvas del modelo Kundu Incluyente con B = 3.84.
Cada imagen tiene la misma cantidad de curvas cerradas. En morado se muestran los
limites de la region de Hasegawa (3.40) [11].
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Figura 5.2: Tamano de la brecha en funcion de la deformacion €. Los puntos indican los
valores de brecha cuando es distinta de cero a diferentes dngulos. a) Se consideran solo
los primeros vecinos con B = 3.37 [10]. b) Se muestran las brechas obtenidas mediante el
modelo Reich et al. Optico con B =2.03. ¢) Las del modelo Kundu Secuencial con 8 = 5.03.
d) Las del modelo Kundu Incluyente con 8 = 3.84. En morado se muestra la recta ajustada
a los primeros tres valores que muestran la mayor brecha distinta de cero. Los puntos a la
1zquierda de la recta son errores del programa, estos son facilmente identificables porque
muestran una brecha del tamano de AE de la ecuacion (3.63).

Como se esperaba, en la Figura 5.1 se observa que las curvas de isodeformacién abarcan
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un area mayor conforme aumenta el parametro S y colapsan en el punto (1,1) para
B — 0. También se puede apreciar que la regién definida por las desigualdades de
Hasegawa (3.40) [11] se mantiene aproximadamente para todos los ajustes, excepto
para los de Reich et al. (jptico. Esto es debido a que las integrales de salto de los
terceros vecinos de los otros modelos son varios 6rdenes de magnitud menores que las
integrales de salto de los primeros, por lo que su contribuciéon para generar una brecha
es aproximadamente despreciable. En el modelo Reich et al. C/)ptico7 pareciera que la
regién de Hasegawa se contrajo hacia el punto (1, 1), lo cual se debe a la consideracién de
mas vecinos. Aparece una brecha antes que en el modelo de primeros vecinos con 8 = 2.03.

La diferencia entre los modelos se hizo evidente en la magnitud de la deformacién umbral
para generar una brecha g, y en los valores que esta toma cuando se deforma. La direccién
en la que se genera una brecha mayor sigue siendo la direccion de zigzag. En la Figura
5.2 se muestra el trivial resultado de que al aumentar la rapidez de decaimiento de #(l)
se disminuye la deformacién umbral para que exista una brecha y ademadas cambia los
valores predichos de esta (esto se ve por la expansién de las curvas de isodeformacion).
Cualitativamente se sigue observando la variacién lineal de la brecha en funcién de la
deformacién para el intervalo g, < € < 0.26. Como el efecto de introducir los terceros
vecinos en la relacién de dispersion queda matizado por la variacion de las integrales de
salto, que depende de B, en la Figura 5.3 se muestran las mismas gréaficas considerando
terceros vecinos con 8 = 3.37 y ty = 2.7 eV. En la tabla 5.1 se muestran los valores de las
rectas ajustadas.

Tabla 5.1: Valores ajustados a las rectas f(€) = ae+b de la Figura 5.2 y de la Figura 5.3.
También se muestra la deformacion umbral g,.

Modelo a b &,
Primeros vecinos 18.25 £ 0.13 —-4.17 +£0.03 0.23
B =3.37
Reich et al. 12.0292 + 0.0005 | =3.0656 + 0.0002 | 0.25
Optico
2695 +0.22 -4.10 £ 0.04 0.15
Kundu 2144 +0.14 —-4.10 £ 0.03 0.19
Incluyente
Terceros vecinos 18.66 + 0.14 -3.92 +0.03 0.21
B =3.37
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Figura 5.3: @) Curvas de isodeformacion obtenidas al considerar terceros vecinos con 8 =
337 yty = 2.7 eV. b) Tamano de la brecha en funcion de la deformacion €. En este caso,
la introduccion de los terceros vecinos disminuye el valor umbral de deformacion para
generar una brecha. En rojo se muestra la recta ajustada a los primeros tres valores que
muestran la mayor brecha.

Entonces se obtuvo que la deformacién umbral g, esta en el intervalo [0.15,0.25]. Sin
importar el valor de B, siempre se observa que el tamano de la brecha en la direccién de
zigzag se puede modelar como una recta en un intervalo cercano al valor umbral g,, lo cual
coincide con lo reportado en [10]. Ademsds, el efecto de considerar las integrales de salto
hasta terceros vecinos es que disminuyen el valor umbral g, al cual se genera la brecha,
predicen una brecha mas grande que si solo se consideran primeros vecinos y contraen la
regién de Hasegawa. Si no se consideran terceros vecinos, el modelo Reich et al. Optico
tendria una deformacién umbral de g, =~ 0.37.

5.2. Deformacion uniaxial con integrales de traslape

Ahora se presentaran las mismas curvas de isodeformacion de la seccion anterior en funcién
de (t5/t35, t15/t3s) considerando las integrales de traslape. De los resultados de la seccién
anterior, no se espera que haya un cambio a deformaciones menores al 12 % (seguird sin
haber brecha) y a groso modo se vié que solo el modelo Reich et al. Optico presenta
un cambio en la region de Hasegawa, por lo que se utilizaran deformaciones con (g,0) €
[0.12,0.3] x [0, /2].
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Figura 5.4: Curvas de isodeformacion, con (g,60) € [0.12,0.3] X [0,n]. a) Curvas de los
primeros vecinos con ty = 2.7 eV, =337, & =235 y E,, = -0.7276t, usando la relacion
de dispersion (3.44), aqui se usa € € [0,0.4]. b) Curvas obtenidas con el modelo Reich et
al. Optico, con B = 2.03, &£ =2.35 ¢) Curvas obtenidas con el modelo Kundu Secuencial
con B=15.03, & =4.65. d) Curvas con el modelo Kundu Incluyente con 8 = 3.84 y& =4.51.
En b), ¢) y d) se utilizo la relacion de dispersion (3.55). En morado se muestra la region
de Hasegawa (5.40).
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Figura 5.5: Tamano de la brecha en funcion de la deformacion €. Los puntos indican los
valores de brecha cuando es distinta de cero a diferentes dngulos. a) Se consideran solo
los primeros vecinos con B = 3.37, & = 235 y E,, = —0.7276 ty. b) se muestra la brecha
obtenida mediante el modelo Reich et al. Optz’co con B =2.03 y & = 2.35. ¢) Brechas en
el modelo de Kundu Secuencial con B = 5.03 y & = 4.65. d) Brechas del modelo Kundu
Incluyente con 8 =3.84 y& =4.51. En morado se muestra la recta ajustada a los primeros
tres valores que muestran la mayor brecha. Los puntos a la izquierda de la recta son errores
del programa porque muestran una brecha de tamarno AE (ecuacion (3.63)).

En la tabla 5.2 se muestran los parametros de las rectas ajustadas y los valores umbrales
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de deformacién de cada modelo.

Tabla 5.2: Valores ajustados a las rectas f(€) = ac+b de la Figura 5.5 y de la Figura 5.6.
También se muestra la deformacion umbral g,.

brecha [eV]
—_

e
w

Modelo a b &y
Primeros vecinos | 15.74 £ 0.18 | —=3.31 £ 0.04 | 0.21
B=337&6=235

Reich et al. 13.59 +0.21 | =3.47 £0.06 | 0.25

()ptico

2733 +0.22 | -4.15+0.04 | 0.15
Kundu 2198 £ 0.07 | —4.20+£0.02 | 0.19
Incluyente

Terceros vecinos | 19.31 +£0.17 | =3.94 £ 0.03 | 0.20

B=337&6£=235

b)
2
15 F

0.15 0.18 0.21 0.24 0.27 0.3
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Figura 5.6: a) Curvas de isodeformacion obtenidas al considerar terceros vecinos con ty =
277 eV =337, &=235, 50 =03 y Ey, = -0.72761y. En rojo se muestra la region de
Hasegawa (3.40). b) Tamano de la brecha en funcion de la deformacion & con una recta
ajustada a los primeros tres valores que muestran la mayor brecha distinta de cero. En
rojo se muestra la recta ajustada a los primeros tres valores que muestran una brecha.
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En general la introduccién de las integrales de traslape en la relacion de dispersién no
cambié mucho los resultados obtenidos en la secciéon anterior (tabla 5.1). Comparando con
la tabla 5.2 se observa el caso particular de que la deformaciéon umbral g, considerando solo
las integrales de salto con 8 = 3.37 de los primeros vecinos (g, = 0.23) es mayor que cuando
se introduce el traslape de los primeros vecinos (g, = 0.21) y este a su vez es mayor que
cuando se introducen todos los parametros de los terceros vecinos con 8 =3.37 y & = 2.35
(e, = 0.20). Con los modelos Kundu Secuencial y Kundu Incluyente no se esperaba ningtin
cambio significativo al introducir las integrales de traslape, ya que decrecen rapidamente
con la distancia y son muy pequenos. El modelo Reich et al. ()ptico no mostré un cambio
tan significativo a pesar de ser el modelo que mayor traslape tiene y que sus parametros
cambian menos con la distancia. Cabe aclarar que para un angulo fijo el tamano de la
brecha es creciente con el parametro &, tanto al considerar traslapes como al despreciarlos.

5.3. Deformacion tangencial sin integrales de traslape

Ahora se mostrara la brecha generada por deformaciones de esfuerzo cortante (2.10) con-
siderando solo las integrales de salto. El parametro ¢ varia discretamente en el intervalo
[0,0.2]. En este caso se observd que cerca de la deformacion umbral ¢, la brecha varia de
manera lineal en funcién del parametro de deformacion £, por lo que también se ajustaron
rectas a los cuatro primeros valores que mostraron una brecha distinta de cero. Los ajustes
se muestran en la tabla 5.3 y las graficas en la Figura 5.7.

Tabla 5.3: Valores ajustados a las rectas f({) = al+b de la Figura 5.7 y de la Figura 5.8.
También se muestra la deformacion umbral £,

Modelo a b e
Primeros vecinos | 36.79 £ 0.29 | =591 +0.05 | 0.16
B =337
Reich et al. 24.02+0.14 | =3.76 £0.02 | 0.16
()ptico
56.25+0.26 | =5.97 £0.03 | 0.11
Kundu 43.86 +0.33 | =5.75+0.05 | 0.13
Incluyente
Terceros vecinos | 37.81 +£0.23 | —=5.38 £+ 0.04 | 0.14
B =337
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Figura 5.7: Tamano de la brecha en funcion de la deformacion . Se muestran todos los
valores de brecha cuando es distinta de cero. a) Se consideran solo los primeros vecinos
con B =3.37 [10]. b) Se muestra la brecha obtenida en el modelo Reich et al. Optico con
B =2.03. ¢) La brecha del modelo Kundu Secuencial con B =15.03. d) La brecha del modelo
Kundu Incluyente con B = 3.84.

En la Figura 5.7 se observa que en todos los casos la brecha se puede modelar mediante
una recta para  ligeramente mayor que la deformacién umbral ,. En el modelo Reich
et al. ()ptico se muestra que a partir de ¢ = 0.185 la razéon de cambio de la brecha
disminuye, manteniéndose positiva. Este comportamiento ya ha sido reportado en [12],
donde utilizan un modelo de amarre fuerte semiempirico asumiendo hibridacién sp? y
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en el valor de ¢ = 0.20 obtienen una brecha de 0.72 eV, la cual esta muy cerca de lo
obtenido aqui con el modelo Reich et al. Optico, que fue de 0.74 ¢V. En la tabla 5.3 se
muestran los valores umbrales de la deformacion de esfuerzo cortante. Se puede notar que
los parametros 8 = 3.37 y 8 = 2.03 predicen casi el mismo valor umbral £, ~ 0.15. Como
era de esperarse, la deformaciéon umbral £, disminuye cuando aumenta 8 para 8 > 3.37,
pero para S < 3.37 la contribucién de los terceros vecinos hace que ¢, disminuya cuando
B disminuye. No obstante, se puede ver que hay un punto critico (9£,/9B = 0) entre 2 y 3.
Cabe mencionar que si solo se consideran las integrales de salto de los primeros vecinos
con B = 2.03 se obtiene £, > 0.2.

2.5

brecha [eV]
tn
|

—_
T

o
v
T

0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 5.8: Tamarno de la brecha en funcion de la deformacion {. Se consideran solo las
integrales de salto hasta terceros vecinos con B = 3.37 y ty = 2.7 eV. En rojo se muestra
una recta ajustada a los primeros tres valores que muestran la mayor brecha distinta de
cero.

Dado que en la literatura se estima que 8 € [2,3] para grafeno pristino [7], es de interés
observar el comportamiento del valor umbral £,(8). Es claro que hay un S para el cual
£,(B) es méximo (tabla 5.3). Pero en esta deformacién, pareciera que £,(8) no varfa tanto,
lo cual vale la pena verificarlo. En la Figura 5.9 se muestran los valores umbrales ,(8) y
se verifica que ¢, € [0.15,0.16] cuando B € [2, 3].
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Figura 5.9: Se ilustra en color la region en la que hay brecha distinta de cero a distintos
valores de B. Se observa que hay un punto critico (0¢,/0B = 0) cerca de B = 2.3. Los
puntos rojos indican los valores umbrales ¢,.

5.4. Deformacion tangencial con integrales de traslape

Por 1ltimo, en esta seccion se mostraran los cambios en la generacién de una brecha por
la deformacién de esfuerzo cortante (2.10) debido a la introduccién de los pardametros
de traslape. El pardmetro ¢ varia discretamente en el intervalo [0,0.2]. En este caso se
observo que cerca de la deformacién umbral £, la brecha sigue variando de manera lineal
en funcién del parametro de deformacion £. Por tanto, también se ajustaron rectas a
los cuatro primeros valores que mostraron una brecha distinta de cero. Los ajustes se
muestran en la tabla 5.4 y las graficas en la Figura 5.10.
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Figura 5.10: Tamano de la brecha en funcion de la deformacion {. Se muestran todos
los valores de brecha cuando es distinta de cero. En a) se consideran solo los primeros
vecinos con B = 3.37 y & = 2.35. b) Se muestra la brecha obtenida mediante el ajuste de las
integrales de traslape con B =2.03 y & =2.35. ¢) Tamano de la brecha del modelo Kundu
Secuencial con 8 =5.03 y & =4.65. d) Tamano de la brecha del modelo Kundu Incluyente
con =384 y&=4.51.
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Tabla 5.4: Valores ajustados a las rectas f({) = al +b de la Figura 5.5 y de la Figura 5.6.
También se muestra la deformacion umbral £,.

Modelo a b u
Primeros vecinos | 30.34 +0.63 | —4.53 +0.10 | 0.15
B=337&=2.35

Reich et al. 3474 £0.22 | =5.45+£0.04 | 0.16

()ptico
57.17+0.39 | —6.07 +£0.05 | 0.11
Kundu 46.63 +0.38 | -6.10£0.05 | 0.13
Incluyente

Terceros vecinos | 45.28 +0.23 | —6.37 £0.03 | 0.14
B=337&6£=235

Solo el modelo que incluye las integrales de salto de los primeros vecinos presenté un
cambio en el valor umbral ¢, pues disminuyo en un 1%. Pero las pendientes ajustadas a
aumentaron significativamente respecto a la seccién anterior (tabla 5.3).
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Figura 5.11: Tamano de la brecha en funcion de la deformacion { considerando terceros
vecinos con =337, & =2.35,1=2.7 eV y sy = 0.3 con una recta ajustada a los primeros
tres primeros valores que muestran la mayor brecha energética distinta de cero.
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5.5. Separacion de maximos en las densidades de estados

En los capitulos anteriores se mostraron las DOS de grafeno pristino y deformado, en las
cuales se puede observar la existencia de maximos de densidad de estados en la banda de
valencia y en la banda de conduccién. Estos maximos son relevantes porque puede haber
transiciones radiativas entre estados con esas energias [47]. Por tanto en la Figura 5.12 se
muestra la distancia energética entre el maximo de la banda de valencia (7) y el maximo
de la banda de conduccién (7). Para esto solo se utilizan las relaciones de dispersion de
los modelos considerando el traslape hasta terceros vecinos.
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Figura 5.12: Distancia energética entre las singularidades de Van Hove mdximas de la
banda de conduccion y de valencia en funcion de los pardmetros de deformacion. a) Sep-
aracion en funcion de la deformacion uniazial en la direccion de zigzag. b) Separacion
en funcion de la deformacion de esfuerzo cortante. Los colores son los mismos que se
han asignado a cada modelo. Rojo: Modelo Reich et al. Optico, verde: Modelo Kundu Se-
cuencial, azul: Modelo Kundu incluyente, negro: primeros vecinos sin traslape (B = 3.37
y to = 2.7 eV), morado: terceros vecinos con traslape(f = 3.37, & = 2.35, tp = 2.7 eV y
5o =0.3). A cada serie de datos se le hizo un ajuste lineal mostrado en la tabla 5.5 (en el
siguiente parrafo se da una explicacion mds amplia de las figuras).

Dado que las graficas muestran un comportamiento similar a una recta, se hizo un ajuste
lineal a cada serie de datos. Sin embargo, en la Figura 5.12 a) se observa que los datos
de terceros vecinos (B8 = 3.37, ¢ = 2.35 , 1ty = 2.7 eV y 5o = 0.3) tienen datos fuera del
ajuste. Esto se debe a que el maximo no era uno de los picos interiores, sino el extremo
negativo (limite inferior de la banda de valencia) de la DOS. Este extremo disminuye su
altura hasta que es rebasado por uno de los picos interiores. Por tanto se decidio ajustar
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solo la distancia entre los picos interiores. Esto también sucedié con la misma serie de
datos de terceros vecinos para deformaciones tangenciales, como se muestra en la Figura
5.12 b). Solo que en este caso uno de los maximos siempre fue el mismo extremo inferior
de la banda de valencia. En la siguiente tabla se muestran las rectas ajustadas.

Tabla 5.5: Valores ajustados a las rectas f(€) = a.e + b, de la Figura 5.12 a) (correlacion
r > 0.9993) y wvalores de las rectas f({) = a;{ + b, de la Figura 5.12 b) (correlacion
r>0.9903 ).

Modelo a b, as b,
Primeros vecinos | 3.278 + 0.030 | 5.3857 = 0.0054 32.36 £ 0.97 5.17+0.12
ﬂ =3.37 So = 0

Reich et al. 2.424 +0.029 | 3.5710 + 0.0053 16.21 + 0.80 3.47+£0.10

Optico
5.280 £ 0.050 | 5.3734 + 0.0094 48.99 + 0.38 5.30 £ 0.05
Kundu 4.141 + 0.020 | 5.2788 + 0.0037 35.96 £ 0.04 | 5.310 + 0.005
Incluyente

Terceros vecinos | 2.605 + 0.056 | 4.783 + 0.012 17.074 £ 0.090 | 6.449 + 0.011
B=337&=235

Las ordenadas al origen b se acercan cualitativamente a lo obtenido en [47], que es similar a
4.5 eV. Aunque aquellos resultados seguramente dependen del tipo de potencial utilizado.
La ordenada b, de Terceros vecinos discrepa porque no es la distancia entre los picos
internos.



Capitulo 6

Discusion y Conclusion

6.1. Discusion

Los modelos ajustados mostraron un comportamiento casi coherente con el modelo de
amarre fuerte ideal, resumido en la ecuacién (3.59). Si los modelos de la tabla 3.4 se
ordenan de mayor a menor respecto a 8 o &, se obtiene el mismo orden. Lo que falto
para que sea coherente es que 8 ~ &. En las figuras 3.3 y 3.4 se observa que en cada uno
de los ajustes la funcién se acerca al valor de los segundos vecinos, pero discrepa con los
terceros vecinos. No obstante, al tener el objetivo de modelar deformaciones mayores al
10 % esto no representa un inconveniente grave.

Aunque no se dard una explicacién de cémo es que se forma la brecha energética con la
contribucion de todos los vecinos, se puede notar la siguiente desigualdad valida cerca del
valor umbral de deformacién g, (sin considerar traslapes):

min {1261} < min { W@+ 2@ | (6.1)
vke1BZ vke1BZ
La cual se mostr6é numéricamente en este trabajo al observar la contraccion de la regién de
Hasegawa hacia el punto (1, 1) en las figuras 5.1 y 5.4, asi como en el surgimiento temprano
de una brecha por deformaciones tangenciales cuando g = 2.03. Otra desigualdad que
podria intuirse, vélida alrededor de g,, es

min { |W(1€)+Z(/€)|}g min {|W(1?)|}, (6.2)
VkelBZ VkelBZ
ya que |W(Iz)| se puede reescribir como
N 1 2i k-d ” 2i k-d 17
Wl = |, &% + 1 @+ . (6.3)

Por lo que |W(l€)| es mayor que cero cuando se violan las desigualdades de Hasegawa
para t%’d ) t%’& 5 Y t%’& - Aunque estas integrales de salto de terceros vecinos son de
magnitud menor, varian mas rapido que las de primeros vecinos. Esto se debe a que en
las expansiones, el cambio en unidades de distancia es mayor para sitios lejanos que para

sitios cercanos. Por ejemplo, en una expansion de &€ = 0.5 en una recta infinita respecto

61
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a un cero arbitrario se tiene 1 +— 1.5 y 100 — 150. Entonces se podria esperar que
min{|W(k)|} sea mayor que cero antes que min{|Z(k) + W(k)|}. Pero para esto hace falta una
demostracion.

La eleccion de sitios atomicos para evaluar las relaciones de dispersion permite considerar
por lo menos a todos los sitios dentro del radio de terceros vecinos de grafeno pristino.
En las figuras 4.1, 4.3 y 4.5 se observa que no hay ningin sitio que tome un valor
significativamente mayor a los considerados.

En las tablas 5.1 y 5.2 se puede ver que el incluir los traslapes no cambia los valores um-
brales de deformacién uniaxial g,. Pero si aumenta ligeramente la variacién de la brecha
en funcién de la deformacion &. Ademas, hace que la brecha dependa explicitamente
de las integrales de salto de los segundos vecinos. Como no se observé un cambio tan
significativo al incluir a estos vecinos, se justifica parcialmente no haber mostrado casos
particulares considerando solo hasta segundos vecinos.

Debido a la variacion discreta de los parametros (g, 8), no queda del todo bien ilustrada la
regién donde no hay brecha para valores de deformacién € grandes. Pero de la continuidad
se puede intuir la forma completa de la region, que seguramente esta limitada por lados
rectos. Esto se puede mejorar aumentando el nimero de angulos. En este trabajo
se utilizaron 60 en la Figura 5.1 y 45 en la Figura 5.4 distribuidos uniformemente
en el intervalo [0,7/2]. No se utilizé el intervalo [0,7] porque la simetria rotacional
permite reflejar la mitad de las figuras respecto a la diagonal. Como era de esperarse,
la direccién para abrir una brecha con una minima deformacion ¢ sigue siendo la de zigzag.

Las deformaciones uniaxiales umbrales g, obtenidas con los modelos al considerar
y despreciar las integrales de traslape se encuentran en el intervalo [0.15,0.25]. En
particular se obtuvo que la deformacién umbral uniaxial en el modelo Reich et al. Optico,
con B = 2.03, es del 25%. Lo cual se acerca a lo reportado en [15], que es de 26.2 %.
Sin embargo, los valores del parametro de Griineisen utilizados en los modelos Kundu
Secuencial y Kundu Incluyente estan muy por arriba de los valores reportados. Ya que
los parametros utilizados se obtienen del pico G del espectro Raman de grafeno, que
adquiere valores en el intervalo [1.5,3] [23][24][25][22][26][27][7]. Por tanto, descartando
estos dos modelos, queda establecido cualitativamente que una deformacién uniaxial
umbral menor a 20 % no es posible, pues le corresponderia un parametro de Griineisen
muy alto. Por tanto, si 8 € [2,3] se puede esperar que g, € [0.2,0.3], lo cual se
justifica por la continuidad respecto a S (se espera un comportamiento andlogo al de
la Figura 5.9). Una coincidencia es que el parametro B = 2.03 + 0.10, obtenido del
ajuste a los datos de Reich et al. Optico [19], coincide con el pardmetro obtenido medi-
ante el mismo programa SIESTA [41] por Thomsen, Reich y Ordejon [26], que fue 8 = 2.0.

Cualitativamente, la aparicién de una brecha en deformaciones uniaxiales en la direccién
de zigzag se da cuando la integral de salto de un solo primer vecino es considerablemente
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mayor que la de los otros dos, por lo que la densidad de estados tiende a la de un sistema
de dimeros [7]. La incapacidad de generar una brecha al deformar en la direccién de sillén
se debe a que esta tiende a hacer cadenas unidimensionales de dtomos, cuya densidad
de estados permanece sin brecha [37][7]. Cuando se observan los terceros vecinos en la
Figura 3.1 (Bs, B, y By en a) o As, Ay y Ag en b)), se nota el mismo arreglo triangular de
los primeros vecinos pero expandido e invertido. Por tanto se intuye que se abre la brecha
a deformaciones menores por la “formacién” de un dimero entre el sitio A (B) y el sitio By
(Ag). Sin embargo, esto requiere de una justificacién més formal. Ya que es el hecho de
incluir a W(l?), tal como esta en la ecuacién (3.48), lo que permite el surgimiento de una
brecha antes que en el modelo de primeros vecinos. Esta idea se opone a la justificacién
de la eleccion de sitios atémicos. Puesto que si la aparicién de la brecha dependiera
del agrupamiento espacial de los sitios atémicos (que los terceros vecinos formen un
tridngulo), entonces vuelve a surgir la duda de cudles son los sitios més significativos.

En cuanto a las deformaciones tangenciales, el surgimiento de una brecha se da por
el mismo mecanismo que en deformaciones uniaxiales. Observando la Figura 4.5 a), el
dimero de primeros vecinos se “forma” con el sitio dado por el vector —5,. Mientras
que el dimero de terceros vecinos se “forma” con el sitio dado por el vector @, — S 1 (B,
en la Figura 3.1 a)). Pareceria formarse una cadena unidimensional en la direccién del
vector d@,. Pero la explicacion de porqué en el modelo Reich et al. ()ptico la brecha deja
de crecer linealmente con la deformacion ¢ esta relacionada con los terceros vecinos
y no con la aparente formacion de dicha cadena (sin traslapes AE, solo depende de
los primeros y terceros vecinos). Nuevamente la deformacién umbral £, no cambia
significativamente si se consideran las integrales de traslape, pero si las pendientes. Esto
se ve en las tablas 5.3 y 5.4. Por tanto, una conclusion para estas deformaciones, es que
si el pardmetro de Griineisen 8 se puede promediar con algtin valor en el intervalo [1.8, 3]
y se cumple el modelo exponencial propuesto, entonces la deformacion umbral tangencial
serd £, = 0.16 £ 0.005. Lo cual se ilustr6 en la Figura 5.9. De los resultados obtenidos
con los parametros de Griineisen de los modelos Kundu Secuencial y Kundu Incluyente
se establece que la deformacion tangencial umbral '“*(8) debe ser mayor o igual que
13%. Esto es porque a menores valores umbrales (,, les corresponden pardmetros de
Griineisen que no tienen significado fisico de acuerdo a los experimentos. Aunque esta
deformacién pareciera ser prometedora para la generacién de una brecha, vale la pena
volver a mencionar que estas son solo deformaciones tedricas. Una discusién interesante
respecto a esto se di6 en [35] y [36].

Respecto a la diferencia energética entre los maximos de densidad de estados de las
bandas 7 y 7%, se puede ver que tienen una variacién lineal, excepto por el modelo
de terceros vecinos (morado en la Figura 5.12 b)). Las diferencias energéticas entre
picos cuando se considera una deformacién de esfuerzo cortante es bastante grande a
comparacion de la deformacién uniaxial. Estas graficas podrian servir para validar alguno
de los modelos al compararlas con un cédlculo de DFT o con experimentos. Sin embargo,
la comparacién da cabida a una discusion extensa por lo que solo se presentaron los datos.
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Las conclusiones obtenidas son exclusivas del modelo de exponenciales propuesto, pero
sirven para completar mas los resultados del modelo de amarre fuerte. Aunque ya
se han establecido resultados sélidos, como en [10] y [12], es deseable considerar la
anisotropia y variacion del pardmetro de Griineisen, asi como las integrales de salto
y de traslape de mas vecinos. A lo cual contribuyé este trabajo, si es que de alguna
manera se puede promediar el parametro de Griineisen para que sea valido el modelo
propuesto. Para estos modelos exponenciales, se mostré que la contribucién de los
terceros vecinos puede ser significativa. Aparte, se puede intuir que no es del todo
necesario incluir las integrales de salto para encontrar la deformacién umbral (ya sea g,
o ¢,) haciendo variar 8. Aunque si lo es; si se quisiera modelar el tamano de la brecha
en funcién de la deformacién (& o £). Sobre todo en la deformacién tangencial, ya que
el cambio en las pendientes a es significativo. Lo cual se ve al comparar las tablas 5.3 y 5.4.

6.2. Conclusion

Se mostré la relacién de dispersion de grafeno en el caso pristino y en el deformado,
considerando integrales de salto y de traslape hasta terceros vecinos. Motivado por el
decaimiento exponencial de los orbitales atémicos y por la propuesta de Pereira, Castro
y Peres [10], se propusieron las funciones exponenciales (3.60) y (3.62) para calcular
los valores de los parametros de amarre fuerte de la red de grafeno deformada. Estas
funciones se ajustaron a los parametros de grafeno pristino reportados por Reich et al.
[19] y Kundu [20]. De donde se obtuvieron pardmetros de Griineisen S. Estos ajustes
resultaron en tres modelos (tabla 3.4), mas otro que corresponde a la extensién del
modelo de [10] a terceros vecinos. Con estos, se estudié la apariciéon de una brecha
energética en las bandas m mediante deformaciones uniaxiales y tangenciales. En ambas
deformaciones se encontré que la deformacion umbral (g, o £,) no depende mucho del
traslape, pero la variacién del tamano de la brecha si. En consecuencia, si se asume que
B € [2,3], el intervalo estimado en la literatura en el cual se encuentra 8 de grafeno
pristino [7], se obtiene que el valor umbral de deformacién uniaxial &, es mayor a 20 %. Si
bien este resultado ya esta reportado en [10], su argumento asume un solo pardmetro de
Griineisen. Por lo que aqui se ha complementado este resultado abarcando més valores
de B. En particular se encontré que el modelo con B = 2.03 (Reich et al. ()ptico) es del
25%, lo cual se acerca a lo reportado en [15] que es de 26.2 %. Esto permite tener una
brecha energética alrededor de € = 25% + 5% y con 8 € [2,3] en el modelo de amarre
fuerte. De igual manera, con g8 € [2, 3], se obtiene que la deformacién tangencial umbral
£, es del 16 % + 0.5 %. Esto también ha sido reportado en [12] utilizando un modelo de
amarre fuerte asumiendo hibridacién sp?®. La cual no es la que tradicionalmente se usa
para grafeno, aunque parece que ese modelo ha dado buenos resultados [12]. Entonces
la diferencia esta en que aqui se asume hibridacién sp? y diferentes pardmetros de
Griineisen. Mostrando asi que la contribucién de los segundos y terceros vecinos puede
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ser significativa.

Para mejorar este modelo, se pueden incluir las bandas 0. Ya que en [15] después de una
deformacién & ~ 26.2 % se predice que la brecha entre las bandas de conduccién y de
valencia se vuelve a cerrar, debido al comportamiento de una de las bandas o* [15]. Dado
que se ha visto que la red tiene un comportamiento no lineal bajo deformaciones [33], no
parece viable seguir con este modelo. Pero este trabajo sugiere tratar de ajustar el tamano
de la brecha sin considerar los traslapes, ecuacién (3.50), a algin experimento o teoria
como DFT para obtener un parametro de Griineisen promediado. Ademas, la distancia
entre los maximos de densidad de estados puede servir como criterio para elegir algin
valor de 8 promedio.
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Anexo A

Programa

Los programas utilizados fueron escritos utilizando el lenguaje de programacion Julia
[48], aqui se muestra el programa utilizado para obtener los datos de la Figura 5.4 y de la
Figura 5.5. Algunas lineas parecen mal escritas, pues en realidad son renglones mas largos,
pero son faciles de identificar cuando se tiene un conocimiento bésico de este lenguaje.
Esto se hizo en los condicionales de la funciéon BZ1, en el arreglo para definir el tensor de
deformacién, en los arreglos para definir las integrales de salto y de traslape y en la funcion
energia al definir variables (los primeros cinco renglones dentro de la funcién). Para la
deformaciéon de esfuerzo cortante solo se tiene que modificar la matriz de deformacion y
quitar un contador, que puede ser “eta” u “omega’.

function BZ1(x,ab)

#= 6 criterios para

determinar si el punto se encuentra en la

primera zona de Brillouin

=#

c = 0.0 # variable que cambiard de valor si el punto esta en la 1BZ
if x[2] <= -ab[1,1]1/ab[1,2]*x[1]1+ab[1,3]1/ab[1,2] &&

x[2] >= -ab[2,1]/ab[2,2]*x[1]+ab[2,3]/ab[2,2] # 1 && 2

if x[1] <= -ab[3,2]/ab[3,1]*x[2]+ab[3,3]/ab[3,1] # 3
if x[2] >= -abl4,1]/ab[4,2]*x[1]+ab[4,3]/ab[4,2] &&
x[2] <= -ab[5,1]/ab[5,2]*x[1]+ab[5,3]/ab[5,2] # 4 && 5

if x[1] >= -ab[6,2]/ab[6,1]1*x[2]+ab[6,3]/ab[6,1] # 6

end # 1 && 2
return c
end # funcion BZ1

function energia(x,a,delta,t,s,P) # Relacién de dispersién
# Definir los parametros de amarre fuerte. d-->delta y
# n-->indica que el siguiente nimero es negativo (tiene barra en el texto)
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t3d = t[1,3] s3d = s[1,3] tid = t[1,1] sid = s[1,1]
t2d = t[1,2] s2d = s[1,2] tn3dnl12 = t[3,1] sn3dni12 = s[3,1]
tn3din2 = t[3,2] sn3din2 = s[3,2] tn3dnin2 = t[3,3] sn3dnin2 = s[3,3]
t1 = t[2,1] s1 = s[2,1] t2 = t[2,2] s2 = s[2,2]
t12 = t[2,3] s12 = s[2,3]

P = P # Energia E_{2p}

x1 = cos(dot(x,all,:1))
x2 = cos(dot(x,al2,:1))
x3 = cos(dot(x,al2,:1-al1,:1))
x4 = cos(dot(x,al2,:1+al1,:]1))
y1l = -sin(dot(x,al1,:1))
y2 = -sin(dot(x,al[2,:]1))
y3 = sin(dot(x,al2,:]1-al1,:1))
y4 = -sin(dot(x,al2,:]1+al1,:1))
= 2%P + 2%s3d*t3d + 4*Pxsl*xl - 4*tl*xxl + 2*s3d*tld*xl + 2*sld*t3d*x1l

o oooooooocooooococoooooooooo oo

[oTRN o TR o TR e M e R e i e P e TR e Pl o T

oo oooooooooooooocoooooo oo o oo

+ + 4+ +

[oTRN o TR o TR M e M e i e P O TR O P

+ +

+ 4+ + F F o+ o+ o+ o+ + 4

+ +

+ +

8xs1xt1%x172 + 2%sld*tld*x172 + 4*%P*s2*x2 - 4%t2%x2 + 2*%s3d*t2d*x2
2%s52d*t3d*x2 - 8*s2*ktl*xx1*x2 + 2%s2d*xtld*x1*x2 — 8*sl*xt2*x1%*x2
2xs1d*t2d*xx1*x2 - 8*s2*%t2*%x272 + 2%xs2d*t2d*x272 + 4*P*xs12%x3
4%t12*%xx3 + 2%sn3d1in2*t3d*x3 + 2%*sn3dnl12*t3d*x3 + 2%s3d*tn3d1n2*x3
2*s3d*tn3dnl12*x3 — 8*s12*tl1*x1*x3 - 8%sl*t12*%x1*x3
2%sn3d1n2*xt1d*x1*x3 + 2*sn3dnl2*tld*x1*x3 + 2*s1d*tn3din2*x1*x3
2%s1d*tn3dnl12*x1*x3 8%s2%t12%x2%x3 - 8*s12*%t2*%x2%x3
2*%sn3d1n2*t2d*x2*x3 2xsn3dn12*t2d*x2%x3 + 2*s2d*tn3d1n2*x2*x3
2*s2d*tn3dnl12*x2*x3 8%s12*%t12*x372 + 2%*sn3d1in2*tn3d1in2*x3°2
2*sn3dnl12*xtn3d1n2*x372 + 2*sn3d1n2*tn3dnl12*x3°2
2%sn3dnl12*xtn3dnl12*xx372 + 2%sn3dnln2*t3d*x4 + 2*s3d*tn3dnln2*x4
2xsn3dnln2*t1d*x1*x4 + 2*sld*tn3dnln2*x1*x4 + 2*sn3dnln2*t2d*x2*x4
2xs2d*tn3dnin2*xx2*xx4 + 2*sn3dnin2*tn3din2*x3*x4
2*sn3dnin2*tn3dnl12*x3%*x4 + 2*sn3d1n2*tn3dnin2*x3*x4
2*sn3dnl12*tn3dnin2*x3*x4 + 2*sn3dnin2*tn3dnln2*x4°2

2%s1ld*xtld*xyl1~2 + 2%s2d*xtld*yl*y2 + 2xsld*t2d*ylxy2

2%s2d*t2d*y2°2 - 2*%sn3d1n2*tld*xyl*xy3 + 2*sn3dnl2*tld*ylx*y3
2%31d*tn3d1n2*yl*y3 + 2*sld*tn3dnl2*yl*y3 - 2*sn3d1n2*t2d*y2+*y3
2*%sn3dnl12*t2d*xy2*y3 - 2*s2d*tn3d1n2*y2*y3 + 2*s2d*tn3dnl2*y2*y3
2*sn3d1n2*tn3d1n2*y3°2 - 2%sn3dnl12*tn3d1n2*y3~2
2*%sn3d1n2*tn3dnl12*%y3°2 + 2*sn3dnl12*tn3dnl2*y3~2
2*sn3dnln2*tld*yl*y4d + 2*sld*tn3dnln2*yl*y4 + 2*sn3dnln2*t2d*xy2xy4
2*s2d*tn3dnin2*y2*xy4 - 2*sn3dnln2*tn3din2*y3x*y4d
2*sn3dnin2%tn3dnl2*y3*y4 - 2*sn3d1n2*tn3dnin2*y3*y4
2*sn3dn12*tn3dnin2*y3*y4 + 2*sn3dnin2*tn3dnin2*y4~2

+

s3d"2 + 4*xslxx]l - 2%sld*xs3d*xl + 4*xs172%xx172 - s1d”"2*x172
A%s52%x2 — 2%s52d*s3d*x2 + 8*sl*s2*x1*xx2 - 2%sld*xs2d*x1*x2
4%8272%x272 - s2d72*x272 + 4%s12*%x3 - 2%s3d*sn3d1n2*x3
2*xs3d*sn3dnl12*x3 + 8xsl*s12*x1*x3 - 2%sld*sn3d1n2*x1*x3
2*xs1d*sn3dnl12*x1*x3 + 8%s12*s2*%x2*%x3 - 2%s2d*sn3d1n2*x2*x3
2*s52d*sn3dnl12*x2*x3 + 4*s1272%x372 - sn3d1n272*x372
2%sn3d1n2*sn3dnl12*xx372 - sn3dnl272%x372 - 2*s3d*sn3dnln2*x4
2%s1d*sn3dnin2*x1*x4 - 2*s2d*sn3dnln2*x2*x4
2*sn3d1n2*sn3dnin2*x3*x4 - 2*sn3dnl2*sn3dnin2*x3*x4
sn3dnin272*x4°2 - s1d72*%y172 - 2xsld*s2d*yl*y2 - s2d"2%y2°2
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d + 2xs1d*sn3d1n2*yl*y3 - 2*sld*sn3dnl2*yl*xy3 + 2*s2d*sn3d1n2*xy2*y3

= d - 2*32d*sn3dnl2*y2*y3 - sn3din272*y372 + 2*sn3d1n2*sn3dnl2*y3~2

d - sn3dn1272*y372 - 2*sld*sn3dnln2*yl*y4d - 2*s2d*sn3dnin2*xy2*y4d

+ 2%sn3d1n2*sn3dnln2*y3*y4 - 2*sn3dnl2*sn3dniln2*y3+*y4 - sn3dniln272xy4~2

i
Qo
I

3
N

- t3d72 - 4%P*tl*xl — 2xtld*t3d*xl + 4*t172%x172 - t1d"2%x172

= 4*P*t2%x2 - 2%t2d*t3d*x2 + 8*ktl*xt2xx1*x2 - 2*tld*xt2d*x1*x2

+ 4xt272%x272 - t2d72%x272 - 4*Pxt12%x3 - 2*%t3d*tn3d1n2*x3

- 2xt3d*tn3dnl12*x3 + 8xtlxt12*x1%x3 - 2*%tld*tn3d1ln2*x1%*x3

- 2xt1d*tn3dnl2*x1*x3 + 8xt12%t2%x2*%x3 - 2*t2d*tn3d1ln2*x2*x3

- 2%t2d*tn3dnl12*x2*x3 + 4*t1272*x372 - tn3d1ln272*x37°2
2*%tn3d1n2*tn3dnl12*x372 - tn3dnl272*x372 - 2*t3d*tn3dnln2+*x4

- 2xt1d*tn3dnln2*x1*x4 - 2*t2d*tn3dnln2*x2*x4

- 2xtn3d1in2*tn3dnin2*x3*x4 - 2*tn3dnl2*tn3dnin2*x3*x4

- tn3dnln272%x472 - t1d"2xyl1~2 - 2*xtld*xt2d*yl*y2 - t2d"2xy2°2

+ 2xt1d*tn3din2*yl*xy3 - 2%tld*tn3dnl2*yl*y3 + 2*xt2d*tn3din2*y2*y3
- 2xt2d*tn3dnl2*y2*xy3 - tn3din272%xy372 + 2%tn3d1n2*tn3dnl2*y3°2

- tn3dn1272xy372 - 2%tld*tn3dnin2*ylxy4 - 2*t2d*tn3dnln2*xy2*y4

+ 2*xtn3d1n2%tn3dnin2*y3*y4 - 2%tn3dnl2*tn3dnin2*y3*y4 - tn3dnln272xy4~2

O 0O 000000000000
[

O o0 o000 o000 o0o0o0o0d
|

(9]
Il

Epositivo
Enegativo

(b + sqrt(b*b-4x*dx*c))/(2*d)
(b - sqrt(b*b-4x*d*c))/(2%d)

return Epositivo , Enegativo
end # energia()

#—mm FUNCIONES-----—--—--

oo CONSTANTES DE LA DEFORMACION .................

al = open("densidadlBZ.dat", "w") # para guardar las densidades de estado

ts = open("int_salto.dat","w") # para guardar la razén entre las integrales de

# salto. Son las lineas negras

tsp = open("int_saltopositivo.dat","w") # para guardar la razén entre las
#integrales de salto con brecha. Son las lineas de color.

intensidad = open("epsilon.dat", "w") # para guardar los epsilon que generan
# una brecha, tamafio de brecha y angulo

# vectores de la subred triangular de Bravais en un arreglo a[l,:] = al y
# al2,:] = a2

a = zeros(2,2)

#vectores de primeros vecinos deltal = deltall,:] , delta2 = deltal2,:]
# y delta3 = deltal3,:]

delta = zeros(3,2)

# matriz de deformacidn

varepsilon = zeros(2,2)

#matriz identidad

U = zeros(2,2)

U=[1.00.0; 0.0 1.0]

# razén de Poisson

sgm = 0.165

# numero de puntos en la magnitud del tensor de deformacién

omega = 30

# numero de puntos en el intervalo de &dngulos de [0,pi/2]
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eta = 45
anterior = 0.0 # para saber si tengo que dividir lineas de mismo isostrain
#pero distinto &ngulo
oo CONSTANTES DE LA DEFORMACION .................
# * x x Comenzar a calcular para cada deformacidén * * *
for kpa in 12:omega
for ita in 1l:eta+l
# Entradas del tensor de deformacion
varepsilon[1,:] = [(cos(pi/(2*eta)*(ita-1))) "2-sgm*(sin(pi/(2*eta)*(ita-1)))"2,
(1+sgm) *cos (pi/ (2*eta)*(ita-1) ) *sin(pi/ (2*eta)*(ita-1))]

varepsilon[2,:] = [(1+sgm)*cos(pi/(2*eta)*(ita-1))*sin(pi/(2xeta)*(ita-1)),
(sin(pi/(2%eta)*(ita-1))) "2-sgm*(cos(pi/(2*eta)*(ita-1))) 2]

epsils = 0.3*kpa/omega # Magnitud de la deformacion
#vectores de la red pristina

al1,:]1 = [3/2,sqrt(3)/2]

al2,:] = [3/2,-sqrt(3)/2]

deltal3,:] = [-1.0,0.0]

# vectores transformados
al1l,:] = (epsils*varepsilon+U)*al[l,:]
al2,:] (epsils*varepsilon+U)*al[2,:]
delta[3,:] = (epsils*varepsilon+U)*deltal3,:]

# definicién de los vectores delta 1 y delta 2
deltall,:] = all,:] + deltal3,:]
deltal2,:] al2,:] + deltal3,:]

#matriz que tiene las integrales de salto
t = zeros(3,3) #las unidades de energia son tales que t=1 para grafeno no deformado.
bta = 2.03 # pardmetro de Gruneisen
# Primeros vecinos por distancia
t[1,:] = [exp(-bta*(norm(deltall,:]1)-1)),
exp(-bta*(norm(deltal2,:])-1)) , exp(-bta*(norm(deltal3,:]1)-1))]
#Segundos vecinos por distancia
t[2,:] = [exp(-bta*(norm(all,:]1)-1)), exp(-btax(norm(al2,:1)-1)) ,
exp(-btax(norm(all,:]1-al2,:1)-1))]
#Terceros vecinos por distancia
t[3,:] = [exp(-bta*(norm(-deltal3,:]-all,:1+a[2,:]1)-1)),
exp(-bta*(norm(-deltal3,:1+a[l,:]1-a[2,:]1)-1)) , 0.0]

t[3,3] = exp(-btax(norm(-deltal3,:]-al1,:]1-a[2,:]1)-1))

#matriz que tiene las integrales de traslape
s = zeros(3,3)

btas = 2.35 #Xi de la exponencial

tr = 0.3 #coeficiente s_{0}

s[1,:] tr*[exp(-btas*(norm(deltall,:]1)-1)),
exp(-btas* (norm(deltal2,:1)-1)) , exp(-btas*(norm(deltal[3,:]1)-1))]
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s[2,:] = trx[exp(-btas*x(norm(all,:]1)-1)), exp(-btas*(norm(al2,:]1)-1)) ,
exp(-btas*(norm(all,:]1-a[2,:1)-1))]

s[3,:] = tr*x[exp(-btas*x(norm(-deltal3,:]-all,:1+al[2,:1)-1)),
exp(-btas*(norm(-deltal3,:]+all,:]1-al2,:1)-1)) , 0.0]

s[3,3] = trxexp(-btas*(norm(-deltal3,:]1-al1,:]1-al2,:]1)-1))
= -0.7276 # Energia E_{2p}

P
#
# ESPACIO RECIPROCO

#

#=

Dominio de la cajita del espacio reciproco en la cual se encuentra la 1BZ
[-1x,1x] x [-1ly,1ly]

=#
1x =

3.1
ly = 3.1

G = zeros(2,2) # vectores en la red reciproca bidimensional

# Los siguientes vectores son para utilizar el producto cruz para obtener
# los vectores de la red reciproca

kc = zeros(1,3) # \
kc = [0.0,0.0,1.0] # } vectores en el espacio real tridimensional
kx = zeros(2,3) # /
ky = zeros(2,3) # vectores en el espacio reciproco tridimensional

for i in 1:2 , j in 1:2
kx[i,j] = ali,j] # pasar de un espacio bidimensional a uno tridimensional
end

# Encontrar los vectores de la red reciproca en el espacio tridimensional
ky[1,:] = 2xpixcross(kx[2,:],kc) / (dot(kx[1,:],cross(kx[2,:],kc)))
ky[2,:] = 2*pi*cross(kc,kx[1,:]1) / (dot(kx[2,:],cross(kc,kx[1,:])))

# pasar los vectores de la red reciproca al espacio bidimensional
for i in 1:2 , j in 1:2
Gli,j] = kyli,j)
end
# arreglo para guardar la informacién de las 6 rectas secantes que definen
# la primera zona de Brillouin, en la forma a*x + b*xy = c

abc = zeros(6,3)

abc[1,:] = [G[1,1],G[1,2],dot(G[1,:]1,G[1,:]1)/2]

abc[2,:] = [G[2,1],G[2,2],dot(G[2,:],G[2,:1)/2]

abc[3,:] = [G[1,1]1+G[2,1],G[1,2]1+G[2,2],dot(G[1,:1+G[2,:],G[1,:1+G[2,:]1)/2]
abc[4,:]1 = [-G[1,1],-G[1,2],dot(G[1,:]1,G[1,:1)/2]
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abc[5,:]1 = [-G[2,1],-G[2,2],dot(G[2,:],G[2,:])/2]

abc[sj:] = [_G[lyl]_G[zylj,_G[1’2]_G[2,2]’dOt(G[1’:]+G[2,:])G[1):]+G[2,:])/2]
#

# ESPACIO RECIPROCO

#

#=

Tamafio de las particiones en cada dimensién

a0 = t1 <t2<t3 < ... <tn =00

La cantidad de puntos en la particidén es distinta a la cantidad de
celdas en el intervalo. Una particién tiene minimmo 2 puntos

all ___ _ | an
all ____ o ____ la2_____ o ____ | an
all |a2 |a3 |an

Entonces la cantidad de celdas en cada dimensién sera n-1
Lo siguiente son la cantidad de puntos

=#
nx = 6001 # de preferencia debe terminar en 1
ny = 6001 # de preferencia debe terminar en 1

#+++++++++++++++++ VARIABLES PARA EVALUAR E(K)++++++++tttttt++
#particién en el eje de la energia

z = 5001# tiene que ser un entero y terminar en 1

# variable para saber si esta en la primera zona de Brilloun
c=20.0

#Dimensiones de las celdas bidimensionales

deltax = 2.0%1x/(nx-1)

deltay = 2.0*ly/(ny-1)

x = zeros(nx,ny,2) # Arreglo para guardar los puntos de la particiém
E = zeros(nx*ny*2) # Arreglo para guardar las energias

norma = 0.0 # variable para normalizar la densidad de estados
#+++++++++++++++++ VARIABLES PARA EVALUAR E(K)++++++++++++++++

m = 1 # para contar el nimero de puntos en la 1BZ
# encontrar los puntos en la 1BZ

for j in 1:ny , i in 1:nx

x[i,j,:] = [-1lx+deltax*(i-1),-ly+deltay*(j-1)]
end

# obtener las energias
for j in 1:ny , i in 1:nx

c = BZ1(x[i,j,:],abc) # ver si el punto se encuentra en la 1BZ

if ¢ != 0.0 # si el punto esta en la 1BZ entonces
# se evalua la relacién de dispersién

E[m] , E[m+1] = energia(x[i,j,:],a,delta,t,s,P) # relacién de dispersién
m=m+ 2

end # ¢ != 0.0

end#j in 1l:ny , i in 1:nx
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# - Contar y guardar la densidad de estados —--——------
# limites en el intervalo de energia

z0 = minimum(E)

z1 = maximum(E)

# tamafio de los intervalos de energia
dE = (z1-2z0)/z

rho = zeros(z+1) # La cantidad de puntos es el nimero de intervalos més 1,
# estos son los puntos en el centro de cada intervalo de longitud dE,
# por eso se toma z+1.

# Para ubicar el nimero de intervalo en el eje de la energia en donde
# debe colocarse un estado
n=20

# para obtener la densidad de estados sin normalizar

for i in 1:m-2 # menos dos porque se contaron dos de mas al obtener

# las energias

n = convert(UInt16,floor((E[i]-z0)/dE))+1 # se ubica el numero de intervalo
rho[n] = rho[n] + 1/z # se suma a los demds estados que se encontraron

# en el mismo intervalo

end

r = zeros(z)

for i in 1:z # para obtener las coordenadas en el eje de la energia
r[i] = z0 + dEx(i-0.5)
norma = rho[i] + norma # Para normalizar la densidad de estados
end

m = 1 # Contador de intervalos de energia que se encuentran en la
# brecha energética

aleph = O # indicador de brecha, su valor serd cero si no hay

# brecha energética

for i in 1:z
¢ = rho[i]/(norma*dE) # normalizacién
write(al, "$(r[i])\t$c\n") # guardar en un archivo la densidad de estados

if rho[i] == 0.0 # condicién necesaria pero no suficiente para
# que haya brecha
m=m + 1 # se cuentan los puntos de energia que no tienen estados
aleph = 1 # indicador de que tal vez haya una brecha energética
end #rho[i] == 0.0
end #for i in 1:z

if aleph == 1 # verificar si hay una brecha energética
gap = zeros(m-1) # para encontrar el tamafio de la brecha,
#guardara los puntos que den rho = 0
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m = 1 # contador para poder guardar los puntos que no tienen estados
for i in 1:z
# guardar los puntos sin estados
if rhol[i] == 0.0
gaplm] = r[i]
m = m+l
end #rhol[i] == 0.0
end #i in 1:z

# puntos en el espacio de integrales de salto como Pereira, Castro y Peres
c = tl[1,21/¢[1,3]
cd = t[1,11/t[1,3]
max = maximum(gap) # extremos de la brecha energética
min = minimum(gap)
write(ts,"$c\t$cd\t$(max-min)\n") # para poder graficar en 3D

# si hay una brecha energética, entonces las coordenadas se guardan
# en un archivo distinto para hacer las lineas de color
if max-min > 0.0
# Esto es para guardar el tamafio de la brecha en
# funcién de la deformacién
write(intensidad,"$(epsils)\t$(max-min)\t$(pi/ (2*eta)*(ita-1))\n")

# para separar datos en una sola curva de isodeformacion
# porgue hay angulos que no abren brecha
if abs(anterior-c) > 0.5 && anterior != 0.0
write(tsp,"\n") # esto es para graficar lineas con gnuplot
end
# se guarda la coordenada en la cual hay una brecha energética
write(tsp,"$c\t$cd\t$(max-min)\n")
anterior = c
end

# si no hay brecha energética solamente se guarda el punto para formar la
# curva de isodeformacion
else # aleph ==
c = tl[1,21/¢[1,3]
cd = t[1,1]1/t[1,3]
write(ts,"$c\t$cd\t$(0.0)\n")
end # aleph ==

write(al, "\n\n")

end # for ita in l:eta

write(ts,"\n") # poner espacios para graficar con gnuplot

write(tsp,"\n") #poner espacios para graficar con gnuplot
end # for kpa in 1l:omega
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