
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA
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López

5. Datos del sinodal 3
Doctor
Francisco
Morales
Leal

6. Datos del sinodal 4
Doctor
Luis Antonio
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López

7. Datos del trabajo escrito
Modelo de amarre fuerte con terceros vecinos para calcular la brecha energética en
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Resumen

Se estudia la generación de una brecha energética entre las bandas π de grafeno pro-
ducida por deformaciones de la red. Las deformaciones estudiadas son la uniaxial y la
deformación de esfuerzo cortante. Para esto se utiliza el modelo de amarre fuerte asum-
iendo hibridación sp2, incluyendo las integrales de salto y de traslape de terceros vecinos.
La variación de los parámetros de amarre fuerte se calcula mediante dos funciones ex-
ponenciales decrecientes con la distancia, que se ajustan a parámetros reportados para
grafeno pristino. Como resultados se obtuvo que puede haber una deformación umbral
uniaxial para generar una brecha de 25 % ± 5 % y una deformación umbral de esfuerzo
cortante de 16 %± 0.5 %. Las cuales dependen del parámetro de Grüneisen, que puede es-
tar en el intervalo [2, 3]. Estos resultados sugieren que los términos hasta terceros vecinos
pueden tener una contribución significativa para el cálculo de la brecha energética.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El grafeno1 corresponde a una de las formas alotrópicas del carbono. Consiste en una
red cristalina bidimensional, de un átomo de grosor, con los átomos de carbono formando
hexágonos cuando se consideran los enlaces qúımicos entre ellos. Fue descubierto en 2004
por A. K. Geim y K. S. Novoselov al aplicar la técnica de exfoliación mecánica sobre un
pedazo de grafito. Tras realizar los primeros experimentos sobre este material y verificar
sus cualidades electrónicas [2] [3], les dieron el premio Nobel de F́ısica en 2010[4].

El descubrimiento del grafeno sorprendió a la comunidad cient́ıfica porque teórica-
mente se negaba la existencia de los materiales bidimensionales, pues se consideraban
termodinámicamente inestables. Incluso, antes de su descubrimiento, se hab́ıa comproba-
do experimentalmente que conforme se disminuye el grosor de algunos materiales, estos
se segregaban en islas o se descompońıan [5]. El grafeno resultó ser de los materiales más
resistentes a la rotura por deformaciones mecánicas, pudiendo sostener una deformación
tensil en nanoindentación (presionar perpendicularmente la red con una cuña) de más del
20 % (∼ 25 %) [6]. Esta capacidad ha permitido su aplicación en dispositivos electrónicos
que sean flexibles, tales como pantallas táctiles [6], “papel electrónico” [6] y LED orgáni-
co plegable (OLED)2[6]. También se ha propuesto para construir microestructuras con
propiedades mecánicas controlables, entre otras aplicaciones [6].

Las propiedades derivadas de esta flexibilidad han motivado la invención de un nue-
vo campo conocido como “Straintronics” [6]. El cual, dicho de manera informal, tiene la
finalidad de estudiar a nanoescala el acoplamiento de las propiedades fundamentales de
un sólido con un campo de deformación [6][7]. En los últimos años, se ha hecho un esfuer-
zo considerable en encontrar alguna manera de hacer que el grafeno muestre una brecha
energética. Si al lograrlo se conserva su propiedad de alta movilidad de los portadores de
carga [8], esto permitiŕıa emplearlo en la electrónica. Una de las formas propuestas ha
sido mediante deformación [9], lo cual se ha estudiado teóricamente utilizando el mod-
elo de amarre fuerte 3, considerando solo primeros vecinos con combinaciones lineales
sp2 [10][11] y con combinaciones sp3 [12] (esta combinación se usa normalmente para de-
scribir al diamante). Pero nadie ha considerado todos los parámetros hasta terceros vecinos

1 Término promovido por la IUPAC hasta 1995 [1].
2 OLED son las siglas en inglés de “Organic Light-Emitting Diode” (Diodo orgánico emisor de luz).
3 “Tight-binding model” en inglés.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

con combinaciones sp2. También se ha hecho el estudio mediante cálculos de teoŕıa del
funcional de la densidad (DFT)4[7][13][14][15], los cuales en general requieren de mucha
capacidad de cómputo.

El primero en estudiar teóricamente al grafeno, utilizando el modelo de amarre fuerte,
fue Wallace en 1946 [2]. Aunque su interés era el estudio del grafito, ya que este se puede
ver como un conjunto de capas de grafeno apiladas. Dado que este modelo representa una
primera aproximación al estudio de las propiedades electrónicas, se han publicado diversos
trabajos con él para estudiar al grafeno pristino y al deformado 5 [16] [17] [18] [11] [19] [20]
[12] [21] [9]. En particular, se ha reportado una deformación uniaxial umbral para gener-
ar una brecha energética de 23 % considerando solo primeros vecinos con combinaciones
lineales sp2 y con un parámetro de Grüneisen de 3.37. Sin embargo, este parámetro no es
una constante [22] y no hay un valor convenido en la literatura para poder aproximarlo
[23][24][25][22][26][27][7]. La importancia tecnológica de este parámetro radica en que su
determinación permitiŕıa el desarrollo de ingenieŕıa de deformación6 sobre grafeno.

Este trabajo se plantea el objetivo de modelar la generación de una brecha en las
bandas π debido a deformaciones de la red utilizando parámetros de amarre fuerte hasta
terceros vecinos. Motivado por el modelo de amarre fuerte ideal [28] (que se presentará en
este trabajo) y por la propuesta de Pereira, Castro y Peres [10] para calcular las integrales
de salto de los primeros vecinos, se propondrán dos funciones exponenciales decrecientes
con la distancia para calcular los parámetros de amarre fuerte de la red deformada. Las
cuales se ajustarán a los datos reportados por Reich et al. (2002) [19] y por Kundu
(2011) [20]. La rapidez de decaimiento de las integrales de salto estará relacionada con
el parámetro de Grüneisen, como en [10]. Las deformaciones a estudiar serán la uniaxial,
asumida en un régimen lineal como en [10], y de esfuerzo cortante, como en [12].

La estructura de este trabajo es la siguiente:

En el Caṕıtulo 2 se presentarán las propiedades geométricas básicas para el estudio
de la red hexagonal. Se describirá la estructura electrónica de los átomos de carbono
que conforman la red y se ilustrarán las bandas de conducción y de valencia sobre la
primera zona de Brillouin. También se mostrarán las matrices de las deformaciones
a estudiar en este trabajo.

El Caṕıtulo 3 comienza mostrando, con detalle, cómo aplicar el modelo de amarre
fuerte (ideal) para describir las bandas π de la red de grafeno pristino asumiendo
hibridación sp2. La función propia del Hamiltoniano se expresará haciendo una fun-
ción de Bloch con las combinaciones lineales de los orbitales atómicos dentro de
la celda unitaria. Se mostrarán las relaciones de dispersión con y sin integrales de

4 DFT corresponde a las siglas en inglés de “Density Functional Theory”.
5 Estas citas no pretenden ser exhaustivas, sino de particular interés para este trabajo.
6 “Strain engineering” en inglés.
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traslape, en el caso pristino y en el deformado, considerando hasta terceros vecinos.
Se discutirán algunos parámetros de amarre fuerte reportados en la literatura, a los
que se les ajustarán las funciones exponenciales decrecientes con la distancia. Para
visualizar el tamaño de la brecha debido a deformaciones se mostrará cómo calcular
numéricamente la densidad de estados. 7

En el Caṕıtulo 4 se muestran casos particulares de deformaciones de la red de
grafeno, las cuales serán ilustradas. Se analizan los vecinos por distancia para ca-
da deformación, lo cual justifica (parcialmente) la elección de considerar solo hasta
terceros vecinos para evaluar las relaciones de dispersión. Además, en cada deforma-
ción se muestran las densidades de estados obtenidas con las funciones exponenciales
propuestas, para estudiar el comportamiento de la red y el tamaño de la brecha.

En el Caṕıtulo 5 se muestran los valores umbrales para generar una brecha energéti-
ca en el caso de deformación uniaxial y en el caso de esfuerzo cortante. Estos valores
se calculan cuando se desprecia la integral de traslape y cuando se considera. Con lo
cual se puede apreciar el efecto de incluir hasta terceros vecinos. En particular, para
el caso de deformación uniaxial se muestra cómo se modifica la región de Hasegawa
[11].

Finalmente en el Caṕıtulo 6 se discuten los resultados y propiedades encontradas
debido a considerar hasta terceros vecinos en el modelo de amarre fuerte, con lo cual
se presenta una conclusión.

7 Este caṕıtulo contiene álgebra que podŕıa considerarse excesiva. Pero puede leerse pasando rápida-
mente por las ecuaciones. La razón de incluir parte de los procedimientos es dejar lo más claro posible
el modelo utilizado. Además de que en la literatura se acostumbra usar una solución de la ecuación de
Schrödinger hecha con combinaciones lineales de funciones de Bloch que difiere de la utilizada aqúı, que
es una sola función de Bloch.
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Caṕıtulo 2

Grafeno: Un material bidimensional

En este caṕıtulo se introducirán los conceptos geométricos básicos para la descripción
de la red cristalina y del espacio rećıproco. Se presentará de forma cualitativa e ilustrativa
el primer estudio hecho sobre las bandas de valencia y de conducción. Se mostrará la es-
tructura electrónica ideal de los átomos de carbono en la red de grafeno pristino. También
se propondrán las deformaciones de la red que serán estudiadas en este trabajo.

2.1. La red de grafeno

Geométricamente, la red de grafeno se estudia definiendo una red de Bravais triangular
con una base diatómica [28] cuyas celdas unitarias se ilustran en la Figura 2.1. Estas
celdas contienen dos tipos de sitio atómico debido a que la orientación estructural de la
red cuando se mira desde cada uno de estos sitios atómicos es diferente. Para grafeno
pristino, los vectores que generan la red de Bravais son:

~a1 =
a
2

(3,
√

3) , ~a2 =
a
2

(3,−
√

3), (2.1)

donde a es la distancia interatómica cuyo valor aceptado es a ≈ 1.42 Å [2][16]. Los vectores

que unen un sitio atómico tipo B (o tipo A) con sus tres primeros vecinos ~δi (i = 1, 2, 3),
ilustrados en la Figura 2.1, son ampliamente utilizados en la literatura, pues en una base
adecuada el Hamiltoniano de la red1 queda expresado con ellos expĺıcitamente[2][19][21].
Debido a la red de Bravais subyacente, la red de panal puede generarse con los vectores
~a1, ~a2 y uno de los vectores ~δi, lo cual permite convenir en definirlos como

~δ1 = ~a1 + ~δ3 =
a
2

(1,
√

3),

~δ2 = ~a2 + ~δ3 =
a
2

(1,−
√

3),

~δ3 = −a(1, 0),

(2.2)

en donde se ha decidido seleccionar a ~δ3 como el vector independiente. Otra caracteŕıstica
de la red de grafeno es que tiene dos direcciones principales caracterizadas geométrica-
mente por la silueta que se forma en el borde cuando se hace un corte en esas direcciones,

1 El Hamiltoniano en el modelo de amarre fuerte que se presentará después.

5



6 CAPÍTULO 2. GRAFENO: UN MATERIAL BIDIMENSIONAL

ilustradas en la Figura 2.1. Estas direcciones se denotan mediante “Zigzag” y “Sillón” 2,
las cuales se repiten alternadamente cada 30◦.

a) b)

A B

δ

δ
δ

1

2

3

a

a

1

2

x

y

Sillón

Z
ig
za
g

Figura 2.1: a) Red de grafeno con las celdas unitarias que contienen dos átomos (Tipo A
y tipo B). En amarillo se indican los vectores que generan la red de Bravais y en negro

la convención de vectores hacia los primeros vecinos ~δi. En azul se indica el sistema
de referencia que se utilizará, cuyo origen se sitúa en un átomo tipo A. b) Se muestra
un pedazo de la red de grafeno pristino que tiene forma de panal. Los sitios atómicos
no constituyen una red de Bravais debido a que la orientación del arreglo no es la misma
cuando se mira desde un sitio de color rojo o desde uno de color azul. También se muestran
las dos direcciones principales, que son la de “Zigzag” (rosa) y la de “Sillón” (verde), las
cuales se repiten cada 30◦.

2.2. Bandas de valencia y de conducción

El concepto de orbitales atómicos, que surge de una primera aproximación al estudio
de los átomos, permite describir cualitativamente bien el surgimiento de las moléculas y
redes cristalinas. En grafeno los enlaces qúımicos se describen mediante la combinación
lineal de los orbitales de valencia (2s, 2px y 2py) conocida como hibridación sp2 que resulta

2 En inglés se denotan como “Zigzag” y “Armchair” respectivamente.
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en tres orbitales h́ıbridos ortonormales [17] 3, excluyendo un orbital de valencia (|π〉):

sp2



|σ1〉 = 1
√

3
|2s〉 −

√
2
3 |2py〉

|σ2〉 = 1
√

3
|2s〉 +

√
2
3

(
√

3
2 |2px〉 + 1

2 |2py〉

)
|σ3〉 = − 1

√
3
|2s〉 +

√
2
3

(
−
√

3
2 |2px〉 + 1

2 |2py〉

)
|π〉 = |2pz〉 .

(2.3)

Asumiendo que los orbitales de valencia son funciones hidrogenoides, se tiene que en
el espacio de configuración (en coordenadas esféricas) el orbital 2pz es (Figura 2.2 c))

〈
~r
∣∣∣2pz

〉
= φ(~r) =

(√
3

4π
cos θ

)[(
Z
a0

)3/2 Z r

2
√

6 a0

e−
Zr

3a0

]
=

(
Y(θ, ϕ)

) [
R(r)

]
, (2.4)

donde r es la distancia radial, θ el ángulo polar y en este caso no se escribe expĺıcitamente
el ángulo zenital ϕ. En el extremo derecho se indica expĺıcitamente que es el producto de
una parte angular Y(θ, ϕ) y una parte radial R(r). Z es el número atómico que tiene un
valor de Z = 6 para el átomo de carbono, pero a veces se utiliza otro número atómico
menor por el apantallamiento de las capas internas [29][30]. En este trabajo se utilizará el
adjetivo de “ideal” para referirse al uso del orbital hidrogenoide (2.4). Sin embargo, como
se menciona en [31], la forma expĺıcita del orbital será irrelevante al considerar elementos
de matriz y coeficientes de combinaciones lineales, lo cual se verá en el siguiente caṕıtulo.
La simetŕıa de este orbital indica que debe tener una mayor densidad de probabilidad en
las dos direcciones perpendiculares al plano de la red de grafeno. Como no esta formando
los principales enlaces qúımicos, se espera que los electrones con esta función de onda sean
los que contribuyen a la conducción eléctrica. Mientras que los orbitales σ se encuentran
en el plano y por tanto son los que principalmente mantienen unida la red de grafeno.
Una ilustración de los orbitales sp2 y π se puede encontrar en [30] (p. 23 Figura 3.1).

El estudio de la estructura de bandas de conducción y de valencia de la red de grafeno
fue realizado por primera vez en 1947 por Wallace [2] [16] utilizando el modelo de amarre
fuerte, en el cual asumió que las propiedades de conductividad eléctrica se pod́ıan describir
utilizando solo el orbital π de la ecuación (2.3). Estas propiedades se estudian en el espacio
rećıproco, en particular en la primera zona de Brillouin4 (1BZ) [28]. Para grafeno pristino,

esta corresponde a una región hexagonal, pues los vectores de la red rećıproca ~b j estan

dados por la condición ~ai · ~b j = 2πδi j, resultando en [16]

~b1 =
2π
3a

(1,
√

3) , ~b2 =
2π
3a

(1,−
√

3). (2.5)

3 Estas expresiones son para un solo tipo de átomo A o B, las cuales se muestran como ejemplo y sin
orientación bien definida en el plano xy porque sólo se utilizará el orbital π = 2pz.

4 1BZ se usa en la literatura en inglés para denotar la primera zona de Brillouin, pues corresponde a
“First Brillouin zone”.
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En la Figura 2.2 se ilustran algunos sitios importantes de la 1BZ que son Γ(0, 0), M(2π/3a, 0)
y los puntos de alta simetŕıa [16]

K →

(
2π
3a
,

2π

3
√

3a

)
, K′ →

(
2π
3a
, −

2π

3
√

3a

)
.

También se ilustran la banda de valencia π (ligante) y la de conducción π∗ (antiligante)
sobre la 1BZ obtenidas por Wallace [2]. Para grafeno pristino, estas bandas se tocan en las
seis esquinas de la 1BZ que son los puntos de alta simetŕıa [16], los cuales estan definidos
independientemente de la relación de dispersión [7].

a) b) c) .

k

k x

y
M

K

K'

Γ

b

b1

2

π*

π
BZ1

k

kx

y

E π

π
C C

C

Figura 2.2: a) Primera zona de Brillouin (1BZ) con los vectores de la red rećıproca ~b1,
~b2 y los sitios importantes de la 1BZ que son Γ, M, K y K′. b) Bandas π obtenidas por
Wallace [2] sobre la 1BZ. Para grafeno pristino las dos bandas coinciden en los puntos de
alta simetŕıa K y K′ en los cuales se puede aproximar la relación de dispersión como una
función lineal. Esto se ilustra con un aumento en el cual se observan dos conos formados
por las bandas (En realidad, en la 1BZ solo hay un tercio de cono en cada esquina). c)
Ilustración cualitativa del orbital π en la red de grafeno, es una superficie con φ(~r) = cte.

2.3. Deformaciones en grafeno

La red de grafeno se puede deformar de muchas maneras [7], al igual que una hoja
de papel, esta puede corrugarse, pandearse, estirarse en una y dos direcciones, etc. Si al
deformar, las nuevas posiciones no dependen expĺıcitamente del sitio antes de ser defor-
mado, entonces se le llama deformación uniforme. En este trabajo solo se considerarán dos
tipos de deformación uniforme: deformación uniaxial de elongación (estiramiento en una
dirección, Figuras 4.1 y 4.3) y deformación de esfuerzo cortante (Figura 4.5). La deforma-
ción uniaxial se ha realizado experimentalmente colocando el grafeno sobre un sustrato
mucho más grande. Por lo que al pandear el sustrato, se efectúa de manera aproximada
una deformación uniaxial en el grafeno [6][22]. También se ha realizado, de manera más
genuina, utilizando sistemas micro-electro-mecánicos5 (MEMS) [32].

5 MEMS corresponde a las siglas en inglés de “Micro-electro-mechanical Systems”.
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Debido a la anisotroṕıa elástica del material [33], no es posible asociar la tensión con
su deformación de manera expĺıcita con valores numéricos. Por lo que en este trabajo se
utilizarán solamente matrices de deformación. Una matriz de deformación en el plano esta
dada en general como

ε̃ =

(
εxx εxy

εyx εyy

)
, (2.6)

cuyas entradas se relacionan con el campo de desplazamientos ~u(~r) [34] de la siguiente
manera:

εi j =
1
2

(
∂ui

∂x j +
∂u j

∂xi

)
i, j = x, y. (2.7)

Donde εi j = cte. cuando se trata de deformaciones uniformes. La regla de transformación
de cualquier vector en el plano ~q esta dada por

~q ′ = (Id + ε̃) ~q, (2.8)

donde Id es la matriz identidad. En este trabajo se define el tensor de deformación uniaxial
ε̃ en la dirección θ (Figura 2.3), como en [10]

ε̃ = ε

(
cos2 θ − ν sin2 θ (1 + ν) cos θ sin θ

(1 + ν) cos θ sin θ sin2 θ − ν cos2 θ

)
, (2.9)

donde θ es el ángulo respecto a la dirección de sillón (eje x), ε es el parámetro de defor-
mación expresado en porcentaje o con decimales (25 % 7→ 0.25) y ν puede considerarse
como la razón de Poisson para grafeno. A esta se le dará un valor de ν = 0.165, que es
el valor conocido para grafito [10]. Aunque no hay un valor convenido en la literatura [7]
y tampoco es una constante [33]. Este tensor lo usan en [10] asumiendo una hipótesis de
isotroṕıa elástica (que permite hacer ν = cte.), aunque también se puede ver como una
deformación biaxial parametrizada. En la Figura 2.3 se ilustra una tensión aplicada al
grafeno junto con el sistema de coordenadas utilizado aqúı.

x

y

T

θ

Figura 2.3: Se ilustra una tensión ~T aplicada al grafeno en la dirección dada por el ángulo
θ medido respecto al eje x, el cual coincide con la dirección de sillón.
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La otra deformación que se estudiará es la de esfuerzo cortante [12], o deformación
tangencial, cuya matriz de deformación ζ̃ es

ζ̃ = ζ

(
0 1
1 0

)
, (2.10)

donde ζ es el parámetro de deformación. En este trabajo no se hará una distinción expĺıci-
ta de los vectores transformados, pues el contexto evitará cualquier tipo de ambigüedad.
Vale la pena mencionar que experimentalmente es dif́ıcil lograr deformaciones uniaxiales
[32] y tangeciales [35] genuinas. Sin embargo, esto no afecta el tratamiento teórico que
aqúı se les dará [36].



Caṕıtulo 3

Modelo de amarre fuerte

Se presentará el modelo de amarre fuerte“ideal”aplicado a la red de grafeno asumiendo
hibridación sp2 para obtener relaciones de dispersión de las bandas π. Estas se mostrarán
por casos cuando se consideran los términos de los primeros, segundos y terceros vecinos.
Aśı mismo se mostrarán las relaciones de dispersión de la red deformada y se discutirá
la efectividad del modelo ideal, comparando con los valores numéricos reportados en la
literatura. Lo cual justificará el uso del modelo de amarre fuerte emṕırico. Por tanto, se
propondrán parámetros de amarre fuerte exponencialmente decrecientes con la distancia.
Finalmente se describirá el modo de obtener la densidad de estados.

3.1. Modelo de amarre fuerte ideal

Uno de los métodos más utilizados para estudiar las propiedades electrónicas de los
sólidos es el modelo de amarre fuerte [37][28]. En el cual se asume que localmente, en
una vecindad de un sitio atómico de la red, el Hamiltoniano del sólido cristalino Ĥ se
puede aproximar por el Hamiltoniano atómico Ĥa [28]. Esto permite expresar las funciones
propias del Hamiltoniano de la red como una función de Bloch Ψ~k(~r) formada a partir de
combinaciones lineales de los orbitales atómicos de los sitios dentro de la celda unitaria.
Para que esta descripción sea efectiva, se necesita que los orbitales atómicos de la ecuación
(2.3) sean “localizados” [28]. Es decir, que si φn(~r) es función propia del Hamiltoniano
atómico con número cuántico principal n y enerǵıa propia En,

Ĥaφn(~r) = Enφn(~r), (3.1)

entonces φn(~r) decaiga lo suficientemente rápido a una distancia del orden de la sepa-
ración interatómica a, para que el traslape con los orbitales de un sitio atómico vecino sea
despreciable [28]. Esto permite considerar como ortogonales a todos los orbitales que se
encuentren en diferentes sitios atómicos. Por tanto, se pueden obtener las bandas electróni-
cas (como las bandas π), simplemente sacando el valor de expectación del Hamiltoniano
con la función de Bloch Ψ~k(~r). Si el traslape entre orbitales vecinos no es despreciable, en-
tonces al tomar el valor de expectación no se obtienen directamente las bandas. Pero aún
aśı, se verá que en el modelo se puede introducir una corrección natural en la descripción
que considere el traslape de los orbitales.

11
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Debido a la configuración electrónica de los átomos, mostrada en la ecuación (2.3),
las bandas de conducción y de valencia del grafeno pristino corresponden a las bandas
π [2] (esto será una hipótesis para grafeno deformado). Lo cual permite concentrarse en
la ecuación de Schrödinger independendiente del tiempo para el grafeno, considerando
funciones propias Ψ~k(~r) hechas solo con combinaciones lineales de los orbitales φ(~r) =〈
~r
∣∣∣2pz

〉
[30]. Esto se expresa en general de la siguiente forma:

ĤΨ~k(~r) = E(~k)Ψ~k(~r), (3.2)

donde Ψ~k(~r) es una función de Bloch dada por1 [28][21]

Ψ~k(~r) =
1
√

N

N∑
j

ei~k·~R j [cA(~k) φ(~r − ~RA
j ) + cB(~k) φ(~r − ~RB

j )], (3.3)

donde ~R j = m~a1 + l~a2 (con m y l números enteros) es un vector de la red de Bravais, ~R A, B
j

es la posición de los átomos A o B en alguna de las N celdas determinadas por los vectores
~R j y los coeficientes cA(~k) y cB(~k) son tales que Ψ~k(~r) es función propia del Hamiltoniano
del grafeno Ĥ. Multiplicando la ecuación (3.2) por Ψ∗

~k
(~r) del lado izquierdo e integrando

sobre todo el espacio real, se obtiene una ecuación que se puede ver como un polinomio
de dos variables: cA(~k) y cB(~k). La cual se satisface para ciertos valores de E(~k). Pero este
polinomio se puede reescribir en forma matricial como(

c∗A c∗B
) (HAA HAB

HBA HBB

) (
cA

cB

)
=

(
c∗A c∗B

) (S AAE S ABE
S BAE S BBE

) (
cA

cB

)
, (3.4)

donde las entradas de la matriz Hamiltoniana son

HCD =
1
N

N∑
l=1

N∑
j=1

ei ~k·(~Rl−~R j)
∫

φ∗(~r − ~RC
j )Ĥφ(~r − ~RD

l ) d3~r (3.5)

y las entradas de la matriz de traslape

S CD =
1
N

N∑
l=1

N∑
j=1

ei ~k·(~Rl−~R j)
∫

φ∗(~r − ~RC
j )φ(~r − ~RD

l ) d3~r, (3.6)

siendo C y D etiquetas que pueden ser A o B. Nótese que la matriz de traslape se vuelve
la matriz identidad cuando el traslape entre orbitales vecinos es despreciable, ya que los
orbitales φ(~r) estan normalizados. Entonces, por el principio variacional 2, esta ecuación
polinomial equivale al siguiente determinante conocido como ecuación secular [17][20][19],∣∣∣∣∣∣HAA − S AAE HAB − S ABE

H∗AB − S ∗ABE HAA − S AAE

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.7)

1 En consistencia con la descripción de una red infinita se debe tomar el ĺımite N → ∞.

2 Derivando impĺıcitamente (3.4) con respecto a cA y cB y pidiendo que ∂E(~k)/∂cA,B = 0 se obtiene
la misma ecuación (3.4). Ejemplo: CT H̃ · (1, 0) = CT ES̃ · (1, 0) + (∂E/∂cA)CT S̃ C. Puede consultarse [38]
(Cap. 8).
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donde se utilizó el hecho de que HAA = HBB, S AA = S BB, S BA = S ∗AB y HBA = H∗AB (Esta
simetŕıa de rotación se ilustra en la Figura 3.1). Esta forma ayuda a seleccionar aquellos

términos que se consideren significativos y despreocuparse por los coeficientes cA(~k) y
cB(~k) del polinomio (3.4). En la literatura se resume la ecuación (3.7) introduciendo los
parámetros de amarre fuerte, los cuales son 3

t(~RC
j −

~RD
l ) =

∫
φ∗(~r)Ĥφ(~r + ~RC

j −
~RD

l ) d3~r =
〈
φ(~RC

j )
∣∣∣∣ Ĥ

∣∣∣∣φ(~RD
l )

〉
< 0, (3.8)

s(~RC
j −

~RD
l ) =

∫
φ∗(~r)φ(~r + ~RC

j −
~RD

l ) d3~r =
〈
φ(~RC

j )
∣∣∣∣φ(~RD

l )
〉
> 0. (3.9)

Donde el parámetro t es conocido como la integral de salto4, que depende del vector entre
dos sitios atómicos ~RC

j −
~RD

l . El parámetro s es la integral de traslape, que también depende

del vector ~RC
j −

~RD
l . Existen dos casos particulares de los parámetros que se dan cuando

~RC
j −

~RD
l = ~0, resultando en

E2p =

∫
φ∗(~r)Ĥφ(~r) d3~r < 0 (3.10)

y

1 =

∫
φ∗(~r)φ(~r) d3~r, (3.11)

donde se espera que E2p sea similar a la enerǵıa propia del Hamiltoniano atómico. Es
decir, E2p ≈ 〈2pz| Ĥa |2pz〉, pues en el modelo de amarre fuerte ideal se asume que Ĥ ≈ Ĥa

localmente en un sitio atómico. Con este mismo argumento se puede ver por qué la integral
de salto es negativa, ya que E2p es la enerǵıa de un sistema ligado. La última ecuación es
un caso particular de la integral de traslape que indica la condición de normalización de
los orbitales atómicos (2.4). En general estos parámetros se determinan mediante el ajuste

de la relación de dispersión E(~k) a algún experimento [39], teoŕıa o mediante un estimado
teórico. En particular para grafeno se han hecho simulaciones con DFT, a las cuales se les
han ajustado estos parámetros utilizando hasta terceros vecinos por distancia [19] [20] [17].

Entonces los términos que conforman la matriz del determinante (3.7) quedan como5

HAA = E2p +

∞∑
j=1, j,m

ei ~k·(~R j−~Rm) t(~RA
m −

~RA
j ), (3.12)

HAB =

∞∑
j=1

ei ~k·(~R j−~Rm) t(~RA
m −

~RB
j ), (3.13)

3 Las integrales siempre se pueden llevar a estas expresiones mediante un cambio de variable.
4 Se pueden introducir otros parámetros, como en [28] p.181, donde t = γ + α.
5 Aqúı se ha tomado el ĺımite N → ∞, por lo que los coeficientes de las integrales en HCD y S CD tienden

a 1.
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S AA = 1 +

∞∑
j=1, j,m

ei ~k·(~R j−~Rm) s(~RA
m −

~RA
j ), (3.14)

S AB =

∞∑
j=1

ei ~k·(~R j−~Rm) s(~RA
m −

~RB
j ), (3.15)

donde m es un número fijo que permite calcular los parámetros respecto a cualquier sitio
atómico de átomos tipo A. La misma formulación podŕıa hacerse respecto a los átomos
tipo B tomando el conjugado complejo. Para darse una idea de esto, se pueden observar
los sitios atómicos etiquetados en la Figura 3.1. Los sitios B, B1 y B6 son los primeros
vecinos de A, mientras que A, A1 y A6 son los primeros vecinos de B. Entonces ya se ve
claramente la ventaja de utilizar el determinante de la ecuación (3.7). Se elige arbitrari-
amente un sitio atómico (si el origen de coordenadas coincide con un sitio atómico tipo

A, lo más fácil es elegir ~RA
m = ~0 ) y se seleccionan las integrales de salto y de traslape

de los sitios atómicos vecinos que se consideren significativos. Finalmente se resuelve el
determinante (3.7) como un polinomio de segundo grado de E(~k). Después, si se desea, se

pueden aproximar los coeficientes cA(~k) y cB(~k) resolviendo (3.4) sin el vector transpuesto
(c∗A c∗B). Una presentación de este modelo aplicado a nanotubos de carbón puede verse
en [17]. En la siguiente sección se presentarán las relaciones de dispersión para grafeno
pristino considerando los parámetros de amarre fuerte de diferentes sitios atómicos.

3.2. Relación de dispersión sin deformaciones

Aunque para obtener las relaciones de dispersión no es necesario hacer referencia a
algún sistema coordenado en espećıfico, en la Figura 3.1 se muestra la convención adoptada
en este trabajo sobre las direcciones de los vectores que generan la red de Bravais y
los vectores que definen a los primeros vecinos. Con el propósito de hacer coherente el
lenguaje, se debe hacer una distinción entre vecinos definidos por la distancia (distancia
fisica real) y vecinos definidos por enlace6 (cantidad mı́nima de enlaces recorridos para
llegar de un sitio a otro en la red hexagonal, i.e. distancia qúımica). Entonces un sitio
atómico en la red pristina tiene tres primeros vecinos por enlace que coinciden con los tres
primeros vecinos por distancia, seis segundos vecinos por enlace que coinciden con los seis
segundos vecinos por distancia y nueve terceros vecinos por enlace, los cuales contienen a
los únicos tres terceros vecinos por distancia. Esto se ilustra en las siguientes imágenes de la
Figura 3.1. En esta sección, la palabra“vecino”será para referirse únicamente a los vecinos
por distancia. En lo siguiente, se mostrarán algunos ejemplos de la ecuación secular (3.7)

6 Aqúı se hace referencia a una red hexagonal bidimensional, imaginaria e infinita que tiene por nodos
a los sitios atómicos. De manera que cada sitio solo tiene tres conexiones (vecinos) y estas no se cruzan
en el plano. Aunque la motivación para definir esta red son los enlaces σ entre sitios atómicos, en un
esquema riguroso todos los sitios estan conectados por el traslape de sus orbitales σ, por más pequeño
que este sea.
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y la relación de dispersión obtenida al considerar primeros, segundos y terceros vecinos,
con y sin integral de traslape.
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Figura 3.1: Ilustración de los vecinos por distancia (unidos con una circunferencia) y
vecinos por enlaces (etiquetados con un número de color) respecto a los dos tipos de
átomo que hay en una celda unitaria. Tipo A en a) y tipo B en b). Solo los terceros
vecinos por enlace no coinciden con los terceros vecinos por distancia. En morado se
indican los vectores ~ai que generan la subred de Bravais triangular y en negro los vectores
de los primeros vecinos por enlace ~δi. Nótese que se puede obtener la imagen b) girando
la imagen a) 180◦ e intercambiando las etiquetas AB. Esta “simetŕıa” facilita escribir la
ecuación secular (3.7). Aśı que no importa el tipo de sitio (A o B) respecto al cual se
calculen los parámetros t y s.

Primeros vecinos sin integral de traslape

En una primera aproximación, solo se consideran significativas las integrales de salto
de los tres primeros vecinos por distancia y el traslape se desprecia. El determinante de
la ecuación (3.7) queda como ∣∣∣∣∣∣E2p − E Z

Z∗ E2p − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.16)

donde

Z = t(1 + e−i ~k·~a1 + e−i ~k·~a2) (3.17)

y se esta usando la simetŕıa rotacional de la red de panal pristina, que permite escribir
una sola integral de salto t = t(~δ1) = t(~δ2) = t(~δ3). El signo negativo de la integral de
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salto se pondrá expĺıcitamente únicamente al escribir la relación de dispersión. Aśı que se
obtiene la conocida relación de dispersión obtenida por Wallace [2]

E±(~k) = E2p ± t |1 + e−i ~k·~a1 + e−i ~k·~a2 | = E2p ± |Z|. (3.18)

En la literatura suele escribirse sin el término E2p porque en este caso solo es un desplaza-
miento en la enerǵıa. Las bandas obtenidas son las que se ilustran en la Figura 2.2, las
cuales son simétricas respecto a la enerǵıa de Fermi E2p. El signo positivo corresponde
a la banda antiligante π∗ y el negativo a la ligante π. Estas relaciones de dispersión dan
lugar a los conos de Dirac para enerǵıas cercanas a E2p, los cuales se ilustran en la misma
Figura 2.2.

Primeros vecinos con integral de traslape

Normalmente los términos de traslape son despreciables, pero si se desea una mejor
aproximación se deben incluir. El determinante de la ecuación (3.7) con las integrales de
traslape de los primeros vecinos queda como∣∣∣∣∣∣ E2p − E Z − Z̃E

Z∗ − Z̃∗E E2p − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.19)

donde
Z̃ = s(1 + e−i ~k·~a1 + e−i ~k·~a2), (3.20)

con s = s(~δ1) = s(~δ2) = s(~δ3) la integral de traslape, que es la misma para los primeros
vecinos por distancia. La relación de dispersión queda

E±(~k) =
E2p ± t |1 + e−i ~k·~a1 + e−i ~k·~a2 |

1 ∓ s |1 + e−i ~k·~a1 + e−i ~k·~a2 |
=

E2p ± |Z|

1 ∓ |Z̃|
. (3.21)

Nótese que, a diferencia del caso en que se desprecia el traslape, las bandas ya no presentan
simetŕıa de reflexión respecto a la enerǵıa de Fermi [16].

Segundos vecinos sin integral de traslape

Para mejorar el modelo de las bandas, también se puede considerar las integrales de
salto hasta segundos vecinos por distancia. El determinante (3.7) queda∣∣∣∣∣∣E2p + V − E Z

Z∗ E2p + V − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.22)

donde

V = t′ [ (ei ~k·~a1 + e−i ~k·~a1) + (ei ~k·~a2 + e−i ~k·~a2) + (ei ~k·(~a1−~a2) + e−i ~k·(~a1−~a2))] (3.23)
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es la suma de términos que involucran a los seis segundos vecinos por distancia que tienen
la misma integral de salto t′ = t(~a1) = t(~a2) = t(−~a1) = t(−~a2) = t(~a1 − ~a2) = t(−~a1 + ~a2), por
lo que la relación de dispersión queda

E±(~k) = E2p − 2t′
[
cos(~k · ~a1) + cos(~k · ~a2) + cos(~k · (~a2 − ~a1))

]
± t |1 + e−i ~k·~a1 + e−i ~k·~a2 |

= E2p − V ± |Z|.

(3.24)

Segundos vecinos con integral de traslape

Si se consideran las integrales de salto y de traslape de los segundos vecinos, el deter-
minante (3.7) queda como∣∣∣∣∣∣E2p + V − (1 + Ṽ)E Z − Z̃E

Z∗ − Z̃∗E E2p + V − (1 + Ṽ)E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.25)

donde

Ṽ = s′ [ (ei ~k·~a1 + e−i ~k·~a1) + (ei ~k·~a2 + e−i ~k·~a2) + (ei ~k·(~a1−~a2) + e−i ~k·(~a1−~a2))], (3.26)

siendo s′ = s(~a1) = s(~a2) = s(−~a1) = s(−~a2) = s(~a1 −~a2) = s(−~a1 +~a2) la integral de traslape
de los segundos vecinos. Por tanto la relación de dispersión queda7

E±(~k) =
E2p − V ± |Z|

1 + Ṽ ∓ |Z̃|
. (3.27)

Terceros vecinos sin integral de traslape

Considerando solo las integrales de salto hasta terceros vecinos, la ecuación secular
(3.7) queda como ∣∣∣∣∣∣E2p + V − E Z + W

Z∗ + W∗ E2p + V − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.28)

donde

W = t′′(ei ~k·(~a2−~a1) + e−i ~k·(~a2−~a1) + e−i ~k·(~a1+~a2)), (3.29)

con t′′ = t(~a1 − ~a2) = t(~a2 − ~a1) = t(−~a1 − ~a2) la integral de salto de los terceros vecinos por
distancia. Lo cual resulta en la relación de dispersión

E±(~k) = E2p − V ± |Z + W |. (3.30)

7 Recuérdese que aqúı las relaciones de dispersión se evalúan con t > 0.
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Terceros vecinos con integral de traslape

Finalmente, considerando las integrales de salto y de traslape hasta terceros vecinos
por distancia, el determinante (3.7) a resolver es∣∣∣∣∣∣ E2p + V − (1 + Ṽ)E Z + W − (Z̃ + W̃)E

Z∗ + W∗ − (Z̃∗ + W̃∗)E E2p + V − (1 + Ṽ)E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.31)

donde

W̃ = s′′(ei ~k·(~a2−~a1) + e−i ~k·(~a2−~a1) + e−i ~k·(~a1+~a2)), (3.32)

siendo la integral de traslape de los terceros vecinos s′′ = s(~a1−~a2) = s(~a2−~a1) = s(−~a1−~a2).
La relación de dispersión no se escribirá aqúı porque será un caso particular de la siguiente
sección, pero se puede ver en [19] y [20].

3.3. Relación de dispersión con deformaciones

En el modelo de amarre fuerte presentado, lo único que se necesita es que la red
hexagonal se pueda generar por una red de Bravais con una base de dos átomos por
celda unitaria. Entonces, se puede continuar a modelar la red hexagonal deformada que
mantenga esta condición. Pero para mantenerse en el modelo “ideal”, adicionalmente se
debe satisfacer que Ĥ ≈ Ĥa localmente en un sitio atómico8. Aunque no se ha escrito
expĺıcitamente, el Hamiltoniano de la red depende de (todas) las posiciones de los sitios
atómicos y, por ende, en general cambia cuando se deforma la red. Formalmente, los
parámetros de amarre fuerte de la red deformada en el plano, como en las deformaciones
uniaxial y tangencial anteriormente presentadas, estan dados de la siguiente manera9:

t(ε̃, ~RC
j −

~RD
l ) =

〈
φ
(
ε̃ , (Id + ε̃)~RC

j
) ∣∣∣∣ Ĥ(Id + ε̃)

∣∣∣∣ φ(ε̃ , (Id + ε̃)~RD
l
)〉

(3.33)

y

s(ε̃, ~RC
j −

~RD
l ) =

〈
φ
(
ε̃ , (Id + ε̃)~RC

j
) ∣∣∣∣ φ(ε̃ , (Id + ε̃)~RD

l
)〉
, (3.34)

donde ε̃ es cualquier matriz de deformación uniforme en el plano e Id es la matriz iden-
tidad. En las ecuaciones (3.33) y (3.34) se muestra expĺıcitamente que los parámetros de
amarre fuerte no pueden depender solo de la distancia entre vecinos. A no ser que siem-
pre se cumpla que Ĥ ≈ Ĥa localmente, lo cual permite considerar la misma función φ(~r)
a cualquier deformación 10. Esto es importante hacerlo notar porque en este trabajo se

8 Para hacer énfasis en esta condición ideal y no estrictamente necesaria, se puede escribir Ĥ = Ĥa + Û,
donde Û es la corrección del Hamiltoniano atómico, la cual debe ser pequeña en una vecindad del sitio
atómico, una mayor discusión se puede ver en [28] (cap. 10).

9 La dependencia de φ con el tensor ε̃ es relevante para funciones de Wannier [28], que cambian con
cada ε̃.

10 La dependencia de ε̃ en la función φ es solo relevante si para cada deformación se pide que la matriz
S sea la identidad, como cuando se usan funciones de Wannier [28].
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asumirá que los parámetros de amarre fuerte dependen de la distancia entre sitios atómi-
cos, que es una cantidad escalar, y no de la deformación.

Entonces para las integrales de salto t de la red deformada por la matriz ε̃ se utilizará
la siguiente notación:

t (ε̃, ~δ1) = t1δ,

t (ε̃, ~δ2) = t2δ,

t (ε̃, ~δ3) = t3δ,

t (ε̃, ~a1) = t1,

t (ε̃, ~a2) = t2,

t (ε̃, ~a1 + ~a2) = t12.

(3.35)

Para las combinaciones lineales con inversos aditivos se utilizará una barra sobre el número
para indicar el signo menos, por ejemplo: t (ε̃,−~δ3+~a2−~a1) = t3δ12 y t (ε̃, ~a1−~a2) = t12. La
misma notación será empleada para la integral de traslape s y se mantendrá la notación
E2p = E2p(ε̃).

Para grafeno pristino fue fácil elegir y agrupar términos de acuerdo a su posición
como vecino por distancia. Para grafeno deformado se propondrá utilizar solamente los
sitios cuya definición de vecino por distancia y vecino por enlace coincide para grafeno
pristino. Ya que parece adecuado despreciar todas las integrales de salto y de traslape
que tengan un valor menor a las de los terceros vecinos por distancia de grafeno pristino.
En un modo práctico, los sitios que se utilizarán son los sitios que tienen número y se
encuentran en alguna circunferencia en la Figura 3.1, independientemente de que bajo
alguna deformación puedan quedar mucho más lejos que otros sitios atómicos. En el
siguiente caṕıtulo se ilustrará el comportamiento de esta elección de sitios atómicos. De
mientras, en la siguiente figura (Figura 3.2) se presenta una deformación de la red de
panal en una red de ladrillo, en la cual se preservan las distancias entre primeros vecinos.
Es decir, con la condición:

~δ1 = a(0, 1),
~δ2 = a(0,−1),
~δ3 = −a(1, 0).

(3.36)
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Figura 3.2: Dibujo cualitativo de la red de panal deformada en una red de ladrillo. Se
observa la numeración de los vecinos por enlace y los radios de los tres vecinos cercanos
por distancia de un átomo tipo A. Ahora hay cuatro primeros vecinos por distancia, que
no coinciden con los primeros vecinos por enlace. Para esta deformación necesariamente
hay que considerar uno de los terceros vecinos por enlace. En la parte superior izquierda
se muestran los vectores de la red de Bravais ~ai y los vectores de los primeros vecinos por
enlace ~δi.

En lo sucesivo, se seguirán utilizando los apóstrofes para continuar identificando los tér-
minos de grafeno pristino, los cuales se seguirán nombrando como primeros, segundos y
terceros vecinos sin importar la deformación, a no ser que se especifique lo contrario.

Primeros vecinos sin integral de traslape

Considerando solo las integrales de salto de los primeros vecinos como en [10], el deter-
minante de la ecuación (3.7) queda∣∣∣∣∣∣E2p − E Z

Z∗ E2p − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.37)

donde

Z = t3δ + t1δ e−i ~k·~a1 + t2δ e−i ~k·~a2 (3.38)

Resultando en la relación de dispersión

E±(~k) = E2p ± |t3δ + t1δ e−i ~k·~a1 + t2δ e−i ~k·~a2 | = E2p ± |Z|. (3.39)

Esta relación de dispersión guarda similitud con la de grafeno pristino, pero la diferencia
esta en que ya no puede considerarse una sola integral de salto. Esta es la relación de
dispersión estudiada en [10], la cual no muestra brecha energética mientras se cumplan
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las desigualdades de Hasegawa [11]:∣∣∣∣∣∣ |t1δ|

|t3δ|
− 1

∣∣∣∣∣∣ ≤ |t2δ|

|t3δ|
≤

∣∣∣∣∣∣ |t1δ|

|t3δ|
+ 1

∣∣∣∣∣∣. (3.40)

Cabe hacer notar que estas bandas tienen simetŕıa de reflexión respecto a la enerǵıa E2p.
Consecuentemente, el tamaño de la brecha energética ∆Eπ no depende de E2p, ya que esta
dada por

∆Eπ = mı́n
∀~k∈1BZ

{
2 |Z(~k)|

}
. (3.41)

Primeros vecinos con integral de traslape

Considerando el traslape de los primeros vecinos, la ecuación secular (3.7) queda como∣∣∣∣∣∣ E2p − E Z − Z̃E
Z∗ − Z̃∗E E2p − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.42)

donde
Z̃ = s3δ + s1δ e−i ~k·~a1 + s2δ e−i ~k·~a2 . (3.43)

La relación de dispersión queda dada en forma desarrollada como11

E±(~k) =
b ±

√
b2 − 4ac

2a
, (3.44)

donde

b = − 2E2p − 2s3δt3δ − 2s3δt1δx2 − 2s1δt3δx2 − 2s1δt1δx2
2

− 2s3δt2δx3 − 2s2δt3δx3 − 2s2δt1δx2x3 − 2s1δt2δx2x3

− 2s2δt2δx2
3 − 2s1δt1δy2

2 − 2s2δt1δy2y3 − 2s1δt2δy2y3 − 2s2δt2δy2
3,

a = − 1 + s2
3δ + 2s1δs3δx2 + s2

1δx
2
2 + 2s2δs3δx3 + 2s1δs2δx2x3

+ s2
2δx

2
3 + s2

1δy
2
2 + 2s1δs2δy2y3 + s2

2δy
2
3

y

c = − E2
2p + t2

3δ + 2t1δt3δx2 + t2
1δx

2
2 + 2t2δt3δx3 + 2t1δt2δx2x3

+ t2
2δx

2
3 + t2

1δy
2
2 + 2t1δt2δy2y3 + t2

2δy
2
3,

siendo xi y yi tales que

x2 + iy2 = e−i~k·~a1

y

x3 + iy3 = e−i~k·~a2 .

11 Esta solución fue obtenida mediante Mathematica [40].
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Terceros vecinos sin integral de traslape

El siguiente caso será considerar solo las integrales de salto de los terceros vecinos, lo cual
resulta en el siguiente determinante∣∣∣∣∣∣E2p + V − E Z + W

Z∗ + W∗ E2p + V − E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.45)

donde
Z = t3δ + t1δe−i ~k·~a1 + t2δe−i ~k·~a2 , (3.46)

V = t′1 (ei ~k·~a1 + e−i ~k·~a1) + t′2 (ei ~k·~a2 + e−i ~k·~a2) + t′
12

(ei ~k·(~a1−~a2) + e−i ~k·(~a1−~a2)) (3.47)

y

W = t′′
3δ12

ei ~k·(~a2−~a1) + t′′
3δ12

e−i ~k·(~a2−~a1) + t′′
3δ12

e−i ~k·(~a1+~a2). (3.48)

Obsérvese que se han agrupado los términos de acuerdo a los apóstrofes. Z, V y W seŕıan
los términos correspondientes a los primeros, segundos y terceros vecinos por distancia
para grafeno pristino respectivamente. También en el término V de los segundos vecinos
por enlace se agruparon términos con la misma integral de salto. Esto es gracias a que
son del mismo tipo de átomo y por tanto estan a distancias definidas por los vectores de
la red de Bravais. La solución de la ecuación (3.45) es

E±(~k) = E2p − V ± |W + Z|. (3.49)

Cabe observar que estas bandas no tienen simetŕıa de reflexión respecto a la enerǵıa E2p

debido a la contribución de las integrales de salto de los segundos vecinos V. Sin embargo,
el tamaño de la brecha energética no depende de los segundos vecinos, ya que esta dada
por

∆Eπ = mı́n
∀~k∈1BZ

{
2 |W(~k) + Z(~k)|

}
. (3.50)

Terceros vecinos con integral de traslape

Considerando las integrales de salto y de traslape hasta terceros vecinos por distancia, el
determinante (3.7) a resolver es∣∣∣∣∣∣ E2p + V − (1 + Ṽ)E Z + W − (Z̃ + W̃)E

Z∗ + W∗ − (Z̃∗ + W̃∗)E E2p + V − (1 + Ṽ)E

∣∣∣∣∣∣ = 0, (3.51)

donde
Z̃ = s3δ + s1δe−i ~k·~a1 + s2δe−i ~k·~a2 , (3.52)

Ṽ = s′1 (ei ~k·~a1 + e−i ~k·~a1) + s′2 (ei ~k·~a2 + e−i ~k·~a2) + s′
12

(ei ~k·(~a1−~a2) + e−i ~k·(~a1−~a2)) (3.53)

y

W̃ = s′′
3δ12

ei ~k·(~a2−~a1) + s′′
3δ12

e−i ~k·(~a2−~a1) + s′′
3δ12

e−i ~k·(~a1+~a2). (3.54)
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cuya solución E±(~k) es 12

E±(~k) =
b ±

√
b2 − 4ac

2a
, (3.55)

donde

b = 2E2p + 2s3δt3δ + 4E2ps′1x1 − 4t′1x1 + 2s3δt1δx1 + 2s1δt3δx1

− 8s′1t′1x2
1 + 2s1δt1δx2

1 + 4E2ps′2x2 − 4t′2x2 + 2s3δt2δx2

+ 2s2δt3δx2 − 8s′2t′1x1x2 + 2s2δt1δx1x2 − 8s′1t′2x1x2

+ 2s1δt2δx1x2 − 8s′2t′2x2
2 + 2s2δt2δx2

2

+ 4E2ps′
12

x3 − 4t′
12

x3 + 2s′′
3δ12

t3δx3 + 2s′′
3δ12

t3δx3

+ 2s3δt′′3δ12
x3 + 2s3δt′′3δ12

x3 − 8s′
12

t′1x1x3

− 8s′1t′
12

x1x3 + 2s′′
3δ12

t1δx1x3 + 2s′′
3δ12

t1δx1x3

+ 2s1δt′′3δ12
x1x3 + 2s1δt′′3δ12

x1x3 − 8s′2t′
12

x2x3

− 8s′
12

t′2x2x3 + 2s′′
3δ12

t2δx2x3 + 2s′′
3δ12

t2δx2x3

+ 2s2δt′′3δ12
x2x3 + 2s2δt′′3δ12

x2x3 − 8s′
12

t′
12

x2
3

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x2
3 + 2s′′

3δ12
t′′
3δ12

x2
3

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x2
3 + 2s′′

3δ12
t′′
3δ12

x2
3 + 2s′′

3δ12
t3δx4

+ 2s3δt′′3δ12
x4 + 2s′′

3δ12
t1δx1x4 + 2s1δt′′3δ12

x1x4

+ 2s′′
3δ12

t2δx2x4 + 2s2δt′′3δ12
x2x4

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x3x4 + 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x3x4

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x3x4 + 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x3x4

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

x2
4 + 2s1δt1δy2

1 + 2s2δt1δy1y2

+ 2s1δt2δy1y2 + 2s2δt2δy2
2 − 2s′′

3δ12
t1δy1y3

+ 2s′′
3δ12

t1δy1y3 − 2s1δt′′3δ12
y1y3 + 2s1δt′′3δ12

y1y3

− 2s′′
3δ12

t2δy2y3

+ 2s′′
3δ12

t2δy2y3 − 2s2δt′′3δ12
y2y3 + 2s2δt′′3δ12

y2y3

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

y2
3 − 2s′′

3δ12
t′′
3δ12

y2
3 − 2s′′

3δ12
t′′
3δ12

y2
3

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

y2
3 + 2s′′

3δ12
t1δy1y4 + 2s1δt′′3δ12

y1y4

+ 2s′′
3δ12

t2δy2y4 + 2s2δt′′3δ12
y2y4 − 2s′′

3δ12
t′′
3δ12

y3y4

+ 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

y3y4 − 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

y3y4 + 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

y3y4 + 2s′′
3δ12

t′′
3δ12

y2
4,

12 Esta solución fue obtenida mediante Mathematica [40].
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c = E2
2p − t2

3δ − 4E2pt′1x1 − 2t1δt3δx1 + 4t′21 x2
1 − t2

1δx
2
1

− 4E2pt′2x2 − 2t2δt3δx2 + 8t′1t′2x1x2 − 2t1δt2δx1x2

+ 4t′22 x2
2 − t2

2δx
2
2 − 4E2pt′

12
x3 − 2t3δt′′3δ12

x3

− 2t3δt′′3δ12
x3 + 8t′1t′

12
x1x3 − 2t1δt′′3δ12

x1x3

− 2t1δt′′3δ12
x1x3 + 8t′

12
t′2x2x3 − 2t2δt′′3δ12

x2x3

− 2t2δt′′3δ12
x2x3 + 4t′2

12
x2

3 − t′′2
3δ12

x2
3

− 2t′′
3δ12

t′′
3δ12

x2
3 − t′′2

3δ12
x2

3 − 2t3δt′′3δ12
x4

− 2t1δt′′3δ12
x1x4 − 2t2δt′′3δ12

x2x4

− 2t′′
3δ12

t′′
3δ12

x3x4 − 2t′′
3δ12

t′′
3δ12

x3x4

− t′′2
3δ12

x2
4 − t2

1δy
2
1 − 2t1δt2δy1y2 − t2

2δy
2
2

+ 2t1δt′′3δ12
y1y3 − 2t1δt′′3δ12

y1y3 + 2t2δt′′3δ12
y2y3

− 2t2δt′′3δ12
y2y3 − t′′2

3δ12
y2

3 + 2t′′
3δ12

t′′
3δ12

y2
3

− t′′2
3δ12

y2
3 − 2t1δt′′3δ12

y1y4 − 2t2δt′′3δ12
y2y4

+ 2t′′
3δ12

t′′
3δ12

y3y4 − 2t′′
3δ12

t′′
3δ12

y3y4 − t′′2
3δ12

y2
4

y

a = 1 − s2
3δ + 4s′1x1 − 2s1δs3δx1 + 4s′21 x2

1 − s2
1δx

2
1

+ 4s′2x2 − 2s2δs3δx2 + 8s′1s′2x1x2 − 2s1δs2δx1x2

+ 4s′22 x2
2 − s2

2δx
2
2 + 4s′

12
x3 − 2s3δs′′3δ12

x3

− 2s3δs′′3δ12
x3 + 8s′1s′

12
x1x3 − 2s1δs′′3δ12

x1x3

− 2s1δs′′3δ12
x1x3 + 8s′

12
s′2x2x3 − 2s2δs′′3δ12

x2x3

− 2s2δs′′3δ12
x2x3 + 4s′2

12
x2

3 − s′′2
3δ12

x2
3

− 2s′′
3δ12

s′′
3δ12

x2
3 − s′′2

3δ12
x2

3 − 2s3δs′′3δ12
x4

− 2s1δs′′3δ12
x1x4 − 2s2δs′′3δ12

x2x4

− 2s′′
3δ12

s′′
3δ12

x3x4 − 2s′′
3δ12

s′′
3δ12

x3x4

− s′′2
3δ12

x2
4 − s2

1δy
2
1 − 2s1δs2δy1y2 − s2

2δy
2
2

+ 2s1δs′′3δ12
y1y3 − 2s1δs′′3δ12

y1y3 + 2s2δs′′3δ12
y2y3

− 2s2δs′′3δ12
y2y3 − s′′2

3δ12
y2

3 + 2s′′
3δ12

s′′
3δ12

y2
3

− s′′2
3δ12

y2
3 − 2s1δs′′3δ12

y1y4 − 2s2δs′′3δ12
y2y4

+ 2s′′
3δ12

s′′
3δ12

y3y4 − 2s′′
3δ12

s′′
3δ12

y3y4 − s′′2
3δ12

y2
4,
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con

x1 + iy1 = e−i~k·~a1 ,

x2 + iy2 = e−i~k·~a2 ,

x3 + iy3 = ei~k·(~a2−~a1),

y

x4 + iy4 = e−i~k·(~a2+~a1).

Con esto se concluye la presentación del modelo de amarre fuerte. Recuérdese que el
adjetivo de “ideal” es debido a la suposición de que los orbitales considerados preservan
su naturaleza atómica, junto con la hipótesis de que el Hamiltoniano de la red Ĥ se
puede aproximar localmente en un sitio atómico mediante el Hamiltoniano atómico Ĥa,
independientemente de la deformación. El siguiente paso natural seŕıa asignar valores a los
parámetros de amarre fuerte y decir cómo vaŕıan con la distancia (o más rigurosamente,
con respecto a la deformación). Sin embargo, esta caracteŕıstica de “ideal” ha sido solo
un capricho utilizado para presentar el modelo de amarre fuerte con argumentos f́ısicos
(muy inocentes). Acorde con lo que se dijo cuando se presentaron los parámetros de
amarre fuerte, estos se pueden obtener de diversas formas. Lo cual resulta en que no es
del todo necesario especificar los orbitales ni el Hamiltoniano. Aśı que en la siguiente
sección se discutirán algunos de los valores de los parámetros de amarre fuerte reportados
en la literatura y se hará una comparación con lo que se podŕıa obtener si se continúa
con el modelo de amarre fuerte “ideal”. Por último, cabe aclarar que se pueden proponer
otras funciones que sustituyan a los orbitales atómicos en el desarrollo anterior, como
funciones localizadas tipo Gaussianas [37] o con toda formalidad funciones (moleculares)
de Wannier [28]. Incluso, como este modelo corresponde a una aproximación de electrón
independiente, al utilizar expĺıcitamente el Hamiltoniano de la red este debe aproximarse
mediante un Hamiltoniano que incluya una interacción efectiva con otros electrones en la
red [28].

3.4. Valores de los parámetros de amarre fuerte

En esta sección se estudiará la parte del problema actual del modelo de amarre fuerte,
que corresponde a asignar valores a los parámetros de la red pristina. Con la creciente
capacidad de cómputo y el costo de los materiales para manipular y caracterizar
efectivamente al grafeno, parte de su estudio se ha hecho mediante cálculos de teoŕıa
del funcional de la densidad (DFT). De donde se pueden obtener las bandas π. Lo que
se hará en este trabajo, es dar una propuesta de cómo vaŕıan los parámetros de amarre
fuerte basado en cálculos hechos con DFT para grafeno pristino.

En 2002, Reich et al. [19] reportaron los mejores parámetros de amarre fuerte que
se ajustan a la relación de dispersión calculada mediante SIESTA [41], considerando
hasta terceros vecinos en grafeno pristino, los cuales se nombrarán aqúı como (MΓKM).
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Sin embargo, a estos parámetros no se les puede atribuir significado f́ısico porque no
son decrecientes con la distancia. Esta es una propiedad esperada si se recuerda que
los orbitales

〈
~r
∣∣∣2pz

〉
(o cualquier función de un sistema ligado) deben decaer con la

distancia debido a la condición de normalización. Pero también reportan otro conjunto
de parámetros que se ajustan bien en la región, de la primera zona de Brillouin, definida
por tener una diferencia menor a 4 eV entre la banda de conducción y de valencia, a los
cuales se les etiquetará como “Óptico”.

Después en 2010, Kundu [20], utilizando el trabajo previo de Reich et al., reporta
otros parámetros ajustando t y s. Luego fijando t y s, ajusta t′ y s′. Para finalmente,
dejando los anteriores fijos, ajustar t′′ y s′′. A este conjunto se le etiquetará aqúı como
“Secuencial”. También hace otro ajuste en el cual deja libres todos los parámetros y que
aqúı se etiquetará como “Incluyente”. A diferencia de los reportados por Reich et al., el
ajuste de Kundu se hace junto con la condición de que sus valores deben ser decrecientes
con la distancia.

Cabe señalar que los cálculos de DFT se pueden realizar utilizando bases distintas. Por
ejemplo, SIESTA [41] utiliza conjuntos de bases estrictamente localizadas. Mientras que
Quantum Espresso [42] utiliza ondas planas. No obstante, para grafeno pristino, las
bandas π obtenidas por ambos son muy similares [43]. Por lo que será suficiente continuar
la discusión basándose en los parámetros reportados por Reich et al. [19] y Kundu [20],
los cuales se muestran en la tabla 3.1. Aqúı se utiliza el sub́ındice cero para indicar que
son valores correspondientes a la red de grafeno pristino.

Tabla 3.1: Parámetros de amarre fuerte para grafeno pristino de las referencias [19] y [20]
(No se considera el signo de la integral de salto).

Referencia E2p [eV] t0 [eV] t′0 [eV] t′′0 [eV] s0 [-] s′0 [-] s′′0 [-]
Reich et al. [19] -0.28 2.97 0.073 0.33 0.073 0.018 0.026

(MΓKM)

Reich et al. [19] -2.03 2.79 0.68 0.30 0.30 0.046 0.039

Óptico

Kundu [20] -0.21 2.74 0.07 0.015 0.065 0.002 0.001
Secuencial

Kundu [20] -0.45 2.78 0.15 0.095 0.117 0.004 0.002
Incluyente

De haber continuado con el modelo de amarre fuerte “ideal”, con φ(~r) =
〈
~r
∣∣∣2pz

〉
dado

en la ecuación (2.4). Se podŕıan calcular los parámetros de amarre fuerte de manera
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aproximada. E2p seŕıa la enerǵıa propia del átomo hidrogenoide, dada por

E2p = E(n,Z) ≈ (−13.6 eV)
(
Z
n

)2

, (3.56)

donde n es el número cuántico principal y Z es el número atómico. Mientras que las
integrales de salto se deben aproximar como

t(~RC
j −

~RD
l ) = 〈 φ(~RC

j ) | Ĥ | φ(~RD
l ) 〉 ≈ 〈 φ(~RC

j ) | Ĥa(~RD
l ) | φ(~RD

l ) 〉, (3.57)

donde se esta asumiendo un modelo de amarre fuerte ideal, en el cual se puede aproximar
el Hamiltoniano de la red Ĥ por el Hamiltoniano del átomo hidrogenoide Ĥa en el sitio
~RD

l . Como por hipótesis se satisface la ecuación de Schrödinger,

Ĥa(~RD
l ) | φ(~RD

l ) 〉 = E(n,Z)| φ(~RD
l ) 〉, (3.58)

entonces se obtiene

t(~RC
j −

~RD
l ) ≈ E(n,Z) 〈 φ(~RC

j ) | φ(~RD
l ) 〉

= E(n,Z) s(~RC
j −

~RD
l ) > E(n,Z),

(3.59)

donde la última desigualdad se cumple porque la enerǵıa propia E(n,Z) es negativa y
el traslape s(~RC

j −
~RD

l ) es menor que uno. El electrón 2pz debe estar en un potencial de
Coulomb con Z < 6, debido a que los otros electrones apantallan al núcleo. En la siguiente
tabla se presentarán algunos valores calculados para Z = 1 y Z = 2.

Tabla 3.2: Parámetros de amarre fuerte “ideal” para grafeno pristino calculados numéri-
camente con Mathematica [40]. El número cuántico principal utilizado es n = 2 (No se
considera el signo de la integral de salto).

Número E2p t0 t′0 t′′0 s0 s′0 s′′0
atómico [eV] [eV] [eV] [eV] [-] [-] [-]

Z
1 -3.4 0.0578 ≈ 0.020 ≈ 0.014 0.017 ≈ 0.006 ≈ 0.004
2 -13.6 ≈ 0.054 ≈ 4 × 10−3 ≈ 1 × 10−3 ≈ 0.004 ≈ 3 × 10−4 ≈ 1 × 10−4

Como puede verse en las tablas 3.2 y 3.1, los órdenes de magnitud de los parámetros
del modelo ideal son (en general) completamente distintos a los reportados por Reich
et al. [19] y Kundu [20]. Prácticamente todas las integrales de salto calculadas difieren
en un orden de magnitud de las reportadas. Algo a observar, es que las integrales de
traslape disminuyen rápidamente cuando se aumenta el número atómico, por eso ya no
se discuten los parámetros con otros números atómicos Z. La diferencia era de esperarse,
ya que al formarse la red de grafeno las funciones de onda de los electrones deben perder
su carácter atómico.
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Por tanto se prescindirá de la forma expĺıcita de la función φ(~r) del modelo de amarre
fuerte (no ideal). Lo cual permite utilizar al modelo en su forma emṕırica [37]. Pero lo
que śı es necesario asumir, es que tienen una simetŕıa similar a la del orbital 2pz. En
particular, se asumirá que tiene una mayor densidad de probabilidad en la dirección
perpendicular al plano de la red, que tiene simetŕıa rotacional en el plano y que tiene
un decaimiento exponencial con la distancia. Esto permitirá seguir utilizando una sola
función φ(~r) para modelar las bandas de conducción y de valencia, las cuales se consid-
erarán como las bandas π. Para terminar de examinar cualitativamente los resultados
reportados, en la tabla 3.3 se presentará cada conjunto de parámetros con los valores en
forma adimensional, con t0 = 1, lo cual permite darse una idea de los órdenes de magnitud.

Tabla 3.3: Parámetros de amarre fuerte con integrales de salto adimensionales de las
referencias [19] y [20]. En cada conjunto las magnitudes son tales que t0 = 1 (No se
considera el signo de la integral de salto).

Referencia E2p [-] t0 [-] t′0 [-] t′′0 [-] s0 [-] s′0 [-] s′′0 [-]
Reich et al. -0.09428 1 0.02458 0.11111 0.073 0.018 0.026

(MΓKM)

Reich et al. -0.72760 1 0.24373 0.10753 0.30 0.046 0.039

Óptico

Kundu -0.07664 1 0.02555 0.00547 0.065 0.002 0.001
Secuencial

Kundu -0.16188 1 0.05396 0.03417 0.117 0.004 0.002
Incluyente

3.5. Parámetros decrecientes con la distancia

Ahora se abordará la otra parte del problema del modelo de amarre fuerte, que corresponde
a indicar cómo vaŕıan los parámetros cuando se deforma la red. Como los valores de los
parámetros de amarre fuerte solo estan reportados para grafeno pristino, se debe proponer
alguna expresión para calcular los cambios en ellos cuando la red se deforma. En particular,
para la integral de salto se ha propuesto utilizar la aproximación de Harrison [29][6], que
depende del inverso cuadrado de la distancia l−2. Sin embargo, en otros trabajos se han
dado propuestas que coincidan con la aproximación de Harrison a distancias pequeñas y
que decaigan exponencialmente a mayores distancias [18] [44]. En [10] Pereira, Castro y
Peres argumentan que la aproximación de Harrison es válida sólo para sistemas de amarre
fuerte que sean simples y en equilibrio. Por lo que en la misma referencia se propone un
decaimiento exponencial dependiente de la distancia l para los primeros vecinos, que es

t(l) ≈ t0e−β(l/a−1), (3.60)
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donde t(l) es cualquiera de las integrales de salto de los primeros vecinos por enlace, a es
la distancia interatómica de grafeno pristino y β ≈ 3.37 es el parámetro de Grüneisen13
[10]; para el cual no hay un valor convenido en la literatura [23][24][25][22][26][27][7]. Este
valor es asumiendo que t0 = 2.7 eV. Si se asume que t0 = 2.79 eV, entonces β ≈ 3.25. Ya
que este se obtiene, de una manera informal, de la ecuación diferencial [10]

dt
dl

= t(l)
(
−
β

a

)
≈ −6.4 eVÅ−1. (3.61)

Por lo que no seŕıa del todo correcto utilizar la misma β para distintos valores de
t(0) = t0. En este trabajo se propone utilizar el parámetro de Grüneisen β para ajustar
la ecuación (3.60) a cada conjunto de integrales de salto reportados por Reich et al.
[19] y por Kundu [20]. En particular se utilizarán los valores adimensionales mostrados
en la tabla 3.3. Con estas funciones se obtendrán los valores de las integrales de salto a
distintas deformaciones. Lo cual permitirá comparar los resultados cuando se consideran
primeros y terceros vecinos. Los parámetros (MΓKM) reportados por Reich et al. no
serán considerados, pues carecen de significado f́ısico.

Para las integrales de traslape también se debe proponer una expresión. De igual manera,
se espera que sus valores decaigan con la distancia. Por lo que, pensando en la ecuación
(3.59), se propone utilizar una expresión similar para ajustarse a los valores de las inte-
grales de traslape,

s(l) = s0e−ξ(l/a−1), (3.62)

donde a diferencia de la ecuación (3.60), la integral de traslape de los primeros vecinos
s0 no es normalizable a la unidad, pues es adimensional, y no se asumirá que ξ = β. Se
ajustará esta función a cada conjunto de integrales de traslape mostrados en la tabla 3.3
para obtener el valor de ξ. Los valores ajustados de β y ξ se muestran en la tabla 3.4 y se
ilustran en la Figura 3.3 y en la Figura 3.4, respectivamente. Con esto ya se puede evaluar
casi toda la relación de dispersión E±(~k) de la ecuación (3.55), excepto por el parámetro
E2p. El cual también debeŕıa cambiar cuando la red se deforma, por lo discutido en la
ecuación (3.33). En este trabajo se asumirá que E2p no cambia con la deformación 14.
Se seguirán utilizando las mismas etiquetas de los conjuntos de parámetros de amarre
fuerte, mostradas en la tabla 3.3 para referirse a los modelos ajustados que se propone
utilizar en este trabajo. Los ajustes de cada modelo se hiceron mediante el programa
Gnuplot [46] utilizando la función fit.

13 El parámetro de Grüneisen es una medida de la razón de cambio de las propiedades vibracionales de
la red bajo una deformación [7]. Es la cantidad normalizada de cambios de número de onda por unidad
de deformación [45]. Sin embargo al principio se considerará solo como un parámetro a ajustar.

14 Esta condición coincide con asumir que el Hamiltoniano de la red Ĥ se puede aproximar por el
Hamiltoniano atómico Ĥa localmente en un sitio atómico.
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Tabla 3.4: Parámetros β y ξ obtenidos de la referencia [10] y de ajustar las ecuaciones
(3.60) y (3.62) a los datos de la tabla 3.3.

Referencia β ξ

Pereira, Castro y Peres [10] 3.37 -

Reich et al. Óptico 2.03 ± 0.10 2.35 ± 0.19

Kundu Secuencial 5.03 ± 0.04 4.65 ± 0.17

Kundu Incluyente 3.84 ± 0.20 4.51 ± 0.16

Las funciones exponenciales propuestas en (3.60) y (3.62) tienen la intención de modelar
efectivamente deformaciones de más del 10 %. Ya que en los modelos utilizados en la
literatura, ninguno reporta la aparición de una brecha a deformaciones menores a este
valor [45]. Por tanto, no se considera necesario que se adapte a la aproximación de
Harrison para deformaciones pequeñas [29][6]. Además, tienen la intención de ajustarse
lo mejor posible a los valores de grafeno pristino. Las motivaciones para extender
la propuesta de Pereira, Castro y Peres [10] a terceros vecinos son la simetŕıa con
decaimiento exponencial de los orbitales φ(~r) =

〈
~r
∣∣∣2pz

〉
, presentados en la ecuación (2.4),

y la aproximación (3.59) (el traslape entre los orbitales decae de manera exponencial con
la distancia), junto con la prueba de consistencia de esta función ofrecida en la misma
referencia [10]. A pesar de la carencia de significado f́ısico de los parámetros de Grüneisen
en los modelos Kundu Secuencial y Kundu Incluyente, por ser excesivamente grandes, se
seguirán considerando para encontrar consecuencias cualitativas. Esto se discutirá más
adelante.
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Figura 3.3: Ajustes de la ecuación exponencial (3.60) (rectas de color) a los conjuntos de
integrales de salto de la tabla 3.3 (puntos negros). Los primeros vecinos se encuentran a
distancia a, los segundos a 1.732a y los terceros a 2a (a = 1.42Å). Se muestran con escala
logaŕıtmica en el eje de las ordenadas. Cada gráfica corresponde a los diferentes conjuntos
de integrales de salto. a) Reich et al. Óptico, b) Kundu Secuencial y c) Kundu Incluyente.
Los valores ajustados de β se muestran en la tabla 3.4.
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Figura 3.4: Ajustes de la ecuación exponencial (3.62) (rectas de color) a los conjuntos de
integrales de traslape de la tabla 3.3 (puntos negros). Los primeros vecinos se encuentran
a distancia a, los segundos a 1.732a y los terceros a 2a (a = 1.42Å). Se muestran con
escala logaŕıtmica en el eje de las ordenadas. Cada gráfica corresponde a los diferentes
conjuntos de integrales de traslape. a) Reich et al. Óptico, b) Kundu Secuencial y c) Kundu
Incluyente. Los valores ajustados de β se muestran en la tabla 3.4.
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3.6. Densidad de estados

Una caracteŕıstica importante de los materiales es la densidad de estados (DOS)15 en
la primera zona de Brillouin 1BZ, denotada aqúı mediante ρ(E). Esta se utilizará como
normalizada a la unidad en el eje de enerǵıas adimensionales,

ρ(E) = t0 ∆ν(E)
(
∆E

E=Emax∑
E=Emin

∆ν(E)
)−1

, (3.63)

donde ∆ν(E) es el número de estados con enerǵıa entre E y E+∆E. Para visualizar la apari-
ción de una brecha energética, es adecuado utilizar la densidad de estados porque muestra
información cualitativa sobre el comportamiento de la red de grafeno. Para obtenerla, se
hizo un programa computacional (se incluye un ejemplo en el anexo A) que consiste en
calcular los vectores que generan la red de Bravais de la red de grafeno deformada. Para
luego encontrar la frontera de la 1BZ, que se define como la región compacta16 formada
por las seis bisectrices de los sitios más cercanos en el espacio rećıproco. Se toma un con-
junto de puntos en la 1BZ distribuidos homogéneamente y en cada uno de ellos se evalúa
la relación de dispersión de las bandas π y π∗. Después de evaluar en todos los puntos de
la 1BZ, se elige una partición homogénea en el eje de la enerǵıa y se cuenta el número
de puntos en la 1BZ cuyas enerǵıas se encuentren en un intervalo [E, E + ∆E] (como si
fuera una proyección), obteniéndose el valor de ρ(E) sin normalizar. Para normalizar, se
divide entre el producto de la suma del total de puntos y el intervalo de enerǵıa elegido
∆E, como en la ecuación (3.63). Este proceso se ilustra en la Figura 3.5.

-3

-2

-1

0

1

2

3

E
/t

E

( )

k

k x

y

ρ E

π*

π
BZ1

Figura 3.5: Se muestra la banda de conducción π∗ (naranja) y la banda de valencia π
(azul) sobre la primera zona de Brillouin 1BZ (morado), la cual tiene una cuadŕıcula que
representa el conjunto discreto de puntos que se utilizan para evaluar las relaciones de
dispersión E±(~k). La “proyección” del número de estados por intervalo ∆E se hace sobre el
eje de la enerǵıa y se normaliza, lo cual resulta en la gráfica mostrada.

En la Figura 3.6 se muestran las densidades de estados de grafeno pristino consideran-
do solo las integrales de salto, las cuales fueron obtenidas numéricamente evaluando la

15 DOS son las siglas en inglés de “Density of states”.
16 Cerrada y acotada en un espacio Real.
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ecuación (3.30), sin considerar el parámetro E2p porque en este caso solo es un desplaza-
miento en la enerǵıa. Las mismas DOS considerando las integrales de traslape se pueden
ver en [20], excepto la de Reich et al. Óptico.
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Figura 3.6: DOS obtenidas numéricamente con los datos de la tabla 3.1 usando la ecuación
(3.30) sin considerar los traslapes. a) DOS obtenida mediante el mejor ajuste por Reich
et al. (MΓKM) [19]. b) DOS obtenida mediante el ajuste en el rango óptico (Óptico) por
Reich et al. [19]. c) DOS obtenida por Kundu al ajustar y fijar ordenadamente (Secuencial)
[20] y d) DOS obtenida por el ajuste de terceros vecinos de Kundu (Incluyente) [20].
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En la Figura 3.6 se observa que casi todos los parámeros reportados [19][20] dan
cualitativamente la misma gráfica. Excepto los de Reich et al. Óptico, ya que esta DOS
solo coincide con la real cerca la enerǵıa de Fermi (alrededor de ρ = 0). Aunque podŕıa
hacerse una discusión mayor sobre las caracteŕısticas de las DOS, estas solo se utilizarán
para ilustrar el comportamiento cualitativo de la red, igual que en [7] (p. 21).

Aunque cada conjunto de parámetros en la tabla 3.1 tiene sus ventajas y deficiencias,
como la forma en que fueron obtenidos, la simetŕıa de las bandas, el dominio de enerǵıas
que tiene cada una y las enerǵıas de las singularidades de Van Hove; se considera
apropiado seguir el desarrollo basándose en estos resultados reportados.

En resumen, se han obtenido las relaciones de dispersión para las bandas π considerando
distintos sitios atómicos, con y sin traslape. Se propusieron funciones con forma expo-
nencial para modelar la variación de los parámetros de amarre fuerte. Lo cual resultó
en tres modelos, etiquetados con la fuente de donde se obtuvieron (Reich et al. Óptico,
Kundu Secuencial y Kundu Incluyente).

Cuando se consideran las integrales de traslape, el tamaño de la brecha depende expĺıci-
tamente de los valores de los segundos vecinos. Por tanto, la elección de parámetros hecha
en este caṕıtulo, puede corresponder a la condición de considerar, por lo menos, a todos
los sitios atómicos que se hallen dentro del radio definido por los terceros vecinos por
distancia para grafeno pristino. Esto se ilustrará en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Grafeno deformado

En este breve caṕıtulo se estudiará la red de panal transformada por casos particulares
de los tensores de deformación (2.9) y (2.10). Se mostrarán las densidades de estados que
se obtienen en cada uno de los modelos propuestos en el caṕıtulo anterior, con lo cual se
puede visualizar el tamaño de la brecha. Para esto se considarán solamente las integrales
de salto, calculadas con la ecuación exponencial (3.60). Se mostrará que la elección de
sitios, para evaluar las relaciones de dispersión, incluye por lo menos a todos los sitios de
la red deformada que se encuentren dentro del radio definido por los terceros vecinos de
grafeno pristino. Además se ilustrarán las curvas de isodeformación obtenidas en [10].

4.1. Deformación en la dirección de zigzag

Se muestra una deformación uniaxial utilizando los valores ε = 0.25 y θ = π/2 del
tensor de deformación (2.9). En la Figura 4.1 se muestra una parte de la red de grafeno
deformada, junto con la cantidad de vecinos por distancia. El valor de la razón de
Poisson utilizado es ν = 0.165. Cabe mencionar que la deformación uniaxial máxima en
el régimen elástico reportada en la literatura es de 14 % [32]. La deformación máxima
con nanoindentación ha sido del 25 % [6], mientras que la deformación umbral a la cual
aparece una brecha energética en el modelo de primeros vecinos es de 23 % [10].

En la literatura se considera que los sitios que tienen una mayor contribución a la relación
de dispersión, son los términos corresponientes hasta terceros vecinos por distancia [19]
[20] [16]. Nótese que la elección de sitios atómicos, hecha en el caṕıtulo anterior, permite
considerar por lo menos a todos los sitios que se encuentren dentro del radio definido por
los terceros vecinos por distancia para grafeno pristino.

37
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Figura 4.1: a) En negro se observa la red de grafeno deformada y en naranja se observan
los sitios seleccionados para evaluar la relación de dispersión. Los ćırculos verdes indican
los radios en los cuales se encuentra por lo menos un sitio de la red de grafeno. b) Se
grafica el número de vecinos por distancia en rojo para la red deformada y en gris para la
red no deformada, solo se cuentan los 32 sitios (sin incluir el centro) que se ilustran en
la figura de la izquierda.

En la Figura 4.1 se muestra que en la nueva red deformada solo hay un primer vecino
por distancia, dos segundos vecinos por distancia, cuatro terceros vecinos por distancia
(del mismo tipo de átomo, dados por los vectores ~a1, ~a2, −~a1 y −~a2) y un cuarto vecino

por distancia (dado por el vector −~a1 − ~δ2). Estos quedan dentro del radio de los terceros
vecinos por distancia de grafeno pristino. El cuarto vecino por distancia pertenece a
los terceros vecinos por enlace que se consideran para evaluar la relación de dispersión.
Entonces, por lo menos, todos los sitios atómicos dentro del radio definido por los
terceros vecinos por distancia para grafeno pristino se incluyen para evaluar la relación
de dispersión (3.49). Recuérdese que cuando se considere el traslape, el tamaño de la
brecha śı dependerá de los segundos vecinos.

En la Figura 4.2 se muestran las densidades de estados de cada modelo, utilizando la
relación de dispersión (3.39) y sin considerar la integral de traslape. Para comparar,
también se incluye la DOS obtenida con el modelo de primeros vecinos de Pereira, Castro
y Peres [10]. A groso modo la aparición de una brecha en deformaciones uniaxiales en
la dirección de zigzag se da cuando la integral de salto de un solo primer vecino es
considerablemente mayor que la de los otros dos, por lo que la densidad de estados tiende
a la de un sistema de d́ımeros [7] (horizontales en la Figura 4.1).
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Figura 4.2: Densidades de estados de los modelos propuestos a estudiar cuando el grafeno
se deforma en la dirección de zigzag. No se consideran los parámetros de traslape s. a) En
negro se muestra la DOS considerando solo primeros vecinos con β = 3.37, igual que en
[10]. b) DOS obtenida mediante el modelo Reich et al. Óptico con β = 2.03 c) DOS obtenida
mediante el modelo Kundu Secuencial con β = 5.03. d) DOS obtenida con el modelo Kundu
Incluyente con β = 3.84. El modelo de Reich et al. Óptico no muestra brecha energética
distinta de cero. Los bultos alrededor de 2 y -2 eV son errores computacionales.
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4.2. Deformación en la dirección de sillón

Ahora se mostrará una deformación uniaxial en la dirección de sillón utilizando ε = 0.25
y θ = 0 en la ecuación (2.9). La red deformada se ilustra en la siguiente figura.
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Figura 4.3: a) En negro se observa la red de grafeno deformada y en naranja se observan
los sitios considerados en la relación de dispersión cuando no hay deformación. Los ćır-
culos verdes indican los radios en los cuales se encuentra por lo menos un sitio de la red
de grafeno. b) Se grafica el número de vecinos por distancia en rojo para la red deformada
y en gris para la red no deformada, solo se cuentan los mismos 32 sitios que en la sección
anterior.

En esta deformación se tienen dos primeros vecinos por distancia (dados por los vectores

−~δ1 y −~δ2), un segundo vecino por distancia (dado por el vector −~δ3), dos terceros vecinos
por distancia (dados por los vectores ~a1 − ~a2 y −(~a1 − ~a2)) y cuatro cuartos vecinos por
distancia (del mismo tipo de átomo dados por ~a1, ~a2, −~a1 y −~a2).

En la Figura 4.3 se muestra que por lo menos se estan considerando los sitios dentro del
radio definido por los terceros vecinos de grafeno pristino. Por lo que esto justifica la
elección hecha en el caṕıtulo anterior de los sitios atómicos a considerar para evaluar las
relaciones de dispersión (3.49). En la Figura 4.4 se muestran las DOS obtenidas con los
diferentes modelos. La incapacidad de generar una brecha energética en la dirección de
sillón se debe a que esta deformación tiende a hacer sistemas de cadenas unidimensionales
de átomos 1 (en dirección vertical en la Figura 4.3), cuya densidad de estados permanece

1 Esta afirmación se hace en el esquema de amarre fuerte. El modelo de Kronig Penny corresponde a
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sin brecha [37](p. 281) [7].
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Figura 4.4: Densidades de estados de los modelos propuestos a estudiar cuando el grafeno
se deforma en la dirección de sillón. No se consideran los parámetros de traslape s. a)
DOS considerando solo primeros vecinos con β = 3.37 igual que en [10]. b) DOS obtenida
mediante el modelo Reich et al. Óptico con β = 2.03. c) DOS obtenida mediante el modelo
Kundu Secuencial con β = 5.03. d) DOS obtenida con el modelo Kundu Incluyente con
β = 3.84.

una cadena unidimensional y muestra muchas brechas [28] (p. 149). La diferencia esta en la función que
se promueve a función de Bloch. La cual no puede ser cualquiera para el modelo de amarre fuerte.
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4.3. Deformaciones tangenciales

En esta sección se mostrará la red de panal deformada por un esfuerzo cortante descrito
por el tensor de la ecuación (2.10) cuando ζ = 0.2. El cual es mayor que el valor umbral
de 16 % reportado en la literatura [12] para la aparición de una brecha.
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Figura 4.5: a) En negro se observa la red de grafeno deformada por un esfuerzo cortante
y en naranja se observan los sitios considerados en la relación de dispersión cuando no
hay deformación. Los ćırculos verdes indican los radios en los cuales se encuentra por lo
menos un sitio de la red de grafeno. b) Se grafica el número de vecinos por distancia en
rojo para la red deformada y en gris para la red no deformada.

En esta deformación se tiene un primer vecino por distancia (dado por el vector −~δ2),

un segundo vecino por distancia (dado por el vector −~δ3), un tercer vecino por distancia

(dado por el vector −~δ1), dos cuartos vecinos por distancia (dados por los vectores ~a2

y −~a2) y un quinto vecino por distancia (dado por el vector ~a2 − ~δ1). Como se queŕıa,
por lo menos los sitios que se encuentran dentro del radio de los terceros vecinos por
distancia para grafeno pristino son considerados por la elección que se hizo para evaluar
las relaciones de dispersión. Lo cual concluye la justificación de dicha elección. Nótese
que si se hubiera elegido el radio de los segundos vecinos por distancia para grafeno
pristino, el tercer vecino dado por el vector ~a2 − ~δ1 quedaŕıa dentro de dicho radio.

En la Figura 4.6 se muestran las densidades de estados que se obtienen con esta deforma-
ción considerando solo integrales de salto.
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Figura 4.6: Densidades de estados de los modelos propuestos a estudiar cuando el grafeno
se deforma por un esfuerzo cortante. No se consideran los parámetros de traslape s. a)
DOS considerando solo primeros vecinos con β = 3.37. b) DOS obtenida mediante el
modelo Reich et al. Óptico con β = 2.03. c) DOS obtenida mediante el modelo Kundu
Secuencial con β = 5.03. d) DOS obtenida mediante el modelo Kundu Incluyente con
β = 3.84.

El surgimiento de una brecha se da por el mismo mecanismo que en deformaciones uniax-
iales. Observando la Figura 4.5, se ve que el d́ımero se “forma” con el primer vecino dado
por el vector −~δ2.
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4.4. Curvas de isodeformación

En estos modelos, las bandas de conducción y de valencia son determinadas principal-
mente por las integrales de salto de los primeros vecinos t1δ, t2δ y t3δ. Por tanto será
razonable ilustrar los valores que estos toman cuando haya una brecha energética. En [10]
se muestran curvas de isodeformación en función de (t2δ/t3δ, t1δ/t3δ). Las cuales contienen
información de la dirección y magnitud de la deformación para generar una brecha. Por
lo que en el siguiente caṕıtulo también se presentarán las mismas curvas para comparar
entre los modelos. En la Figura 4.7 se muestra un ejemplo de estas curvas, iguales a las que
se obtuvieron en [10]. Cada punto (t2δ/t3δ, t1δ/t3δ) se encontrará en una curva con ángulo
θ constante (curvas de color en la Figura 4.7) y en otra con parámetro de deformación ε
constante (curvas negras en la Figura 4.7). Como se vió en la Figura 2.1, las direcciones de
sillón y de zigzag se repiten alternadamente en la red de grafeno, lo cual también sucede
en la Figura 4.7. Algo a notar es que las direcciones de sillón y de zigzag son independi-
entes del sistema de coordenadas que se utilice. Aunque las curvas con ángulo constante
tienen información de la dirección, no se presentarán en los resultados. Esto con el fin de
no saturar las imágenes.

t 1
δ

/ t
3δ

t2δ / t3δ

Z A

Z

A
0 rad

πrad
2

πrad
6

πrad
3

Figura 4.7: Se observan las curvas de isodeformación en negro y en color se muestran
las curvas con direcciones de sillón A (verde), de zigzag Z (rosa) y de ángulos aleatorios
(azul). Óbsérvese que las curvas de ángulos aleatorios no son rectas. Las ĺıneas rojas
encierran la región donde no hay brecha (Región de Hasegawa (3.40) [11]). Los ángulos
de las direcciones de sillón y de zigzag se indican en radianes. Esta imagen es similar a
la presentada en [10].



Caṕıtulo 5

Generación de una brecha por
deformaciones

En este caṕıtulo se estudiará el tamaño de la brecha energética en las bandas π generada
por deformaciones en el plano. Para el caso de deformaciones uniaxiales, se presentarán
curvas de isodeformación (ε = cte.) en función de (t2δ/t3δ, t1δ/t3δ), tal y como se hizo en [10].
Para las deformaciones tangenciales solo se graficará el tamaño de la brecha en función
de la deformación ζ. Con el propósito de mostrar el efecto de incluir las integrales de
traslape, se mostrarán las mismas gráficas con y sin integrales de traslape. También se
discutirá el efecto de incluir los parámetros de los terceros vecinos.

5.1. Deformación uniaxial sin integrales de traslape

En esta sección se presentan las curvas de isodeformación en función de (t2δ/t3δ, t1δ/t3δ)
considerando solo las integrales de salto. Para esto se utilizarán las relaciones de dispersión
(3.39) [10] y (3.49). Lo cual podŕıa ser una aproximación casi adecuada excepto para el
modelo Reich et al. Óptico, ya que tiene la integral de traslape más grande (tabla 3.3).
Los parámetros del tensor de deformación (ε, θ) vaŕıan de manera discreta en el intervalo
[0, 0.4] × [0, π].

45
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Figura 5.1: Curvas de isodeformación (ε = cte.), con (ε, θ) ∈ [0, 0.4] × [0, π], obtenidas
de los modelos propuestos considerando solo integrales de salto. En color se muestran
las regiones donde se encontró que hay una brecha energética distinta de cero. a) Se
muestran las curvas considerando solo primeros vecinos con β = 3.37, tal como en [10]. b)
Se muestran las curvas del modelo Reich et al. Óptico con β = 2.03. c) Curvas del modelo
Kundu Secuencial con β = 5.03. d) Curvas del modelo Kundu Incluyente con β = 3.84.
Cada imagen tiene la misma cantidad de curvas cerradas. En morado se muestran los
ĺımites de la región de Hasegawa (3.40) [11].
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Figura 5.2: Tamaño de la brecha en función de la deformación ε. Los puntos indican los
valores de brecha cuando es distinta de cero a diferentes ángulos. a) Se consideran solo
los primeros vecinos con β = 3.37 [10]. b) Se muestran las brechas obtenidas mediante el
modelo Reich et al. Óptico con β = 2.03. c) Las del modelo Kundu Secuencial con β = 5.03.
d) Las del modelo Kundu Incluyente con β = 3.84. En morado se muestra la recta ajustada
a los primeros tres valores que muestran la mayor brecha distinta de cero. Los puntos a la
izquierda de la recta son errores del programa, estos son facilmente identificables porque
muestran una brecha del tamaño de ∆E de la ecuación (3.63).

Como se esperaba, en la Figura 5.1 se observa que las curvas de isodeformación abarcan
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un área mayor conforme aumenta el parámetro β y colapsan en el punto (1, 1) para
β → 0. También se puede apreciar que la región definida por las desigualdades de
Hasegawa (3.40) [11] se mantiene aproximadamente para todos los ajustes, excepto
para los de Reich et al. Óptico. Esto es debido a que las integrales de salto de los
terceros vecinos de los otros modelos son varios órdenes de magnitud menores que las
integrales de salto de los primeros, por lo que su contribución para generar una brecha
es aproximadamente despreciable. En el modelo Reich et al. Óptico, pareciera que la
región de Hasegawa se contrajo hacia el punto (1, 1), lo cual se debe a la consideración de
más vecinos. Aparece una brecha antes que en el modelo de primeros vecinos con β = 2.03.

La diferencia entre los modelos se hizo evidente en la magnitud de la deformación umbral
para generar una brecha εu y en los valores que esta toma cuando se deforma. La dirección
en la que se genera una brecha mayor sigue siendo la dirección de zigzag. En la Figura
5.2 se muestra el trivial resultado de que al aumentar la rapidez de decaimiento de t(l)
se disminuye la deformación umbral para que exista una brecha y además cambia los
valores predichos de esta (esto se ve por la expansión de las curvas de isodeformación).
Cualitativamente se sigue observando la variación lineal de la brecha en función de la
deformación para el intervalo εu < ε < 0.26. Como el efecto de introducir los terceros
vecinos en la relación de dispersión queda matizado por la variación de las integrales de
salto, que depende de β, en la Figura 5.3 se muestran las mismas gráficas considerando
terceros vecinos con β = 3.37 y t0 = 2.7 eV. En la tabla 5.1 se muestran los valores de las
rectas ajustadas.

Tabla 5.1: Valores ajustados a las rectas f (ε) = aε+ b de la Figura 5.2 y de la Figura 5.3.
También se muestra la deformación umbral εu.

Modelo a b εu

Primeros vecinos 18.25 ± 0.13 −4.17 ± 0.03 0.23
β = 3.37

Reich et al. 12.0292 ± 0.0005 −3.0656 ± 0.0002 0.25

Óptico

Kundu 26.95 ± 0.22 −4.10 ± 0.04 0.15
Secuencial

Kundu 21.44 ± 0.14 −4.10 ± 0.03 0.19
Incluyente

Terceros vecinos 18.66 ± 0.14 −3.92 ± 0.03 0.21
β = 3.37
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Figura 5.3: a) Curvas de isodeformación obtenidas al considerar terceros vecinos con β =

3.37 y t0 = 2.7 eV. b) Tamaño de la brecha en función de la deformación ε. En este caso,
la introducción de los terceros vecinos disminuye el valor umbral de deformación para
generar una brecha. En rojo se muestra la recta ajustada a los primeros tres valores que
muestran la mayor brecha.

Entonces se obtuvo que la deformación umbral εu esta en el intervalo [0.15, 0.25]. Sin
importar el valor de β, siempre se observa que el tamaño de la brecha en la dirección de
zigzag se puede modelar como una recta en un intervalo cercano al valor umbral εu, lo cual
coincide con lo reportado en [10]. Además, el efecto de considerar las integrales de salto
hasta terceros vecinos es que disminuyen el valor umbral εu al cual se genera la brecha,
predicen una brecha más grande que si solo se consideran primeros vecinos y contraen la
región de Hasegawa. Si no se consideran terceros vecinos, el modelo Reich et al. Óptico
tendŕıa una deformación umbral de εu ≈ 0.37.

5.2. Deformación uniaxial con integrales de traslape

Ahora se presentarán las mismas curvas de isodeformación de la sección anterior en función
de (t2δ/t3δ, t1δ/t3δ) considerando las integrales de traslape. De los resultados de la sección
anterior, no se espera que haya un cambio a deformaciones menores al 12 % (seguirá sin
haber brecha) y a groso modo se vió que solo el modelo Reich et al. Óptico presenta
un cambio en la región de Hasegawa, por lo que se utilizarán deformaciones con (ε, θ) ∈
[0.12, 0.3] × [0, π/2].
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Figura 5.4: Curvas de isodeformación, con (ε, θ) ∈ [0.12, 0.3] × [0, π]. a) Curvas de los
primeros vecinos con t0 = 2.7 eV, β = 3.37, ξ = 2.35 y E2p = −0.7276t0 usando la relación
de dispersión (3.44), aqui se usa ε ∈ [0, 0.4]. b) Curvas obtenidas con el modelo Reich et
al. Óptico, con β = 2.03, ξ = 2.35 c) Curvas obtenidas con el modelo Kundu Secuencial
con β = 5.03, ξ = 4.65. d) Curvas con el modelo Kundu Incluyente con β = 3.84 y ξ = 4.51.
En b), c) y d) se utilizó la relación de dispersión (3.55). En morado se muestra la región
de Hasegawa (3.40).
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Figura 5.5: Tamaño de la brecha en función de la deformación ε. Los puntos indican los
valores de brecha cuando es distinta de cero a diferentes ángulos. a) Se consideran solo
los primeros vecinos con β = 3.37, ξ = 2.35 y E2p = −0.7276 t0. b) se muestra la brecha

obtenida mediante el modelo Reich et al. Óptico con β = 2.03 y ξ = 2.35. c) Brechas en
el modelo de Kundu Secuencial con β = 5.03 y ξ = 4.65. d) Brechas del modelo Kundu
Incluyente con β = 3.84 y ξ = 4.51. En morado se muestra la recta ajustada a los primeros
tres valores que muestran la mayor brecha. Los puntos a la izquierda de la recta son errores
del programa porque muestran una brecha de tamaño ∆E (ecuación (3.63)).

En la tabla 5.2 se muestran los parámetros de las rectas ajustadas y los valores umbrales
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de deformación de cada modelo.

Tabla 5.2: Valores ajustados a las rectas f (ε) = aε+ b de la Figura 5.5 y de la Figura 5.6.
También se muestra la deformación umbral εu.

Modelo a b εu

Primeros vecinos 15.74 ± 0.18 −3.31 ± 0.04 0.21
β = 3.37 ξ = 2.35

Reich et al. 13.59 ± 0.21 −3.47 ± 0.06 0.25

Óptico

Kundu 27.33 ± 0.22 −4.15 ± 0.04 0.15
Secuencial

Kundu 21.98 ± 0.07 −4.20 ± 0.02 0.19
Incluyente

Terceros vecinos 19.31 ± 0.17 −3.94 ± 0.03 0.20
β = 3.37 ξ = 2.35
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Figura 5.6: a) Curvas de isodeformación obtenidas al considerar terceros vecinos con t0 =

2.7 eV β = 3.37, ξ = 2.35, s0 = 0.3 y E2p = −0.7276 t0. En rojo se muestra la región de
Hasegawa (3.40). b) Tamaño de la brecha en función de la deformación ε con una recta
ajustada a los primeros tres valores que muestran la mayor brecha distinta de cero. En
rojo se muestra la recta ajustada a los primeros tres valores que muestran una brecha.



5.3. DEFORMACIÓN TANGENCIAL SIN INTEGRALES DE TRASLAPE 53

En general la introducción de las integrales de traslape en la relación de dispersión no
cambió mucho los resultados obtenidos en la sección anterior (tabla 5.1). Comparando con
la tabla 5.2 se observa el caso particular de que la deformación umbral εu considerando solo
las integrales de salto con β = 3.37 de los primeros vecinos (εu = 0.23) es mayor que cuando
se introduce el traslape de los primeros vecinos (εu = 0.21) y este a su vez es mayor que
cuando se introducen todos los parámetros de los terceros vecinos con β = 3.37 y ξ = 2.35
(εu = 0.20). Con los modelos Kundu Secuencial y Kundu Incluyente no se esperaba ningún
cambio significativo al introducir las integrales de traslape, ya que decrecen rápidamente
con la distancia y son muy pequeños. El modelo Reich et al. Óptico no mostró un cambio
tan significativo a pesar de ser el modelo que mayor traslape tiene y que sus parámetros
cambian menos con la distancia. Cabe aclarar que para un ángulo fijo el tamaño de la
brecha es creciente con el parámetro ε, tanto al considerar traslapes como al despreciarlos.

5.3. Deformación tangencial sin integrales de traslape

Ahora se mostrará la brecha generada por deformaciones de esfuerzo cortante (2.10) con-
siderando solo las integrales de salto. El parámetro ζ vaŕıa discretamente en el intervalo
[0, 0.2]. En este caso se observó que cerca de la deformación umbral ζu la brecha vaŕıa de
manera lineal en función del parámetro de deformación ζ, por lo que también se ajustaron
rectas a los cuatro primeros valores que mostraron una brecha distinta de cero. Los ajustes
se muestran en la tabla 5.3 y las gráficas en la Figura 5.7.

Tabla 5.3: Valores ajustados a las rectas f (ζ) = aζ + b de la Figura 5.7 y de la Figura 5.8.
También se muestra la deformación umbral ζu

Modelo a b ζu

Primeros vecinos 36.79 ± 0.29 −5.91 ± 0.05 0.16
β = 3.37

Reich et al. 24.02 ± 0.14 −3.76 ± 0.02 0.16

Óptico

Kundu 56.25 ± 0.26 −5.97 ± 0.03 0.11
Secuencial

Kundu 43.86 ± 0.33 −5.75 ± 0.05 0.13
Incluyente

Terceros vecinos 37.81 ± 0.23 −5.38 ± 0.04 0.14
β = 3.37
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Figura 5.7: Tamaño de la brecha en función de la deformación ζ. Se muestran todos los
valores de brecha cuando es distinta de cero. a) Se consideran solo los primeros vecinos
con β = 3.37 [10]. b) Se muestra la brecha obtenida en el modelo Reich et al. Óptico con
β = 2.03. c) La brecha del modelo Kundu Secuencial con β = 5.03. d) La brecha del modelo
Kundu Incluyente con β = 3.84.

En la Figura 5.7 se observa que en todos los casos la brecha se puede modelar mediante
una recta para ζ ligeramente mayor que la deformación umbral ζu. En el modelo Reich
et al. Óptico se muestra que a partir de ζ = 0.185 la razón de cambio de la brecha
disminuye, manteniéndose positiva. Este comportamiento ya ha sido reportado en [12],
donde utilizan un modelo de amarre fuerte semiemṕırico asumiendo hibridación sp3 y
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en el valor de ζ = 0.20 obtienen una brecha de 0.72 eV, la cual esta muy cerca de lo
obtenido aqúı con el modelo Reich et al. Óptico, que fue de 0.74 eV. En la tabla 5.3 se
muestran los valores umbrales de la deformación de esfuerzo cortante. Se puede notar que
los parámetros β = 3.37 y β = 2.03 predicen casi el mismo valor umbral ζu ≈ 0.15. Como
era de esperarse, la deformación umbral ζu disminuye cuando aumenta β para β > 3.37,
pero para β < 3.37 la contribución de los terceros vecinos hace que ζu disminuya cuando
β disminuye. No obstante, se puede ver que hay un punto cŕıtico (∂ζu/∂β = 0) entre 2 y 3.
Cabe mencionar que si solo se consideran las integrales de salto de los primeros vecinos
con β = 2.03 se obtiene ζu > 0.2.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 0  0.05  0.1  0.15  0.2

br
ec

ha
 [

eV
]

ζ

Figura 5.8: Tamaño de la brecha en función de la deformación ζ. Se consideran solo las
integrales de salto hasta terceros vecinos con β = 3.37 y t0 = 2.7 eV. En rojo se muestra
una recta ajustada a los primeros tres valores que muestran la mayor brecha distinta de
cero.

Dado que en la literatura se estima que β ∈ [2, 3] para grafeno pristino [7], es de interés
observar el comportamiento del valor umbral ζu(β). Es claro que hay un β para el cual
ζu(β) es máximo (tabla 5.3). Pero en esta deformación, pareciera que ζu(β) no vaŕıa tanto,
lo cual vale la pena verificarlo. En la Figura 5.9 se muestran los valores umbrales ζu(β) y
se verifica que ζu ∈ [0.15, 0.16] cuando β ∈ [2, 3].
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Figura 5.9: Se ilustra en color la región en la que hay brecha distinta de cero a distintos
valores de β. Se observa que hay un punto cŕıtico (∂ζu/∂β = 0) cerca de β = 2.3. Los
puntos rojos indican los valores umbrales ζu.

5.4. Deformación tangencial con integrales de traslape

Por último, en esta sección se mostrarán los cambios en la generación de una brecha por
la deformación de esfuerzo cortante (2.10) debido a la introducción de los parámetros
de traslape. El parámetro ζ vaŕıa discretamente en el intervalo [0, 0.2]. En este caso se
observó que cerca de la deformación umbral ζu la brecha sigue variando de manera lineal
en función del parámetro de deformación ζ. Por tanto, también se ajustaron rectas a
los cuatro primeros valores que mostraron una brecha distinta de cero. Los ajustes se
muestran en la tabla 5.4 y las gráficas en la Figura 5.10.
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Figura 5.10: Tamaño de la brecha en función de la deformación ζ. Se muestran todos
los valores de brecha cuando es distinta de cero. En a) se consideran solo los primeros
vecinos con β = 3.37 y ξ = 2.35. b) Se muestra la brecha obtenida mediante el ajuste de las
integrales de traslape con β = 2.03 y ξ = 2.35. c) Tamaño de la brecha del modelo Kundu
Secuencial con β = 5.03 y ξ = 4.65. d) Tamaño de la brecha del modelo Kundu Incluyente
con β = 3.84 y ξ = 4.51.
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Tabla 5.4: Valores ajustados a las rectas f (ζ) = aζ + b de la Figura 5.5 y de la Figura 5.6.
También se muestra la deformación umbral ζu.

Modelo a b ζu

Primeros vecinos 30.34 ± 0.63 −4.53 ± 0.10 0.15
β = 3.37 ξ = 2.35

Reich et al. 34.74 ± 0.22 −5.45 ± 0.04 0.16

Óptico

Kundu 57.17 ± 0.39 −6.07 ± 0.05 0.11
Secuencial

Kundu 46.63 ± 0.38 −6.10 ± 0.05 0.13
Incluyente

Terceros vecinos 45.28 ± 0.23 −6.37 ± 0.03 0.14
β = 3.37 ξ = 2.35

Solo el modelo que incluye las integrales de salto de los primeros vecinos presentó un
cambio en el valor umbral ζu, pues disminuyo en un 1 %. Pero las pendientes ajustadas a
aumentaron significativamente respecto a la sección anterior (tabla 5.3).
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Figura 5.11: Tamaño de la brecha en función de la deformación ζ considerando terceros
vecinos con β = 3.37, ξ = 2.35, t0 = 2.7 eV y s0 = 0.3 con una recta ajustada a los primeros
tres primeros valores que muestran la mayor brecha energética distinta de cero.
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5.5. Separación de máximos en las densidades de estados

En los caṕıtulos anteriores se mostraron las DOS de grafeno pristino y deformado, en las
cuales se puede observar la existencia de máximos de densidad de estados en la banda de
valencia y en la banda de conducción. Estos máximos son relevantes porque puede haber
transiciones radiativas entre estados con esas enerǵıas [47]. Por tanto en la Figura 5.12 se
muestra la distancia energética entre el máximo de la banda de valencia (π) y el máximo
de la banda de conducción (π∗). Para esto solo se utilizan las relaciones de dispersión de
los modelos considerando el traslape hasta terceros vecinos.
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Figura 5.12: Distancia energética entre las singularidades de Van Hove máximas de la
banda de conducción y de valencia en función de los parámetros de deformación. a) Sep-
aración en función de la deformación uniaxial en la dirección de zigzag. b) Separación
en función de la deformación de esfuerzo cortante. Los colores son los mismos que se
han asignado a cada modelo. Rojo: Modelo Reich et al. Óptico, verde: Modelo Kundu Se-
cuencial, azul: Modelo Kundu incluyente, negro: primeros vecinos sin traslape (β = 3.37
y t0 = 2.7 eV), morado: terceros vecinos con traslape(β = 3.37, ξ = 2.35, t0 = 2.7 eV y
s0 = 0.3). A cada serie de datos se le hizo un ajuste lineal mostrado en la tabla 5.5 (en el
siguiente párrafo se da una explicación más amplia de las figuras).

Dado que las gráficas muestran un comportamiento similar a una recta, se hizo un ajuste
lineal a cada serie de datos. Sin embargo, en la Figura 5.12 a) se observa que los datos
de terceros vecinos (β = 3.37, ξ = 2.35 , t0 = 2.7 eV y s0 = 0.3) tienen datos fuera del
ajuste. Esto se debe a que el máximo no era uno de los picos interiores, sino el extremo
negativo (ĺımite inferior de la banda de valencia) de la DOS. Este extremo disminuye su
altura hasta que es rebasado por uno de los picos interiores. Por tanto se decidió ajustar
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solo la distancia entre los picos interiores. Esto también sucedió con la misma serie de
datos de terceros vecinos para deformaciones tangenciales, como se muestra en la Figura
5.12 b). Solo que en este caso uno de los máximos siempre fue el mismo extremo inferior
de la banda de valencia. En la siguiente tabla se muestran las rectas ajustadas.

Tabla 5.5: Valores ajustados a las rectas f (ε) = aεε + bε de la Figura 5.12 a) (correlación
r > 0.9993) y valores de las rectas f (ζ) = aζζ + bζ de la Figura 5.12 b) (correlación
r > 0.9903).

Modelo aε bε aζ bζ
Primeros vecinos 3.278 ± 0.030 5.3857 ± 0.0054 32.36 ± 0.97 5.17 ± 0.12
β = 3.37 s0 = 0

Reich et al. 2.424 ± 0.029 3.5710 ± 0.0053 16.21 ± 0.80 3.47 ± 0.10
Óptico

Kundu 5.280 ± 0.050 5.3734 ± 0.0094 48.99 ± 0.38 5.30 ± 0.05
Secuencial

Kundu 4.141 ± 0.020 5.2788 ± 0.0037 35.96 ± 0.04 5.310 ± 0.005
Incluyente

Terceros vecinos 2.605 ± 0.056 4.783 ± 0.012 17.074 ± 0.090 6.449 ± 0.011
β = 3.37 ξ = 2.35

Las ordenadas al origen b se acercan cualitativamente a lo obtenido en [47], que es similar a
4.5 eV. Aunque aquellos resultados seguramente dependen del tipo de potencial utilizado.
La ordenada bζ de Terceros vecinos discrepa porque no es la distancia entre los picos
internos.



Caṕıtulo 6

Discusión y Conclusión

6.1. Discusión

Los modelos ajustados mostraron un comportamiento casi coherente con el modelo de
amarre fuerte ideal, resumido en la ecuación (3.59). Si los modelos de la tabla 3.4 se
ordenan de mayor a menor respecto a β o ξ, se obtiene el mismo orden. Lo que faltó
para que sea coherente es que β ≈ ξ. En las figuras 3.3 y 3.4 se observa que en cada uno
de los ajustes la función se acerca al valor de los segundos vecinos, pero discrepa con los
terceros vecinos. No obstante, al tener el objetivo de modelar deformaciones mayores al
10 % esto no representa un inconveniente grave.

Aunque no se dará una explicación de cómo es que se forma la brecha energética con la
contribución de todos los vecinos, se puede notar la siguiente desigualdad válida cerca del
valor umbral de deformación εu (sin considerar traslapes):

mı́n
∀~k∈1BZ

{
|Z(~k)|

}
≤ mı́n
∀~k∈1BZ

{
|W(~k) + Z(~k)|

}
. (6.1)

La cual se mostró numéricamente en este trabajo al observar la contracción de la región de
Hasegawa hacia el punto (1, 1) en las figuras 5.1 y 5.4, aśı como en el surgimiento temprano
de una brecha por deformaciones tangenciales cuando β = 2.03. Otra desigualdad que
podŕıa intuirse, válida alrededor de εu, es

mı́n
∀~k∈1BZ

{
|W(~k) + Z(~k)|

}
≤ mı́n
∀~k∈1BZ

{
|W(~k)|

}
, (6.2)

ya que |W(~k)| se puede reescribir como

|W(~k)| =
∣∣∣ t′′

3δ12
e2i ~k·~a2 + t′′

3δ12
e2i ~k·~a1 + t′′

3δ12

∣∣∣. (6.3)

Por lo que |W(~k)| es mayor que cero cuando se violan las desigualdades de Hasegawa
para t′′

3δ12
, t′′

3δ12
y t′′

3δ12
. Aunque estas integrales de salto de terceros vecinos son de

magnitud menor, vaŕıan más rápido que las de primeros vecinos. Esto se debe a que en
las expansiones, el cambio en unidades de distancia es mayor para sitios lejanos que para
sitios cercanos. Por ejemplo, en una expansión de ε = 0.5 en una recta infinita respecto
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a un cero arbitrario se tiene 1 7→ 1.5 y 100 7→ 150. Entonces se podŕıa esperar que
mı́n{|W(~k)|} sea mayor que cero antes que mı́n{|Z(~k) + W(~k)|}. Pero para esto hace falta una
demostración.

La elección de sitios atómicos para evaluar las relaciones de dispersión permite considerar
por lo menos a todos los sitios dentro del radio de terceros vecinos de grafeno pristino.
En las figuras 4.1, 4.3 y 4.5 se observa que no hay ningún sitio que tome un valor
significativamente mayor a los considerados.

En las tablas 5.1 y 5.2 se puede ver que el incluir los traslapes no cambia los valores um-
brales de deformación uniaxial εu. Pero śı aumenta ligeramente la variación de la brecha
en función de la deformación ε. Además, hace que la brecha dependa expĺıcitamente
de las integrales de salto de los segundos vecinos. Como no se observó un cambio tan
significativo al incluir a estos vecinos, se justifica parcialmente no haber mostrado casos
particulares considerando solo hasta segundos vecinos.

Debido a la variación discreta de los parámetros (ε, θ), no queda del todo bien ilustrada la
región donde no hay brecha para valores de deformación ε grandes. Pero de la continuidad
se puede intuir la forma completa de la región, que seguramente esta limitada por lados
rectos. Esto se puede mejorar aumentando el número de ángulos. En este trabajo
se utilizaron 60 en la Figura 5.1 y 45 en la Figura 5.4 distribuidos uniformemente
en el intervalo [0, π/2]. No se utilizó el intervalo [0, π] porque la simetŕıa rotacional
permite reflejar la mitad de las figuras respecto a la diagonal. Como era de esperarse,
la dirección para abrir una brecha con una mı́nima deformación ε sigue siendo la de zigzag.

Las deformaciones uniaxiales umbrales εu obtenidas con los modelos al considerar
y despreciar las integrales de traslape se encuentran en el intervalo [0.15, 0.25]. En
particular se obtuvo que la deformación umbral uniaxial en el modelo Reich et al. Óptico,
con β = 2.03, es del 25 %. Lo cual se acerca a lo reportado en [15], que es de 26.2 %.
Sin embargo, los valores del parámetro de Grüneisen utilizados en los modelos Kundu
Secuencial y Kundu Incluyente estan muy por arriba de los valores reportados. Ya que
los parámetros utilizados se obtienen del pico G del espectro Raman de grafeno, que
adquiere valores en el intervalo [1.5, 3] [23][24][25][22][26][27][7]. Por tanto, descartando
estos dos modelos, queda establecido cualitativamente que una deformación uniaxial
umbral menor a 20 % no es posible, pues le correspondeŕıa un parámetro de Grüneisen
muy alto. Por tanto, si β ∈ [2, 3] se puede esperar que εu ∈ [0.2, 0.3], lo cual se
justifica por la continuidad respecto a β (se espera un comportamiento análogo al de
la Figura 5.9). Una coincidencia es que el parámetro β = 2.03 ± 0.10, obtenido del
ajuste a los datos de Reich et al. Óptico [19], coincide con el parámetro obtenido medi-
ante el mismo programa SIESTA [41] por Thomsen, Reich y Ordejón [26], que fue β = 2.0.

Cualitativamente, la aparición de una brecha en deformaciones uniaxiales en la dirección
de zigzag se da cuando la integral de salto de un solo primer vecino es considerablemente
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mayor que la de los otros dos, por lo que la densidad de estados tiende a la de un sistema
de d́ımeros [7]. La incapacidad de generar una brecha al deformar en la dirección de sillón
se debe a que esta tiende a hacer cadenas unidimensionales de átomos, cuya densidad
de estados permanece sin brecha [37][7]. Cuando se observan los terceros vecinos en la
Figura 3.1 (B5, B2 y B9 en a) o A5, A2 y A9 en b)), se nota el mismo arreglo triangular de
los primeros vecinos pero expandido e invertido. Por tanto se intuye que se abre la brecha
a deformaciones menores por la “formación” de un d́ımero entre el sitio A (B) y el sitio B9

(A9). Sin embargo, esto requiere de una justificación más formal. Ya que es el hecho de

incluir a W(~k), tal como esta en la ecuación (3.48), lo que permite el surgimiento de una
brecha antes que en el modelo de primeros vecinos. Esta idea se opone a la justificación
de la elección de sitios atómicos. Puesto que si la aparición de la brecha dependiera
del agrupamiento espacial de los sitios atómicos (que los terceros vecinos formen un
triángulo), entonces vuelve a surgir la duda de cuáles son los sitios más significativos.

En cuanto a las deformaciones tangenciales, el surgimiento de una brecha se da por
el mismo mecanismo que en deformaciones uniaxiales. Observando la Figura 4.5 a), el
d́ımero de primeros vecinos se “forma” con el sitio dado por el vector −~δ2. Mientras
que el d́ımero de terceros vecinos se “forma” con el sitio dado por el vector ~a2 − ~δ1 (B2

en la Figura 3.1 a)). Pareceŕıa formarse una cadena unidimensional en la dirección del
vector ~a2. Pero la explicación de porqué en el modelo Reich et al. Óptico la brecha deja
de crecer linealmente con la deformación ζ esta relacionada con los terceros vecinos
y no con la aparente formación de dicha cadena (sin traslapes ∆Eπ solo depende de
los primeros y terceros vecinos). Nuevamente la deformación umbral ζu no cambia
significativamente si se consideran las integrales de traslape, pero śı las pendientes. Esto
se ve en las tablas 5.3 y 5.4. Por tanto, una conclusión para estas deformaciones, es que
si el parámetro de Grüneisen β se puede promediar con algún valor en el intervalo [1.8, 3]
y se cumple el modelo exponencial propuesto, entonces la deformación umbral tangencial
será ζu = 0.16 ± 0.005. Lo cual se ilustró en la Figura 5.9. De los resultados obtenidos
con los parámetros de Grüneisen de los modelos Kundu Secuencial y Kundu Incluyente
se establece que la deformación tangencial umbral ζmax

u (β) debe ser mayor o igual que
13 %. Esto es porque a menores valores umbrales ζu, les corresponden parámetros de
Grüneisen que no tienen significado f́ısico de acuerdo a los experimentos. Aunque esta
deformación pareciera ser prometedora para la generación de una brecha, vale la pena
volver a mencionar que estas son solo deformaciones teóricas. Una discusión interesante
respecto a esto se dió en [35] y [36].

Respecto a la diferencia energética entre los máximos de densidad de estados de las
bandas π y π∗, se puede ver que tienen una variación lineal, excepto por el modelo
de terceros vecinos (morado en la Figura 5.12 b)). Las diferencias energéticas entre
picos cuando se considera una deformación de esfuerzo cortante es bastante grande a
comparación de la deformación uniaxial. Estas gráficas podŕıan servir para validar alguno
de los modelos al compararlas con un cálculo de DFT o con experimentos. Sin embargo,
la comparación da cabida a una discusión extensa por lo que solo se presentaron los datos.
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Las conclusiones obtenidas son exclusivas del modelo de exponenciales propuesto, pero
sirven para completar más los resultados del modelo de amarre fuerte. Aunque ya
se han establecido resultados sólidos, como en [10] y [12], es deseable considerar la
anisotroṕıa y variación del parámetro de Grüneisen, aśı como las integrales de salto
y de traslape de más vecinos. A lo cual contribuyó este trabajo, si es que de alguna
manera se puede promediar el parámetro de Grüneisen para que sea válido el modelo
propuesto. Para estos modelos exponenciales, se mostró que la contribución de los
terceros vecinos puede ser significativa. Aparte, se puede intuir que no es del todo
necesario incluir las integrales de salto para encontrar la deformación umbral (ya sea εu

o ζu) haciendo variar β. Aunque śı lo es, si se quisiera modelar el tamaño de la brecha
en función de la deformación (ε o ζ). Sobre todo en la deformación tangencial, ya que
el cambio en las pendientes a es significativo. Lo cual se ve al comparar las tablas 5.3 y 5.4.

6.2. Conclusión

Se mostró la relación de dispersión de grafeno en el caso pristino y en el deformado,
considerando integrales de salto y de traslape hasta terceros vecinos. Motivado por el
decaimiento exponencial de los orbitales atómicos y por la propuesta de Pereira, Castro
y Peres [10], se propusieron las funciones exponenciales (3.60) y (3.62) para calcular
los valores de los parámetros de amarre fuerte de la red de grafeno deformada. Estas
funciones se ajustaron a los parámetros de grafeno pristino reportados por Reich et al.
[19] y Kundu [20]. De donde se obtuvieron parámetros de Grüneisen β. Estos ajustes
resultaron en tres modelos (tabla 3.4), más otro que corresponde a la extensión del
modelo de [10] a terceros vecinos. Con estos, se estudió la aparición de una brecha
energética en las bandas π mediante deformaciones uniaxiales y tangenciales. En ambas
deformaciones se encontró que la deformación umbral (εu o ζu) no depende mucho del
traslape, pero la variación del tamaño de la brecha śı. En consecuencia, si se asume que
β ∈ [2, 3], el intervalo estimado en la literatura en el cual se encuentra β de grafeno
pristino [7], se obtiene que el valor umbral de deformación uniaxial εu es mayor a 20 %. Si
bien este resultado ya esta reportado en [10], su argumento asume un solo parámetro de
Grüneisen. Por lo que aqúı se ha complementado este resultado abarcando más valores
de β. En particular se encontró que el modelo con β = 2.03 (Reich et al. Óptico) es del
25 %, lo cual se acerca a lo reportado en [15] que es de 26.2 %. Esto permite tener una
brecha energética alrededor de ε = 25 % ± 5 % y con β ∈ [2, 3] en el modelo de amarre
fuerte. De igual manera, con β ∈ [2, 3], se obtiene que la deformación tangencial umbral
ζu es del 16 % ± 0.5 %. Esto también ha sido reportado en [12] utilizando un modelo de
amarre fuerte asumiendo hibridación sp3. La cual no es la que tradicionalmente se usa
para grafeno, aunque parece que ese modelo ha dado buenos resultados [12]. Entonces
la diferencia esta en que aqúı se asume hibridación sp2 y diferentes parámetros de
Grüneisen. Mostrando aśı que la contribución de los segundos y terceros vecinos puede
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ser significativa.

Para mejorar este modelo, se pueden incluir las bandas σ. Ya que en [15] después de una
deformación ε ≈ 26.2 % se predice que la brecha entre las bandas de conducción y de
valencia se vuelve a cerrar, debido al comportamiento de una de las bandas σ∗ [15]. Dado
que se ha visto que la red tiene un comportamiento no lineal bajo deformaciones [33], no
parece viable seguir con este modelo. Pero este trabajo sugiere tratar de ajustar el tamaño
de la brecha sin considerar los traslapes, ecuación (3.50), a algún experimento o teoŕıa
como DFT para obtener un parámetro de Grüneisen promediado. Además, la distancia
entre los máximos de densidad de estados puede servir como criterio para elegir algún
valor de β promedio.
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Anexo A

Programa

Los programas utilizados fueron escritos utilizando el lenguaje de programación Julia
[48], aqúı se muestra el programa utilizado para obtener los datos de la Figura 5.4 y de la
Figura 5.5. Algunas ĺıneas parecen mal escritas, pues en realidad son renglones más largos,
pero son fáciles de identificar cuando se tiene un conocimiento básico de este lenguaje.
Esto se hizo en los condicionales de la función BZ1, en el arreglo para definir el tensor de
deformación, en los arreglos para definir las integrales de salto y de traslape y en la función
enerǵıa al definir variables (los primeros cinco renglones dentro de la función). Para la
deformación de esfuerzo cortante solo se tiene que modificar la matriz de deformación y
quitar un contador, que puede ser “eta” u “omega”.

function BZ1(x,ab)

#= 6 criterios para

determinar si el punto se encuentra en la

primera zona de Brillouin

=#

c = 0.0 # variable que cambiará de valor si el punto esta en la 1BZ

if x[2] <= -ab[1,1]/ab[1,2]*x[1]+ab[1,3]/ab[1,2] &&

x[2] >= -ab[2,1]/ab[2,2]*x[1]+ab[2,3]/ab[2,2] # 1 && 2

if x[1] <= -ab[3,2]/ab[3,1]*x[2]+ab[3,3]/ab[3,1] # 3

if x[2] >= -ab[4,1]/ab[4,2]*x[1]+ab[4,3]/ab[4,2] &&

x[2] <= -ab[5,1]/ab[5,2]*x[1]+ab[5,3]/ab[5,2] # 4 && 5

if x[1] >= -ab[6,2]/ab[6,1]*x[2]+ab[6,3]/ab[6,1] # 6

c = 1.0

end # 6

end # 4 && 5

end # 3

end # 1 && 2

return c

end # funcion BZ1

function energia(x,a,delta,t,s,P) # Relación de dispersión

# Definir los parámetros de amarre fuerte. d-->delta y

# n-->indica que el siguiente número es negativo (tiene barra en el texto)

67
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t3d = t[1,3] s3d = s[1,3] t1d = t[1,1] s1d = s[1,1]

t2d = t[1,2] s2d = s[1,2] tn3dn12 = t[3,1] sn3dn12 = s[3,1]

tn3d1n2 = t[3,2] sn3d1n2 = s[3,2] tn3dn1n2 = t[3,3] sn3dn1n2 = s[3,3]

t1 = t[2,1] s1 = s[2,1] t2 = t[2,2] s2 = s[2,2]

t12 = t[2,3] s12 = s[2,3]

P = P # Energı́a E_{2p}

x1 = cos(dot(x,a[1,:]))

x2 = cos(dot(x,a[2,:]))

x3 = cos(dot(x,a[2,:]-a[1,:]))

x4 = cos(dot(x,a[2,:]+a[1,:]))

y1 = -sin(dot(x,a[1,:]))

y2 = -sin(dot(x,a[2,:]))

y3 = sin(dot(x,a[2,:]-a[1,:]))

y4 = -sin(dot(x,a[2,:]+a[1,:]))

b = 2*P + 2*s3d*t3d + 4*P*s1*x1 - 4*t1*x1 + 2*s3d*t1d*x1 + 2*s1d*t3d*x1

b = b - 8*s1*t1*x1^2 + 2*s1d*t1d*x1^2 + 4*P*s2*x2 - 4*t2*x2 + 2*s3d*t2d*x2

b = b + 2*s2d*t3d*x2 - 8*s2*t1*x1*x2 + 2*s2d*t1d*x1*x2 - 8*s1*t2*x1*x2

b = b + 2*s1d*t2d*x1*x2 - 8*s2*t2*x2^2 + 2*s2d*t2d*x2^2 + 4*P*s12*x3

b = b - 4*t12*x3 + 2*sn3d1n2*t3d*x3 + 2*sn3dn12*t3d*x3 + 2*s3d*tn3d1n2*x3

b = b + 2*s3d*tn3dn12*x3 - 8*s12*t1*x1*x3 - 8*s1*t12*x1*x3

b = b + 2*sn3d1n2*t1d*x1*x3 + 2*sn3dn12*t1d*x1*x3 + 2*s1d*tn3d1n2*x1*x3

b = b + 2*s1d*tn3dn12*x1*x3 - 8*s2*t12*x2*x3 - 8*s12*t2*x2*x3

b = b + 2*sn3d1n2*t2d*x2*x3 + 2*sn3dn12*t2d*x2*x3 + 2*s2d*tn3d1n2*x2*x3

b = b + 2*s2d*tn3dn12*x2*x3 - 8*s12*t12*x3^2 + 2*sn3d1n2*tn3d1n2*x3^2

b = b + 2*sn3dn12*tn3d1n2*x3^2 + 2*sn3d1n2*tn3dn12*x3^2

b = b + 2*sn3dn12*tn3dn12*x3^2 + 2*sn3dn1n2*t3d*x4 + 2*s3d*tn3dn1n2*x4

b = b + 2*sn3dn1n2*t1d*x1*x4 + 2*s1d*tn3dn1n2*x1*x4 + 2*sn3dn1n2*t2d*x2*x4

b = b + 2*s2d*tn3dn1n2*x2*x4 + 2*sn3dn1n2*tn3d1n2*x3*x4

b = b + 2*sn3dn1n2*tn3dn12*x3*x4 + 2*sn3d1n2*tn3dn1n2*x3*x4

b = b + 2*sn3dn12*tn3dn1n2*x3*x4 + 2*sn3dn1n2*tn3dn1n2*x4^2

b = b + 2*s1d*t1d*y1^2 + 2*s2d*t1d*y1*y2 + 2*s1d*t2d*y1*y2

b = b + 2*s2d*t2d*y2^2 - 2*sn3d1n2*t1d*y1*y3 + 2*sn3dn12*t1d*y1*y3

b = b - 2*s1d*tn3d1n2*y1*y3 + 2*s1d*tn3dn12*y1*y3 - 2*sn3d1n2*t2d*y2*y3

b = b + 2*sn3dn12*t2d*y2*y3 - 2*s2d*tn3d1n2*y2*y3 + 2*s2d*tn3dn12*y2*y3

b = b + 2*sn3d1n2*tn3d1n2*y3^2 - 2*sn3dn12*tn3d1n2*y3^2

b = b - 2*sn3d1n2*tn3dn12*y3^2 + 2*sn3dn12*tn3dn12*y3^2

b = b + 2*sn3dn1n2*t1d*y1*y4 + 2*s1d*tn3dn1n2*y1*y4 + 2*sn3dn1n2*t2d*y2*y4

b = b + 2*s2d*tn3dn1n2*y2*y4 - 2*sn3dn1n2*tn3d1n2*y3*y4

b = b + 2*sn3dn1n2*tn3dn12*y3*y4 - 2*sn3d1n2*tn3dn1n2*y3*y4

b = b + 2*sn3dn12*tn3dn1n2*y3*y4 + 2*sn3dn1n2*tn3dn1n2*y4^2

d = 1 - s3d^2 + 4*s1*x1 - 2*s1d*s3d*x1 + 4*s1^2*x1^2 - s1d^2*x1^2

d = d + 4*s2*x2 - 2*s2d*s3d*x2 + 8*s1*s2*x1*x2 - 2*s1d*s2d*x1*x2

d = d + 4*s2^2*x2^2 - s2d^2*x2^2 + 4*s12*x3 - 2*s3d*sn3d1n2*x3

d = d - 2*s3d*sn3dn12*x3 + 8*s1*s12*x1*x3 - 2*s1d*sn3d1n2*x1*x3

d = d - 2*s1d*sn3dn12*x1*x3 + 8*s12*s2*x2*x3 - 2*s2d*sn3d1n2*x2*x3

d = d - 2*s2d*sn3dn12*x2*x3 + 4*s12^2*x3^2 - sn3d1n2^2*x3^2

d = d - 2*sn3d1n2*sn3dn12*x3^2 - sn3dn12^2*x3^2 - 2*s3d*sn3dn1n2*x4

d = d - 2*s1d*sn3dn1n2*x1*x4 - 2*s2d*sn3dn1n2*x2*x4

d = d - 2*sn3d1n2*sn3dn1n2*x3*x4 - 2*sn3dn12*sn3dn1n2*x3*x4

d = d - sn3dn1n2^2*x4^2 - s1d^2*y1^2 - 2*s1d*s2d*y1*y2 - s2d^2*y2^2
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d = d + 2*s1d*sn3d1n2*y1*y3 - 2*s1d*sn3dn12*y1*y3 + 2*s2d*sn3d1n2*y2*y3

d = d - 2*s2d*sn3dn12*y2*y3 - sn3d1n2^2*y3^2 + 2*sn3d1n2*sn3dn12*y3^2

d = d - sn3dn12^2*y3^2 - 2*s1d*sn3dn1n2*y1*y4 - 2*s2d*sn3dn1n2*y2*y4

d=d + 2*sn3d1n2*sn3dn1n2*y3*y4 - 2*sn3dn12*sn3dn1n2*y3*y4 - sn3dn1n2^2*y4^2

c = P^2 - t3d^2 - 4*P*t1*x1 - 2*t1d*t3d*x1 + 4*t1^2*x1^2 - t1d^2*x1^2

c = c - 4*P*t2*x2 - 2*t2d*t3d*x2 + 8*t1*t2*x1*x2 - 2*t1d*t2d*x1*x2

c = c + 4*t2^2*x2^2 - t2d^2*x2^2 - 4*P*t12*x3 - 2*t3d*tn3d1n2*x3

c = c - 2*t3d*tn3dn12*x3 + 8*t1*t12*x1*x3 - 2*t1d*tn3d1n2*x1*x3

c = c - 2*t1d*tn3dn12*x1*x3 + 8*t12*t2*x2*x3 - 2*t2d*tn3d1n2*x2*x3

c = c - 2*t2d*tn3dn12*x2*x3 + 4*t12^2*x3^2 - tn3d1n2^2*x3^2

c = c - 2*tn3d1n2*tn3dn12*x3^2 - tn3dn12^2*x3^2 - 2*t3d*tn3dn1n2*x4

c = c - 2*t1d*tn3dn1n2*x1*x4 - 2*t2d*tn3dn1n2*x2*x4

c = c - 2*tn3d1n2*tn3dn1n2*x3*x4 - 2*tn3dn12*tn3dn1n2*x3*x4

c = c - tn3dn1n2^2*x4^2 - t1d^2*y1^2 - 2*t1d*t2d*y1*y2 - t2d^2*y2^2

c = c + 2*t1d*tn3d1n2*y1*y3 - 2*t1d*tn3dn12*y1*y3 + 2*t2d*tn3d1n2*y2*y3

c = c - 2*t2d*tn3dn12*y2*y3 - tn3d1n2^2*y3^2 + 2*tn3d1n2*tn3dn12*y3^2

c = c - tn3dn12^2*y3^2 - 2*t1d*tn3dn1n2*y1*y4 - 2*t2d*tn3dn1n2*y2*y4

c=c + 2*tn3d1n2*tn3dn1n2*y3*y4 - 2*tn3dn12*tn3dn1n2*y3*y4 - tn3dn1n2^2*y4^2

Epositivo = (b + sqrt(b*b-4*d*c))/(2*d)

Enegativo = (b - sqrt(b*b-4*d*c))/(2*d)

return Epositivo , Enegativo

end # energia()

#-----------FUNCIONES-----------

# ................ CONSTANTES DE LA DEFORMACION .................

a1 = open("densidad1BZ.dat", "w") # para guardar las densidades de estado

ts = open("int_salto.dat","w") # para guardar la razón entre las integrales de

# salto. Son las lı́neas negras

tsp = open("int_saltopositivo.dat","w") # para guardar la razón entre las

#integrales de salto con brecha. Son las lı́neas de color.

intensidad = open("epsilon.dat", "w") # para guardar los epsilon que generan

# una brecha, tama~no de brecha y angulo

# vectores de la subred triangular de Bravais en un arreglo a[1,:] = a1 y

# a[2,:] = a2

a = zeros(2,2)

#vectores de primeros vecinos delta1 = delta[1,:] , delta2 = delta[2,:]

# y delta3 = delta[3,:]

delta = zeros(3,2)

# matriz de deformación

varepsilon = zeros(2,2)

#matriz identidad

U = zeros(2,2)

U = [1.0 0.0 ; 0.0 1.0]

# razón de Poisson

sgm = 0.165

# numero de puntos en la magnitud del tensor de deformación

omega = 30

# numero de puntos en el intervalo de ángulos de [0,pi/2]
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eta = 45

anterior = 0.0 # para saber si tengo que dividir lineas de mismo isostrain

#pero distinto ángulo

# ................ CONSTANTES DE LA DEFORMACION .................

# * * * Comenzar a calcular para cada deformación * * *

for kpa in 12:omega

for ita in 1:eta+1

# Entradas del tensor de deformacion

varepsilon[1,:] = [(cos(pi/(2*eta)*(ita-1)))^2-sgm*(sin(pi/(2*eta)*(ita-1)))^2,

(1+sgm)*cos(pi/(2*eta)*(ita-1))*sin(pi/(2*eta)*(ita-1))]

varepsilon[2,:] = [(1+sgm)*cos(pi/(2*eta)*(ita-1))*sin(pi/(2*eta)*(ita-1)),

(sin(pi/(2*eta)*(ita-1)))^2-sgm*(cos(pi/(2*eta)*(ita-1)))^2]

epsils = 0.3*kpa/omega # Magnitud de la deformacion

#vectores de la red pristina

a[1,:] = [3/2,sqrt(3)/2]

a[2,:] = [3/2,-sqrt(3)/2]

delta[3,:] = [-1.0,0.0]

# vectores transformados

a[1,:] = (epsils*varepsilon+U)*a[1,:]

a[2,:] = (epsils*varepsilon+U)*a[2,:]

delta[3,:] = (epsils*varepsilon+U)*delta[3,:]

# definición de los vectores delta 1 y delta 2

delta[1,:] = a[1,:] + delta[3,:]

delta[2,:] = a[2,:] + delta[3,:]

#matriz que tiene las integrales de salto

t = zeros(3,3) #las unidades de energı́a son tales que t=1 para grafeno no deformado.

bta = 2.03 # parámetro de Gruneisen

# Primeros vecinos por distancia

t[1,:] = [exp(-bta*(norm(delta[1,:])-1)),

exp(-bta*(norm(delta[2,:])-1)) , exp(-bta*(norm(delta[3,:])-1))]

#Segundos vecinos por distancia

t[2,:] = [exp(-bta*(norm(a[1,:])-1)), exp(-bta*(norm(a[2,:])-1)) ,

exp(-bta*(norm(a[1,:]-a[2,:])-1))]

#Terceros vecinos por distancia

t[3,:] = [exp(-bta*(norm(-delta[3,:]-a[1,:]+a[2,:])-1)),

exp(-bta*(norm(-delta[3,:]+a[1,:]-a[2,:])-1)) , 0.0]

t[3,3] = exp(-bta*(norm(-delta[3,:]-a[1,:]-a[2,:])-1))

#matriz que tiene las integrales de traslape

s = zeros(3,3)

btas = 2.35 #Xi de la exponencial

tr = 0.3 #coeficiente s_{0}

s[1,:] = tr*[exp(-btas*(norm(delta[1,:])-1)),

exp(-btas*(norm(delta[2,:])-1)) , exp(-btas*(norm(delta[3,:])-1))]
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s[2,:] = tr*[exp(-btas*(norm(a[1,:])-1)), exp(-btas*(norm(a[2,:])-1)) ,

exp(-btas*(norm(a[1,:]-a[2,:])-1))]

s[3,:] = tr*[exp(-btas*(norm(-delta[3,:]-a[1,:]+a[2,:])-1)),

exp(-btas*(norm(-delta[3,:]+a[1,:]-a[2,:])-1)) , 0.0]

s[3,3] = tr*exp(-btas*(norm(-delta[3,:]-a[1,:]-a[2,:])-1))

P = -0.7276 # Energı́a E_{2p}

#

# ESPACIO RECÍPROCO

#

#=

Dominio de la cajita del espacio reciproco en la cual se encuentra la 1BZ

[-lx,lx] × [-ly,ly]

=#

lx = 3.1

ly = 3.1

G = zeros(2,2) # vectores en la red reciproca bidimensional

# Los siguientes vectores son para utilizar el producto cruz para obtener

# los vectores de la red recı́proca

kc = zeros(1,3) # \

kc = [0.0,0.0,1.0] # } vectores en el espacio real tridimensional

kx = zeros(2,3) # /

ky = zeros(2,3) # vectores en el espacio recı́proco tridimensional

for i in 1:2 , j in 1:2

kx[i,j] = a[i,j] # pasar de un espacio bidimensional a uno tridimensional

end

# Encontrar los vectores de la red recı́proca en el espacio tridimensional

ky[1,:] = 2*pi*cross(kx[2,:],kc) / (dot(kx[1,:],cross(kx[2,:],kc)))

ky[2,:] = 2*pi*cross(kc,kx[1,:]) / (dot(kx[2,:],cross(kc,kx[1,:])))

# pasar los vectores de la red reciproca al espacio bidimensional

for i in 1:2 , j in 1:2

G[i,j] = ky[i,j]

end

# arreglo para guardar la información de las 6 rectas secantes que definen

# la primera zona de Brillouin, en la forma a*x + b*y = c

abc = zeros(6,3)

abc[1,:] = [G[1,1],G[1,2],dot(G[1,:],G[1,:])/2]

abc[2,:] = [G[2,1],G[2,2],dot(G[2,:],G[2,:])/2]

abc[3,:] = [G[1,1]+G[2,1],G[1,2]+G[2,2],dot(G[1,:]+G[2,:],G[1,:]+G[2,:])/2]

abc[4,:] = [-G[1,1],-G[1,2],dot(G[1,:],G[1,:])/2]
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abc[5,:] = [-G[2,1],-G[2,2],dot(G[2,:],G[2,:])/2]

abc[6,:] = [-G[1,1]-G[2,1],-G[1,2]-G[2,2],dot(G[1,:]+G[2,:],G[1,:]+G[2,:])/2]

#

# ESPACIO RECÍPROCO

#

#=

Tama~no de las particiones en cada dimensión

a0 = t1 < t2 < t3 < ... < tn = b0

La cantidad de puntos en la partición es distinta a la cantidad de

celdas en el intervalo. Una partición tiene mı́nimmo 2 puntos

a1|________________|an

a1|________________|a2________________|an

a1|________________|a2________________|a3________________|an

Entonces la cantidad de celdas en cada dimensión será n-1

Lo siguiente son la cantidad de puntos

=#

nx = 6001 # de preferencia debe terminar en 1

ny = 6001 # de preferencia debe terminar en 1

#+++++++++++++++++ VARIABLES PARA EVALUAR E(k)++++++++++++++++

#partición en el eje de la energı́a

z = 5001# tiene que ser un entero y terminar en 1

# variable para saber si esta en la primera zona de Brilloun

c = 0.0

#Dimensiones de las celdas bidimensionales

deltax = 2.0*lx/(nx-1)

deltay = 2.0*ly/(ny-1)

x = zeros(nx,ny,2) # Arreglo para guardar los puntos de la partición

E = zeros(nx*ny*2) # Arreglo para guardar las energı́as

norma = 0.0 # variable para normalizar la densidad de estados

#+++++++++++++++++ VARIABLES PARA EVALUAR E(k)++++++++++++++++

m = 1 # para contar el número de puntos en la 1BZ

# encontrar los puntos en la 1BZ

for j in 1:ny , i in 1:nx

x[i,j,:] = [-lx+deltax*(i-1),-ly+deltay*(j-1)]

end

# obtener las energı́as

for j in 1:ny , i in 1:nx

c = BZ1(x[i,j,:],abc) # ver si el punto se encuentra en la 1BZ

if c != 0.0 # si el punto esta en la 1BZ entonces

# se evalua la relación de dispersión

E[m] , E[m+1] = energia(x[i,j,:],a,delta,t,s,P) # relación de dispersión

m = m + 2

end # c != 0.0

end#j in 1:ny , i in 1:nx
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# ------------ Contar y guardar la densidad de estados --------

# lı́mites en el intervalo de energı́a

z0 = minimum(E)

z1 = maximum(E)

# tama~no de los intervalos de energı́a

dE = (z1-z0)/z

rho = zeros(z+1) # La cantidad de puntos es el número de intervalos más 1,

# estos son los puntos en el centro de cada intervalo de longitud dE,

# por eso se toma z+1.

# Para ubicar el número de intervalo en el eje de la energı́a en donde

# debe colocarse un estado

n = 0

# para obtener la densidad de estados sin normalizar

for i in 1:m-2 # menos dos porque se contaron dos de más al obtener

# las energı́as

n = convert(UInt16,floor((E[i]-z0)/dE))+1 # se ubica el número de intervalo

rho[n] = rho[n] + 1/z # se suma a los demás estados que se encontraron

# en el mismo intervalo

end

r = zeros(z)

for i in 1:z # para obtener las coordenadas en el eje de la energı́a

r[i] = z0 + dE*(i-0.5)

norma = rho[i] + norma # Para normalizar la densidad de estados

end

m = 1 # Contador de intervalos de energı́a que se encuentran en la

# brecha energética

aleph = 0 # indicador de brecha, su valor será cero si no hay

# brecha energética

for i in 1:z

c = rho[i]/(norma*dE) # normalización

write(a1, "$(r[i])\t$c\n") # guardar en un archivo la densidad de estados

if rho[i] == 0.0 # condición necesaria pero no suficiente para

# que haya brecha

m = m + 1 # se cuentan los puntos de energı́a que no tienen estados

aleph = 1 # indicador de que tal vez haya una brecha energética

end #rho[i] == 0.0

end #for i in 1:z

if aleph == 1 # verificar si hay una brecha energética

gap = zeros(m-1) # para encontrar el tama~no de la brecha,

#guardará los puntos que den rho = 0
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m = 1 # contador para poder guardar los puntos que no tienen estados

for i in 1:z

# guardar los puntos sin estados

if rho[i] == 0.0

gap[m] = r[i]

m = m+1

end #rho[i] == 0.0

end #i in 1:z

# puntos en el espacio de integrales de salto como Pereira, Castro y Peres

c = t[1,2]/t[1,3]

cd = t[1,1]/t[1,3]

max = maximum(gap) # extremos de la brecha energética

min = minimum(gap)

write(ts,"$c\t$cd\t$(max-min)\n") # para poder graficar en 3D

# si hay una brecha energética, entonces las coordenadas se guardan

# en un archivo distinto para hacer las lı́neas de color

if max-min > 0.0

# Esto es para guardar el tama~no de la brecha en

# función de la deformación

write(intensidad,"$(epsils)\t$(max-min)\t$(pi/(2*eta)*(ita-1))\n")

# para separar datos en una sola curva de isodeformacion

# porgue hay ángulos que no abren brecha

if abs(anterior-c) > 0.5 && anterior != 0.0

write(tsp,"\n") # esto es para graficar lineas con gnuplot

end

# se guarda la coordenada en la cual hay una brecha energética

write(tsp,"$c\t$cd\t$(max-min)\n")

anterior = c

end

# si no hay brecha energética solamente se guarda el punto para formar la

# curva de isodeformacion

else # aleph == 0

c = t[1,2]/t[1,3]

cd = t[1,1]/t[1,3]

write(ts,"$c\t$cd\t$(0.0)\n")

end # aleph == 1

write(a1, "\n\n")

end # for ita in 1:eta

write(ts,"\n") # poner espacios para graficar con gnuplot

write(tsp,"\n") #poner espacios para graficar con gnuplot

end # for kpa in 1:omega
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