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Resumen

En este trabajo se hizo un estudio tedrico y computacional de un sistema de discos
duros para entender las transiciones de atascamiento. El estudio tedrico se realizd de
manera local, suponiendo que cercano a la transicion de solidificacion un sistema de
discos duros tiene un configuracion donde la distancia de cada disco a sus «vecinos
cercanos» es mas o menos la misma. Mediante esta idea se propone un método para poder
identificar qué tipo de arreglos son plausibles a diferentes densidades (densidad de
transicion liquido-sélido, densidad mayor a la maxima de coexistencia de fases, etc.).
Como muestra se prueba que durante la transicion liquido-sélido el arreglo cristalino
cuadratico no puede existir.

El estudio computacional se realizd mediante una modificacion al método de
Monte-Carlo, la cual es propuesta para comprender mejor el concepto de «vecinos
dinamicos» en el modelo de discos duros. Este concepto es util en los modelos de discos
duros ya que no existen enlaces entre las particulas, por lo que los «vecinos cercanos» no
estan bien definidos. Se muestra que la coordinacion del sistema de discos duros durante
la transicion de fase es ligeramente mayor a 6 (oscila entre 6.6 y 7.8), mientras que a una
fraccion de empaquetamiento alta en donde ya no hay coexistencia de fases (¢=0.728)
la coordinacion oscila entre 6 y 6.8. Asi mismo se muestra que la probabilidad de que un
disco choque con N mas, sigue una regla exponencial con respecto al nimero de
particulas para densidades altas, mientras que se vuelve una gaussiana para densidades
bajas.



Resumen

Adicionalmente a esto se generaliz6 la idea de parametro de orden orientacional
para poder comparar arreglos diferentes al hexagonal con los arreglos resultantes de las
simulaciones. Con esta nueva idea se muestra que usando la definicion de vecinos
cercanos como aquellos que se encuentran a una distancia menor que r de la particula, es
necesario usar un parametro de orden orientacional de orden superior al usado tipicamente
para la simetria hexagonal. Esto con el propdsito de poder comparar el arreglo hexagonal
con el sistema a estudiar, a distancias mayores que A, siendo A la distancia entre vecinos
del arreglo hexagonal. En este estudio se presentan mediciones de parametros de ordenes
superiores. Como se verd mas adelante, la idea de parametro de orden 6 se generalizo a
cualquier orden. Con los resultados obtenidos se muestra que en los puntos cercanos a la
transicion liquido-solido, no se observa un arreglo cristalino cuadrado.

Mediante un programa realizado para medir el pardmetro de orden 6 y 12
orientacional a diferentes densidades se encontr6 que el punto de transicion de fase se da a
una fraccion de empaquetamiento de 0.691. También se obtuvo que la fraccion de
empaquetamiento maxima donde hay coexistencia de fases es 0.726. Ambos datos
concuerdan con lo que se menciona en la literatura. Ademas se especula sobre 2 puntos
mas de la grafica «fraccion de empaquetamiento contra pardmetro de orden 12
orientacional», uno de ellos es posiblemente el punto de transicién de atascamiento y el
otro podria ser el punto donde aparece un hombro en la grafica radio contra funcion de
distribucion radial. Las fracciones de empaquetamiento de estos puntos son: 0.666 y 0.676
respectivamente.

Este texto se encuentra estructurado de la siguiente manera:

En la primera parte de esta tesis se hace una pequefia introduccion donde se
muestra la motivacion que tuvo la realizacion de la presente tesis, asi como los objetivos
generales.

En el primer capitulo se muestran algunos de los conceptos necesarios para la
comprension de esta tesis, asi como algunos estudios que se han realizado entorno al tema
de este trabajo. En primer lugar se explica lo que es una transicion de fase asi como una
transicion vitrea. Como segundo punto se enuncia lo que es el método de Monte-Carlo.
Después se muestran algunos de los resultados mas relevantes (para esta tesis) sobre
estudios del modelo de discos duros, finalizando con la definicion de pardmetro de orden
orientacional y de poligonos de Voronoi.

La metodologia que se empled para realizar esta investigacion se presenta en el
capitulo 2, mientras que los resultados obtenidos se muestran en el capitulo 3. Finalmente
se dan las conclusiones de este trabajo en el capitulo 4.

En los apéndices A, B, C y D se encuentra el codigo fuente de cada uno de los
programas empleados



Introduccion

Si pensamos en términos de la historia de la fisica, resulta sorprendente constatar
lo reciente de los estudios sobre los materiales amorfos y en especial los vidrios. Gracias a
la aparicién de las computadoras y de los estudios de sistemas complejos, asi como a la
actual teoria de fractales y del caos, esta clase de materiales ha podido tener un gran
desarrollo en los ltimos 30 afios. Los materiales vitreos tienen una estructura atdmica
desordenada y son de mucha utilidad en diversas ramas de la tecnologia. Algunos
ejemplos son: celdas fotoeléctricas de bajo costo [1], la preservacion de la vida en
condiciones extremas [2], procesamiento de alimentos [3], el endurecimiento de resinas
[4], etc; ademas de que en el universo la mayor cantidad de agua se encuentra en estado
vitreo [5]. Una forma de analizar los vidrios es precisamente mediante el estudio de
sistemas de discos duros, ya que en ellos se presenta la llamada transicion vitrea [6].

Los vidrios se forman al enfriar de manera rapida un liquido o bien al aumentar la
viscosidad de un fluido de manera continua hasta que esta llega a ser infinita o casi
infinita. A este proceso se le conoce como transicion vitrea, la cual se piensa es similar a
la transicion de atascamiento que ocurre en otros sistemas. Por su parte, los estados
atascados, tienen algunas aplicaciones extra, por ejemplo en el problema del trafico de
automoviles [7]. El disefio de calles y el tiempo que deben durar los semaforos en rojo
esta regido por el interés de un trafico fluido, es decir uno donde no haya atascamientos o
embotellamientos. Otro ejemplo se encuentra al querer almacenar informacidn, pues
queremos lograr almacenar el maximo de informacion en un lugar pequefio y que al
mismo tiempo sea rapido acceder a dicha informacion.



Introduccion

Para comenzar a investigar tanto de forma tedérica como experimental los estados
atascados es recomendable observar qué sucede en el sistema mas simple donde aparecen
estos estados. Estos sistemas son los de discos duros, que durante muchos afios han sido
estudiados; sin embargo, a pesar de su simplicidad atn no se han resuelto muchas de las
incognitas que desde sus inicios se plantearon. Por ejemplo, si se tiene una transicion de
fase de primer orden o si es de orden superior [8]. Otra incognita es si los arreglos
hexagonales aparecen antes de la transicion de fase o qué tipo de precursores tienen los
arreglos de la transicion de fases. Aun con las preguntas que han quedado abiertas y con
la simplicidad del fluido, los sistemas de discos duros son utiles en diversas ramas de las
ciencias.

El estudio de los fluidos de discos duros es de mucho interés en la farmacologia, ya
que muchos medicamentos se encuentran hechos de polvos o granos. Muchos de estos
medicamentos reaccionan al mezclarse con algin otro polvo. Ademads, algunos fluidos
como los coloides y las suspensiones pueden comenzar a estudiarse mediante el andlisis
de fluidos de discos y esferas duras [9]. Las membranas bioldgicas [10] también han sido
estudiadas con ayuda de resultados sobre los discos duros, asi como la estructura de los
tallos de las plantas [11].

Motivado por la gama de aplicaciones que tiene el estudio de estados atascados(en
particular los vidrios) y el modelo de discos duros, esta tesis tiene el objetivo de investigar
de manera teoricas y computacional dicho modelo en estados atascados. El primer paso es
presentar investigaciones sobre estos sistemas anteriores a este trabajo; después se
recuperaran algunos resultados conocidos con los métodos propuestos. Con esto
pretendemos mostrar la eficacia y validez de las hipotesis con las que se trabajo. Por
ultimo se daran algunos resultados novedosos obtenidos en esta investigacion.



Capitulo 1:
Estudios preliminares

En este capitulo se presentaran las bases para poder comprender la metodologia
utilizada en esta investigacion. Este trabajo se realizo en dos dimensiones, aunque algunos
resultados presentados aqui son validos también en mas dimensiones, en cuyo caso se
espesificara.

1.1 Método de Monte-Carlo

Los métodos de Monte-Carlo son llamados asi en referencia al casino del mismo
nombre en el Principado de Monaco. Estos métodos son aquellos que usan la generacion
de numeros aleatorios (o mdas bien pseudo-aleatorios) para la simulacion de procesos
estocasticos. De aqui que sean de gran utilidad en estudios de fisica estadistica y de
sistemas complejos. Por ejemplo, uno puede evaluar una integral mediante este método de
la siguiente manera:

Puesto que la integral de una funcion entre los limites [a,b] es el area bajo la curva
de esta funcion y las rectas x=a , x=b y y=0 ,y ya que la probabilidad de que
un vector aleatorio esté dentro de esta es area directamente proporcional al tamafio de
¢ésta, lo que se tiene que hacer es generar “muchos” vectores aleatorios acotados por
ciertos limites y después contar cuantos vectores “cayeron” dentro del area. Si conocemos
el area del espacio al que acotamos nuestros vectores aleatorios, simplemente queda hacer



Estudios preliminares

una razon de vectores “dentro” entre vectores generados y después multiplicarla por el
area del espacio seleccionado y ésta sera nuestra integral. El error en el calculo de la

integral va como 1/ N donde N es el niimero de vectores generados. Este resultado
se obtiene directamente del teorema del limite central. Este resultado es valido también
para obtener volimenes o hipervoliimenes.

En un fluido, el método de Monte-Carlo consiste en generar vectores de
desplazamiento aleatoriamente para cada particula del fluido; si al desplazar el disco en la
direccion seleccionada éste se intersecta con algin otro disco del arreglo, entonces el
primer disco se regresa a su posicion original, si no se le deja en su nueva posicion. Esto
se repite muchas veces. El numero de veces que se repite el método le llamamos numero
de pasos y el tamafio maximo de la norma del vector de desplazamiento le llamamos
tamano del paso.

La desventaja natural de este método es que no toma en cuenta el tiempo y por lo
tanto no podemos considerar que existen movimientos verdaderos y mucho menos
velocidades. La ventaja de este método es su simplicidad y por lo tanto lo econdémico en
tiempo de computo. Este método es util para obtener caracteristicas estructurales y no
dindmicas de un sistema. Por ejemplo, como se vera mas adelante, es un método util para
estudiar las transiciones de fase de algunos sistemas simples.

1.2 Transiciones de Fase

En esta tesis hay dos conceptos fundamentales, el de transicion de fase y el de
estado de atascamiento o estado atascado. Cada uno de ellos serd definido y explicado en
esta seccion, junto con la definicién de transicion vitrea, la cudl es de interés para
entender las perspectivas de esta investigacion.

De manera no rigurosa una transicion de fase se define como el cambio brusco de
las propiedades macroscopicas de un sistema termodinamico. Asi pues, de manera mas
rigurosa se puede decir que una fase es aquella donde la energia libre de Hemholz es
analitica y por consiguiente una transicion de fase se define como el cambio de una fase a
otra pasando por un punto no analitico en el potencial de Hemholz. La misma definicién
se puede dar con el potencial de Gibbs [12].

Esta definicion de transicion de fase no hace distincion entre los diferentes tipos de
transicion de fase, de ahi que Ehrenfest dio una clasificacion de las transiciones de fase
segun la “no-analiticidad” de la funcién de Hemholz. Defini6 una transicion de orden k-
esimo si la derivada k-esima con respecto a la temperatura de la energia libre era
discontinua en el punto de transicion [13]. Esta definicién no logrd satisfacer algunos
casos donde las derivadas eran continuas y sin embargo no era analitica la funcion. Esto
dio origen a una nueva clasificacion. Una transicion de primer orden es aquella donde se
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libera o absorbe calor y en la que hay coexistencia de fases. Una transicion de segundo
orden es aquella donde no hay calor latente asociado.

Hay una forma diferente de ver las transiciones de fase de manera mas general.
Esta vision define una transicion de fase en cuanto a las rupturas de orden en un sistema.
Un ejemplo de transicion de fase general se encuentra al estudiar gases de spines
unidimensional a temperatura cero en el modelo de Isin; sin embargo estos tipos de
transiciones parecen dejar escapar un tipo de fendmeno, la transicion vitrea, la cual hasta
hoy no se ha podido demostrar que pertenezca a uno u otro tipo de transicion de fase.

Una transicion vitrea es aquella donde la viscosidad de un fluido se va
incrementando de forma continua hasta llegar a tener viscosidad infinita (o
extremadamente alta). Este tipo de transiciones dejan desordenado el fluido, a diferencia
de las transiciones cotidianas donde las particulas de los fluidos se ordenan para formar un
cristal [14]. Debido a la forma en que aumenta la viscosidad, las transiciones vitreas
pueden no ser transiciones de fase segiin la definicion dada. La forma més comun de
producir vidrios es enfriando rapidamente un fluido, la temperatura de la transicion vitrea
depende entonces de la velocidad de enfriamiento del liquido [14]. Dicho proceso se
muestra en la figura 1.1, donde se puede ver un cambio continuo (transicidon vitrea) y uno
discontinuo (transicion cristalina) del volumen al bajar la temperatura.

'
Liguido
~

Liquido sobre-enfriado

Vidrio

Cristal

T T T
g

Figura 1.1: diagrama temperatura contra volumen. Se muestra el punto de la transicion vitrea; T, es la

temperatura de la transicion vitrea y T, es la temperatura de la transicion cristalina

Una forma de estudiar las transiciones de fase o las vitreas es analizando lo que

10
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conocemos como estados atascados. Decimos que una particula de un sistema se
encuentra en un estado atascado local, si al fijar las demas particulas del sistema, esta no
puede trasladarse una distancia muy grande, o dicho de otra forma, si la particula queda
atrapada por sus vecinos. Decimos que un sistema se encuentra en un estado atascado si
todas sus particulas se encuentran en estados atascados locales. Asi, definimos una
transicion de atascamiento, como el paso de un sistema no atascado a uno atascado al
modificar una variable termodinamica (por ejemplo la densidad).

Existen dos modelos estructurales de un vidrio dependiendo del tipo de enlace que
tiene: uno de ellos es el de la red continua aleatoria, que se utiliza cuando hay enlaces
covalentes y el otro es el de empaquetamiento aleatorio de discos. Ambos modelos se
basan en el desorden topoldgico de las particulas encontrado en las estructuras de los
vidrios. Estos conceptos, actualmente son ampliamente aceptados a pesar de que
aparentemente exista un orden local en los vidrios; sin embargo aun no existe una prueba
formal de que en verdad el comportamiento de los vidrios sea este, simplemente esta
basado en resultados experimentales.

Recientemente se ha propuesto una alternativa al empaquetamiento aleatorio
maximo: el estado aleatorio de atascamiento maximo[15]. Esta propuesta surgio de la
problematica que genera encontrar el empaquetamiento aleatorio méaximo, puesto que
experimentalmente y computacionalmente distintos procedimientos conllevan a valores de
distintos de ésta cantidad.

El estudio de las transiciones de fase en dos dimensiones ha sido ampliamente
discutido y se ha demostrado que para modelos de una dimension, las transiciones de fase
no pueden darse mas que a temperatura cero, ya que segun el teorema de Mermin-
Wagner[16], en dimensiones menores a 3 no es posible encontrar orden de largo alcance
en simetrias continuas; sin embargo en modelos de dos dimensiones con simetria circular
(por ejemplo en el plano xy), existen cierto tipo de “transiciones de fase” que se pueden
presentar aun a temperaturas diferentes de cero. Estas “transiciones de fase” consisten
esencialmente en que a bajas temperaturas se forman redes cuasi-ordenadas, donde a pesar
de que el orden no sea de largo alcance, éste se comporta como una “onda de spin” , la
cual si es de largo alcance[17] y este cuasi-orden puede presentar una ruptura a una
temperatura diferente de cero. Es por esto que el estudio de las transiciones de fase en dos
dimensiones resulta tan complicado.

1.3 Modelos de discos duros

Los modelos de discos duros son modelos ampliamente estudiados debido a la gran
gama de aplicaciones que tienen ademas de su simplicidad. Un sistema de discos duros es
aquel donde sus particulas son como su nombre lo indica, discos ineldsticos que ademas
tienen un potencial definido como sigue:

11
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Osio<r
U(r)= (1.1)

0SIo>r
donde r es laseparacion entre los discosy o es el didmetro de estos.

En los modelos de estos sistemas se ha observado que existe una transicion de fase
liquido-solido, pero el sistema no tiene potenciales atractivos, por lo que dicha transicion
se debe solamente a efectos entropicos [18]. Un hecho sorprendente es que el sistema
gana entropia al reacomodar de forma equidistante sus particulas, maximizando el espacio
disponible en su vecindad. [18]

Junto con este resultado, es interesante saber que dichos sistemas cuando son
polidispersos, es decir, con discos de diferentes tamafios no presentan transiciones vitreas
ideales [19]. Ademas, para que existan transiciones parecidas a las vitreas es necesario
que la varianza en los tamafios de los discos sea mayor que cierto numero[20]. Esto
aunque no nos prueba la no existencia de las transiciones vitreas en sistemas
monodispersos de discos duros (discos duros de un solo tamafio), nos conduce a la
sospecha de que sistemas monodispersos de discos duros no tienen transiciones vitreas.

En general, esta clase de fluidos sirven para modelar coloides, algunos fluidos
granulares como la arena, gases de spin y en una segunda aproximacion modelan gases (la
primera aproximacion es el gas ideal). A diferencia del gas ideal, el fluido de discos
(esferas) duros(as) presenta transiciones de fase. Ademas, en el caso de esferas duras
dependiendo la velocidad de “enfriamiento” o de cambio de densidad del fluido podemos
observar también una transicion vitrea.

Puesto que algunos autores prefieren usar lo que se conoce como fraccion de
empaquetamiento en vez de la densidad para hacer sus analisis, daremos una definicion de
¢sta. La fraccion de empaquetamiento ¢ de un arreglo de discos duros es el area
ocupada por las particulas, dicha areaes (o /2)° por disco, de donde

2

¢=7T'p'(%) (1.2)

p es la densidad, o es el diametro de los discos. Como en este trabajo s6lo ocupamos un
tamafio de discos, podemos normalizar este ( 6 =1) y asi tenemos que:

.
¢—4 p (1.3)

12
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este dato nos da una informacion mas ttil que la densidad para nuestros propoésitos, ya que
nos dice que tanto espacio ocupa el fluido realmente.

Recientemente se pudo encontrar de manera tedrica el punto de transicion de fase
cristalina de un fluido de discos duros [21]. En un fluido lo suficientemente denso se
forman celdas donde queda confinado un disco duro por cada celda. Esta idea ha sido
observada en simulaciones y experimentos, donde s6lo después de un largo tiempo un
disco puede llegar a “escapar” de su caja. En promedio entonces, el volumen de cada
celda es igual al volumen ocupado por cada disco, que es iguala V/N ,donde N es
el nimero de discos del sistemay V' el volumen total. Si suponemos que la transicion
de fase se da cuando las celdas son lo suficientemente grandes como para que se puedan
intercambiar los discos de celda, se tiene: [22]

2

¢max= V/+2d<vf—0-2) ( 1'4)

donde ¢, es la maxima fraccion de empaquetamiento posible v, es el volumen
nax y f

promedio por disco duro en el momento del “congelamiento” , que despejando el volumen

y después usando las relaciones:

y
1
=5 (1.6)

( ¢, es la fraccion de empaquetamiento del fluido en el punto de solidificacion)
podemos encontrar que la transicion de fase se lleva a cabo aproximadamente a una
fraccion de empaquetamiento de ¢ ,=0.6851 (este resultado cambia en el caso de
esferas duras a 0.4943, pero el calculo es similar). Sin embargo, experimentalmente y en

simulaciones el resultado es ligeramente diferente: experimentalmente 0.67-0.74 y en
simulaciones 0.690-0.696[23].

Un fluido de discos duros presenta algunos otros puntos importantes ademas del
punto de transicion. Un ejemplo es el supremo de las densidades a las cuales hay
coexistencia de fases. Cabe mencionarse que la transicion sélido-liquido (melting) no es
el mismo punto que el liquido-so6lido (freezing), el primero de estos puntos es equivalente
al supremo de las densidades a las cuales hay coexistencia y el segundo es lo que se
conoce también como la transicion cristalina. Existe otro punto que abordaremos mas
adelante, ya que esta relacionado con la funcidn de distribucion radial, la cual definiremos
en el siguiente parrafo.

13
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Muchos de los resultados importantes acerca de fluidos de discos duros se
encuentran al analizar lo que se conoce como la funcidon de distribucion radial, la cual se
define como la densidad promedio de particulas cuyos centros se encuentran a una
distancia entre » y r+dr del centro de cualquier particula arbitraria, normalizado
entre la densidad total de tal forma que:

r
g(r)dr=p£) )dr (1.7)
10
9 —g(r)auna
‘ fraccon de
8 empaquetamiento
7 \ de 0.676
6*\ = = g(r)auna
_ fraccon de
= 5 empaquetamiento
> de 0.726

0 1 T T 1
0.99 1.49 1.99 2.49 2.99
r

Figura 1.2: funcién de distribucion radial para fracciones de empaquetamiento de 0.676 y 0.691: la linea cortada
muestra la curva para la fracciones de empaquetamiento de 0.726; densidad de un sélido puro (sin coexistencia
de fases) y la linea continua muestra el arreglo a una fraccion de empaquetamiento de 0.676, momento en el que
se empieza a formar el hombro

Asi pues:
Z(r)=f2rrr'-g(r’)dr’ (1.8)
0

nos da el nimero de discos promedio que se encuentran a una distancia 7 de cualquier
disco arbitrario. Esta funcion se conoce como la coordinacion radial promedio. En la
figura 1.3 se muestra una grafica de esta funcion contra el radio. Como se puede ver ahi,
para densidades altas es mas o menos fécil encontrar de manera cualitativa el nimero

14
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promedio de vecinos cercanos que tiene cada disco; simplemente observamos que la
grafica se parece a la del arreglo cristalino hexagonal y notamos que en dicho arreglo el
numero de vecinos cercanos es 6. Comparando las graficas podemos intuir que ese es
justamente el nimero de vecinos cercanos del arreglo denso. Efectivamente al observar el
arreglo explicitamente, tal como se muestra en la figura 1.4 podemos ver que se parece
mucho a un arreglo hexagonal.
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Figura 1.3: coordinacion del sistema contra distancia para el arreglo hexagonal, cuadratico y para un arreglo
pseudo aleatorio con una densidad de 0.903 y su funcidn radial de distribucion. La linea de rombos rojos es la
funcion radial de distribucion, los tridngulos rojos son la funciéon de coordinaciéon para un arreglo cuadrado
suponiendo redes perfectas sin vibracion, los tridngulos amarillos pertenecen a la coordinacion del arreglo
pseudoaleatorio y los triangulos verdes son la coordinacion del arreglo hexagonal.

Z(1)

o

En el siglo XVI el astronomo J. Kepler fue consultado para contestar a la pregunta:
(cudl es la mejor forma de acomodar balas de cafion para que estas ocuparan el menor
espacio posible en una embarcacion?. El astronomo contestd que debia de ser la misma
forma que la que usaban los mercaderes para acomodar la fruta. No demostrd jamas su
conjetura y ésta quedd como problema abierto hasta 1998 cuando Thomas Hales demostrd
que efectivamente era ese el mejor método para empaquetar esferas [24]. Para el caso de
discos duros el resultado es el mismo, pero en dos dimensiones .ie. el arreglo hexagonal.
Asi podemos saber ahora que la forma en la que un fluido de esferas duras es mas denso,
es precisamente con el arreglo hexagonal. Entonces, si normalizamos el diametro de las
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0.9069

i

esferas a 1, esto da una fraccion de empaquetamiento de: ¢~

ﬁ\:

2.

Figura 1.4: arreglo de discos duros a una densidad alta.

Sabemos ademas que a esa densidad s6lo podremos tener el arreglo hexagonal. De
aqui que se conjeture que en arreglos de densidades altas no se pueden hacer
empacamientos aleatorios, lo cual nos lleva al concepto de densidad maxima de
empaquetamiento aleatorio, la cual se define como la maxima densidad que puede tener
un empaquetamiento aleatorio. Por supuesto, al ir incrementando la densidad de discos en
un sistema, es de esperarse que en algin momento se parezca al arreglo hexagonal; sin
embargo, no podemos dar ninguna demostracion de que en todo momento la evolucion
del sistema tiende a este arreglo, de hecho las simulaciones y los experimentos
demuestran lo contrario, por ello es interesante estudiar lo que sucede en un cambio de
fase liquido-solido, donde la entropia se incrementa y por tanto es de esperarse que “algo”
suceda con el orden del sistema.

Es importante sefialar que no existe un método para acomodar discos de diferentes
tamafios de forma Optima, por lo que este resultado es s6lo valido en el caso concreto de

discos del mismo tamafio. A pesar de la simplicidad del problema, aun no se ha
encontrado un método y podria ser que ni siquiera exista.

1.4 Parametro de Orden Orientacional

El parametro de orden 6 orientacional mide qué tan parecido es un arreglo dado al
arreglo cristalino hexagonal y se define mas precisamente como:
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1 i-6- .
‘I’6=N—-|Ze %) (1.9)

donde N,, es el nimero de discos “vecinos cercanos”y 6, ; es el angulo que forma
el vector que une al disco i con el disco j y una recta elegida arbitrariamente (ver figura
1.5). Esta definicion no es valida para esferas duras; en ese caso se usan las funciones de
los armonicos esféricos. Esta definicion puede generalizarse para cualquier tipo de orden,
cambiando el 6 de la ecuacion 1.9 por el nimero de orden deseado. Sin embargo, salvo
ordenes de poligonos que llenen el espacio, la interpretacion no sera la misma, ya que por
ejemplo, no existen arreglos cristalinos pentagonales, o heptagonales, puesto que esta
clase de poligonos “curvan” el espacio, es decir, que para que llenen un espacio
bidimensional, este tiene que ser un espacio curvo. Pese a esto, estos pardmetros pueden
ser de gran ayuda en el andlisis de fluidos de discos duros.

}.-
F

Non 2

Non 3, Nnnl

’.}L

Nnn 4

®Naon 6

¥

=

=
Lh

Figura 1.5: medida de los angulos necesarios para medir el pardmetro de orden 6. N,, 1 es el vecino cercano
numero 1y 6; es el angulo que forma la recta que uno al disco central con el vecino i y el eje x.

Algunas simulaciones de discos duros encuentran el punto de transicion de fase
midiendo el parametro de orden 6 orientacional y viendo donde hay una discontinuidad o
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un brinco en la grafica pardmetro de orden contra fraccion de empaquetamiento.

1.5 Poligonos de Voronoi

Hasta este momento no hemos definido lo que son los vecinos cercanos, los cuales
son necesarios para poder medir el parametro de orden orientacional y la coordinacién del
sistema. Esto se debe a que en un caso general no hay una buena definicién de este
concepto. En particular, por ejemplo, en un cristal hexagonal, los vecinos cercanos son los
primeros 6 vecinos de cada disco. En general en una red los vecinos cercanos son aquellos
con los que se tiene un so6lo enlace. Por ejemplo, en la red de calles de una ciudad, los
vecinos cercanos a una esquina serian las esquinas a las que se llega caminando una sola
cuadra. Pero en un caso mas general, donde no hay conexiones entre las particulas y estas
se encuentran en forma desordenada no existe una buena definicion de vecinos cercanos.

Una manera de decidir quienes son los vecinos cercanos es mediante lo que se
conoce como poligonos de Voronoi. Dado un conjunto de n puntos en el plano, el
poligono o regidon de Voronoi V(p;) para el punto p; se define como:

Vipi) ={x:|pi—x|<Ipj—x|, YV j#i}
Estos poligonos también se pueden formar al unir cada punto de un arreglo con sus
vecinos cercanos mediante una linea, después se sacan las mediatrices de cada segmento,

las intersecciones de estas mediatrices forman unos poligonos (ver figura 1.6). De esta
manera relacionamos los poligonos de Voronoi con los vecinos cercanos.

Algunas de las propiedades topologicas mas importantes de estos poligonos son:

® Todas las regiones de Voronoi son convexas o infinitas.
® La unién de todas las regiones de Voronoi es el plano.

e Un poligono de Voronoi es infinito si su generador pertenece a la envolvente
convexa.

e Para cualquier punto del plano, el punto generador mas cercano es aquél que forma
la region polar donde dicho punto se encuentra

® Si se toma como centro de un circulo cualquier punto del plano y se traza una
circunferencia que pase por un solo punto generador, dicho punto es interior a una
region de Voronoi. Si toca exactamente a dos puntos generadores, separa
exactamente a dos regiones de Voronoi, es decir, ese punto es parte de un eje de
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Voronoi. Si se puede dibujar una circunferencia que toque a tres o mas puntos
generadores, es un vértice de Voronoi, esto es, la interseccion de dos ejes de
Voronoi.

Para cada vértice de Voronoi, existe un unico circulo centrado en dicho vértice y
que pasa por tres generadores (0 mas en el caso de que existan degeneraciones) y
dicho circulo es el mayor de todos los circulos que puede construirse sin que
contenga dentro a otro generador distinto del tomado como centro del circulo.

Figura 1.6: poligonos de Voronoi para un arreglo de puntos.
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Capitulo 2:
Metodologia

En este capitulo se mostrara el funcionamiento de los programas realizados a partir
de los cuales se obtuvieron los datos necesarios para la presente investigacion. Se
presentard asi mismo la metodologia para el desarrollo teorico.

Como se ha puesto en evidencia en la introduccion, las simulaciones numéricas son
muy valiosas para obtener informacion dinamica y estructural de un sistema dado. De ahi
que los primeros pasos para el estudio de atascamiento en un sistema simple sea el de la
simulacion.

2.1 Versiones clasicas del método de Monte-Carlo y medida del parametro de
orden orientacional

En esta tesis se usd el método de Monte-Carlo porque proporciona de manera
rapida y eficaz informacion de la estructura de un sistema simple. Dado que el método de
Monte-Carlo no proporciona informacion acerca de la dindmica de un sistema, hemos
propuesto, como se vera mas adelante, variaciones a este método con el fin de obtener
datos del sistema de este tipo. El primer paso fue modificar un sencillo programa de
simulacion de discos duros el cual funcionaba por el método de Monte-Carlo (apéndice
A) y sobre el ensamble NV (Numero de particulas y volumen, la temperatura no se
considera, ya que en el método de Monte-Carlo no existe el movimiento y por lo tanto la
temperatura). El programa calculaba la funcion de distribucion radial g(r) de los
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discos duros y sus posiciones finales después de cierta cantidad de interacciones (este
numero era introducido en un archivo de datos que el programa lee) ademas de calcular
las posiciones finales de cada disco del sistema. La modificacion consistio en hacer que
calculara también la funcion de coordinacion Z(r) , que es la integral de la funcion de
distribucion radial (ecuacion 1.8).

Posteriormente, con el propoésito de obtener informacion acerca de la estructura del
sistema (qué tan ordenado se encontraba), se hizo un programa que calcula la funcién de
parametro de orden N orientacional como funcion de la distancia (apéndice D).
Usualmente para medir este parametro se seleccionan los primeros vecinos definidos por
los poligonos de Voronoi, esta vez la medida es en funcion de la distancia, ya que asi se
puede obtener informacién del orden a largo alcance y ademas es mucho mas facil definir
los primeros vecinos como funcidn de la distancia que con los poligonos de Voronoi, por
lo que el tiempo de computo se optimiza. Para esto se supuso que los “vecinos cercanos”
eran aquellos que se encontraban a una distancia menor o igual que r . Este programa se
utiliz6 para medir los pardmetros de orden 6 , 8 |, 10 y 12 . La medicion del
parametro de orden 8 fue con el proposito de observar si en el momento de la
transicion de fase se forma un arreglo cristalino cuadrado. La medicion del pardmetro de
orden 10 se hizo para comprobar que no se tiene coordinacién 5 en los arreglos. El
proposito de medir el pardmetro de orden 6 fue para reproducir los resultados ya
conocidos, observar si no se encontraban nuevos datos al cambiar las escalas con las que
se daban los pasos del método de Monte-Carlo y para comparar los resultados con el
parametro de orden 12 . Este parametro (orden 12 ) nos puede dar informacion
acerca de hasta los terceros vecinos, ademas de ser un medidor de orden mas sensible al
desorden, ya que si hay fluctuaciones pequefias en el orden del sistema, este parametro las
amplifica como 2e—¢” , donde € es la fluctuacion de la medida del parametro de
orden 6 respecto al arreglo hexagonal. Este resultado se sigue de la definicion de
parametro de orden N orientacional.

Cuando medimos el parametro de orden 6 como funcién del radio sobre un arreglo
hexagonal cristalino podemos observar que se obtiene una curva como se muestra en la
figura 2.1.

La primera discontinuidad se debe a que al empezar a medir los segundos vecinos
del arreglo como si fueran vecinos cercanos tenemos un giro de /4 con respecto a los
primeros vecinos, que al multiplicarlo por 6 (de la definicion de pardmetro de orden
orientacional) nos da una diferencia de angulo de 3-m7/2 ; este nimero al ser el
argumento de una funcidén exponencial compleja nos da simplemente un cambio de signo
el cual anula la contribucion de los primeros vecinos. Este problema puede ser corregido
al usar el parametro de orden 12 ,yaque 12-m/4=3-m vy esto no afecta en nada al
argumento de la funcion exponencial. Estos hechos hacen interesante un estudio
cuidadoso de ambos parametros de orden orientacional. Para este estudio se realiz6 una
grafica del maximo del parametro de orden 12 contra el maximo del parametro de
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orden 6 para diferentes densidades. También se realizaron diferentes medidas de los
parametros con respecto a la densidad para diferentes tamanos de paso en el método de
Monte-Carlo. Para esto se seleccion6 el maximo de la funcion parametro de orden (como
funcion del radio) para cada densidad y se graficd. Después se hizo lo mismo para
diferentes tamafnos de paso en el método de Monte-Carlo. La distancia promedio a los
primeros vecinos es evidentemente funcion de la densidad del sistema, por ello es
necesario tomar el maximo de las funciones parametros de orden 6 y 12 en cada densidad
para poder elegir la distancia a la que se mide el pardmetro considerando principalmente
los primeros vecinos.
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Figura 2.1:parametro de orden 6 para un arreglo cristalino

2.2 Version pseudodinamica de Monte-Carlo

El método de Monte-Carlo, tal cual se utilizd en un principio, no da informacion
acerca de la dindmica del sistema. Por otro lado, en un sistema de discos duros no hay
enlaces definidos, lo cual es fundamental en una transicion de atascamiento. Es por ello
que se hizo una modificacion a este método (apéndice B) introduciendo la idea de
“contacto dinamico”, la cual nos sirve como equivalente de un enlace. Ya que en el
método de Monte-Carlo no existen velocidades, se supuso que los vectores de
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desplazamiento eran equivalentes a los vectores de velocidad; esto implica que una
colision o contacto, se da cuando al desplazar el disco a una cierta posicion éste se encima
con otro durante el desplazamiento. La justificacion de ello es que, una vez equilibrado el
sistema, el numero de colisiones por unidad de tiempo es una variable termodindmica que
puede ser calculada mediante un promedio en el ensamble. De esta manera se puede dar
una definicién formal de “contacto dindmico”. Lo que se pretende con esta definicion es
formalizar la idea intuitiva de colision en el método de Monte-Carlo, es decir, si un disco
se sobrelapa con otro, dicho disco colisiona con el segundo; la razon de dar una definicion
asi viene del hecho de que un disco al desplazarse puede encimarse con mas de una
particula. En tal caso consideramos que el disco colisiona con la primer particula con la
que se encimaria al moverlo de forma continua en la direccion del vector de
desplazamiento. De manera formal, esto lo definimos de la siguiente manera.

Sea a; el punto sobre el disco i , donde pasa la recta tangente (recta R/, ) que
intersecta al disco j y es paralela al vector de desplazamiento'. Ademés, sea b; el punto de
interseccion entre la recta tangente( R2; ) y el disco j y paralela al vector de
desplazamiento del disco i y el disco i °. Entonces el punto C; es el punto medio
sobre la circunferencia del disco i entre los puntos b; y a; , es decir, una de las
intersecciones entre la recta que pasa a una distancia media entre las rectas RI;, y R2; vy
la circunferencia del disco i, la cual se encuentra a la misma distancia del punto @; y del
punto b,

Si el disco i es el desplazado, el conjunto 4; es el conjunto de todas las
distancias que hay entre los puntos C; y C de los discos que intersectan las rectas
tangentes al disco i y que son paralelas al vector de desplazamiento de este mismo disco y
donde ademas el vector distancia va en la misma direccion que el vector desplazamiento.

Un disco i colisiona (o tiene un contacto dinamico) con un disco j , si la
distancia que hay entre C; y C, eslaminima del conjunto 4, °.

En la figura 2.2 se muestra un diagrama que explica la forma de calcular la colision
de dos discos utilizando la definicion dada. La colision se da en el punto C

Con esta definicion se calcularon los discos con los que “colisiona” cada particula
del ensamble. A partir de estos céalculos se pudo obtener la coordinacion del sistema, asi
como la probabilidad de que un disco tuviera un contacto dinamico con N mas,

1 Solo existen dos puntos @ , que corresponden a los puntos de la circunferencia por donde pasan las

rectas tangentes a esta y que son paralelas al vector de desplazamiento.

2 Sisdlo se desplaza el disco j, entonces bij es el punto de interseccidn entre la recta tangente al disco j (

R2 j )y paralela al vector de desplazamiento del disco J yeldisco i

3 Ya que el minimo del conjunto  A; no tiene que ser tnico, una particula puede tener un contacto dindmico

con mas de un disco.
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considerando que los vecinos cercanos eran aquellos con los que colisionaba cada disco
durante la simulacion®. Los resultado aqui evidentemente dependen del namero de
iteraciones que se hacen en la simulacion, aunque la forma funcional puede revelar
caracteristicas interesantes.

vector de
desplazamienito

recta
tangente

Figura 2.2: definicién de colision.

2.3 Estudio tedrico de la transicion de fase

Usando métodos probabilisticos para completar la investigacion realizada, se
estudi6 de manera local una transiciéon de atascamiento, observando la probabilidad de
que un conjunto de discos “encierre” a otro. Esta seccion se basa en un hecho que se ha
observado experimentalmente:

Cercano a la transicion de fase liquido-solido los discos quedan “atrapados” en
“celdas” delimitadas por sus vecinos, los cuales se encuentran a distancias mas o menos
parecidas; sin embargo, es importante destacar que los resultados que se obtienen de este

4 Esta version del simulador ademas calcula el parametro de orden 6 orientacional con los vecinos dinamicos,
definido como aquellos con los que una particula colisiona; sin embargo este dato no se agregé a esta tesis,
pues no se encontrd nada nuevo de su analisis para casos concretos, y hacer una grafica “densidad contra
parametro de orden” demanda demasiado tiempo de computo.
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analisis son condiciones necesarias para la transicion de fase y no condiciones suficientes.

Decimos que un disco i puede “escapar” de un conjunto de discos que se
encuentren a una distancia » del primero, si existe un vector de desplazamiento del
disco i con norma mayor que r para el cual el disco i no colisiona con ningin
disco del conjunto que lo “encierra”; en caso de que un disco no pueda escapar, diremos
que el disco queda atrapado.

En general el calculo de probabilidades es muy complicado, ya que depende
ademas de qué es lo que se varia aleatoriamente, el dngulo, o una de las componentes del
vector posicion. Por suerte, para nuestro estudio no es necesario calcular la probabilidad
de atrapar un disco en general, sino tan s6lo cuando se tiene probabilidad cero de que
escape, o bien probabilidad uno. El primer caso corresponde al estado de atascamiento,
pues es precisamente el momento donde cada disco queda atrapado por sus vecinos. El
segundo caso corresponde a un estado de fluidez segura, es decir, una fase fluida sin
coexistencia.

Para encontrar el diagrama de fases que describe los estados atascados, estados
libres y de coexistencia, se escribid un programa para calcular el numero de discos
necesarios para “encerrar’ con probabilidad uno otro disco mas que se encuentra a una
distancia 7 de los demas. El programa también calcula el nimero de discos que debe de
haber para que la probabilidad de encerrar al disco central sea cero. Este célculo se hizo
de manera analitica basdndonos en la siguiente idea: Si queremos que la probabilidad de
encerrar al disco central sea 0, esto significa que incluso en el mejor ordenamiento de los
discos exteriores nuestro disco central tendrd oportunidad de “salir” en un tiempo
suficientemente largo. El “mejor ordenamiento” de los discos para atrapar al disco central
es aquel donde los discos exteriores forman un poligono regular, en este caso la distancia
que hay entre los discos debe de ser mayor a 20 para que el disco central pueda
“escapar”.

Puesto que el angulo que forman los vectores de radio r que unen al disco central
con dos discos que son vecinos entre si (ver figura 2.3) esiguala 27x/N ,donde N es
el nimero de discos que “encierran” al disco central, con ayuda de la figura y la ley de
cosenos podemos encontrar que el radio necesario para que el disco central escape con
probabilidad 1 como funcion del ntimero de discos es:

(2.1)
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d=2¢

Figura 2.3: calculo del radio al que deben de estar los “primeros vecinos” para encerrar con probabilidad 0 a un
disco

Para que se logre encerrar al disco central con probabilidad uno teniendo N
discos, lo que necesitamos asegurar es que en el “mejor arreglo de escape” el disco se
quede atrapado. El mejor arreglo para que el disco central pueda escaparse es haciendo
que cada uno de los discos exteriores tenga dos vecinos pegados a dicho disco,
exceptuando dos de ellos, los cuales tendran un solo vecino. Esta configuracion da un
caso como el de la figura 2.3

Figura 2.4 : céalculo del radio al que deben de estar los “primeros vecinos” para encerrar con probabilidad 1 a un
disco
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de la figura se ve que:

(2.2)
p=2 -sin_l(;—r)

y puesto que 0#=2n—(N —1)-¢ , entonces:

9=2-[Tr—(N—1)sin_l(%)] (2.3)

lo que implica que para encontrar r se tiene que resolver la desigualdad trascendente:

2

l—cos(Z-[Tr—(N—l)sin1(2%)]) (2.4)

para ello se usé un programa que encontrara los valores de manera numérica y que
aparece en el apéndice C.

r=0
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Capitulo 3:
Resultados

3.1 Método de Monte-Carlo clasico y parametro de orden orientacional

En este capitulo comenzaremos por reproducir los resultados que ya existen en la
literatura. El propdsito de esto es convencer al lector que los métodos explicados en el
capitulo anterior son eficaces y capaces de encontrar por caminos diferentes resultados ya
verificados por diversos autores.

El primer resultado a reproducir fue calcular la funcion de distribucion radial y la
de coordinacion promedio para densidades cercanas a la de transicion de fase. A este
resultado se le sobrepusieron las graficas de la coordinacion de un arreglo cristalino
cuadrado y un arreglo cristalino hexagonal perfecto para la misma densidad como funcién
de la distancia; dichas graficas se usaron para construir la figura 1.3, la cual fue discutida
en el capitulo 1.

El proposito de sobreponer las graficas en la figura 1.3 fue mostrar que a
densidades cercanas a la transicion de fase, la coordinacién promedio se parece bastante al
arreglo cristalino hexagonal. De esta observacion surge inmediatamente la hipdtesis que
durante la transicion de fase ( ¢=0.685—0.697 [23]) un sistema de discos duros
evoluciona pareciéndose cada vez mas al arreglo cristalino hexagonal. Para verificar esta
hipotesis se midid el parametro de orden 6 y de orden 12 en varias densidades, como se
muestra en las graficas 3.1 y 3.2. También se midi6 el pardmetro de orden 10 y 8 para
diferentes densidades. Estos resultados se muestran en las figuras 3.3 y 3.4. Estos
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resultados se obtuvieron al hacer un millon de iteraciones en la fase productiva del
método de Monte-Carlo sobre un sistema de 100 discos.

Es notorio, observando las escalas, que los parametros de orden 6 y 12 son los que
mejor describen el orden de los arreglos cuando estos se encuentran cerca del punto de
transicion, ademas de ser en los unicos donde existe una evolucion creciente de dichos
parametros mientras se incrementa la densidad. No obstante, es importante destacar que
por la definicion utilizada de parametros de orden orientacional y de primeros vecinos
para hacer el programa que calcula estos datos, la grafica a una distancia muy cercana a 1
no es util, ya que el parametro de orden N, cuando se tiene un solo vecino, es siempre 1.

0.8

05} : .

parametro de orden &
L]
T

4.5

r
Figura 3.1: parametro de orden 6 para densidades de: 0.92 la linea punteada roja; 0.88 para la linea continua
verde y 0.825 la curva de rombos azules.
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Figura 3.2: pardmetro de orden 12 para densidades de: 0.92 la linea punteada roja; 0.88 para la linea continua
verde y 0.825 la curva de rombos azules.

0.35 ¢

0.3} .
0D.25 ¢ .
0.2 ¢ 1

015 |

parametro de orden 10

0.1+

0.05 | Ll

4.5

r
Figura 3.3: parametro de orden 10 para densidades de:0.92 la linea punteada roja; 0.88 para la linea continua
verde y 0.825 la curva de rombos azules.
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Figura 3.4: pardmetro de orden 8 para densidades de:0.92 la linea punteada roja; 0.88 para la linea continua
verde y 0.825 la curva de rombos azules.

El proposito de medir el pardmetro de orden 12 fue verificar con los segundos y
terceros vecinos que tan ordenado era el sistema. En la grafica 3.2 se ve claramente que
sigue viéndose ordenado el sistema aun a distancias de segundos vecinos.

Para verificar que estos resultados no fueran casualidad o que el generador de
numeros aleatorios es lo suficientemente bueno (es decir que los niimeros producidos
tengan periodos largos), se cambi6 la semilla del generador de niimeros aleatorios y se
observé que los resultados no cambiaron significativamente.

En las graficas 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 se puede ver que el arreglo de la simulacién se
parece mas al arreglo hexagonal que al cuadrado o a un hipotético arreglo pentagonal
(este arreglo perfecto es imposible, pues los pentdgonos no llenan el plano, pero podrian
existir arreglos que no difirieran tanto de un pentagonal “perfecto”).

El siguiente paso fue graficar las medidas del parametro de orden contra la
fraccion de empaquetamiento. En los resultados que se muestran en las figuras 3.5 y 3.6
se encuentran estas graficas, las cuales fueron obtenidas a partir de las mediciones de 10
simulaciones con las cuales se se hizo un promedio en cada caso. En la figura 3.5 se
muestra una grafica del parametro de orden 12 contra la fraccion de empaquetamiento. La
figura 3.6 muestra el parametro de orden 6 contra la fraccion de empaquetamiento.
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Claramente la distancia a los primeros vecinos es funcion de la densidad, por ello para
calcular los parametros de orden 6 y 12 como funcién de la densidad (o fraccion de
empaquetamiento), se seleccion6 el maximo de este parametro para diferentes densidades.
El tamafio de las cajas donde se encontraba el ensamble de discos duros se fue
aumentando para reducir poco a poco la densidad del ensamble. Esto es en realidad el
sentido inverso al que se trabaja usualmente en los experimentos; pero suponemos que el
sistema es cuasiestatico (reversible), por lo que esperamos que el resultado no varie
demasiado de los resultados experimentales. Tanto en el parametro de orden 12, como en
el de orden 6 se ve claramente una transicion de fase. Para el primer caso se observa a
0.686 y para el segundo caso 0.696 que son valores reportados en la literatura.
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Figura 3.5: pardmetro de orden 12 contra fracciéon de empaquetamiento. El nimero 1 corresponde al punto
donde probablemente el sistema se vuelve estable o metaestable, el nimero 2 corresponde al punto donde
aparece el “hombro” de la curva de la funcion de distribucion radial g(r); el punto marcado con el numero 3 es el
punto de la transicion cristalina y el punto 4 es el limite de coexistencia del liquido-sélido. El area sombreada es
la region de coexistencia.

En la grafica 3.5 se aprecian algunos puntos interesantes. Por ejemplo, en
¢=0.686 la pendiente se incrementa hasta una fraccion de empaquetamiento de 0.726,
momento en el que se vuelve a estabilizar en un orden muy grande , es decir, parecido al
arreglo hexagonal. Estos dos puntos en la bibliografia los llaman ¢ maxima de
coexistenciay ¢ de transicion de fase cristalina. Esto era de esperarse, puesto que es
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justamente en el punto de transicion solida cuando el fluido se ordena y se ordena en un
arreglo hexagonal. Otros puntos interesantes son el pico que se ve en la ¢$=0.666 , el
cual especulamos es el punto donde el fluido se vuelve metaestable o estable. Este punto
también podria ser un punto de transicion de atascamiento. Un ultimo punto importante es
el marcado con el nimero 4, que es donde aparece el “hombro” de la curva de la funcion
de distribucion radial ¢$=0.676 . [25][26]
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Figura 3.6:pardmetro de orden 6 contra fraccién de empaquetamiento. El numero 1 corresponde al punto donde
probablemente el sistema se vuelve estable o metaestable, el nimero 2 corresponde al punto donde aparece el
“hombro” de la curva de la funcion de distribucion radial g(r); el punto marcado con el numero 3 es el punto de
la transicion cristalina y el punto 4 es el limite de coexistencia del liquido-sélido. La region gris es la region de
coexistencia.

Estos resultados tienen una precision de 0.002, es decir, que el cambio que se hizo
en la densidad cada vez que se midi6 el pardmetro de orden 6 y 12 fue de 0.002. En cada
cambio de densidad se hicieron 30 mil iteraciones con el método de Monte-Carlo antes de
medir su parametro de orden orientacional.

No obstante, al cambiar la precision del eje x , modificando para ello la
variacion de la densidad en la simulacién, no necesariamente se obtiene el mismo
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resultado, pues para hacerlo, es necesario también modificar la “velocidad” con la que se
cambia la densidad, es decir, el nimero de desplazamientos del Método de Monte-Carlo.
Esto se puede traducir como un cambio en la velocidad de enfriamiento. De aqui que
probablemente el pico marcado con el nimero 1 desaparezca si se tiene mejor precision,
pues especulamos que este aparece como resultado de una vitrificacion fallida.

Por ejemplo, si cambiamos la velocidad con la que se cambia la densidad la grafica
(parametro de orden 12) cambia como se muestra en la figura 3.7.
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Figura 3.7:parametro de orden 12 contra fracciéon de empaquetamiento con una precision de 0.0005.

Conociendo los puntos relevantes atin es posible observar que en esos lugares de la
grafica se observa “algo” diferente, por ejemplo, es cerca de 0.7 donde la grafica empieza
a subir; sin embargo el “ruido” que se observa es demasiado grande como para poder
obtener conclusiones de esta grafica.

En la figura 3.8 se muestra un grafica-histograma del pardmetro de orden 12 contra
el pardmetro de orden 6 para diferentes densidades. Se ve que mientras las densidades son
altas la relacion entre ambos parametros es lineal, en cambio a densidades bajas no
parecen estar correlacionadas ambas medidas.
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Figura 3.8: parametro de orden 12 contra parametro de orden 6. La precision usada en esta grafica fue la misma
que de las figuras 3.5 y 3.6.

Es interesante notar que el punto donde comienza la seccion “mas recta” de la
curva es a una fraccion de empaquetamiento de 0.666, que es la densidad donde
especulamos el fluido se puede volver metaestable o estable.

3.3 Método de Monte-Carlo pseudodinamico

Hasta ahora no hemos hecho un estudio considerando el movimiento de las
particulas de un fluido de discos duros cerca del punto de transicion de fase. En lo que
sigue se presentardn resultados analizando la dinamica de las particulas utilizando para
ellos la modificacién pseudodinamica propuesta para el método de Monte-Carlo en el
capitulo anterior.

Las siguientes graficas muestran la coordinacién promedio de un fluido de discos
duros a través del “tiempo”, es decir, coordinacion contra nimero de pasos, pues en el
método de Monte-Carlo no existen velocidades sino desplazamientos. Se hicieron varias
graficas de las cuales se seleccionaron 3 representativas de cada fase: fase solida

(=0.728) , fase fluida (¢$p=0.649) y fase de coexistencia (p=0.691)

Estas graficas muestran que la coordinacion es en realidad mayor que 6 cerca de la
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transicion de fase. Es muy cercana, aunque mayor a 6 después de la transicion y con
fluctuaciones grandes mucho antes de la transicion de fase. Este resultado esta relacionado
con los poligonos de Voronoi de la siguiente manera: Al hacer una teselacion de
Voronoi, es decir, al poner los poligonos de Voronoi de cada disco en un arreglo de alta
densidad se ve que en promedio el numero de vecinos (es decir, el nimero de lados del
poligono) que tiene cada disco es cercano a 6; sin embargo, no es comun encontrar mas de
6 vecinos de esta forma. Para densidades muy altas estas graficas (pasos contra
coordinacion) son simplemente la recta y=6 , aunque por supuesto, siempre existe la
posibilidad de que una particula en N pasos colisione con menos de 6 particulas mas;
pero esta probabilidad tiende a 0 al incrementar el nimero de pasos.

7.4
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6.8 |

6.6 |
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E L L L L L L x L L
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pasos

Figura 3.9: coordinacion como funcion del niimero de iteraciones a una fraccion de empaquetamiento de 0.728
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Figura 3.10: coordinacion como funcién del numero de iteraciones a una fraccion de empaquetamiento de 0.691
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Figura 3.11:coordinacion como funcion del nimero de iteraciones a una fraccion de empaquetamiento de 0.649
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Estos resultados se usaron para determinar la coordinacion promedio y para
determinar después de cuantos desplazamientos o pasos se estabiliza el sistema. Una vez
estable el sistema se busco la probabilidad de colision de un disco con N  vecinos. Las
siguientes graficas muestran estos resultados:
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Figura 3.12: grafica del numero de discos con los que colisiona cada particula contra la probabilidad de
colisionar con ese numero a una fraccion de empaquetamiento de 0.727, las barras de error representan la
desviacion estdndar. La curva en color rojo representa la funcion exponencial que se le ajusta.
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Figura 3.13: gréafica del numero de discos con los que colisiona cada particula contra la probabilidad de
colisionar con ese nimero a una fraccion de empaquetamiento de 0.690, es decir, en el punto de transicion de
fases.
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Figura 3.14: grafica del numero de discos con los que colisiona cada particula contra la probabilidad de
colisionar con ese nimero a una fraccion de empaquetamiento de 0.649. Las barras representan la desviacion

estandar en la medida de la probabilidad. La curva en color azul es la curva 1/ ( a- \/E) e € (x=b)’ con
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a=3.09, b=26.88 y c=0.05196

Si ahora graficamos los datos mostrados en la figura 3.12 en papel logaritmico

obtenemos la grafica de la figura 3.15, que muestra claramente que la curva se parece
mucho a una exponencial.
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Figura 3.15: grafica del numero de discos con los que colisiona cada particula contra la probabilidad de
colisionar con ese nimero a una fraccion de empaquetamiento de 0.727 y graficado en papel logaritmico.

En la siguiente figura se muestran las curvas de probabilidad de que un disco tenga

N vecinos para 3 densidades en el estado s6lido. La grafica esta en papel logaritmico y
en cada caso se da su ecuacion correspondiente. En esta figura podemos ver que mientras
la densidad crece, el exponente de la ecuaciéon aumenta. Las mediciones que aqui se

muestran se hicieron con promedios de 356 corridas del método de Monte-Carlo, el cual
se itero 5000 veces.
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Figura 3.16: curvas de probabilidad para varias densidades de solidos. Los rombos en color negro corresponden
a una fraccion de empaquetamiento de 0.7275, los cuadrados guindas corresponden a una densidad de 0.741 y
los triangulos rojos corresponden a una densidad de 0.756.

En los casos de fracciones de empaquetamiento mayores a 0.716, las
probabilidades de colision con mas de 6 discos comienzan a decaer exponencialmente.
Para densidades menores la curva se deforma poco a poco mientras la fraccion de
empaquetamiento decrece, hasta llegar a ser una gaussiana.

3.3 Resultados teodricos, estudio de probabilidades de atrapamiento

A partir de los resultados ya mostrados podemos concluir que un estudio local de
un sistema lo suficientemente denso es de utilidad. En la figura 3.17 se muestran las
curvas “probabilidad 0” y “probabilidad 17 de que se quede atrapado un disco por sus
vecinos a una distancia r. Dichas curvas ya fueron explicadas en el capitulo anterior.

Si ahora suponemos que la condicion necesaria de solidificacion es que el sistema
entre en un estado atascado seguro, es decir que cada uno de los discos quede encerrado
por sus vecinos, esto nos implica que a la densidad de transicion de fase hay ciertos
arreglos que tedricamente no pueden existir; aquellos arreglos que queden del lado
derecho de la curva probabilidad 1 seran arreglos imposibles a tener en la transicion de
fase. Asi, por ejemplo se ve claramente que los arreglos donde la coordinacion promedio
es menor a 4 son arreglos prohibidos. También, si consideramos el arreglo cristalino
cuadrado podemos calcular que distancia habria entre cada disco para qué su fraccion de
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empaquetamiento fuera 0.697 (fraccion de empaquetamiento de la transicion de fase mas
alta mencionada en la literatura). Puesto que la densidad depende de la distancia entre
vecinos como 1/r> , vemos que la separacién entre discos debe ser 1.0615
aproximadamente. Este dato no cae del lado izquierdo de la curva, por lo que no puede ser
real. En cambio un arreglo hexagonal nos da un valor del lado izquierdo de la curva (ver
figura 3.17).

9
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arrezlo hexazonal
B L Coexistencia de fases
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Figura 3.17 : diagrama de fases de atascamiento, donde se marcan las regiones con probabilidades 0 y 1 de
encerrar un disco por sus vecinos. La fase atascada corresponde a la region con probabilidad 1 de atrapar un
disco por sus vecinos, mientras que la fase libre es la regiéon con probabilidad 0. Los puntos en la grafica
corresponden a los arreglos hexagonal, cuadrado y un arreglo cuasihexagonal a una densidad igual a la de
transicion de fase liquido-solido.

Una curiosidad es observar que un arreglo parecido al arreglo hexagonal pero
donde se hace que cada disco tenga solo 5 vecinos en posiciones iguales a las del arreglo
hexagonal (ver figura 3.18) nos da un punto muy cercano a la curva de “probabilidad 1.
Este arreglo tiene una densidad de  12/(7-1/3-/%) , por lo que a una densidad promedio
de la transicion de fase reportada en la literatura (0.8798) se obtiene una distancia de
1.0606 donde cada disco tiene coordinacion 5 por hipoétesis, por lo tanto el punto en la
grafica es el punto (1.0606, 5). Un arreglo asi ademds cumpliria con que su parametro de
orden 6 y 12 sea 1 idealmente o un valor muy alto en un arreglo mas realista. Asi mismo,
seria un arreglo plausible durante la transicion de fase debido a la inestabilidad que tendria
por estar muy cerca del limite de la curva de probabilidad 1. Sin embargo, como se
muestra en la figura 4.19 donde se muestran dos configuraciones obtenidas de una
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simulacion a densidades de 0.88 y 0.926, este no parece ser el arreglo precursor ni el
arreglo durante la transicion de fase, aunque podria ser uno con caracteristicas parecidas.

Figura 3.18: arreglo pseudo hexagonal

:O‘
N—’

Figura 3.19: arreglos obtenidos de una simulacion por el método de Monte-Carlo, durante la transicion de fase y
después de la transicion de fase. a) El arreglo en rojo es el arreglo en el punto de transicion. b) El arreglo azul es
a una densidad de 0.926

Con este ejemplo quiero mostrar que a pesar de que un punto pertenezca a la zona
de probabilidad 1 de estar encerrado, de la grafica 3.17, no es una condicion suficiente
para que se trate de un punto de transicion. Es tan s6lo una condicidon necesaria para que
esto suceda.

43



Resultados

3.4 Discusion

Algunos de los resultados presentados aqui pueden dar impresiones
equivocadas por la finitud del sistema, ya que todas las simulaciones se hicieron con una
cantidad de discos entre 100 y 120, la cual es relativamente pequefia. Resultados como los
mostrados en las figuras 3.9-3.14 son los mdas propensos a provocar confusiones ya que el
numero de discos con los que un disco puede interaccionar puede llegar a crecer si se
aumenta el nimero de discos del sistema; sin embargo cabe decir que estos resultados son
correctos para un sistema de 100 a 120 particulas. Para reducir el error de finitud del
sistema se aplicaron condiciones a la frontera periddicas.

La estadistica que se hizo sobre las graficas mostradas en las figuras 3.5-3.8 fue
con apenas una decena de simulaciones, por lo que los resultados podrian variar un poco.
No se hicieron mas simulaciones debido al enorme tiempo de computo que esto lleva; sin
embargo, la grafica 6 y algunos de los datos obtenidos se compararon con resultados que
se manejan en la literatura y se observd que eran los mismos; ademas, para el caso de las
figuras 3.5 y 3.6 las graficas se realizaron repetidas veces con estadisticas diferentes y en
todos los casos se obtuvieron resultados semejantes. Las enormes fluctuaciones en la
figura 3.7 podrian deberse a una estadistica insuficiente, pues al aumentar el nimero de
puntos es de esperarse que sea necesaria una estadistica mayor. No se realizaron mas
simulaciones por problemas de tiempo.

44



Capitulo 4:
Conclusiones

4.1 Conclusiones generales

Se ha realizado un estudio tedrico y computacional de las propiedades de un
sistema simple donde se presentan transiciones de fase(discos duros). Para ello se
realizaron programas de los cuales podemos concluir que funcionan satisfactoriamente
como se puede comprobar en los primeros resultados de esta tesis, los cuales reproducen
datos obtenidos por diversos autores.

Mediante estos mismos programas se pudo obtener una medida de la fraccion de
empaquetamiento a la cual se da la transicion de fase cristalina o transicion liquido-s6lido
($=0.692) y el punto final de la coexistencia de fases, o la transicion solido-liquido
(=0.728) . Asi mismo se pudo observar otro punto de interés (¢p=0.666) el cual se
hall6 de dos formas diferentes, mediante el analisis de los maximos de los parametros de
orden en funcion de la fraccion de empaquetamiento (figura 3.5) y el andlisis del
parametro de orden 12 en funcion del parametro de orden 6 (figura 3.8). De este tltimo
analisis concluimos que este punto es donde el sistema se vuelve metaestable o estable;
podria ademas ser un punto donde el sistema puede entrar en un estado atascado. Por
ultimo se encontr6 el punto en el cual se presenta la aparicion del “hombro” junto del
primer pico de la curva de la distribucion radial ($=0.676) . De igual forma, este
resultado se obtuvo de dos formas, la clasica, es decir variando la densidad de discos del
sistema y observando la funcion de distribucion radial y observando la curva pardmetro de
orden 12 contra fraccion de empaquetamiento, lo que deja la pregunta abierta ;qué
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relacion tiene el punto donde el sistema se vuelve metaestable o estable y el punto donde
aparece el hombro con el orden del sistema?.

Como se ha podido observar, el “parametro de orden 12 orientacional” de un
sistema de discos duros a una densidad ligeramente mayor a la transicion de fase liquido-
solido se mantiene estable por lo menos a distancias de hasta terceros vecinos. De aqui
podemos concluir que a densidades altas, el orden que adquiere el sistema es por lo menos
un orden de medio alcance, es decir, es un sistema ordenado considerando distancias
mayores a los terceros vecinos.

Un prueba mas de que a densidades bajas no existen ‘“cajas”, mientras que a
densidades mayores a la de transicion de fases las celdas de las que se habla en la
literatura [27] si se forman, se encuentra al estudiar las graficas de numero de pasos o
desplazamientos en el método de Monte-Carlo contra nimero de vecinos cercanos
(gréaficas 3.9-3.11). Ademas, podemos observar junto con el andlisis de las curvas de
probabilidad de tener N vecinos, que aun a densidades posteriores a la transicion de
fases ($=0.690) existen micro sistemas con fluidez, o dicho de otra forma, hay
coexistencia de fases. Mientras que para densidades mas altas (¢p=0.728) los valores
mas probables son 6 y 7, de donde concluimos que las celdas se forman en practicamente
todo el sistema, por lo que podemos decir que no hay coexistencia de fases.

Al estudiar la curva de probabilidad de que un disco choque con N mads, para
densidades pequefias, observamos que esta se parece a una curva gaussiana. Esto
significa, por el teorema del limite central, que no hay correlacion entre un punto y otro
del sistema; sin embargo, para densidades un poco mas altas, es decir densidades cercanas
al punto de transicion, la curva se modifica pareciéndose cada vez mas a una curva
exponencial, lo cual nos habla de una correlacion cada vez mayor en el sistema.

Podemos decir que para densidades altas (donde ya no hay coexistencia de fases) la
curva de probabilidad de que un disco colisione con N mas en cierta cantidad de pasos
es una curva exponencial del tipo A-e”* , donde 4 y b son constantes que
dependen de la densidad y el nimero de pasos. Como ya se dijo, para densidades bajas, la
curva se convierte en una curva gaussiana, mientras que para densidades cercanas a la
transicion de fases no parece ser ninguno de los dos casos. Quiz4 sea una combinacion
lineal de ambas curvas, pues hay coexistencia de fases. A partir de la curva gausiana es
posible entonces obtener el camino libre medio de los discos, ya que la gaussiana esta
centrada en el numero de vecinos promedio donde la integral de la funcion de distribucion
(la funcién Z(r) ) tiene una distancia del camino libre medio multiplicado por el
nimero de pasos. Esto es asi, pues dicha integral nos da la coordinacion promedio, y la
gaussina representa la probabilidad de tener una coordinacién dada, de ahi que el
promedio sea justamente el valor donde estd centrada la gaussiana. Evidentemente la
coordinacién en este caso depende del camino libre medio y del nimero de
desplazamientos que cada particula haya tenido.
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Por otro lado, una posible explicacion a que se obtenga una curva exponencial en
el caso de la fase solida es la siguiente:

Si se forman comunmente celdas de 6 vecinos y la probabilidad de que una de esas
celdas se “abra” dejando espacio suficiente para que un disco mas pase a formar parte de
la celda durante la simulaciéon es P , entonces, la probabilidad de que un espacio mas se
abra para que otro disco mas se meta en la celda en el transcurso de la simulacién es P’
ya que debido a la enorme cantidad de iteraciones, podemos decir que practicamente son
eventos independientes. Este resultado seria entonces general para N uniones. Esto da
justamente una funcion exponencial. Cada vez que una celda se “abre”, da la posibilidad
de que el disco atrapado choque con un disco mas. Por ejemplo, de la gréafica 3.15
obtenemos que para ese caso la probabilidad de que dos celdas se unan a una fraccion de
empaquetamiento de 0.727 en 100 mil pasos es de  0.179/2 | ya que cada vez que dos
celdas se “unen” son dos discos los que incrementan su coordinacion en uno. Esto implica
que la probabilidad de que una celda se “abra” en un solo paso es de 9.38x10~" . De aqui
obtenemos una prueba mas de que efectivamente para tiempos cortos y densidades altas,
las mencionadas celdas de la literatura se forman y entonces se pueden estudiar las
transiciones de fase y el estado solido de manera local.

Con esta prueba podemos tener confianza de que un estudio teoérico local de los
estados atascados nos dara informacioén veridica sobre las transiciones de fase. Asi,
mediante el estudio realizado en la seccion 3.3 del capitulo anterior observamos que para
fluidos de discos duros la transicion de fase cristalina no procede de arreglos cuadrados, al
menos no inmediatamente. De hecho, la coordinacion minima promedio de un arreglo
durante la transicion de fase debe de ser mayor a 4, a diferencia de lo que algunos textos
sugieren [24]. Por otro lado, con este mismo estudio, notamos que para que exista un
estado atascado se requiere una densidad mayor a 0.433. Este resultado sin embargo es
una cota muy pequefia comparada con las mediciones experimentales y de simulaciones
que se han hecho. Esto era de esperarse, pues a densidades bajas deja de ser verdadera la
premisa de que los primeros vecinos se encuentran a distancias similares.

4.2 Perspectivas

Hay algunas propiedades de los estados atascados que aun no se han comprendido;
por ejemplo, en esta tesis aparecid la pregunta ;qué relacion tiene la transicion de
atascamiento con el orden del sistema?. Para responder esta pregunta es necesario hacer
un estudio del espacio-fase del sistema, donde probablemente sea posible observar si
dicho sistema es cadtico, integrable o la frontera entre ambos tipos de sistemas (un
sistema fractal).

Junto con esto, un analisis completo de los sistemas de atascamiento requiere de un
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estudio con simulaciones de dindmica molecular para obtener mas informacion acerca de
la dindmica del sistema. Utilizando la herramienta de contacto dindmico en el método de
dindmica molecular podemos comprobar si el método de Monte-Carlo pseudo dinamico es
eficaz. Por otro lado, aun se requiere hacer una estadistica mayor sobre la medida del
parametro de orden 12 orientacional con respecto a la densidad y dar una explicacion
teorica del porqué la grafica de la figura 3.5 tiene esa forma. Paralelamente seria
interesante hacer un estudio de atascamiento mediante la generacion de arreglos
aleatorios, esto nos podria dar informacion acerca del estado aleatorio de
empaquetamiento maximo, el cual ha adquirido gran importancia recientemente[28].

Los sistemas simples son de gran utilidad para investigar las propiedades de un
fluido al comprimirse o al reducir su temperatura; sin embargo, el estudio de discos duros
no es suficiente para comprender todas las complicaciones de un gas o un liquido, para
ello es necesario hacer un estudio sobre esferas duras. Otra variante mas que podria
estudiarse con estos mismos métodos es utilizar elipsoides duros en vez de discos o
esferas, los cuales son de gran interés, puesto que las moléculas diatdmicas usualmente
tienen formas parecidas a un elipsoide. También seria posible un estudio de mezclas de
fluidos de discos duros de diferentes tamafios, donde los efectos de frustracion geométrica
aumentan la tendencia de formar vidrios.
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Codigo fuente del simulador de un fluido de discos duros por el método de Monte-Carlo: el
programa calcula la funcion de distribucion radial y la coordinacion del sistema mediante la

integral de esta funcion.
!

! ensamble NVT, discos duros
!

PARAMETER (stepz=0.002)
PARAMETER (pi=3.1415926)
! implicit real*8(a-h,0-z)
dimension x(300),y(300)
dimension den(5000)
logical production
character®12 inpfil, outfn,savfil
character statst, locala
real inte
do i=0,5000
den(i)=0
enddo

inpfil="input.dat'
open(31,file=inpfil)

read (31,*) outfn, istart
read (31,*) nmc, nout,nmc1
read (31,*) prza

read (31,*) sigma

read (31,*) production

read (31,%) rmax

close (31)

loutfn=len(outfn)

do il=len(outfn),1,-1
if(outfn(il:il).eq.' ") loutfn=il-1
enddo
statst=outfn(1:loutfn)//".sts'
locala=outfn(1:loutfn)//".dat'
savfil=outfn(1:loutfn)//".sav'

irmax=int(rmax/stepz)+1
rprz=prza*prza

ostep=1./stepz

open(3,file="salida.dat")
read(3,*) n,nstart1l,imaupa
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read(3,*)xLyl

! pardmetros auxiliares
xpl=xl
ypl=yl
x12=x1/2.0
yl2=yl/2.0
oxl=2./x1
oyl=2./yl
wxl=1./x1
wyl=1./yl
dprza=2.0*prza

! lee o genera una configuracion inicial
write(*,*) 'sigma',sigma
if (istart.eq.1) then
write(*,*) 'Leyendo archivo entrada'
doi=1,n
read (3,*) x(1),y(1)
write(*,*) x(1),y(1)
enddo
else
write(*,*) 'Generado configuracion N=',n
na=0
doi=1,n
if (na.eq.n) goto 57
56 continue
x(1)=ranx(imaupa)*xIl
y(i)=ranx(imaupa)*yl
do j=1,na
dxx=x(1)-x(j)
dyy=y(1)-y(j)

! para q no haya traslape-cond.periodicas a la frontera
dx=dxx-anint(dxx*wxl)*xIl
dy=dyy-anint(dyy*wyl)*yl
r=sqrt(dx*dx+dy*dy)
if (r.lt.sigma) goto 56
enddo
na=na+1

57 continue

enddo

59 continue
doi=1,n
write(3,*) x(1),y(1)
enddo
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endif
close(3)
rho=n/(x1*yl)
write(*,*) 'tho=",rho
! Checa configuracion inicial
do 555 i=1,n-1
do 556 j=i+1,n
dx=x(1)-x()
dy=y(i)-y(j)
dx=x12-abs(x12-abs(dx))
dy=yl2-abs(yl2-abs(dy))
r=dx*dx+dy*dy
if(r.It.sigma) write (*,*) 'error conf.',sqrt(r),x(1),y(1),x(j),y()
556 continue
555 continue
! Inicia montecarlo
nstart=0
xnacct=0.0
xmonte=0.0
monte l=nstart
monte2=0
isurfco=0
open(20,file=statst)
write(*,*) 'inicia montecarlo'
do 100 11=1,nmc
montel=montel+1
monte2=monte2+1
isurf=0
do 201 I2=1,n
xmonte=xmonte+1.0
e Traslacion
=12
xk=x(1)+dprza*ranx(imaupa)-prza
yk=y(i)+dprza*ranx(imaupa)-prza
xk=xk-x1*aint(ox1*xk-1.0)
yk=yk-yl*aint(oyl*yk-1.0)
rrr=(xkox () ** 2+ (yk-y (D)) 2

nflag=0

doj=I,n

if (i.ne.j) then
dx=xk-x(j)
dy=yk-y(j)
dx=dx-anint(dx*wxl)*xI
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dy=dy-anint(dy*wyl)*yl
r=dx*dx+dy*dy
if(r.It.sigma) nflag=1
endif
enddo
if(nflag.eq.0) then
x(1)=xk
y(i)=yk
xnacct=xnacct+1
isurf=isurf+1
endif
201 continue
P ee- calculo de g(r)
do i=1,n-1
do j=i+1,n
dx=x(1)-x(j)
dy=y(1)-y(j)
dx=dx-anint(dx*wxl)*xl
dy=dy-anint(dy*wyl)*yl
dx=x12-abs(x12-abs(dx))
dy=yl2-abs(yl2-abs(dy))
r=dx*dx+dy*dy
rr=sqrt(r)
ir=int(rr*ostep)+1
if(ir.le.irmax) then
den(ir)=den(ir)+1
endif
enddo
enddo

Xt=xnacct/xmonte

if (isurf.LT.n) then
if (isurf.GT.0) then
isurfco=isurfco+1
endif
endif
boxco=real(isurfco)/real(montel)
if(mod(monte2,nout).eq.0) then
write(*,*) boxco,isurfco,xnacct
write(*,*) 'step,acc,boxco ';monte2,xt,boxco
write(20,*) 'step, acc,boxco ', monte2,xt,boxco
endif
100 continue
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oo Escribe configuracion final
open(3,file="salida.dat')
write(3,*) n, monte2+nstart1,imaupa
write(3,*) x1,yl
doi=1,n
write (3,*) x(1),y(1)
enddo
close(3)
open(7,file='gder.dat")
write(7,*) 'locala’
do i=1,irmax
rl=(i-1)*stepz
r2=i*stepz
vol=p1*(r2**2-r1**2)
ovol=1./(vol*montel)
den(i)=den(i)*ovol
enddo
inte=0
do i=1,irmax
! calcula la integral de g(r)
acm=(i-1)*stepz+stepz/2.
d=2.0*den(i)/(n*rho)
inte=inte+2.0*rho*3.1416*acm™*d*stepz
write(7,*) acm,d,inte
enddo
close(7)
8015 FORMAT(F10.5,14,14,14)
8012 format(6(1x,e11.4))
2020 format(i5,9(1x,17.3))
END
function ranx(i)
i=1*1566083941 + 1
ranx=float(1)*2.328306e-10+0.5
return
end
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Codigo fuente de la version del simulador de discos duros que calcula la coordinacion del
ensamble considerando los primeros vecinos como aquellos con los que colisiona cada
disco. También calcula la probabilidad de que un disco colisione con N mas. A partir de
estos datos calcula también el parametro de orden orientacional elegido.

|

! ensamble NVT, discos duros
!

! X,y son las coordeadas

! stepz paso para calcular las distancias

PARAMETER (stepz=0.02)

PARAMETER (pi=3.1415926)

PARAMETER (orden=6.0)

dimension x(300),y(300),z(300,300), zz2(300,300), prueba(300,300), ykk(1000,1000),
xkk(1000,1000),ykk1(1000,1000), xkk1(1000,1000)

dimension den(5000), d(10000), zeta(1000,1000), zetal(10000)
logical production

character*12 inpfil, outfn,savfil

character statst, locala

real inte, z1(300), z2(300), zz, s(300), zpro, probaz(300), wle
integer contador, contador2, division, onmc,kk

parameter (division=50)

open (33,file="zpromedio.dat',form='"Formatted')

open (34,file="zprobable.dat',form='"Formatted')

contador=0 !cuenta el numero de rechazos
contador2=0 Icuenta el nimero de aceptaciones
do i=0,5000

wle=0

den(i)=0

enddo

inpfil="input.dat'

open(31,file=inpfil)

read (31,*) outfn, istart

read (31,*) nmc, nout,nmc1

read (31,*) prza !'avance maximo de los discos en direccion x o en direccion y
read (31,*) sigma ! es el radio de los discos

read (31,*) production I.falso.

read (31,*) rmax

close (31)

loutfn=len(outfn)
do il=len(outfn),1,-1
if(outfn(il:il).eq.' ') loutfn=il-1
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enddo
statst=outfn(1:loutfn)//".sts'
locala=outfn(1:loutfn)//".dat'
savfil=outfn(1:loutfn)//".sav'
irmax=int(rmax/stepz)+1
rprz=prza*prza
ostep=1./stepz
open(3,file='salida.dat")
read(3,*) n,nstart1,imaupa ! numero de particulas, valor que no importa que
! semilla
read(3,*)xLyl ! tamaiio de la caja
! parametros auxiliares
xpl=xl
ypl=yl
x12=x1/2.0
yI2=y1/2.0
oxl=2./x1
oyl=2./yl
wxI=1.0/x1
wyl=1.0/yl
dprza=2.0*prza
onmc= int(nmc/(division*1.0))
! lee o genera una configuracion inicial
write(*,*) 'sigma’,sigma
if (istart.eq.1) then
write(*,*) 'Leyendo archivo entrada’
doi=l,n
read (3,*) x(1),y(1)
! write(*,*) x(1),y(1)
enddo
else
write(*,*) 'Generado configuracion N='",n
na=0
doi=1,n
if (na.eq.n) then
goto 57
endif
56  continue
x(1)=ranx(imaupa)*xlI
y(i)=ranx(imaupa)*yl
do j=1,na
dxx=x(1)-x(j)
dyy=y(i)-y(j)
! para q no haya traslape-cond.periodicas a la frontera
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dx=dxx-anint(dxx*wxl)*xI1
dy=dyy-anint(dyy*wyl)*yl
r=sqrt(dx*dx+dy*dy)
if (r.1t.sigma) then
goto 56
endif
enddo
write (*,*) 1,'nuevo disco x',x(1),'y",y(1)
na=na+l1
57 continue
enddo
59 continue
doi=1,n
write(3,*) x(i),y(i)
enddo
endif
close(3)
rho=n/(xI*yl) les la densidad de discos
write(*,*) 'phi=",rho*3.1416/4.0
! Inicia montecarlo
nstart=0
xnacct=0.0
xmonte=0.0
montel=nstart
monte2=0
isurfco=0
open(20,file=statst)
write(*,*) 'inicia montecarlo'
do kk=1,division
write(*,*) 100*(kk-1)*1.0/(division*1.0)
doi=1,n
doj=1,n
7(1,))=0
zeta(i,j)=0
enddo
z1(1)=0
zetal(i)=0
s(1)=0
enddo
do 11=1,onmc+kk-1
open (22, file="lista.dat")
monte l=montel+1
monte2=monte2+1
1surf=0
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doi=1,n
z2(1)=0
xmonte=xmonte+1.0
R Traslacion
xk=x(i)+dprza*ranx(imaupa)-prza !mueve el disco i1 una distancia a una
posicién aleatorea (una distancia maxima de raiz(2)*prza)
yk=y(i)+dprza*ranx(imaupa)-prza
xk=xk-xI*aint(oxI1*xk-1.0) !condicion de frontera, translada el disco si
se sale de la caja
yk=yk-yl*aint(oyl*yk-1.0)

rrr=(xk-x(1))**2+(yk-y(1))**2 les la distancia al cuadrado que se translada
la particula
nflag=0
doj=1,n
z72(1,))=0
xk1=0
yk1=0
if (i.ne.j) then
dx=xk-x(j)
dy=yk-y(j)

dx=dx-anint(dx*wxl)*xI
dy=dy-anint(dy*wyl)*yl

r=dx*dx+dy*dy ! 1a distancia entre la
nueva posicion del disco iy el disco j
if(r.1t.sigma) then
! write(*,*) x(1), y(1),x()),y(j), xk,yk
nflag=1 ! significa que hay

translape entre el disco 1y el disco j
call colision(xLyl,x(i),y(1),x(j),y(j).xk,yk,xk1,yk1)
xkk1(i,j)=xkl ! calcula el lugar del
disco donde colisionara con el disco j
ykk1(i,j)=yk1

xkk(1,j)=xk I calcula donde
seria la colision si el unico disco que estuviera fuera el disco j

ykk(i,j)=yk

772(1,))=Z272(i,))+1 ! dice si i se translapa con j

Z(1,))=Z(i))+1 ! nos dice cuantas veces

se translap6 1 con j en la corrida "kk"
z2(1)=z2(i)+zz2(1,J))  !calcula con cuantos discos se
translapa i en un solo movimiento
if (z(1,j).le.1.0) then
z1(1)=z1(1)+z(i,)) Icalcula el
numero de disco con los que se tranlapd i en la corrida "kk"
endif
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else
xkk(i,j)=x1*100
ykk(i,j)=yl*100
xkk1(1,j)=-x1*100
ykk1(i,j)=-y1*100
endif
endif
enddo
if(nflag.eq.1) then
contador=contador+1 ! numero de translapes
ocurridos
endif
if(nflag.eq.0) then
contador2=contador2+1 ! numero de no tranlapes
x(1)=xk
y()=yk
xnacct=xnacct+1
isurf=isurf+1
endif
if(z2(1).GT.1.0) then
z1(1)=z1(1)-z2(1)+1
endif
dismin=(x1*100)**2+(yl1*100)**2
do j=1,n
if (i.NE.j) then ! Calcula con
d(j)=dis(xkk(i,),ykk(i,j),xkk1(i,j),ykk1(i,j)) ! que disco choc6
if(d(j).LE.dismin) then I'el disco i
dismin=d(j) len la colision
endif
endif
enddo

do j=1,n
if(i.NE.j) then
if(dis(xkk(i,j),ykk(i,j),xkk1(i,j),ykk1(i,j)) .EQ. dismin .and.
z2(1).GE.1.0) then
if (zeta(i,j).eq.1.0) then
zetal(1)=zetal(i) 'nos dice con cuantos discos colisiona
el disco 1 en la corrida "kk"
else
Zeta(i,j)=1.0
zetal(i)=zetal (i)+1
! write(*,*) zetal (i)
endif
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elseif(dis(xkk(i,j),ykk(i,j),xkk1(i,j),ykk1(i,j)) .EQ. dismin) then
Zeta(i,))=0
endif
endif
enddo
enddo
enddo
contador=0
doi=l,n
do j=1,n
if (zeta(i,j).NE. 0.0) then
contador=contador+1
endif
enddo
enddo
write(22,*) contador
doi=1,n
do j=1,n
if (zeta(i,j).NE. 0.0) then
write(22,) x(i), y(0), x(), y(j)
endif
enddo
enddo
close(22)

call pardmetro(orden, x1,yl)
A A T A A T A A A N A TR A A AR AR AR A AR AR TR A AIAY

i SEGUNDO BLOQUE rnm
i Célculo de z promedio mm
mm y z probable o
R R R R R R R R R R R A R R R A R A R A AR MR AR A AR A R AR MRS
zz=0.0
doi=1,n
do j=1,n
prueba(i,j)=1.0
enddo
enddo
doi=1,n
doj=1,n
if (j.ne.1) then
if (prueba(i,j).eq.0.0) then ! determina si un
valor de z1 ya fue contado!
s(1)=0
do k=j,n
if (k.ne.i) then
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if (zetal(k).eq.zetal(i)) then
prueba(k,1)=0.0

endif
endif
enddo
goto 500
else
if (zetal(i).eq.zetal(j)) then
s(i)=s(i)+1
prueba(j,i)=0.0 ! suma el nimero de veces que se
repitié un mismo nimero
endif
endif
endif
enddo
500 continue
enddo
total=0.0
do i=1,n ! obtiene cuantos discos se tranlaparon
total=total+s(1)
enddo
doi=1,n

lobtiene la probabilidad de tener z(i) diferentes tranlapes del disco 1

probaz(i)=s(i)/total
if (probaz(i).eq.0.0) then
zetal(1)=-1.0*zetal (1)
endif

enddo

do i=1,n
if (zetal(i).gt.0.0) then
write (*,*) zetal(i), probaz(i)
write(34,*) zetal(i), probaz(i)
wle=wle+1
zz=zz+zetal (i)
else
zz=7z-zetal (i)
endif

enddo

zpro=zz/(n*1.0) !z1 promedio

write (33,%) zpro, onmc+kk-1

write(*,*) zpro, onmc+kk-1

enddo
I-----Escribe configuracion final
open(3,file='salida.dat")
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write(3,*) n, monte2+nstart1,imaupa
write(3,*) x1,yl
doi=l,n
write (3,*) x(1),y(i)
enddo
open(7,file='gdr81.dat")
write(7,*) 'locala’
do i=1,irmax
r1=(@-1)*stepz
r2=i*stepz
vol=pi*(r2**2-r1 *¥*2)
ovol=1./(vol*montel)
den(i)=den(i)*ovo
enddo
inte=0
write (*,*) wle
END
len este caso si un disco se tranlapa con 2 o0 3 en un s6lo movimiento, se considera como un
solo translape, mientras que z1(i) considera cada disco con el que se translapa

L e e e e e e e e e e

function ranx(i)
1=1*1566083941 + 1
ranx=float(i)*2.328306e-10+0.5
return

end

subroutine parametro(orden,xl,yl)

implicit none

real x(100000), y(100000), x1(100000), y1(100000), psil, psi2, x1,yl
real Nnn, teta(100000), cteta(100000), steta(100000), gama, pi, orden
integer 1, contador

open (23, file='lista.dat")

pi=4*ATAN(1.0)

x(0)=0.0

y(0)=0.0

Nnn=0
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psil=0.0

Psi2=0.0

gama=1.0

read(23,*) contador

do i=1,contador

read(23,*) x(1),y(1),x1(1),y 1 (1)
if (x(1)-x1(1))**2+(y(1)-y1(1))**2 .GT. 5.0) then

endif

if(x(1)-x1(1).GT. 5.0) then
x1(1)=x1(1)+xl

elseif(x1(1)-x(1).GT. 5.0) then

x1(1)=x1(1)-x1

endif

if(y(1)-y1(i).GT. 5.0) then
yl@)=y1()+1

elseif(y1(1)-y(i).GT. 5.0) then

y1(@)=yl(@)-yl
endif

if (X(i).NE. X1(i)) then

APENDICE B

teta(i)=ATAN((y 1(D)-y())/(x1(1)-x(1)))

if (x(i) .GT. x1(i)) then
teta(i)=teta(i)+3.141593

endif

if (teta(i) .LT. 0.0) then

teta(i)—teta(i)+2.0*3.141593

endif
steta(i)=sin(orden*teta(1))
cteta(i)=cos(orden*teta(i))
elseif (Y (i) .LT. Y1(i)) then
teta(i)=3.141593/2.0
steta(i)=sin(orden*teta(i))
cteta(i)=cos(orden*teta(i))
else
teta(i)= 3.0*3.141593/2.0
steta(i)=sin(orden*teta(i))
cteta(i)=cos(orden*teta(i))
endif

Nnn=Nnn+1
psil=psil + steta(i)
psi2= psi2 + cteta(i)
10 continue

enddo

gama= sqrt(psil **2+psi2**2)/Nnn
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write (*,*) 'parametro de orden =', gama
close(23)
end

subroutine colision(xl,ylL,x1,y1,x2,y2,x3,y3,x5,y5)
implicit none
real r,x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,y4,x5,y5,x6,y6,prueba
real m1,m2,b1,b2,b3,d,d1,d2,d3,d4,x1,yl,x11,yl1,x12,y12,x13,y13
real xx1,yyl,xx2,yy2,xx3,yy3,xx4,yy4,dis
parameter(r=1.0/2.0)
x11=x1
x12=x2
x13=x3
yll=yl
yl2=y2
yl3=y3
if (x11-x12.GT.2.0) then
x11=x11-x1
if(x13-x11.GT.2.0) then
x13=x13-xI
endif
elseif(x12-x11 .GT.2.0) then
x11=xI1+x1
if(x11-x13 .GT.2.0) then
x13=x13+x1
elseif(x13-x11 .GT. 2.0) then
x13=x13-xI
endif
else
if(xI11-x13 .GT.2.0) then
x13=x13+x1
elseif(x13-x11 .GT. 2.0) then
x13=x13-xI
endif
endif
if (yl1-yl2.GT.2.0) then
yll=yll-yl
if(y13-yl1.GT.2.0) then
yl3=yl3-yl
endif
elseif(yl2-yll .GT.2.0) then
yll=yll+yl
if(yl1-yl3 .GT.2.0) then
y13=yl3+yl
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elseif(yl3-yll .GT. 2.0) then
yl3=yl3-yl
endif
else
if(yll-yl3 .GT.2.0) then
y13=yl3+yl
elseif(yl3-yll .GT. 2.0) then
yl3=yl3-yl
endif
endif
Iwrite(*,*) x11,yl11,x12,y12,x13,y13
if (x11.NE.xI3 .and. YI1.NE.Y13) then
m1=(yl1-yl3)/(x11-x13)
m2=-1/ml
b2=-m2*x12+yl2
xx 1=x11+sqrt(r**2*m1**2/(1+m1**2))
yyl=yl1+(xl1-xx1)/m1
xx2=x11-sqrt(r**2*m1**2/(1+m1**2))
yy2=yl1+(x11-xx2)/m1
xx3=x12+sqrt(r**2*m1**2/(1+m1**2))
yy3=yl2+(x12-xx3)/m1
XX4=x12-sqrt(r**2*m1**2/(1+m1**2))
yy4=yl2-+(x12-xx4)/m1
prueba=1.0
elseif(x11.eq.x13) then
xx1=xI1+r
xx2=x11-r
xx3=x12+r
xx4=x12-r
yyl=yll
yy2=yll
yy3=yl2
yy4=yl2
prueba=0.0
elseif (yll.eq.yl3) then
prueba=-1.0
yyl=yll+r
yy2=yll-r
yy3=yl2+r
yy4=yl2-r
xx1=xl1
xx2=xl1
xx3=x12
xx4=x12
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d1=dis(xx1,yy1,xx3,yy3)

d2=dis(xx1,yy1,xx4,yy4)

d3=dis(xx2,yy2,xx3,yy3)

d4=dis(xx2,yy2,xx4,yy4)

if (d1.GT.d2) then
if(d1.GT.d3) then

else

endif
else

if(d1.GT.d4) then
d=d1
bl=-m1*xx1+yyl
x3=(b2-b1)/(-m2+ml)
y3=-(m1*b2-m2*bl)/(m2-m1)
x3=(xx3+x3)/2.0
y3=(yy3+y3)/2.0
else
bl=-m1*xx2+yy2
x3=-(b2-bl)/(m2-m1)
y3=-(m1*b2-m2*bl)/(m2-m1)
x3=(xx4+x3)/2.0
y3=(yy4+y3)/2.0
d=d4
endif

if(d3.GT.d4) then
bl=-m1*xx2+yy2
x3=-(b2-b1)/(m2-ml)
y3=-(m1*b2-m2*bl)/(m2-m1)
x3=(xx3+x3)/2.0
y3=(yy3+y3)/2.0
d=d3
else
bl=-m1*xx2+yy2
x3=-(b2-b1l)/(m2-m1)
y3=-(m1*b2-m2*b1)/(m2-ml)
x3=(xx4+x3)/2.0
y3=(yy4+y3)/2.0
d=d4
endif

if(d2.GT.d3) then

if(d2.GT.d4) then
bl=-ml*xx1+yyl
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x3=-(b2-b1)/(m2-ml)
y3=-(m1*b2-m2*b1)/(m2-ml)
x3=(xx4+x3)/2.0
y3=(yy4+y3)/2.0
d=d2
else
bl=-m1*xx2+yy2
x3=-(b2-b1)/(m2-ml)
y3=-(m1*b2-m2*bl)/(m2-m1)
x3=(xx4+x3)/2.0
y3=(yy4+y3)/2.0
d=d4
endif
else
if(d3.GT.d4) then
bl=-ml1*xx2+yy2
x3=-(b2-bl)/(m2-m1)
y3=-(m1*b2-m2*b1)/(m2-ml)
x3=(xx3+x3)/2.0
y3=(yy3+y3)/2.0
d=d3
else
bl=-m1*xx2+yy2
x3=-(b2-bl)/(m2-m1)
y3=-(m1*b2-m2*bl)/(m2-ml)
x3=(xx4+x3)/2.0
y3=(yy4+y3)/2.0
d=d4
endif
endif
endif
b3=-m1*x3+y3
x3=(sqrt((m 1 **2+1)*r**2-b3**2-2*p3*(m1*x12-yl2)-m 1 **2*x12**2+2*m1 *x12*yl2-
yI2**2)-b3*m1+m1*yl2+x12)/(1+m1**2)
x5=(sqrt((m1**2+1)*r**2-b3**2-2%b3*(m1*x11-yl1)-m1**2*x] 1 **2+2*m1*x11*yl1-
yl1*¥*2)-b3*m1+m1*yl1+x11)/(1+m1**2)
y3=m1*x3+b3
y5=ml*x5+b3
x4=(-sqrt((m1**2+1)*r**2-b3**2-2*b3*(m1*x12-y12)-m 1 **¥2*x12**2+2*m1 *x12*y12-
yI2**2)-b3*m1+m1*yl2+x12)/(1+m1**2)
y4=m1*x4+b3
X6=(-sqrt((m1#**2+1)*r**2-b3**2-2*p3*(m1 *x11-yl1)-m1**2*x11**2+2*m1*x11*yl1-
yl1¥*2)-b3*m1+m1*yl1+x11)/(1+m1**2)
y6=m1*x6+b3
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elseif(prueba .eq. 0.0) then
x3=(x11+x12)/2.0

x4=(x11+x12)/2.0

x5=(x11+x12)/2.0

x6=(x11+x12)/2.0
y3=sqrt(r**2-((x11-x12)/2.0)**2)+yl2
yA=-sqrt(r**2-((x11-x12)/2.0)**2)+yl2
yS=sqrt(r**2-((x12-x11)/2.0)**2)+yl1
yo=-sqrt(r**2-((x12-x11)/2.0)**2)+yll
elseif( prueba .eq. -1.0) then
y3=(yl1+yl2)/2.0

y4=(yl1+yl2)/2.0

y5=(yl1+yl2)/2.0

yo=(yl1+yl12)/2.0
x3=sqrt(r**2-((yl1-yl2)/2.0)**2)+x12
x4=-sqrt(r**2-((yl1-yl2)/2.0)**2)+xI12
x5=sqrt(r**2-((yl2-yl1)/2.0)**2)+xl11
x6=-sqrt(r**2-((yl2-yl1)/2.0)**2)+xl11
endif

d1=dis(xx1,yy1,x3,y3)
d2=dis(xx1,yy1,x4,y4)

if (d1.GT.d2) then

x3=x4

y3=y4

endif

f(dis(x5,y5,x3,y3).GT. dis(x6,y6,x3,y3)) then
x5=x6

y5=y6

endif

end

function dis(x1,y1,x2,y2)
real x1,x2,y1,y2, dis
dis=(x1-x2)**2+(y1-y2)**2
return

end
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codigo fuente de un programa que calcula las curvas de probabilidad 0 y 1 de encerrar una
particula

PROGRAM fases

IMPLICIT NONE

Real :: I

Real, dimension (707):: NG, NS

REAL :: PI

PI =4.0*atan(1.0)

NG(1)=0.0

NS(1)=0.0

Open (31,file= "posi.dat’)

DO 1=1001,4070, 2

NG(I) = PI/asin(1/(1/1000))

NS(I) = (2.0*PI- acos(1.0-2.0/(I1*1/1000000)))/acos(1.0-1.0/(2.0*1*1/1000000))+1.0
WRITE (6,"(3F16.8)") /1000 ,NG(I) ,NS(I)
WRITE (31,"(3F16.8)") 1/1000 ,NG(I) ,NS(I)
END DO

close (31)

END PROGRAM fases
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codigo fuente del programa que calcula los parametros de orden orientacional como funcion
del radio

implicit none

double precision radio, phil, phi2, phi, x, y, x1,yl, pi, gama
dimension x(12000),y(12000)

integer 1,J,Nnn, n, orden, k,nstart1,imaupa
parameter (orden=12)

real teta(1000,9000), steta(1000,9000), cteta(1000,9000)
PARAMETER (pi=3.1415926)

radio=1.001

phi2= 0.0

phil=0.0

Nnn=0.0

open (32,file='salida.dat’)

open (20, file="resultados.dat')

open (30,file="salida33.dat', Form="formatted')
read(32,*) n,nstartl,imaupa

read(32,*)xl,yl

doi=1,n

read (32,*) x(1),y(1)

Iwrite(*,*) x(1),y(1)

enddo

! se hace una copia de todos los discos al rededor de la caja original.
do i=n+1,2*n

x(1)= x(i-n)

y()=y(i-n)tyl

enddo

do i=2*n+1,3*n

x(1)= x(1-2*n)+xl1

y()=y(-2*n)+yl

enddo

do i=3*n+1,4*n

x(1)= x(i-3*n)+xl

y(i)= y(i-3*n)

enddo

do i=4*n+1,5*n

x(1)= x(1-4*n)+x1

y(iy= y(i-4*n)-yl

enddo

do i=5*n+1,6*n

x(1)= x(i-5*n)
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y(©)= y(i-5*n)-yl
enddo
do i=6*n+1,7*n
x(1)= x(i-6*n)-xl1
y(i)= y(i-6*n)-yl
enddo
do i=7*n+1,8%*n
x(1)= x(i-7*n)-x1
y()=y(i-7*n)
enddo
do i=8*n+1,9*n
x(1)= x(i-8*n)-x1
y()= y(i-8*n)+yl
enddo
do 1=1,9*n
enddo
! aqui termina la copia
do k=1,100
radio= radio + 0.03
Nnn=0.0
phil=0.0
phi2=0.0
! inicia programa para sacar el parametro de orden con respecto al radio
doi=1,n
do j=1,9*n
if (1 .eq. j) then
steta(i,j)=0.0
cteta(i,j)=0.0
else
if (radio*radio .GE. (x(i)-x()))*(x(D)-x()+(y(D)-y())*(y(D)-y())) then
if (y(i).NE. y(j)) then
if (x(j)-x(1).GT. 0.0) then
teta(i,))=ATAN((x(1)-x()))/(y(1)-y()))
if(teta(i,j) .LT. 0) then
teta(i,j)= 2*pitteta(i,j)
endif
steta(i,j)=sin(orden*teta(i,j))
cteta(1,j)=cos(orden*teta(i,]))
Nnn=1+Nnn
else
if(x(1).Eq.x(j)) then
if (y(1).GT. y(j)) then
teta(i,j)= pi
else
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teta(i,j)= 0
endif
cteta(i,j)= cos(orden*teta(i,j))
steta(i,j )= sin(orden*teta(i,j))
Nnn=1+Nnn
else
teta(i,))FATAN((x(1)-x(G))/(y(1)-y()))+pi
steta(i,j)=sin(orden*teta(i,j))
cteta(i,j)=cos(orden*teta(i,j))
Nnn=1+Nnn
endif
endif
else
if (x(1).GT. x(j)) then
teta(1,j)=3*p1/2.0
else
teta(1,j)=p1/2.0
endif
steta(i,j)=sin(orden*teta(i,j))
cteta(i,j)=cos(orden*teta(i,j))
Nnn=I1+Nnn
endif
else
steta(i,j)=0.0
cteta(i,j)=0.0
endif
endif
phil=phil + steta(i,j)
phi2= phi2+ cteta(i,j)
enddo
enddo
phi= sqrt(phil *phil + phi2*phi2)
gama= phi/Nnn
write(20,*) radio, gama
enddo
close (20)
close (32)
close (30)
end
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