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TRANSICIONES DE FASE

Gerardo Garcia Naumis*

En este capitulo se discuten los comportamientos colectivos de la
materia y las transiciones que ocurren cuando estos surgen. Las tran-
siciones entre comportamientos se explican mediante el paradigma
del rompimiento de simetria, al cual se le agrega otro nuevo descu-
bierto a finales del siglo XX: las fases topolégicas. Ellas describen
las fases cudnticas, como por ejemplo en el efecto Hall cudntico.

“Pues ;qué os pudiera contar, Sefiora, de los secretos naturales que he des-
cubierto estando guisando? Veo que un huevo se une y frie en la manteca o
aceite y, por contrario, se despedaza en el almibar; ver que para que el aziicar
se conserve fluida basta echarle una muy minima parte de agua en que haya
estado membrillo u otra fruta agria; ver que la yema y clara de un mismo
huevo son tan contrarias, que en los unos, que sirven para el aziicar, sirve
cada una de por si y juntos no. Por no cansaros con tales frialdades, que sélo
refiero por daros entera noticia de mi natural y creo que os causard risa; pero,
sefiora, jqué podemos saber las mujeres sino filosofias de cocina? Bien dijo
Lupercio Leonardo, que bien se puede filosofar y aderezar la cena. Y yo suelo
decir viendo estas cosillas: Si Aristételes hubiera guisado, mucho mds hubiera
escrito.”!

Este genial parrafo de Sor Juana Inés de la Cruz contiene varios niveles

de lectura. Uno es el biografico; nos describe sus inclinaciones cientificas y
con ello nos refrenda el derecho de las mujeres a pensar sobre los misterios
del universo. En otro nivel habla de la importancia de realizar experimentos
para entender la naturaleza. Para los fines de este capitulo, nos es relevan-
te retomar sus observaciones sobre lo que sucede al realizar mezclas. Sor

“Departamento de Sistemas Complejos, Instituto de Fisica, Universidad Nacional Au-

ténoma de México.
'Sor Juana Inés de la Cruz, en “Respuesta de la poetisa a la muy ilustre Sor Filotea de la
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Juana nos indica por ejemplo que el azticar puede ser fluida o sélida, remi-
tendo esto a la idea de fase y a la posibilidad de pasar de una a otra. Ello
es justamente el tema de este capitulo. Mas atin; Sor Juana nos habla sobre
dos temas cuyo verdadero impacto se ha dejado sentir s6lo en los dltimos
50 afios: los fluidos complejos y la materia blanda. En este capitulo hablare-
mos de cdmo aborda la fisica las transiciones de fase (TDF) y veremos como
a fines del siglo XX se descubren nuevos tipos de ellas.

Sor Juana se refiere a un cambio claro en una propiedad fisica del aza-
car, su fluidez, la cual estd dictada por la rigidez mecénica del material. Un
ejemplo muy familiar, tomado también de la cocina, es el del agua. A la pre-
sion atmosférica se vuelve vapor a los 100 °C. El agua se volvera sélida a los
0 °C. Al variar la presioén, las temperaturas de ebullicién y congelamiento
varian. Toda esta informacién puede recogerse en un diagrama (ver figu-
ra 22.1), donde se indican las fases que toma el sistema en funcién de las
condiciones externas impuestas a éste, en este caso, la presién y tempera-
tura. Durante estos cambios de fase aparecen discontinuidades de algunas
magnitudes termodindmicas, como en la densidad o los calores especificos.
Ademads pueden existir puntos donde coexistan las fases o donde se termi-
ne una curva que separe las fases. El punto triple del agua es un ejemplo de
lo primero. Alli conviven el agua con el hielo y vapor. La vida en la Tierra
es posible por ser las condiciones de presién y temperatura cercanas a este
punto. De la figura 22.1 vemos también que existe un punto llamado critico
donde deja de distinguirse el gas del liquido.

Si pensamos en otras propiedades fisicas de las sustancias como podrian
ser su naturaleza magnética (ferromagnética, antiferromagnética, paramag-
nética, diamagnética), de conduccién electrénica (dieléctrico, metal, semi-
conductor, superconductor), ordenamiento atémico, etc., los diagramas de
fase pueden ser mucho mas complejos. La historia se complica atin mas
cuando, como Sor Juana, mezclamos sustancias. Las concentraciones de ca-
da componente en la mezcla constituyen nuevas variables con las cuales se
obtienen nuevas fases. Pongamos otra vez un ejemplo de la cocina virrei-
nal. Alexandro de Humboldt, en su “Ensayo Politico sobre el Reino de la Nueva
Espaiia”, describe como los arrieros bajaban hielo de los glaciares volcani-
cos para elaborar nieves de diversos sabores. Para hacerlos se vertia jugo
de frutas con agua en una cubeta, poniendo a su vez esta dentro de otra
cubeta externa de didmetro mayor. El espacio entre ambas cubetas se re-
llenaba con una mezcla de hielo y sal. Luego se giraraba unas pocas veces
la cubeta interna, resultando en que el jugo de frutas con agua se congela-
ba casi instantdneamente, produciendose asi la nieve. La razén de esto es
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que, si observamos el diagrama de fases de la figura 22.2, la sal disminuye
la temperatura de fusién del hielo. Asi, la mezcla de hielo y sal se vuelve
inestable a 0 °C por lo cual absorbe calor del agua con jugo para “inten-
tar” derretirse. El calor que libera el agua con jugo provoca que éstos se
congelen produciendo la nieve.

Punto

218 iti
critico

£ Sélido Liquido

= 1=

0.006 Punto Gas

triple
0 0.01 100 374

Temperatura, °C

Figura 22.1: Regiones que indican las fases del H,O dadas las condiciones exter-
nas de presion y temperatura. Las lineas sé6lidas representan condiciones donde
ocurren las TDF. En esas condiciones se observa la coexistencia de dos o mas fases.
Noétese que existe un punto llamado triple donde coexisten el hielo, agua y gas.
Ademas hay un punto llamado critico donde se termina la linea de ebullicién del
agua. Arriba de él no hay distincién entre gas y liquido; se le conoce como fluido
supercritico. El diagrama esta simplificado; el hielo presenta 18 fases con diferentes
simetrias.

En su texto, Sor Juana habla de mezclar sustancias que tienen diferentes
interacciones entre ellas. Un ejemplo es el agua y el aceite. Normalmente se
separan sin mezclarse; pero puede ser que mediante algtn tercera sustan-
cia, como el jabén, se puedan mezclar. El secreto es que las moléculas de la
tercera sustancia tengan diferentes terminaciones. Un tipo de terminacién
atrae a la primera sustancia y la otra terminacién atrae a la segunda sustan-
cia. En el caso del jabdn, las moléculas tienen una terminacién soluble en
grasas (liposoluble) y otra soluble en agua (hidrosoluble). La mayonesa es
una emulsién donde se logra este efecto. Los diagramas de fase resultantes
son muy complicados y se les conoce como fluidos complejos. Ademas, si
seguimos los pasos de Sor Juana en la cocina y nos fijamos en otras cosas
como la cerveza, el café capuchino o las gelatinas, podremos observar tipos
ex6ticos de fases como las espumas o los geles. Estas no son ni liquidas, ni
s6lidas ni gaseosas, sino que son fases enteramente diferentes.
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Para entender toda la fenomenologia descrita debemos desmenuzar el
concepto de fase de la materia. Microscopicamente la materia esta formada
por muchas entidades, tales como atomos o moléculas, las cuales interac-
tdan entre si mediante fuerzas. Aunado a esto, existen restricciones impues-
tas desde el exterior del sistema, como pueden ser la presién o temperatu-
ra. Resultado de todas estas interacciones y restricciones aparecen compor-
tamientos colectivos, conocidos también como fendémenos emergentes. En este
sentido, la materia constituye lo que se le llama un sistema complejo. Un
fase corresponde entonces a la existencia de uno o mas comportamientos
colectivos especificos, los cuales generalmente pueden ocurrir para varias
combinaciones de los parametros externos. Retomando el caso del agua, las
fases fluidas tienen la propiedad colectiva de no resistir esfuerzos de corte.

10 T
S0 Liquido
b (salmuera) —
[o] -
3 _|
§-10—  Hiel
g =° sal _|
@ — Liquido +
=~ q o
(salmuera) Liquido
20— (salmuera)
- Hielo + Sal ]
o) M I N Y (N N
NaCl 0 10 20 30
H.0 100 90 80 70

Composicion % en peso

Figura 22.2: Diagrama de fases para sal disuelta con agua en funcién de la tempe-
ratura y proporcion en peso de sal diluida (a presién de 1 atmdsfera). Hay regiones
donde coexiste el hielo y la salmuera (agua con sal). Para un 23 % de sal en masa y
una temperatura de fusién de —21 °C, el sistema se comporta como una sustancia
pura ya que no se segrega el hielo con salmuera. Esta es la minima temperatura
donde puede tenerse liquida a la salmuera y se le conoce como punto eutéctico.
diagramas andlogos se obtienen para aleaciones metdlicas, vidrios, fluidos com-
plejos, etc.

Hay dos aspectos importantes al tratar las fases, una consiste en estu-
diar la termodindmica, la otra en utilizar un enfoque microscépico basado
en la estadistica para entender de donde surgen las variables macroscépi-
cas y las relaciones entre ellas. Podemos ver aqui como la fisica estadisti-
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ca es un muy exitoso proceso de renormalizacién de grados de libertad,
es decir, empezando con aproximadamente 1023 grados, éstos se reducen
a unas pocas combinaciones entre ellos, como sacar promedios o desvia-
ciones cuadraticas, identificadas después con variables macroscépicas tales
como temperatura, energia interna, etc.

La termodindmica provee herramientas invaluables para clasificar y pre-
decir diversas caracteristicas de las TDFE. Dada la brevedad de este texto y
la intencién de este libro, no abordaremos aqui estos aspectos que pueden
consultarse en cualquier referencia de termodindmica béasica. Sélo recorda-
remos algunos elementos claves. El primero es la clasificacion de las TDF
segun el orden de la derivada del potencial termodindmico de Gibbs que
por primera vez presente una discontinuidad. Las transiciones de primer
orden presentan una discontinuidad en la primera derivada. La transicio-
nes de fluidez son generalmente de primer orden porque involucran dis-
continuidades en la densidad, siendo ésta la inversa de la primera derivada
de la energia libre respecto a la presién. Estas transiciones involucran un
calor latente, es decir, la energia suministrada en forma de calor se utili-
za para el cambio de fase y entonces la temperatura permanece constante
durante el proceso. Las transiciones de segundo orden exhiben una discon-
tinuidad en la segunda derivada de la energia libre, siendo la primera de-
rivada continua. Ejemplos de ellas son las transiciones entre superfluidos,
de metal a superconductor y la ferromagnética. Se caracterizan por tener
respuestas divergentes ante perturbaciones externas asi como correlaciones
de variables que decaen como una ley de potencias con la distancia. Otro
aspecto que nos provee la termodindmica es la prediccion de caracteristicas
generales de las TDF, como por ejemplo el nimero méximo posible de fa-
ses en coexistencia (regla de las fases de Gibbs), la derivada de las curvas
de coexistencia de fases (ecuacién de Clausis-Calpeyron), los criterios de
estabilidad de las fases, etc.

Hasta aqui hemos mantenido en suspenso la razén por la cual ocurren
las transiciones de fase. En realidad el paradigma existente es relativamente
sencillo de entender. Se trata de una competencia entre orden y desorden.
Cuando la temperatura es alta, los sistemas tienden a permanecer desor-
denados dado que los d&tomos o moléculas tienen mucha energia cinética.
A medida que se baja la temperatura, domina la energia potencial que fa-
vorece el orden. Esta tension entre orden y desorden queda de manifiesto
al analizar la estructura de la energia libre. Imaginemos el caso sencillo de
calentar un sistema manteniendo constante la presién. De acuerdo a la ter-
modindmica, dado que la presion es constante, el sistema tendrd como fase
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estable la que minimize la energia libre de Helmholtz. Esta energia, deno-
tada por F[T, M], viene dada por,

F[T,M] = U[M] — TS[M]

siendo T la temperatura, U[M] la energia interna y S[M] la entropia. La
M entre paréntesis cuadrados es una etiqueta para las posibles configura-
ciones del sistema. Inmediatamente notamos que si 7" = 0, la energia libre
es F[M]| = U[M]. Esto indica que los estados observados del sistema se-
ran los que minimizen la energia interna. Pero en general esa minimizacién
se logra ordenando el sistema. Por otra parte, si crece 7', eventualmente el
término —7'S[M] dominara a U[M]. Asi, F[M]| = —TS[M] y dado el signo
menos de la energia libre, F'[M] se hard minimo para estados M de entropia
maxima (o de maximo desorden).

Dado que fases diferentes implican cambios en el orden interno, es claro
que se deba buscar una manera de clasificar los tipos de orden. La mane-
ra natural de hacerlo es mediante el estudio de las simetrfas. Pensemos en
un gas dentro de un tanque. Las moléculas podrén visitar todos los puntos
del espacio dentro del tanque. En este sentido, todos los puntos asi como
las direcciones del espacio son equivalentes. Al bajar la temperatura el gas
se solidifica y las moléculas se situan en posiciones fijas dentro de un cris-
tal. Entonces los puntos del espacio dejan de ser equivalentes dado que en
muchas regiones no seran observadas moléculas; la simetria translacional y
rotacional se rompe.

Asi llegamos a una de las ideas centrales de las TDF; estas se caracteri-
zan y clasifican por las simetrias que rompen. Atendiendo a esta idea, una
vez que se localiza la simetria rota, puede utilizarse un pardmetro, llama-
do de orden, que mide el grado de simetria de una y otra fase. Hacemos
entonces que la variable M, usada para etiquetar estados en F(7T', M), sea
el pardmetro de orden. Existe un teoria debida a L. D. Landau que permite
describir cualquier transicion de segundo orden usando esta idea, y con algu-
nas precauciones, puede ser aplicada a transiciones de primer orden. Lan-
dau produjo una energia libre fenomenolégica basada en que el parametro
de orden es pequerio cerca de la transiciéon y por lo tanto puede realizarse
una expansion en series de potencias del mismo. Como ejemplo podemos
tomar la transicién de ferromagnetismo a paramagnetismo, es decir, de una
fase con magnetizacién espontdnea a una fase sin magnetizacioén (en ausen-
cia de campo magnético externo). En este caso el parametro de orden M es
la magnetizacién, obtenida de promediar todos los momentos magnéticos
de los d&tomos. Desarrollando en serie de Taylor y tomando en cuenta algu-



TRANSICIONES DE FASE / 245

nas consideraciones de simetria asi como la ausencia de campo externos, la
energia libre F'[T', M] tiene la siguiente forma,

F[T,M] = a(T — T.)M? + bM*

siendo a y b dos pardmetros de la teoria, ambos positivos. 7T, es la tempe-
ratura de la transicién de fase. En efecto, como se ve en la figura 22.3, si se
grafica a F'[T, M] para T > T, los términos cuadraticos y cudrticos tienen
el mismo signo y F'[T, M| tiene su minimo para M = 0. Para T' < T el
término cuadratico es negativo y aparecen dos minimos, My y — My, ambos
distintos de cero, indicando asi la aparicién de magnetizacién espontdnea.
Es importante notar que hay dos minimos. Un sistema real “escogerd” uno
de ellos debido a fluctuaciones rompiendo entonces la simetria.

F

M- M, M- M,

Figura 22.3: Teoria de Landau para TDF de segundo orden. Aqui se grafica la ener-
gia libre de Helmoltz F'[T, M| en funcién del pardmetro de orden M para tres tem-
peraturas. Para T' > T, el minimo de F'[T, M| estd en M, = 0, mientras que para
T < T, aparecen dos minimos. Ambos tienen la misma energfa libre. El sistema
“escoge” uno de ellos por alguna fluctuacién térmica y rompe entonces la sime-
tria. Si la simetria rota es continua, aparecen modos de baja frecuencia llamados de
Nambu-Goldstone.

Otra caracteristica es que la teoria indica la variaciéon del pardmetro de
orden con 7', i. e., la posiciéon de los minimos con 7. Se obtiene que My(1') =
0siT > T,y Mo(T) = (a/2b)°(T. — T)? para T < T..

El valor del exponente es 8 = 1. Este es nuestro primer encuentro con
los llamados exponentes criticos. Indican el escalamiento de las propieda-
des del sistema al acercarnos a la transicién. Su estudio es en si mismo un
tema de importancia capital no sélo en la termodindmica sino también pa-
ra sistemas complejos. El valor 3 = 3 es en general una caracteristica de

las TDF de segundo orden. No sélo se observa en sistemas magnéticos sino
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en muchos otros como en la transicién de metal a superconductor. La teo-
ria no es cuantitativamente correcta si las flutuaciones térmicas son fuertes,
como ocurre en una dimensién (1D) y dos dimensiones (2D). Ello require
técnicas mas avanzadas como el grupo de renormalizacién o la hipotesis de
escalamiento.

Una pregunta importante es por qué la teoria de Landau es mas sencilla
de aplicar para transiciones de segundo orden. La respuesta tiene que ver
con la variaciéon de los pardmetros de orden al atravesar la transicién. En las
de segundo orden, el parametro de orden es continuo con la temperatura,
como en el caso visto anteriormente. Ello garantiza que el pardmetro sea
pequefio cerca de 7;. y de ahi se sigue el desarrollo en serie de potencias.
Puede demostrarse que este procedimiento es enteramente analogo a reali-
zar una aproximacién llamada de campo medio, donde cada integrante del
sistema contribuye a generar un campo efectivo, el cual a su vez afecta a
cada elemento. En cambio para las transiciones de primer orden, el para-
metro de orden sufre un salto y no puede garantizarse su pequefiez. Cada
caso particular requiere entonces un cuidadoso andlisis, usualmente guiado
por algtin campo medio efectivo.

El rompimiento de simetria implica la apariciéon de excitaciones de baja
energia cuyas longitudes de onda tienden a infinito. La razén fisica es senci-
lla de entender; como el Hamiltoniano tiene una simetria continua, pueden
realizarse excitaciones que varian muy lentamente respecto a ella y por lo
tanto tendrdn poca energia. Estos modos se les llama de Nambu-Goldstone.
Los fonones actsticos, los cuales son vibraciones cuantizadas de baja fre-
cuencia en los soélidos, corresponden a los modos de Nambu-Goldstone
asociados al rompimiento de la simetria traslacional. Hay muchos otros
ejemplos como los magnones o plasmones. Este mecanismo se extiende a
otras ramas de la fisica. Citemos que los modos de Nambu-Goldstone del
campo electromagnético son los fotones y desde luego el campo de Higgs
da lugar al famoso bosén de Higgs. El mecanismo de Higgs explica justa-
mente el proceso de creacion de masa como un rompimiento espontdneo
de simetria.

Menos conocida es la relacién entre modos de Nambu-Goldstone y la
rigidez de un sistema. En general, por cada simetria continua rota aparece
una nueva rigidez, caracterizada esta por una constante eldstica asociada.
El papel de esta rigidez es justamente evitar la destruccién del nuevo orden
debido a las fluctuaciones térmicas. Las TDF donde se revela con mayor
claridad este hecho es en las de fluidez, ya que como vimos anterioremente
los fluidos se diferencian de los sélidos por su rigidez.
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Tal y como estaba el paradigma del rompimiento de simetrias duran-
te gran parte del siglo XX se creia imposible que pudieran existir TDF en
sistemas bidimensionales y unidimensionales. Tampoco parecia posible te-
ner sistemas ordenados bidimensionales con interacciones de corto alcance.
Ello se debe a que si se estudia la mecanica estadistica de estos sistemas, el
desorden térmico tiene un efecto mucho mayor destruyendo la posibilidad
de orden. Pensemos en fichas de dominé paradas en fila. Al tirar una de
ellas, todas las otras se derrumban. De acuerdo a este paradigma, resul-
taba imposible concebir una transicién de fase de un Solido hacia un su-
perconductor o de un liquido hacia un superfluido en 2D. Sin embargo, a
fines de los afios sesenta del siglo XX existian evidencias de estas transicio-
nes. Por ejemplo se habia observado una transicién hacia un superfluido en
superficies delgadas de He4 liquido. Otra evidencia eran la simulaciones
computaciones con discos duros en 2D. Ellas indicaban una transicién de
fase pero con las computadoras de la época resultaba imposible dilucidar si
realmente era un efecto que pudiera subsistir en el limite termodindmico.
Esto s6lo pudo lograrse hasta el afio 2015, cuando finalmente el sistema se
escalé de manera que la transicién fuera resuelta sin ambiguedad. La situa-
cién puede resumirse en que los hallazgos indicaban una contradiccién con
el paradigma de TDF y rompimiento de simetria.

Entonces D. Thouless y el joven J. M. Kosterlitz comenzaron a traba-
jar en el problema. Su gufa conductora era abordar la superfluidez con un
modelo de espines llamado XY. En él los espines estan anclados sobre
los sitios de una red cuadrada, pudiendo girar a cualquier d&ngulo. Exis-
te una interaccion J de cada espin con sus primeros vecinos en la red.
La energia de cada configuracién viene dada por su Hamiltoniana, H =
—J > ;> cos(0; — 0;), siendo 6; el dngulo que forma el espin del sitio j
con el eje x y la suma se extiende a todas las parejas de vecinos.

Puede demostrarse que este modelo es analogo al de un superfluido. La
primera tarea de Kosterlitz y Thouless fue demostrar que las excitaciones de
los espines forman vértices, es decir, son una especie de “huracanes” don-
de los espines giran alrededor de una singularidad. Lo interesante de estas
excitaciones es que no hay una direccion privilegiada del espacio, sino sélo
puntos donde hay singularidades del pardmetro de orden. Después, Kos-
terlitz y Thouless demostraron que los vortices se apareaban a bajas tempe-
raturas, existiendo una temperatura arriba de la cual los vértices se desapa-
reaban. Lo interesante de la transicion es que no rompia ninguna simetria.
Mas bien se asocia al apareamiento de las singularidades llamadas defectos
topoldgicos. En su aparicién es fundamental considerar las condiciones de
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frontera; sélo el sistema finito presenta estas singularidades. El nombre de
topoldgico viene en parte de ello, como vermos a lo largo del capitulo.

Actualmente, esta transicién se conoce como de Kosterlitz-Thouless, y
se considera el inicio del estudio de las TDF topolégicas, razén por la cual
les fue otorgado el Premio Nobel de Fisica 2016 (junto a Haldane quien
aplico estas ideas a sistemas magnéticos). Al mismo tiempo, el trabajo de
Kosterlitz-Thouless abri6 la brecha necesaria para empezar a romper el pa-
radigma de la ausencia de TDF en 2D. Eventualmente el paradigma se aca-
b6 de romper con el descubrimiento del grafeno. Este material estd formado
por dtomos de Carbono ordenados en un arreglo geométrico similar a la es-
tructura de un panal de abeja con la particularidad de tener un sélo d&tomo
de espesor. Su descubrimiento por Geim y Novoselov les vali6 el Premio
Nobel de Fisica 2010. El premio fue otorgado en un tiempo récord, menos
de 10 afios. Las razones son multiples; por un lado rompié el paradigma
tedrico existente, por el otro resulté tener propiedades fisicas sobresalientes
que le han merecido el titulo del material maravilla. Ademas marcé el ca-
mino hacia el descubrimiento de otros materiales en 2D como el fosforeno,
siliceno, dicalcogenuros de metales de transicion, etc. Estos materiales pre-
sentan una gama enorme de comportamientos susceptibles de ser aplicados
en diversas tecnologfas.

El estudio del modelo XY llevaria a Thouless a otro problema relevante
que no habia sido entendido a mediados de los afios setenta del siglo XX.
Era el llamado efecto Hall cudntico. Cldsicamente se puede describir como
la deflexién que sufre una corriente eléctrica en una ldmina de metal cuan-
do ésta se somete a un campo magnético uniforme perpendicular al plano
de la Idmina. Viendo la figura 22.4, consideremos primero el caso con cam-
po eléctrico sin campo magnético. Al aplicar un campo eléctrico E, en la
direccién x, aparece en la misma direccién una densidad de corriente (j;)
dada por j, = 04, E;, donde o, es la conductancia y su inverso la resistivi-
dad pyz = 1/04,. Cuando se enciende un campo magnético uniforme By en
la direccién z, las cargas son deflectados por la fuerza de Lorentz en la di-
reccion perpendicular a los campos E, y By. Se produce entonces un voltaje
Vi en la direcciéon perpendicular al campo eléctrico (ver figura 22.4). A este
efecto se le conoce como Hall. La corriente perpendicular al campo eléctri-
co viene dada por j, = —o,,E,, donde o, es la llamada conductancia de
Hall; su inversa es la resistividad de Hall p,y = 1/0,.

Landau fue el primero en estudiar este problema desde un punto de vis-
ta cudntico para un gas de particulas libres cargadas en 2D, reduciendolo
al problema de un oscilador cudntico unidimensional. Los niveles energé-
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ticos E estan cuantizados y vienen dados por E = (n + 1/2)hv, donde n
es un ndamero entero, h es la constante de Planck y v es una frecuencia, co-
nocida como de ciclotrén, dada por v = 2weBj/me, siendo e la carga del
electrén y m, su masa. A estos estados cuédnticos se les conoce como niveles
de Landau.
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Figura 22.4: Panel izquierdo: dispositivo experimental para observar el efecto Hall
clasico. Se coloca un metal sometido a un campo magnetico uniforme, representa-
do aqui por un iman. Al aplicar un campo eléctrico en la direccién x aparece una
corriente. Las cargas se deflectan y aparece un voltaje de Hall Vi en una direccién
perpendicular. Panel derecho: resistividades en las direcciones = y y en funcién del
campo magnético aplicado medido en Teslas para el efecto Hall cuantico. Los picos
corresponden a p,, mientras que la curva con saltos y mesetas corresponde a p.
Las mesetas tienen una altura dada por p,, = 1/0,, = 1/(C,€?/h).

A principios de 1970, D. Hofstadter aborda en su tesis doctoral el mismo
problema pero asumiendo cargas en un cristal 2D. Hofstadter se di6 cuenta
que habia otro nuevo pardmetro dado por la distancia interatémica a. Ello
hacfa que hubiera una competencia entre el flujo magnético debido al cam-
po en una celda unitaria, a saber Bya?, y el flujo magnético cuéntico h/e>.
Hosftadter logré mapear el problema a una ecuacion analoga a la de oscila-
dores unidimensionales cldsicos acoplados. La ecuacién contenia como pa-
rédmetro fundamental a la razén entre flujos magnéticos ® = Boa?/(h/e?).
Para campos poco intensos, donde el reticulado del cristal no es importante,
Hofstader logré recuperar los niveles de Landau. La ecuacién era periédi-
ca cuando ® era un ntimero racional, y no periédica en caso contrario. Se
recurrié entonces a una solucién numérica. En la figura 22.5 se muestra el
resultado para el espectro de energias F en funcién de ®. Puede verse su
naturaleza autosimilar. El momento del descubrimiento no pudo ser mas
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apropiado; en ese entonces se estaba desarrollando la teoria de fractales y
caos. Este fractal se conoce como “la mariposa de Hofstadter”; fue el primero
descubierto en el estado sélido.

Los problemas de Landau y Hofstadter se consideraban imposibles de
observar. La primera razén es que no existian sistemas bidimensionales co-
mo los requeridos y la segunda es que tal y como estaba la teoria, se pre-
decia que los sistemas eran aislantes. Ademads, en el caso de Hofstadter la
fractalidad seria observable s6lo con campos demasiado intensos para los
obtenidos en la realidad.

Sin embargo, en 1980 K. von Klitzing midi6 la cuantizacién de los ni-
veles de Landau usando un transistor de efecto de campo metal-6xido-
semiconductor (MOSFET). La idea fue lograr un sistema efectivo bidimen-
sional. Como se muestra en la figura 22.4, se encontré que la conductancia
estaba cuantizada, es decir, 0y, = C,(e?/h) donde C, es un ntimero entero.
Este descubrimiento le vali6 el Premio Nobel de Fisica en 1985 y actual-
mente tiene muchas aplicaciones, la mas obvia es medir la relacion entre las
constantes fundamentales e y h.

Se reconoci6 asi que el problema producia un diagrama de fases, da-
do que el sistema podia tener conductancias cuantizadas bajo diferentes
variables externas al sistema, en este caso los campos magnéticos y eléc-
tricos aplicados. Estas conductancias presentaban discontinuidades entre
diferentes regiones de parametros. Esto lleva a la idea de fases cudnticas. La
temperatura no controla las TDF cudnticas, sino que es el cambio de algtn
pardmetro como los campos externos o una concentracién de dopaje quimi-
co. Una vez mas, las TDF se deben a la competencia de dos mecanismos. Por
un lado, si bien los electrones son particulas puntuales, sus estados ocupan
cierto espacio. Clasicamente, un electrén bajo un campo magnético gira en
un circulo de Larmor, el cual puede tener cualquier radio. Cudnticamente,
como la energia estd cuantizada, puede demostrarse que los electrones to-
man un area del orden 272 /eBy. Contrapuesto a esto, los electrones deben
permanecer alejados unos de otros por ser fermiones, ya que no pueden
ocupar el mismo estado cudntico. Asi, cada electrén no sélo necesita espa-
cio, sino que cada uno necesita su propio espacio.

Una vez descubierto el efecto por Von Klitzing, subyacia la predicciéon
tedrica de la naturaleza aislante del sistema. Ademads se necesitaba obtener
el nimero de cuantos C, en funcion de las variables externas del sistema,
es decir, el diagrama de las fases cudnticas. Finalmente los tedricos lograron
darse cuenta de lo escencial de considerar la superficie del sistema. Es decir,
el sistema es aislante si no tiene superficie pero se vuelve conductor al cor-
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tarlo. Los responsables de la conduccién son modos superficiales. Eventual-
mente se demostré que el nimero de modos superficiales estd cuantizado,
sirvendo como una especie de carriles para los electrones.

Tal vez lo mas sorprendente fue el hecho de que cuando Thouless, jun-
to con M. Khomoto, Nightingale y den Nijs finalmente lograron obtener
el diagrama de fases cudnticas, la férmula para encontrar al entero C, tenia
exactamente la forma de otra proveniente de la topologia. Esta férmula per-
mite calcular el nimero de agujeros de una superficie. Debe decirse que la
topologia es la rama de las mateméticas que estudia las propiedades de su-
perficies e hipersuperfices cuando se deforman sin cortar y pegar. La idea
es analizar qué propiedades permanecen fijas y cudles varian al producir
deformaciones. De este modo, una dona y una taza son equivalentes por
poseer un agujero, mientras que una esfera y un plato no poseen agujeros.
Por ello una dona puede deformarse en una taza pero no en una esfera. Es
notable también que los cambios sélo pueden ocurrir con saltos dado que
no existen “fracciones de agujero”.
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Figura 22.5: Mariposa de Hofstadter. En el eje de las abscisas aparece la razén entre
flujo magnético de la red y el flujo cuantico elemental, mientras que en las ordena-
das estd la energia de los electrones. Puede pensarse que ésta es la relacién entre
voltaje aplicado (V') contra el campo magnético. Los estados permitidos aparecen
marcados en negro. Las regiones en blanco, con forma de alas de mariposa, son
regiones prohibidas para los electrones.

En vista de esto, result6 claro que cada fase cudntica estaba caracteri-
zada por un invariante topolégico. A C, se le conoce como el nimero de
Chern. En la figura 22.6 podemos ver la respresentacion de las fase cuanti-
cas y la conductancia asociada a cada una de ellas, asi como el niimero de
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agujeros asociados a cada fase. Si comparamos con la figura 22.5, es revela-
dor darse cuenta que el diagrama ocupa las zonas en blanco de la mariposa
de Hofstadter. La razén es que la mariposa se calcula para sistemas infini-
tos que son aislantes, mientras que la conduccién aparece para el sistema
finito. Los estados de superficie aparecen siempre en las zonas prohibidas
del sistema infinito. Topolégicamente el sistema infinito o con condiciones
periddicas es distinto al finito justamente por tener un corte.
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Figura 22.6: Diagrama de fases del efecto Hall cuantico en funcién del voltaje apli-
cado contra la razén de flujos magnéticos. Cada zona de diferente color representa
una fase con la misma conductancia de Hall, indicada en la grafica de conductancia
en funcién del campo magnético aplicado. A cada fase le corresponde un invarian-
te topolégico. Aqui se muestran tres ejemplos; con 1 agujero (dona), 2 agujeros
(lente) y tres agujeros. Noétese que las fases cudnticas corresponden a las zonas
en blanco de la mariposa de Hofstadter. La razén es que la conduccién se debe a
estados de superficie, los que se producen en energias no permitidas del sistema
infinito.
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Desde que Von Klitzing midi6 la conductancia de los niveles de Landau,
se han investigado diagramas en otros sistemas. Asi, una vez entendido el
efecto Hall cudntico se encontré que los electrones pueden interaccionar
entre si, de modo que C, pueda tener valores fraccionarios (Ilamado efecto
Hall fraccionario). También se plante¢ la posibilidad de tener un efecto Hall
sin campo en 1987, lo cual se logré mediante la construccién de un mate-
rial disefiado ex profeso en el afio 2007. A este efecto se le llama de Hall
anémalo y marcé el despegue del campo de los aislantes topolégicos como
uno de los temas mas relevantes de la fisica contemporadnea. Actualmente
se trabaja en modos de superficie con polarizacién de espin para usarlos en
el campo de la espintrénica (Capitulo 11) y la computacién cudntica. Como
cereza del pastel, en el afio de 2014 finalmente se pudo medir la mariposa
de Hofstadter usando para ello grafeno sobre otro cristal bidimensional, ni-
truro de boro (h-BN). El nitruro de boro induce un patrén de deformaciones
en el grafeno generando una super-red con un pardmetro a enorme, lo cual
baja la intensidad del campo magnético requerido.

Para concluir diremos que las ideas esbozadas en este capitulo pueden
extenderse a muchas dreas de la ciencia. Las fases de los modelos de espin
se pueden utilizar para entender votaciones, alianzas, guerras e inclusive
el comportamiento del cerebro o la evolucion de las especies. También en
cosmologia y altas energias juegan un papel importante. En su evolucién el
universo ha presentado sucesivas transiciones que han roto simetrias, como
la del campo electrodébil hacia el campo electromagnético que observamos
hoy en dia. La ubicuidad del tema lo hace indispensable en la formacién de
todo fisico; tanto asi como el sabio consejo de Sor Juana tomado de Lupercio
Leonardo “bien se puede filosofar y aderezar la cena”.
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