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Estas son unas notas breves para aclarar las deducciones hechas en clase sobre la
energia, presién de radiacién de cuerpo negro, la termodindmica de la radiacién,
asi como de la ley de Stefan-Boltzmann.
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Figura 1: Cuerpo negro en equilibrio con radiacién en cavidad



1. Energia

Consideremos a un cuerpo negro a temperatura 7, el cual tiene una cavidad
“vacia” en la que se establece equilibrio termodindmico de radiacién electro-
magnética, vea la figura 1. Una vez en equilibrio, la energia almacenada por la
radiacién dentro de la cavidad debe ser
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E= Z/d?’k’/vd:gr plk,a,7T) (1)
a=1

donde p(E, a, 7 T)d3rd3k es la energia de radiacién con vector de onda entre
k 'y k4 d3k, en el volumen entre 7y 7 + d>r y con polarizacién «. Note que
p(k,a, 7 T) es una densidad tanto en el espacio de coordenadas como en el de
vectores de onda.

Debido a que la radiacién esta en equilibrio termodinamico a temperatura 7',
debe ser homogénea, isotrépica 'y despolarizada. De lo contrario habria flujo de
energia, del cual podriamos obtener trabajo, en contradicciéon con el enunciado
de Kelvin de la Segunda Ley. Asi,

p(k,a, 7 T) = p(k,T) (2)

es decir, la densidad de energia sélo depende de la magnitud k& = |E|, que es la
frecuencia k = 27v/c, y de la temperatura T

Sustituyendo en la expresion de la energia, obtenemos,
2
E = Z/d?’k/ d*r p(k, o, 7 T)
a=1 4
2
= Z/d?’k/ &*r p(k,T)
a=1 4

- QV/dQ/ p(k, T) k*dk
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- V/O (87r (2:>3p(1/,T)V2> dv (3)
/dﬂ/o%dgb/;sinodezm (4)

e hicimos el cambio de variable k = 27v/c. Definimos

donde usamos

I(v,T) =87 (2:>3 p(v, T)v? (5)



y obtenemos

E = V/OO I(v,T) dv
= Vu(T). (6)

Esto es, I(v,T)dv es la energia de radiacién, por unidad de volumen, con fre-
cuencia entre v y v + dv. Por consiguiente

u(T) = /OoC I(v,T) dv (7)

es la energfa de radiacién por unidad de volumen. Es funcién sélo de la tempe-
ratura.

2. Presion de radiacion

La radiacion electromagnética lleva, ademas de energia, momento o cantidad
de movimiento. Se puede mostrar que si una onda electromagnética con vector
de onda k y polarizaciéon « tiene energia por unidad de volumen e(7,t; E, a),
tiene asociada una densidad de momento (momento por unidad de volumen)
dada por e(7, t; T, a)fc/c. Entonces, dado que la radiacién de cuerpo negro tiene
un continuo de frecuencias, definimos

1 R
dB, = ~p(k, T)k &’k (8)
c
como la densidad de momento de la radiacién con vector de onda entre k y
k+ d°k.

Supongamos que radiacién con momento entre k y k + d3k incide sobre una
diferencial de superficie nAA de un cuerpo y es reflejada especularmente, vea
la figura 2. Notamos que la cantidad de energia de radiacién con vector k y
contenida en un volumen AV = cAtAAcos, con cosf = k - 7, transferird en
un intervalo de tiempo At, la cantidad de movimiento dada por

AP = 2|dB,| AV cos 0. (9)

Y, por lo tanto, ejercera una fuerza

_ AP
= 2p(k,T)d*k AAcos® 0. (10)

Vemos entonces que la presion total que ejerce la radiacion es la integral sobre
la fuerza normal en todas la direcciones y polarizaciones posibles incidentes,



Figura 2: Radiacién incide con vector k y es reflejada con vector &', con |k| = |k/|.
Existe una transferencia de momento que da lugar a una fuerza de la radiacién
sobre la pared, y a su vez, a una presion. Note que el dngulo 6 no puede exceder
w/2.



dividida por la superficie AA,

2

1 _
= — F i

b AAQZI incd "
= 22 d*k p(k,T) cos® 6 (11)

donde la integral es sobre valores de k con direcciones en sélo “media esfera”

/2 ™ )
/ d3k:/ sin9d0/ dgzb/ k2 dk. (12)
inc 0 0 0

Obtenemos lo siguiente
/2 T 0o
p = 4/ 0052951110d9/ dng/ k*dk p(k,T)
0 0 0
1, (2n\® [
= 4>or (”) / V2p(v, T)dv. (13)
3 C 0

Usando la definicién de I(v,T'), vea la ecuacién (5), hallamos

p = 78 (27r)/ V2 p(v, T)dv
¢ 0

1 (o)
3 /0 I(v,T) dv. (14)

Es decir, hallamos que la presiéon de radiacién es un tercio de la densidad de
energia,

p=-u(T). (15)
3. Termodinamica

De las secciones anteriores hallamos dos relaciones importantes, la energia y
la presion,

E =Vu(T), (16)
p= %u(T). (17)

Notese que no depende de la variable N ... deberiamos preguntarnos jqué sig-
nificado tiene el nimero de particulas en la radiacién? si lo tiene! porque la
radiacién puede verse como un gas de fotones ... pero aun asi, es correcto, no
existe dependencia en el nimero N. Queda como pregunta y lo resolverdn en
un curso de fisica estadistica.



Por lo tanto, debe existir un potencial termodinamico energia libre de Helm-
holtz,

F = F(T,V)
= V() (18)
tal que se cumpla
OF oF
= — _— = — ppp— . ]'
r=-(av), *=-(5), 1
De la expresion de la presion obtenemos,
p = —f(T)
1
= —u(T). (20)
3
Por lo tanto,
1
1(T) = =5u(D). (21)
Esto implica para la entropia,
_ df (T)
5 = dr
B 1 du(T)
= V§ T (22)

Ahora, recordando que F' = E — TS, hallamos

B T du(T)
ViT) = Vu(T)—V§ I

1 T du(T)

—gu(T) = u(T)—3 T

que nos da una ecuacién para u(7")

du(T)  u(T)
ar 4t (24)

y que puede ser integrada, dando como resultado,
u(T) = ug T?, (25)

con ug una constante universal a ser determinada.

4. Ley de Stefan-Boltzmann

El teorema de Kirchhoff establece la condicién de equilibrio:

Peo(k, o, T)dvd) = A(k, a)P; (k, o, T)dvdQ (26)



donde ’PS(E, a, T)dvd) es la energia emitida por la diferencial de drea ndA de
un cuerpo a temperatura 7', por unidad de tiempo y unidad de area, en forma de
radiacion electromagnética con direccién —k y polarizacion «, alrededor de un
angulo sélido df? y con frecuencia entre v y v + dv. Recordamos que el vector k
nos da tanto la direccién de la radiacion electromagnética emitida, como la fre-
cuencia de dicha radiacién, ya que k = 27v/c. Analogamente, Pi(E7a7T)dZ/dQ
es la potencia por area de la radiacién en equilibrio incidente en la misma dife-
rencial de drea, y 0 < A(E7 a) < 1 es el coeficiente de absorcién correspondiente
del cuerpo. Un cuerpo negro es una idealizacién con A(E, «) = 1 para toda k y
a. Vea la figura 3.
Por lo tanto, considerando un cuerpo negro, tenemos,

Pe(k, o, T)dvdQ = Pi(k, o, T)dvdS
= S-adk, (27)

donde Sd3k es la densidad de corriente de energia en la direccién k y polarizacién
a; es decir, la cantidad de energia que fluye, por unidad de area y por unidad
de tiempo, en la direccién k con polarizacién « (o también, vector de Poynting
entre k y k+ d3k), y esta dada por

Sd®k = kep(k, T)d*k. (28)

Por lo tanto, .
P.(k,a, T)dvd) = cp(k,T) cos  d°k. (29)

Expresando en términos de la frecuencia v, obtenemos,

. o\ *
Pelk, o, T)dvdQ) = ¢ <7r) p(v, T) cos v dvd
c

9\ 3
= 8£ (87r (F> p(v, T)V2> cos 0dvd()
7r c

c

= — I(v,T) cosf dvdfQ. (30)
87

Por lo tanto, la energia radiada por el cuerpo, por unidad de tiempo y por

unidad de drea, (potencia por area), se obtiene sumando sobre las polarizaciones,

integrando sobre todas las frecuencias, e integrando sobre media esfera de dngulo

sélido,

2 o) w/2 ™ R
@y = 3 [ [ sinoas [ aopa)
a=1

o0

/2 T
= 25 | I(w,T)dv / cos 0'sin 00 / do
81 Jo 0 0

Cc

= 1/0 I(v, T)dv



Zu0T4. (31)

Se acostumbra definir a la constante de Stefan-Boltzmann como

o= chuo (32)

que es una cantidad medible y, por lo tanto, la cantidad de energia que emite
un cuerpo negro, por unidad de tiempo y por unidad de area es,

J(T) = oT*. (33)

Esta es la llamada Ley de Stefan-Boltzmann. La constante tiene el valor

o =5,67x10"8

(34)

m2K4’

Figura 3: Radiacién emitida por una diferencial de area de un cuerpo negro.
Note que no puede emitir a dngulos mayores a ¢ = 7.



