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Notas sobre la termodinamica y la fisica estadistica de la radiaciéon de cuerpo

negro.



I. INTRODUCCION, HISTORIA, RELEVANCIA

Es una observacion experimental que todos los cuerpos reflejan, absorben y emiten ra-
diacién electromagnética. La emisién es mas evidente mientras mayor sea la temperatura
del cuerpo. Los ejemplos més comunes son el fuego, los focos, las estrellas, es decir, cuerpos
que estan calientes. Los humanos emitimos radiacion infrarroja que no podemos ver, pero
ahora con las tecnologias modernas sabemos que es asi. El ejemplo mas claro de absorcion
lo podemos observar en los hornos de microondas: el agua absorbe fuertemente esas ondas,

convierte la energia recibida en energia cinética rotacional de sus moléculas y se calienta.

Porque los cuerpos emiten y absorben radiacion tiene su explicacién dltima en el hecho de
que la materia estd compuesta de atomos y moléculas. Estas entidades son las que absorben
y emiten la radiacién por medio de un proceso que es la esencia de la mecanica cuantica,
que a su vez es la teoria que nos explica el comportamiento de nuestro Universo. Este
hecho, sin embargo, no es ni obvio ni evidente, e histéricamente llegar a esta conclusiéon fue

acompanado de una serie de diferentes resultados que atin ahora nos parecen contradictorios.

Brevemente podemos resumir la historia recordando que I. Newton supuso que la luz
estaba compuesta de corpusculos, teoria con la cual las observaciones que realizaba, como las
sombras, la refraccion y la descomposicion de la luz entre otras, podian explicarse. Pasaron
mas de cien anos para que cientificos como T. Young y A. Fresnel mostraran claramente que
la luz era una onda. Este trabajo finalmente concluyé con la deduccion de las ecuaciones de
J.C. Maxwell en los 1850’s, que son las que rigen el electromagnetismo, y que tienen como
consecuencia y prediccion fundamental que la luz es una forma de radiacién electromagnética.
Con los trabajos de H. Hertz y H. Lorentz, se llegdé a la conclusion que eran las cargas en
movimiento acelerado las responsables de la emisién de la luz. A su vez, siendo la luz
un campo electromagnético, resultaba evidente que este ultimo podia ceder su energia a
las cargas mismas. De manera paralela, a mediados del Siglo XIX, como consecuencia del
establecimiento de la termodinamica, que estudia las transformaciones de la energia de los
cuerpos macroscopicos en forma de calor y trabajo, se comprendié que era posible establecer
un equilibrio termodinamico entre la materia y la radiacién electromagnética por medio de
procesos de emision y absorcion de ésta por los cuerpos materiales. Aun sin conocer los
detalles de tales procesos, se llegd a varios resultados fundamentales, entre otros por G.

Kirchhoff, que indicaban que habia algo sutil y crucial entre la interaccién de la materia con



la radiacién y que deberia ser entendido.

Fue Max Planck quien finalmente, basado en resultados experimentales muy finos para
la época, asi como en trabajos tedricos por W. Wein y L. Boltzmann, abri6 la puerta a un
nuevo mundo, el mundo cudntico que confronta de manera fundamental al mundo clasico
hasta entonces aceptado, y que requiere de manera forzosa no sélo de una discretizacion de
la materia en forma de atomos y moléculas, sino de la radiacién misma en forma de fotones.
Este ultimo hecho, el de la discretizacién de la radiacién, fue explicitamente reconocido
como una necesidad por A. Einstein en 1905 al mostrar que ni Maxwell ni Newton tenian
completa razon, es decir, nos mostro el camino, a veces tortuoso e incomprensible, de aceptar
que tanto la materia como la radiacion son a la vez onda y particula.

El siguiente paso importante, que es parte esencial de la explicacion de lo que nos
concierne aqui, lo dio N. Bohr en 1911 cuando propuso, como parte de su modelo del atomo,
que éste solo podia estar en ciertas “érbitas” o estados discretos y que la transicién de uno
de esos estados a otro iba acompanado de la emisién o absorcién de radiacién, también
cuantizada, dependiendo respectivamente si el estado inicial tenia mayor o menor energia
que el final; a su vez, la frecuencia de la radiacién emitida o absorbida deberia ser igual a
la diferencia de las energias de los estados involucrados en la transicion, dividida entre la
constante h que Planck habia introducido en 1900.

Una consecuencia muy importante, que usaremos mas adelante, es que si un cuerpo emite
en una frecuencia, el cuerpo también absorbe en esa misma frecuencia. Es claro que si un
cuerpo no absorbe en una frecuencia arbitraria dada es porque no existe una transicion
atémica con esa frecuencia en el cuerpo y, por lo tanto, el cuerpo tampoco emitira en esa
frecuencia. Aunque esta teoria fue finalmente afinada en los estudios de W. Heisenberg y E.
Schrodinger dando lugar a lo que ahora conocemos como la mecanica cuantica, la esencia
del intercambio de la energia entre la materia y la radiacién electromagnética permanece
tal cual como Bohr la senald. Es este intercambio basico no sélo la razon del equilibrio
radiacién-materia, sino la explicacion de toda la radiacion que observamos en el Universo.

Realizar una descripcién detallada de lo que se senala en el parrafo anterior es el motivo de
itoda una carrera de fisical En este Cuaderno nos concentraremos en el detalle del equilibrio
que se puede lograr con el intercambio de energia entre la materia y la radiacién. Por un
lado, proveeremos una descripcién detallada de tal proceso, tanto desde una perspectiva

fenomenoldgica clésica, basada en el electromagnetismo y la termodindamica, como en las



ideas modernas establecidas por la mecénica cuantica y la fisica estadistica. Incluiremos
también en este escrito los detalles histéricos suficientes para comprender la relevancia de

este proceso, sobre la forma en la que arribamos a su comprensién cabal.

El estudio del equilibrio radiaciéon-materia se asocia con el nombre del problema de la
Radiacion del Cuerpo Negro, una idealizaciéon de un sistema macroscopico que es capaz
de absorber absolutamente toda la radiacién que le llegue. En las siguientes secciones se
vera por qué la consideraciéon de tal cuerpo es 1til para la comprensién del fenémeno; un
sustantivo alternativo mas moderno es tildar a este problema como la termodinamica de un

gas de fotones.

Sin embargo, los dos hechos anteriores, esto es, la relevancia histérica y la comprensién
del proceso de equilibrio radiacién-materia, no son tinico por lo que el anélisis de este tema es
importante. Resulta ser que, tipicamente, el estudio de los grandes problemas de la fisica se
terminan discutiendo por medio de modelos estilizados que capturan los aspectos esenciales
y fundamentales del fenémeno en cuestién. Esto es porque la solucién matematica de casi
todos los problemas que podemos plantear resulta ser imposible de lograr. En el caso del
cuerpo negro, o gas de fotones, resulta que no es asi. Es decir, es uno de los pocos modelos

de la naturaleza que permite ser resuelto de manera exacta.

Por otro lado, el gas de fotones en equilibrio térmico no es un modelo, es la realidad de
lo que ocurre con la radiacion electromagnética en equilibrio térmico. Esto se debe a que los
fotones no interactian entre si, sélo son absorbidos o emitidos por la materia y, por lo tanto,
en si mismos constituyen un gas ideal. Por esta razon, los resultados obtenidos de esta teoria
pueden ser aplicados directamente a observaciones experimentales. En particular, el presente
problema tiene una enorme relevancia en estudios actuales de la astronomia y la cosmologia,
por ejemplo, la radiacién de fondo del Universo, que se considera un remanente del Big
Bang que dio inicio a nuestro Universo, obedece de manera espectacular la distribucion de
Planck a una temperatura de 7' = 2.725 K. Entre los temas de mas interés en estos dias es
la observacién y analisis de las pequenas fluctuaciones de la distrubucion que Planck que
pueden ser observadas a nivel cosmologico. Se cree que su elucidacion explicaria la existencia
o no de la materia oscura. Al final del texto revisaremos brevemente estos hechos, asi como

las observaciones astronomicas de dicha radiacién de fondo.



II. UNA CAVIDAD “VACIA” EN UN CUERPO A TEMPERATURA T ...

La manera mas sencilla de iniciar este estudio es considerar un sélido a temperatura T’
al cual se le hace una cavidad de geometria arbitraria, como se muestra en la figura 1. Es
decir, suponemos que la cavidad estd “vacia” pues no tiene materia. Veremos que realmente
no estd vacia sino que dentro de ella se forma un “gas” de radiacién electromagnética, o de

fotones, en equilibrio termodinamico a la misma temperatura 17" del cuerpo.

“vacio” con
radiacion EM

T

FIG. 1. Cuerpo negro en equilibrio con radiacién en una cavidad de forma arbitraria con volumen

V.

Al estar a temperatura T los dtomos y/o moléculas de las paredes de la cavidad se excitan
y desexcitan (tipicamente por colisiones con sus dtomos vecinos) y como parte de este proceso
emiten radiacion electromagnética, o de manera “moderna”, emiten fotones. Esta radiacion

entra a la cavidad y al alcanzar las paredes opuestas ocurre que, o es reflejada o es absorbida



por los dtomos de la pared opuesta. Tales atomos, tarde o temprano vuelven a emitir parte
o toda esa energia absorbida de nuevo a la cavidad y, una vez maés, el proceso se repite.
Como mencionamos en la Introduccion, esto no era claro a mediados del Siglo XIX. Sin
embargo, la mecdnica cuantica lo explica bien, lo que consideraremos como un hecho. Es
importante recalcar que la emisién de radiacion, por ser espontanea, es altamente isotrépica,
es decir, puede ser emitida en cualquier direccién. Es una observacion empirica, que da lugar
a la hipotesis basica de la Termodinamica, que cuando dos o mas cuerpos macroscopicos
intercambian energia, eventualmente alcanzan todos un estado de equilibrio en el que la
temperatura 7' es la misma para todos. La consecuencia de este resultado para nuestro
problema es que se alcanza el equilibrio termodinamico entre el cuerpo que compone las
paredes de la cavidad y la radiacion misma. En particular, la radiacién y el cuerpo acaban
por tener la misma temperatura 7.

Veamos con mas detalle cémo es que podemos considerar que la radiaciéon misma se equi-
libra. Primero, el cuerpo emite en cualquier direccién y, por lo tanto, esa misma radiacién es
absorbida por otra parte de la cavidad, ya sea de manera directa o después de ser reflejada
una o varias veces por las paredes mismas. Esto nos lleva a concluir que, tarde o temprano,
debe ocurrir lo siguiente:

e La radiacion en cualquier elemento de volumen de la cavidad, en promedio, serd ho-
mogénea, isotropica e independiente de su polarizacion.

e La cantidad de energia de la radiaciéon en cualquier elemento de volumen de la cavidad
debe ser la misma.

e La energia total de la radiacién contenida en una cavidad de volumen V' debe ser
independiente de la forma de la cavidad.

Si las condiciones anteriores no se cumplieran, entonces, de manera ingeniosa podriamos
lograr que hubiera un transporte de energia de manera direccional, abriendo la posibilidad de
realizar algin trabajo en otro cuerpo. Por ejemplo, si la energia en los elementos de volumen
dependieran de su posicion en la cavidad, se generaria un gradiente que a su vez produciria
un flujo de energia. Esto lo lograriamos simplemente haciéndole una cavidad a cualquier
cuerpo en equilibrio a temperatura 7. Sin embargo, se obtendria una violacién a la segunda
ley de la termodinamica, que establece que es imposible realizar trabajo usando sélo una
fuente de calor a una temperatura dada. Por lo tanto, la radiacion, en promedio, debe estar

balanceada en todas sus propiedades consigo misma. Esto nos indica que podemos asignarle



una temperatura, como a cualquier cuerpo material, ya que esa radiacion la podriamos poner
en contacto con otro cuerpo que pudiera absorberla, y eventualmente se volveria a alcanzar
un estado de equilibrio entre los dos cuerpos en cuestién y la radiacién. La termodinamica
nos indica que todas esas propiedades de equilibrio de transferencia de energia se enuncian
asignandoles la misma temperatura a todos los “cuerpos” involucrados, sin hacer referencia
a su composicion. Por lo tanto, la radiacién se considera en si misma como un sistema
macroscopica que tiene propiedades termodinamicas como cualquier otro cuerpo.

Como ya mencionamos antes, debe ser claro que las frecuencias de radiacion en las que
un cuerpo emite y absorbe dependeran de manera esencial en la composicion quimica del
material. Por lo tanto, tal cuerpo sélo se puede poner en equilibrio con radiacién que tenga
sus frecuencias. Al conjunto de frecuencias que un cuerpo puede emitir o absorber se le llama
el espectro de absorcion del material en cuestion. Sea v una de las frecuencias presentes en
el espectro de un cuerpo dado. La pregunta fundamental es jcudl es la cantidad de energia
de energia electromagnética I(v,T), por unidad de volumen en una cavidad, con frecuencia
entre v y v+ dv, cuando el cuerpo y la radiacion tienen temperatura 77 Por las condiciones
arriba enunciadas, I(v,T) no puede depender ni de la posicién 7 del elemento de volumen
considerado, ni de la direccién k de la radiacion, ni de la polarizacién ¢ de la misma. Una
vez que la densidad de energia electromagnética es conocida, el problema esta esencialmente
resuelto y los diferentes resultados sobre las caracteristicas de la radiacién en equilibrio se
pueden deducir. Note que desde el punto de vista cuantico, I(v, T) es la densidad de energia
de un gas de fotones de frecuencia v a temperatura 7T'.

Las consideraciones anteriores indican que si el cuerpo puede absorber y emitir en un
cierto intervalo de frecuencias A(1y) alrededor de alguna frecuencia vy, la energia contenida

en la cavidad puede escribirse como,
E(V,T)=V / [(v,T)dv, (1)
A(vo)

donde V' es el volumen de la cavidad. Cabe mencionar en este momento el teorema de
Kirchhoff, a reserva de discutirlo mas a fondo después. Desde los anos 1850 era entendido
que si un cuerpo recibia radiacién de frecuencia v, ésta podia ser reflejada o absorbida. En el
ultimo caso, se sabia también que de una cantidad de radiacién recibida por un cuerpo, sélo
una fraccién es absorbida. Esta fraccion se denota por A(v) y es llamada el coeficiente de

absorcién del cuerpo con respecto a radiacion de frecuencia v. Esta cantidad es adimensional



y varfa de cero a uno, 0 < A(r) < 1, dependiendo del cuerpo. Otra vez, recordemos que si
un cuerpo absorbe radiacion de frecuencia v también emite radiacién de la misma frecuencia.
Kirchhoff mostré (y nosotros lo haremos en la Seccién V) que si un cuerpo se encuentra en
equilibrio termodinamico con radiacién electromagnética de frecuencia v, entonces, cualquier
elemento de superficie del cuerpo emite en promedio una cantidad de energia por unidad
de tiempo, J(v,0,T), en el intervalo de frecuencias entre v y v + dv y en una direccién 6

medida desde la normal, dada por

c
J(v,T,0) = S—A(V)I(V, T) cos b, (2)

T
donde ¢ es la velocidad de la luz. Debido a que I(v,T) es una propiedad exclusiva de la
radiacién, la razén J(v,T,0)/A(v) es universal. Si consideramos un cuerpo hipotético que
absorba radiacién con A(rv) = 1 para toda frecuencia v, entonces su espectro de emisién es
precisamente la distribucion de energia de la radiacién I(v,T). Un cuerpo que absorba toda

¢

la radiacién que reciba no se “veria”’, o alternativamente, se veria “negro”. Por lo tanto,
a ese material ideal se le llamé cuerpo negro ( ... aunque, después, al reemitir la radiacién
ise veria blanco!). Este fue considerado como uno de los grandes problemas del Siglo XIX
y grandes mentes de la época se avocaron a entenderlo. Su estudio culminé en 1900 con

el descubrimiento de la mecénica cuantica por Planck y en la introduccién del concepto

corpuscular de la luz por Einstein en 1905.

Se sigue entonces que, para una cavidad de volumen V dentro de un cuerpo negro a

temperatura 7', la energia contenida es
E(V,T) = V/ (v, T)dv. (3)
0

El propdsito de este Cuaderno es deducir la termodindmica asociada a este fenémeno y, por
supuesto, deducir la densidad de energia I(v,T'), llamada también la distribucién de Planck.

Notese que podemos identificar

u(T) = /0 T I, T)dv (4)

como la energia (total) por unidad de volumen de la cavidad. Es muy importante recalcar

que es una funcién sélo de la temperatura 7.



III. EL PUNTO DE VISTA DE LA ELECTRODINAMICA Y LA
TERMODINAMICA CLASICAS

A. Electrodinamica Clasica

Aunque como veremos en la Seccién IV el tratamiento completo para obtener la dis-
tribucién de energia I(v,T) requiere del uso de la fisica estadistica cudntica, se pueden
obtener esencialmente toda la termodinamica de la radiacion usando electrodinamica clasica
e ideas generales de la termodinamica. En esta seccion realizaremos dicho anélisis.

Se espera que dentro de la cavidad se obedecen las ecuaciones de Maxwell del electro-

magnetismo en el vacio. En unidades cgs son:

V-E=0
V-B=0
E=--=
VX c ot
H=-—F.
VX cot (5)

Es un ejercicio sencillo mostrar (hdgalo!) que estas ecuaciones implican que las siguientes

ecuaciones de onda se obedecen al mismo tiempo,

F— - _—F =
\Y 2P 0
L1 0% o
2 —

Es decir, en el vacio existen las ondas electromagnéticas no dispersivas que se propagan con
velocidad ¢. Es también un ejercicio sencillo mostrar que una solucién de las ecs. (6) son

las ondas planas,

B(i,t) = 6B, giFret) (7)
si
w= ‘k‘ c (8)

donde w = 27w es la frecuencia de la onda, k es su vector de propagacion, |k| = 2w /A, A = ¢/v

con A la longitud de onda, y 6 y &5 son vectores unitarios que indican la polarizacién de
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la onda, que es la direccién del campo eléctrico. Usando las ecuaciones de Mawell (5), se

hallan las siguientes relaciones,

By = Ey con Ey complejo

B

6'1'6'2:0 (31><62:T, (9)
g
es decir, la onda electromagnética es una onda transversal con los vectores E y B ortogonales
entre si. Debido a la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, el campo electromagnético
en cada punto e instante es la suma o superposicion de todas los campos correspondientes
a las diferentes frecuencias y polarizaciones. Esto quiere decir también que los campos de
diferentes frecuencias no interactian entre ellos, es decir, pareceria como si la radiacion fuera
un “gas ideal” de ondas electromagnéticas de diferentes frecuencias. Mas adelante, cuando
introduzcamos conceptos cudnticos veremos que esto es una realidad, aunque en términos

de fotones.

De la ecuaciones de Maxwell también podemos deducir la ley de conservacién de energia

electromagnética,
v v.5-0 (10)
ot B
donde
1 o % H o
UZS—W(E~E +B-B") (11)

es la densidad de energia electromagnética (usamos la misma letra “u” que en la ec. (4) de
manera completamente deliberada) y

S="Exp (12)
47

es el vector de Poynting, que describe el flujo de energia electromagnética. La radiacion no
solo lleva energia sino también momento o cantidad de movimiento. Se puede mostrar que
P=S /c es la densidad de momento de la radiacién. Ello origina que la radiacién produzca
presion, la llamada presion de radiacion, al incidir sobre cualquier superficie, ya sea en el
seno de la cavidad o en la paredes que la componen.

En las secciones siguientes mostraremos el importantisimo resultado, que se adjudica orig-
inalmente a Maxwell, que la presién p producida por una radiacién homogénea e isotropica
esta dada por

1
p=gu (13)
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Es muy sencillo visualizar que la presion debe ser proporcional a la densidad de energia, lo

importante es el factor 1/3.

B. Energia

Veamos con cuidado el concepto de energia en la cavidad. Consideremos a un cuerpo
negro a temperatura 7', el cual tiene una cavidad “vacia” en la que se establece equilibrio
termodindmico de radiacion electromagnética, como se muestra en la figura 1. Una vez en

equilibrio, la energia almacenada por la radiaciéon dentro de la cavidad debe ser
2 —
E=Y /d%/ & p(K, a, 7 T) (14)
a=1 14

donde p(k, o, 7, T)d3rd3k es la energfa de radiacién con vector de onda entre k y k + d3k, en
el volumen entre 7y 7+ d3r y con polarizacién . Note que p(/;, a,7,T) es una densidad

tanto en el espacio de coordenadas como en el de vectores de onda.

Debido a que la radiacion esta en equilibrio termodinamico a temperatura 1, debe ser
homogénea, isotropica y despolarizada. De lo contrario habria flujo de energia, del cual
podriamos obtener trabajo, en contradiccién con el enunciado de Kelvin de la segunda ley
de la termodinamica. Asi,

p(k, a, 7 T) = p(k,T) (15)

es decir, la densidad de energia sélo depende de la magnitud k = ]/2], que es la frecuencia

k =2nv/c,y de la temperatura 7.

Sustituyendo en la expresion de la energia, obtenemos,
2
E= Z/d%/ &Pr p(F, 0,7 T)
a=1 v
2
- Z/d?’k/ &r p(k, T)
a=1 Vv
— QV/dQ /OO p(k, T K2dk
0
00 2 3
= V/ [8% (:) p(v, T)V2‘| dv (16)
0

donde usamos

/dQ:/O%dgb/Oﬂsinédezzhr (17)
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e hicimos el cambio de variable k = 27v/c. Definimos

I(v,T) =8n (2;)3 p(v, T)? (18)

y obtenemos

oo

E=V I(v,T) dv
= Vu(T). (19)
Esto es, I(v,T)dv es la energia de radiacién por unidad de volumen con frecuencia entre v
y v + dv. Por consiguiente
u(T) = /0 S I, T) dv (20)
es la energia de radiaciéon por unidad de volumen. Como podemos ver, es funciéon sélo de la

temperatura.

C. Presién de radiacién

La radiacion electromagnética lleva, ademés de energia, momento o cantidad de movi-
miento. De las ecuaciones (11) y (12), hallamos que si una onda electromagnética con vector
de onda k y polarizacién « tiene energia por unidad de volumen p(7, t; E, a), entonces tiene
asociada asociada una densidad de momento (momento por unidad de volumen) dada por
P = p(7t; 7, Oz)fc /c. Entonces, dado que la radiacién de cuerpo negro tiene un continuo de
frecuencias, definimos

dp,, = ip(kz,T)l% &Pk (21)

como la densidad de momento de la radiacién con vector de onda entre k y k+ d3k.

Supongamos que radiacién con momento entre k y k + d3k incide sobre una diferencial
de superficie nA A de un cuerpo y es reflejada especularmente, como se muestra en la figura
2. Notamos que la cantidad de energia de radiacién con vector k y contenida en un volumen
AV = cAtAAcosf, con cosf = k - 7, transferira en un intervalo de tiempo At, la cantidad
de movimiento dada por

AP = 2|dB,| AV cos 0. (22)

Y por lo tanto, ejercerda una fuerza

1

dF

ar
A

t
2p(k, T)d*k AA cos? 0n. (23)
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FIG. 2. La radiacién incide con vector k y es reflejada con vector k', con |k| = |k’|. Existe una
transferencia de momento que da lugar a una fuerza de la radiacién sobre la pared y, a su vez, a

una presién. Note que el dngulo 6 no puede exceder 7 /2.

Vemos entonces que la presién total que ejerce la radiacion es la integral sobre la fuerza
normal en todas la direcciones y polarizaciones posibles incidentes, dividida por la superficie

AA,

12 =
- F .
p AA agl inc d "
2
=2Y | &kp(k,T) cos® (24)
a=1 mc

Y

donde la integral es sobre valores de k con direcciones en sélo la media esfera’:

w/2 T 00
P = / sin 00 / do / k2dk. (25)
inc 0 0 0
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Obtenemos lo siguiente,
/2 T 00
p:4/ mﬁ%mMQ/@M"HMMhﬂ
0 0 0

3 poo
= 41277 (27T> / v p(v, T)dv. (26)
3 c 0

Usando la definicién de (v, T) de la ecuacién (18), hallamos

1 2m\3 oo
p:387r<c7r>/0 v2p(v, T)dv
1 o0
::4 / (v, T) dv. (27)
3 Jo

Es decir, encontramos que la presiéon de radiacién es un tercio de la densidad de energia,

p=—u(T). (28)

D. Termodinamica Clasica

Con los resultados anteriores podemos deducir toda la termodinamica de la radiacién
sin necesidad de conocer la forma de I(v,T). Veamos. Notamos primero que el estado
termodinamico de la radiaciéon depende sélo de V' y T, es decir, no hay dependencia en NV,
el nimero ... de qué? La radiacién no es materia y no “deberia” depender de la variable
N que indica la cantidad de “particulas”. Este no es un resultado trivial y volveremos
después a analizarlo més abajo. Por lo pronto, aceptamos que sélo V' y T definen el estado
termodindmico. Esto quiere decir que la energia libre de Helmholtz es funcion sélo de esas

variables,

F = F(V,T). (29)

Como F es extensiva, debe ser de la forma F' =V f(T). De F podemos hallar la entropia S

y la presién p,

oF oF
=—|= S=—|=— . 30
r=(ow), o= (), 8
De aqui tenemos
p=—s) s=-—vTD (31)

Como p = u(T')/3, entonces f(T) = —u(T")/3. Por otro lado, sabemos que £ = F + TSy

usando los resultados anteriores hallamos que,

1 T du
U= —=
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Integrando esta expresion hallamos la dependencia de u en T:
u=KT* (33)

No se tiene un término inhomogéneo (independiente de T') debido a la tercera ley de la
termodinamica que requiere que S — 0 cuando 7' — 0. Mostraremos mas adelante que
K =40 /c donde o es la constante de Stefan-Boltzmann.

Con lo anterior estamos en posibilidades de deducir la ley de Wien (1893), de gran
importancia tanto practica como de caracter historico, como veremos en la Secciéon VI. Por
sencillez, consideremos radiacion electromagnética a temperatura 7" dentro de una cavidad
de forma ciibica de arista L y metalica (esto no es esencial, sélo simplifica el punto principal).
En tal caso, las ondas electromagnéticas permitidas tendran longitud de onda (2n+ 1)\ = L
con n un entero (pues el campo eléctrico debe ser cero en las paredes). Supongamos ahora
una expansién (o compresion) adiabética de la cavidad a un volumen V' = kV con k un
nimero real y positivo. El sistema se enfria (o calienta) a una temperatura 7’. Notamos
que todas las longitudes de onda se reajustan, pues el cambio es adiabatico, a X' = k/3X o
equivalentemente las frecuencias ¥ = k~/3v. Por otro lado, debe ser cierto que S(V,T) =
S(V',T"), por ser adiabdatico el proceso. Mostraremos que estas consideraciones implican que
la dependencia de la densidad de energia electromagnética I(v,T') debe ser de la siguiente

forma,
v

I(v,T)=v* () 34
(1) = v (¥ (34)
donde ¢(v/T) es todavia una funcién a determinar. Lo importante es su dependencia en el
cociente (v/T).

De la termodindmica del cuerpo negro, obtenemos que la entropia estéd dada por

A4Vu(T
y, por lo tanto,
4
S = §KVT3. (36)

Un proceso adiabdtico nos da como resultado que V71 = constante y, por lo tanto, debe
obedecer VT = V'T". Con las deducciones de arriba, esto nos indica que en un cambio
adiabético la temperatura cambia como T’ = x~/3T. Esto a su vez implica que el cociente

& =v/T =1V /T es un invariante adiabatico. Escribiendo de manera explicita la entropia
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tenemos,
fv / W
- gv /0 dEI(E,T) (37)

donde hemos realizado un evidente cambio de variable. Ante una transformacion adiabatica,
se tiene que

S = ;Lmv /0 T eI kAT, (38)

Comparando ambas expresiones para la entropia, se debe cumplir que
I(¢.T) = kI (&, 5T (39)
para todo valor de k real y positivo. La solucién a esta ecuacion es

I(§,T) = v’g(8), (40)

que es lo mismo que decir I(v,T) = T3g(v/T). Este resultado es rigurosamente correcto.
Sin embargo, debido a sus propios experimentos, asi como de otros, Wien fue més alld y

propuso que la forma de la densidad de energia electromagnatica deberia ser,
I(v,T) = a® e b7, (41)

con a y b dos constantes empiricas. Es una ironia historica que este resultado ajusta bien
la “parte cuantica” de la verdadera distribucion, como veremos adelante, pero era asi pues
los experimentos de esa época no tenian acceso a la “parte clasica”! Por otro lado, es muy
importante recalcar que la férmula (41) predice de manera correcta que la frecuencia de
emisién mas intensa del cuerpo depende de T' y que tal pico se corre proporcionalmente a T’
conforme el cuerpo se calienta o se enfria. Esto fue conocido como la ley de desplazamiento
de Wien.

Inicialmente, Planck crefa que el resultado (41) era correcto y su proyecto era demostrar
tedricamente su validez. Después de varios intentos, Planck se “convencié” ( y lo publicd!)
que su deduccién de la ley de Wein era correcta. No fue sino hasta el ano 1900 que dos
grupos experimentales de Berlin, Pringshtein y Lumen por un lado, y Karlbaum y Rubens
por el otro, mostraron que a frecuencias bajas la ley de Wein (41) no era correcta. En vez,

un mejor ajuste era I(v,T) ~ Av*T (que veremos adelante en la ec. (73)). Esto alterd la
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vida tranquila de Planck y lo llevé, en tres meses de trabajo frenético, a encontrar la forma

correcta de la distribucién de I(v,T) que lleva su nombre:

8 hu3

](V7 T) = geh’//ki’r_l

(42)

De paso, Planck descubrié la mecanica cuantica e introdujo las constantes h y k, ahora
conocidas como las de Planck y de Boltzmann. En la Secciéon VI mostramos los pasos
esenciales de la deduccién de Planck. En la siguiente seccion presentaremos la deduccion
“moderna” que ya hace uso directo de la existencia de los fotones y, por supuesto, de la
validez de la mecanica cuantica. Caben mencionar, sin embargo, dos aspectos historicos
de gran relevancia. Por un lado, existe una creencia que Planck conocia la “validez” del
resultado a frecuencias altas, la ley de Wein, y a frecuencias bajas, la ley de Rayleigh-Jeans,
y que el construyd la interpolacion correcta. Esto es falso. La ley “clasica” de Rayleigh-Jeans
fue posterior y se publicé en realidad como una critica valida al trabajo de Planck pues no
habia razén para creer en las ideas revolucionarias (cudnticas) de Planck. Se olvida que fue
la evidencia experimental la que empujo a Planck a realizar su trabajo. Sin embargo, por
el lado puramente tedrico, Planck habia iniciado sus investigaciones alrededor de 1890 con
el propdsito de demostrar que Boltzmann estaba equivocado al darle a la segunda ley una
interpretacion estadistica. Planck creia que la segunda ley era una ley rigurosa de caracter
determinista. Es muy emotivo observar que Planck, en su desesperacién por deducir la forma
de I(v,T), finalmente concedi6 y acepté las ideas de Boltzmann, y en un momento virtuoso

las us6 para culminar su trabajo.

IV. LA DEDUCCION MODERNA USANDO FISICA ESTADISTICA
A. Fotones

Curiosamente, como parte de la comprension del problema del cuerpo negro, Einstein
en 1905 introdujo la idea de que la radiacién electromagnética podia considerarse como un
gas de particulas relativistas sin masa, a las que después se bautizé como “fotones”. Desde
un punto de vista muy simplista, podemos considerar al fotén como una particula de masa
cero, con momento p'y energia ¢ = pc con p = |p]. Usando las ideas de de Broglie, podemos
ademés decir que a la particula fotén le corresponde una onda con longitud A = h/p y una

frecuencia v = ¢/h, relacionadas como A\v = ¢, que corresponde a la relacién de dispersién
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de las ondas electromagnéticas. Desafortunadamente, tal identificacién no es tan sencilla
ya que los fotones no obedecen una ecuacién de Schrodinger por ser particulas relativistas.
En vez, un tratamiento tedrico completo requiere de la teoria cuantica de campos. Tal
tratamiento arroja que los fotones son particulas fundamentales de espiin s = 1 y, por lo
tanto, son bosones. Notamos, por otro lado, que ciertos estados de un niimero macroscépico
de fotones (llamados estados coherentes) pueden representarse como ondas planas clasicas.
Este es realmente el tnico resultado que necesitamos para darnos una idea de la relacién
que existe entre una onda electromagnética clasica y los fotones.

El siguiente enunciado es correcto con un alto grado de precision: una onda electro-
magnética monocromatica de vector de onda k , con frecuencia v = ke¢/27, con polarizacion
circular derecha e intensidad |Ey|?, representa un ntiimero medio (5 my) de fotones con mo-
mento p = hk , energia €Fmy) = hk/cy componente de espiin ms; = +1, siendo 7 proporcional
a |Eg|>. Sila onda estd circularmente polarizada izquierda, entonces m, = —1. La com-
ponente de spin m, = 0 nunca es ocupada; esto es consecuencia de que los fotones viajan
siempre a la velocidad de la luz. Esta correspondencia nos permite enunciar que una su-
perposicion arbitraria de ondas electromagnéticas clasicas, con diferentes valores de E, de
intensidades y polarizaciones mg, siempre puede pensarse como un estado en el cual, para
cada valor de (E, ms), se tiene un nimero de fotones (i m) proporcional a la intensidad de
la onda correspondiente.

En otras palabras, el foton es una particula caracterizada por 4 nimeros cudnticos,
(E, ms). El primero nos da las componentes del momento del fotén y el tltimo su estado
de espiin. Clasicamente, el primero es el vector de onda y el segundo su componente de
polarizaciéon. Por lo tanto, una base de los estados cuédnticos de la radiacion, o del gas de
fotones, consiste en especificar los niimeros de ocupacion N(f ) DRI todos los valores de k

y ms. Los valores del espiin son mg, = +1, mientras que como los fotones son bosones, los

=0,1,2,...,00. Denotamos pues a

valores de los nimeros de ocupacion pueden ser (R )
b S

cualquier estado de la radiacion como un conjunto arbitrario de ntimeros de ocupacién,

{(n} = {n Gy Yk, ms} . (43)

Arriba mencionamos que las paredes del cuerpo que forman la cavidad, siempre emiten
y absorben radiacién electromagnética. La visién cuantica es que los dtomos de las paredes,

ahora, estan absorbiendo y emitiendo fotones. Una vez en equilibrio, dentro de la cavidad
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se tiene un gas de fotones en equilibrio. Por otro lado, la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell tiene como correspondencia cuantica que los fotones no interactian entre si, es
decir, son un gas ideal y, por lo tanto, la energia del estado {n} es, si ignoramos la energia

del punto cero,

Egy =22 hogng ) (44)
k

ms

donde la frecuencia es wy = k/c. Es decir, cada fotén con momento k y espiin ms, contribuye
con una energia hw;.
Una pregunta adicional serfa inquirir sobre el nimero de fotones en el estado {n} de la

radiacion. Este es simplemente,
Ny = DD Ny (45)
Mg E

Hagamos una observacién muy importante: el niimero de fotones dentro de la cavidad no
es constante. Es decir, cambia en cada emision y absorciéon por los dtomos de las paredes.
A su vez, es claro que una vez que una regién con varios atomos absorbe un nimero dado
de fotones, no vuelve necesariamente a emitir el mismo nimero de dtomos. Supongamos
que absorbe una cierta cantidad de fotones en un cierto tiempo. Esto aumenta la energia
de esa region. La energia puede ciertamente ser “devuelta” a la radiacién o puede ser
conferida a otra parte del cuerpo por vibraciones o colisiones entre los atomos. A su vez, un
grupo de atomos puede recibir energia de otra parte del cuerpo y convertirla en fotones. Lo
importante, primero, es que la frecuencia de los fotones absorbidos y emitidos es la misma
dentro de un intervalo de frecuencias, y segundo, que en promedio la energia por unidad de
tiempo que se absorbe sea la misma que se emita; regresaremos a este punto mas abajo.

La conclusién es pues que en el estado de equilibrio del gas dentro de la cavidad, el
niumero de fotones no es una constante. Por lo tanto, el estado termodinamico no puede
depender de tal cantidad. El nimero promedio de fotones si es fijo y esta determinado por
el estado de equilibrio en cuestion. Esto explica porqué sélo la temperatura y el volumen
especifican el estado termodinamico. Otra consecuencia es que como N no es una variable
independiente, entonces el potencial quimico del gas de fotones es cero, lo que implica que

la energia libre de Helmholtz es F' = F(T,V) y, por tanto,

oF
=== = 0. (46)
ON ) 1y
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L a creacion o aniquilacion de un fotén no tiene un costo energético desde el punto de vista

termodinamico.

B. Fisica estadistica de un gas de fotones

Estamos en condiciones ya de realizar el calculo de la fisica estadistica, que consiste en
calcular la funcién de particiéon en el limite termodinamico:
Z(T,V) =3 e PP (47)
{n}
donde 8 = 1/kgT, con kg la constante de Boltzmann. La suma es sobre todos los estados de
la radiacién. Referimos al lector a cualquier libro de fisica estadistica para la justificacion y
deduccion de la funcién de particién y su relacion con la termodinamica, como se usa mas
abajo.
El célculo es muy sencillo. Es facil mostrar que la suma sobre los estados de la radiacién

pueden sustituirse por las sumas indicadas a continuacion,

2oV =TI | & e "men

E s n(Evms):O
1

— 1;[1;{ 1 — o Phog

- (1;[ 1_61—%) (48)

donde el ultimo paso se puede hacer ya que la frecuencia w; no depende del espin, o de la
polarizacién, ms.
La teoria de la fisica estadistica nos indica que la energia libre de Helmholtz se calcula

usando la siguiente férmula:
F(T,V)=—-kTInZ(T,V)
= —2kT % In 1_61_571% (49)
El limite termodindmico se implementa en la suma de modos al exigir que V' — oo. Dicha
suma, al no depender de la forma del recipiente, se puede calcular considerando a la cavidad

como si fuera ctibica V = L3, e imponiendo condiciones periédicas a la frontera en los modos

electromagnéticos permitidos en la cavidad. Esto tltimo es valido también pues la radiacion
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en equilibrio es independiente de los detalles atémicos de la cavidad. En este caso, el vector

de onda k sélo toma valores discretos dados por

- 27
k= f(lx7 Ly, 1) (50)
donde l,, [, y [, toman valores enteros 0, £1,+£2,.... Por lo tanto la suma sobre k en (49) es

realmente una suma sobre todos los valores posibles de (I, 1,,(,). Notando que el incremento
en la suma, digamos de [, es Al, = 1, pero también igual a Al, = (L/27)Ak,, obtenemos,

en el limite L — 0o, con el mismo argumento para l, y [,
V
— d’k. 51
ZIZ: (2m)3 / (51)

Con este resultado, no sélo la energia libre es manifiestamente extensiva, como debe ser,

sino que en este caso obtenemos el resultado que F' = V f(T), a saber,

V 3 1

Si se usa el hecho que k = 27v/c, transformamos la integral anterior a una sobre frecuencias,

F(T,V) = kTVS—Z Y Vdvn (1 - e*ﬁ’“’) : (53)
C

0
Mediante una integral por partes, obtenemos el resultado deseado:

o hiidy
ephv — 1’

8
F(T,V :—V—/
( ) 3c3 Jo

(54)

Usando dF = —SdT — pdV y E = F 4+ TS, hallamos las propiedades termodinamicas
predichas por los argumentos clasicos, p = u(7")/3, S = 4u(T)/3T y E = Vu(T), y el gran
logro es que ahora si conocemos la energia por unidad de volumen,

8 /OO hv3dy
0

u(T) = ehv/KT _ 1’ (55)

o3
y de esta expresion leemos la densidad de energia a temperatura 7', con frecuencia entre v

y v+dv,
8 h3

I(V, T) = FW

(56)

Como ya se discutié en la seccién anterior, a esta expresion se le conoce como la distribucién
de Planck. Haciendo un dltimo cambio de variable x = hv/kT podemos calcular el valor de

u(7T") de manera explicita. Veamos,

W(T) = 87 <h16>3 ()t [ vdr (57)
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La integral es igual a 7/15 y, por lo tanto,

u(T) = 47 (58)

c
donde o es la llamada constante de Stefan-Boltzmann, que discutiremos en la siguiente

seccion,
o2 k*
15 h3c?’

El analisis de la fisica estadistica nos permite hallar un par de resultados relevantes.

(59)

g =

Primero, de la ecuacién (45) para la energia de los estados de fotones, obtenemos que su

promedio es
E= Z Z hwgﬁ(ﬁ,ms)' (60)
ms E

Al compararla con la expresién (55) de E = Vu(T'), podemos concluir que el nimero prome-

dio de fotones en el estado (k,m,) es

B 1
(k;ms) — 6,Bﬁw]; -1

3|

(61)

que no es otra cantidad que la distribucién de Bose-Einstein para un gas con potencial
quimico g = 0. Con este dato podemos calcular una cantidad que no es obvia desde el

punto de vista cuantico, y que es el nimero promedio de fotones en la cavidad como funcion

de VyT,

NV, T)=Y" Zﬁ(ﬁ,ms)
ms E

2V 1
= d*k
(2m)3 / ePhwr — 1

ET\® oo 22dzx
_87Tv<hc>/o et —1

= 167¢(3)V (’:D (62)

donde ((3) &~ 1.202 es la funcién ¢ de Reimann de argumento 3.

V. BALANCE DETALLADO, EL TEOREMA DE KIRCHHOFF Y LA LEY DE
STEFAN-BOLTZMANN

Aunque esta seccién bien podria haber sido incluida antes, por razones de exposicién es

mejor dejarla hasta el final y usar lo que ya hemos desarrollado. Un aspecto muy importante



23

es la forma en la que se establece el equilibrio entre la radiacién y el cuerpo que la emite y
absorbe. Argliiremos que no es suficiente con tener que en promedio la energia que se absorbe
por unidad de tiempo sea igual a la que se emite en el mismo intervalo de tiempo. Veremos
que tal balance debe ser en “detalle”. Es sorprendente en retrospectiva la intuicién de
Kirchhoff de tomar en cuenta este aspecto para enunciar su ley. Este principio es también
parte de las requerimientos fundamentales de la validez de la segunda ley. Analicemos,
pues, el teorema de Kirchhoff junto con el principio de balance detallado. La ley de Stefan-

Boltzmann se sigue como un sencillo corolario.

FIG. 3. Radiacion emitida por una diferencial de drea de un cuerpo negro. Note que no se puede

e o
emitir a dngulos mayores a ¢ = 7.
Por simplicidad, consideremos un cuerpo arbitrario a temperatura 1" en equilibrio con

radiacién electromagnética, también a temperatura 7. Pongamos atencién a un elemento
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de area AS, infinitesimal en el limite, del cuerpo con normal n, vea la figura 3. Este
elemento de drea absorbe y emite energia en forma de fotones, o radiacion electromagnética.
Sea P(0, v, ms)dvdS) la cantidad de energia por unidad de tiempo, o sea la potencia, por
unidad de area que el cuerpo recibe en el drea AS, a un angulo 6 con respecto a la normal
dentro de un angulo sélido df2, con polarizacion m, y en un intervalo de frecuencias entre vy
v+dv. Esta cantidad no depende del cuerpo, es una propiedad de la radiacion en equilibrio.
La cantidad equivalente de potencia que el cuerpo absorbe es A(v, 8)P(6, v, m,)dvdS2, donde
A(v,0) es el coeficiente de absorcién del cuerpo, para una frecuencia y angulo dado. A su
vez, esa misma drea AS del cuerpo emite J(0, v, my)dvdS) dentro de los mismos intervalos
de frecuencia y direccion. Esta cantidad s7 depende del cuerpo en cuestion. Aunque no es
un resultado probado con rigor, se espera que para que el equilibro termodindmico exista,

se debe obedecer que
J(0,v,ms)dvd) = A(v, 0)P(0, v, ms)dvdS (63)

o simplemente,

J(0,v,ms) = A(v,0)P(0,v,my). (64)

Este es el teorema de Kirchhoff. A su vez, es un ejemplo del Principio de Balance Detallado.
Nos dice que para que se establezca el equilibrio no es suficiente que el flujo promedio de
energia entre los sistemas en cuestion sea cero, es decir, que se balancee el flujo de energia,
sino que ademas debe ser en detalle. En este caso, el equilibrio debe ser frecuencia por
frecuencia, direccion por direccién y polarizaciéon por polarizacion.

El estudio de las secciones anteriores nos permite calcular J(6,v,ms), la emisién de
radiacion de un cuerpo a temperatura T'. Sea k un vector unitario arbitrario con k-7 = cos 6.
En el estado estacionario de equilibrio, el area AS recibe radiacion, dentro de un intervalo
d3k, en la direccién —k. Consideremos un intervalo de frecuencias de la radiacién entre v y
v+ dv. Entonces el niimero de fotones con momento entre —k y —k+ d3k, con polarizacién

ms y que inciden sobre el area AS por unidad de tiempo es,

_ d*k
T )€ COS HASW. (65)

Cada foton lleva una energia hw( Fmg)» POT lo que la cantidad de energia por unidad de tiempo

y por unidad de drea que incide sobre ese elemento es,

PO, v, mg)dvd) = hw(; \TU(_Fma)C €OS Od3k

kyms
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hv 2

= m%dy COS HdQ (66)

Por lo tanto, como vimos arriba, la cantidad de radiacién que se emite en equilibrio
termodindmico es J(0,v, my) = A(v,0)P(0,v,ms). No podemos ir més alld sin especificar el

coeficiente de emisién. Si el cuerpo es “negro” podemos asignar A(v,0) = 1 y obtenemos,

1 3
hw —du cos fdS2. (67)

c2 ew/kT _

J(0,v, ms)dvd) =

As
1, si integramos sobre todas las frecuencias y sobre media esfera, obtendremos la cantidad
de energia que el cuerpo emite por unidad de tiempo por unidad de area y para toda

polarizacion:

2 0o 2 w/2 ) hi3
J = 72/0 dV/O d¢/() COSGSIHQCZ&W

c

L hv3dy

n ?/0 ehv/kT _ 1

=oT* (68)

donde usamos las ecuaciones (57)-(59) que definieron a o, la constante de Stefan-Boltzmann.
Como mencionamos al principio de este capitulo, la ley de Stefan-Boltzmann es de gran uso
en la astronomia ya que una estrella a temperatura 7' emite radiacién como si fuera un
cuerpo negro. Aunque no lo sea, esto puede ajustarse con un coeficiente de correccién a la

constante o, es decir, la dependencia T* se mantiene de manera muy precisa.

VI. SOBRE COMO PLANCK INTRODUJO LA CONSTANTE 4 Y OTRAS
NOTAS HISTORICAS

Dada la trascendencia del descubrimiento de la mecanica cuantica por Max Planck en
1900, la historia detras de tal descubrimiento no podia no haber estado plasmada de un alto
grado de dramatismo. Esta seccion esta basada esencialmente en dos textos: E. Segre, From
X-rays to quarks y L. Garcia Colin, Sobre la naturaleza estadistica de los cuantos.

Aunque la historia no es lineal, bien podemos iniciarla con el enunciado de Kirchhoff, de
alrededor de 1850, sobre el equilibrio entre la radiacion emitida por un cuerpo caliente y la

radiacién recibida, estando ambos a la misma temperatura, y cuya expresion esta dada por
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la ecuacién (2), que aqu’t repetimos:

J(v,T,0) = S%A(V)I(u, T) cos, (69)

donde J(v,T) es la potencia radiada a la frecuencia v por un cuerpo a temperatura 7'; A(v)
es el coeficiente de absorcion del cuerpo en cuestién a frecuencia v, e I(v,T) es la energia
por unidad de volumen, a frecuencia v, de la radiacion misma, en equilibrio a temperatura
T. Kirchhoff inmediatamente senal6 que I(v,T') era una propiedad exclusiva de la radiacién
y no del cuerpo que hubiera emitido tal radiacién. El problema que Kirchhoff planteé para
la posteridad fue el hallar la expresién explicita para I(v,T'). Nadie hubiera imaginado que
tal hallazgo contenia la llave del mundo cuéntico.

En los siguientes 30 anos hubo relativamente poco progreso, aunque vale la pena resaltar
que L. Boltzmann dedujo lo que conocemos como ley de Stefan-Boltzmann, usando solamente

argumentos termodinamicos. Esta ley establece que

uw(T) = %0T4 (70)

C

donde u(T') es la energia por unidad de volumen de la radiacién,
u(T) = / [(v,T) dv, (71)
0

y donde la constante de Stefan-Boltzmann o es una cantidad medible.

Durante los anos 1860 la termodindmica, como la conocemos, fue consolidada por R.
Clausius. En particular, Clausius introdujo el concepto de la entropia S de un cuerpo en
equilibrio, con la concomitante segunda ley de la termodindmica. Esta ley establece que la
entropia de un sistema cerrado siempre aumenta, o al menos se queda igual, en cualquier
proceso que sufra dicho cuerpo. De manera alterna podemos decir que la entropia de un
sistema térmicamente aislado nunca disminuye. Una consecuencia muy profunda es que la
segunda ley establece la existencia absoluta de los procesos irreversibles de la Naturaleza.

Tan sélo unos cuantos anos después, en los 1870, L. Boltzmann, un convencido atomista
que seguia los pasos de J.C. Maxwell, cuestioné fuertemente el resultado de Clausius de
que la segunda ley era realmente una “ley” absoluta, es decir, cuestiono la existencia de los
procesos irreversibles como procesos fundamentales de la Naturaleza. Basado en el modelo
de Maxwell de que la materia estaba compuesta por “atomos”, increiblemente pequenos e

increiblemente abundantes en nimero - aunque tanto Maxwell como Boltzmann ignoraban
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qué eran los atomos - su idea era que todos los fendmenos macroscopicos realmente eran
un reflejo de lo que ocurria a nivel atémico. En particular, lo macroscpico estaba regido
por la colisiones atomicas y estas a su vez debian estar regidas por la mecanica clasica de
Newton ... El cuestionamiento era que todos los procesos descritos por la mecanica clasica
son reversibles. Técnicamente las ecuaciones de Newton no distinguen entre pasado y futuro
pues son invariantes ante la inversién temporal. La consecuencia irremediable es que ningin
proceso en la Naturaleza puede ser jestrictamente irreversible!

La pregunta inmediata es, entonces, ;jcomo podemos reconciliar tal reversibilidad mi-
croscopica con la patente irreversibilidad macroscopica? El mismo Boltzmann respondié la
pregunta explicandonos que la segunda ley no es una ley absoluta sino estadistica. Es decir,
el enunciado de que la “entropia nunca disminuye” sélo es correcto por un tiempo largo
(jmuy largo!) y puede suceder que de manera rara (jmuy raral!) la entopia aumente. La
clave de que la segunda ley aparezca como absoluta es que el nimero de dtomos y moléculas
en cualquier cuerpo es verdaderamente enorme, digamos N ~ 10?°. Boltzmann fue mas all
y dedujo que la entropia de un gas diluido podia expresarse como

S = 5 InW(E,V,N) (72)

0

donde R es la constante universal de los gases R = ... y Ny es el ahora llamado nmuero de
Avogadro, que aunque no era conocido de manera precisa en el tiempo de Boltzmann, su
relevancia ya habia sido identificada. La parte méas importante, y la contribucién profunda
de Boltzmann, es que W (E,V, N) es el numero de estados de los N dtomos que componen al
cuerpo, contenidos en un volumen V', cuando el cuerpo tiene energia E. Como el cuerpo estéa
en equilibrio, 1/W(E,V, N) se puede identificar como la probabilidad de que el sistema esté
en cualquiera de dichos estados. Boltzmann ademaés mostré, con argumentos probabilisticos,
basados en el caos molecular, que la entropia si aumentaba. Todas estas ideas son la base de
la fisica estadistica moderna, que usamos en la Seccién IV. Cuesta trabajo imaginarse que
la ideas de Boltzmann no fueron bien recibidas por un sector muy importante y respetable
de la comunidad cientifica de la época ... y jPlanck estaba entre los detractores! Planck
estaba convencido que la segunda ley era absoluta y que los procesos irreversibles eran
fundamentales y, como inspiracién, decidié que ese seria su proyecto de investigacién cuando
fue nombrado profesor de fisica tedrica en la Universidad de Berlin en 1890.

Max Planck habia estudiado con Kirchhoff y Helmholtz y conocia muy bien la ter-
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modinamica de Clausius. Como muchos otros hallaba muy desagradable que las leyes de
la fisica pudieran ser de caracter estadistico, como habia indicado Boltzmann. Como un
detalle lateral, cabe la pena recordar que uno de los criticos mas acérrimos de Boltzmann
fue Zermelo; lo que pocas veces se aclara es que Zermelo habia estudiado jbajo la supervision
de Planck! Como Planck conocia muy bien el problema del cuerpo negro y el enunciado de
Kirchhoff, decidi6 que iba a demostrar lo fundamental de los procesos irreversibles a través
del estudio del establecimiento del equilibrio entre la radiaciéon que absorbe un sistema y la
que emite el mismo. Por su sencillez, Planck decidié usar como “sistema” a un oscilador
armonico cargado eléctricamente y de frecuencia v y que, por lo tanto, es capaz de absorber
y de emitir radiacién. Aunque se sale de la presente discusién notamos que Planck dedujo
muchos resultados muy importantes de este sistema, como el amortiguamiento y disipacion
de tal oscilador, y lo que ahora conocemos como la densidad de estados de la radiacion;

regresaremos a este tltimo resultado mas adelante.

Muy poco después de su contratacion, Planck “dedujo” su primer resultado en el que “de-
mostro” que el establecimiento del equilibrio del oscilador con la radiacién era “realmente”
un proceso irreversible. Inmediatamente, Boltzmann le senald su error. Este fue el incidente
con el que Planck inicié su conversion a las ideas estadisticas pues acepté que el balance en

equilibrio debia ser entendido sélo en promedio.

Sin embargo, el hecho mas importante de estos anos es que se realizaron una gran can-
tidad de experimentos para caracterizar los espectros de emisién de solidos a diferentes
temperaturas. La razén del incremento de estos experimentos fue el accidente historico que
el gobierno aleman del Kaiser Wilhelm II estaba decidido a hacer de Alemania un pais in-
dustrialmente poderoso, y en particular, habia un gran interés en electrificar las ciudades vy,
en mas detalle, en jproducir focos eficientes! De estos estudios se logro el establecimiento
experimental de la funcién I(v,T') para frecuencias altas. Durante esa época, alrededor de
1893, W. Wien dedujo primero, con los argumentos termodinamicos de la Seccion 111.D, que

la distribucién normal de la radiacién, como era conocida, debia ser de la forma,

I, T) = VP f(~

%) (73)

donde f(*%) es una funcién desconocida pero que sélo puede depender de v/T. Esta ex-

presion es conocida como la Ley de Wein. Sin embargo, Wein no se detuvo alli. Usando los



29

excelentes resultados experimentales de la epoca, Wein conjeturé que debia ser de la forma,
I(w,T) = av® e b7 (74)

con a y b dos constantes a ser determinadas por el experimento. Esta forma ajustaba muy
bien a los resultados experimentales que se tenian y, ademas, explicé muy bien el resultado
empirico de que la frecuencia de emisiéon mas intensa v,,,, de un cuerpo negro aumentaba
de forma lineal con la temperatura T'. Vea la Fig. 4. Este resultado es conocido como la ley

de desplazamiento de Wien.

ovT)=av eP'T

pvT) T,>T

FIG. 4. Ley de desplazamiento de Wien. Usando datos experimentales Wein conjeturé la expresién
(73) para la distribucién normal de la radiacién I(v,T'). Esta predice que el pico de la distribucén

se corre linealmente con la temperatura 7', un resultado verificable experimentalmente.

Entra Planck en escena. Suponiendo que la distribucién dada por 1 ec. (73), fuera
“correcta”, Planck se aboco a “deducirla” de argumentos mas generales. El primer paso
de gran importancia fue el suponer que la radiaciéon se encontraba en equilibrio dentro de
una cavidad de un cuerpo negro hipotético, como el de la Fig. 1. Considerando que la
connotaciéon de “cuerpo negro” significa que el coeficiente de absorcién es A(rv) = 1 para
todas las frecuencias, Planck ide6 un modelo de cuerpo negro compuesto de un nimero
muy grande de osciladores cargados, independientes entre si, cada uno con un frecuencia

de oscilacién v definida. Por ejemplo, podemos suponer que el cuerpo tiene N osciladores
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de frecuencia v repartidos uniformemente en la superficie interior de la cavidad, vea la
Fig. 1. El conjunto de osciladores tiene temperatura 7' y energia total U. Suponiendo
balance detallado, la radiacion electromagnética de frecuencia v alcanzard el equilibrio con
el conjunto de osciladores y también estara a temperatura 7. Suponiendo, pues, equilibrio
termodinamico entre los osciladores y la radiacion, la energia promedio de cada oscilador es

e(v,T) = ]({7 (75)

y el promedio de equilibrio se obtiene porque Planck supone que los osciladores estan ab-
sorbiendo y emitiendo radiacién de forma isotrépica. Es en este trabajo de 1893 donde
escribe la relacion de equilibrio entre la radiacion y un oscilador, férmula que resulta ser

crucial en su desarrollo. Esta es,

I(v,T) =

. e(v,T) (76)

es decir, la energia por unidad de volumen y frecuencia que contiene la radiacién, se balancea
con la energia promedio de cada oscilador, multiplicado por el nimero de modos de frecuencia
v de la radiacién. Este ultimo factor “8m1?/c®” parece obvio de manera moderna en el
contexto del campo electromagnético en términos de fotones. Sin embargo, la deduccién de
Planck es muy diferente y la obtiene en su estudio inicial de la interaccién de osciladores
cargados con campo de radiacién. Lo mds importante de la expresién (76) es que el cdlculo
de I(v,T), que es una propiedad del campo electromagnético en equilibrio termodindmico, se
traslada a calcular e(v, T') que es una propiedad de un conjunto de osciladores independientes

de frecuencia v. Planck se dio cuenta de esto y su trabajo consistia entonces en calcular v.

A. Deducciéon heuristica de la féormula de Wien

Planck se propone deducir la férmula (74). Primero se da cuenta que si la entropia de N
osciladores de frecuencia v, como funcién de la energia, tuviera la forma,
s=—o [m;j—@ (77)
donde s = S/N es la entropia por oscilador, entonces, de la expresién termodindmica de la
temperatura, se obtendria la férmula de Wien (74). Veamos:
1 0s

T % (78)



31

de donde
1 1 e
= ln—
T bv . av (79)
lo que nos da
br
e=ave T. (80)

Al sustituir esta expresién en la relacién (76), obtenemos la férmula de Wien, identificando
a = 8ma/c3. Aunque Planck no sabfa cémo deducir o justificar la entropfa dada por la
ec. (77), noté algo adicional de gran importancia que le dio confianza de que la expresion

“tenia”. Tomando la segunda derivada de s con respecto a e, se obtiene,
2
Os__ 1 <0, (81)
oe? bve
y como por razones experimentales b > 0, entonces s es concava en e, como lo requiere la
segunda ley de la termodinamica.
Como mencionamos arriba, Planck se sentia muy satisfecho con este resultado, aunque
bien sabia que no tenia elementos para justificar la expresiéon (77) de la entropia. La gran

sorpresa se la darfan los experimentos de finales de 1900.

B. Los experimentos de octubre de 1900 y la interpolacion

Este es un detalle que poco se enfatiza en los libros de texto. EIl cambio de rumbo
dréstico en la vida tranquila de Planck fueron los experimentos sobre la distribucién normal
espectral, realizados por dos grupos experimentales en Berlin a finales de 1900. Uno de
esos experimentos era el de Lummer y Pringsheim y el otro el de Rubens y Kurlbaum. El
avance técnico fue que habian logrado medir la distribucion a frecuencias mas bajas que el
infrarrojo, como se muestra en la Fig. 7?7. El detalle anecdético fue que el domingo 7 de
octubre de 1900, en una comida, Rubens le platica a Planck que la férmula de Wien era
completamente incorrecta a esas frecuencias. Es decir, que en vez de la expresién (74), un
mejor ajuste era

I(v,T) ~ Av*T, frecuencias bajas (82)

con A una constante a ser ajustada experimentalmente. Notamos que es la de forma de la
ley de Wien, ec. (73), I(v,T) = v3f(v/T), pero que es imposible que sea un limite de la

férmula (74) vélida a frecuencias altas, que repetimos a continuacion,

I(v,T) ~ av’® e T, frecuencias altas. (83)
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Ese mismo dia, Planck inicié su jornada que lo llevaria al descubrimiento de la constante h.
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(b) For blackbody radiation at temperature T the energy density per unit
frequency interval #(v,T) is plotted. The curve can be used for any temperature,
provided the abscissa has a scale such thatx = Av/kT and the ordinate has a scale such
thaty = (h*c*/8wk*T ) u. The equation of the curve is y = x*(expx — 1). The limit-
ing forms of Rayleigh and of Wien are shown in the inset, for small x.

FIG. 5. Aparato de Kurlbaum y Rubens para medir la intensidad de la radiacién de cuerpo negro

a frecuencias en el infrarrojo.

Lo primero que hizo Planck fue proceder de manera heuristica buscando una expresion
para la entropia que, por un lado, fuera céncava en la energia y, por el otro, diera los valores
correctos tanto para frecuencias altas como para frecuencias bajas. Planck noto lo siguiente:

si la concavidad de s, para frecuencias altas, es

0? 1
8—; ~ e < 0 frecuencias altas (84)

entonces, después de una integraciéon e igualando a 1/7T', se obtiene la férmula de Wien (83),

mientras que si proponemos, para frecuencias bajas,

0? A
8—; ~ —= < 0 frecuencias bajas, (85)

de nuevo, integrando e igualando a 1/7, se obtiene la férmula experimental de frecuencias

bajas, dada por la ec. (82). Por lo tanto, Planck propuso la siguiente interpolacion,

D%s A
92 e24g(v)e <0 (86)
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con ¢g(v) una funcién a determinarse, pero monoténica en v y con las propiedades,

g(v) >0 si v—0

g(v) = o0 si v — 0. (87)

Asi, en los limites apropiados, obtenemos los resultados experimentales (84) y (85). Este
trabajo de “interpolaciéon” es confundido en muchos textos por el trabajo fundamental que
discutiremos mas adelante.
El siguiente paso es integrar una vez la expresién de la concavidad (86), igualarla a 1/7,
y resolverla para la energia por oscilador e. Se obtiene,
9(v)

@) :
ear — 1

(88)

e =

Sustituyendo ahora en la crucial formula para el equilibrio entre la radiacion y los osciladores,
ecuacién (76), se obtiene la expresién para la distrubucién espectral de la energia de la
radiacion,

I, T) = 8rv?  g(v)

TR (89)

Sin embargo, la ley de Wein I(v,T) = v3f(v/T), correcta rigurosamente por un argumento

termodindmico, debe obedecerse, por lo que la funcién desconocida g(v) debe ser una funcién

lineal de v,
9(v) = B, (90)
con B otra constante. El resultado es,
I, T) 8t Buv3 (91)
Vil)= <55
A3 e — 1

de nuevo, en términos de dos constantes desconocidas, A y B.

El 19 de octubre de 1900, en un seminario de la Academia Prusiana de Ciencias, Planck
presenta esta deduccion y la historia es que esa misma noche, su colega Rubens, verifica que
la formula de Planck ajusta perfectamente los datos experimentales en todo los intervalos
medidos. Al otro dia se lo comunica a Planck, y éste inicia lo que luego calificaria como
el “trabajo mas extenuante de mi vida” en su busqueda por una deduccién correcta de la

entropia de N osciladores independientes.
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C. La hipétesis cudntica, 14 de diciembre de 1900.

Como mencionamos arriba, Planck sabia que la clave estaba en la expresién de la entropia
S de N osciladores independientes, con una energia total U dada, es decir S = S(U, N).
En su desesperaciéon, Planck finalmente concede y hace a un lado su rechazo a las ideas
estadisticas de Boltzmann y, como consecuencia, decide usar la formula que este ltimo habia

usado para calcular la entropia de un gas ideal; vea la ecuacién (72), que repetimos aqui:

s—Enwwvn (92)
No

Este es un paso muy valiente pues, por un lado, Planck no habia querido aceptar esta
expresién por muchisimos anos, y por otro lado, mas académico, no habia ninguna razén
para que la formula fuera aplicable a los osciladores del cuerpo negro hipotético de Planck.
Adn asi, Planck la consideré como vélida y el problema ahora era cémo calcular W (U, N),
el nimero de estados posibles de N osciladores de frecuencia v cuya energia total es U.

El problema anterior es muy sutil ya que si un oscilador puede tomar un continuo de
valores de energia, entonces, se obtendria un nimero infinito de configuraciones W de los N
osciladores con diferentes energias, pero cuya suma fuera igual a U. Por lo tanto, para poder
calcular tal nimero W de estados y obtener un ntiimero finito, Planck realizé la hipotesis mas
atrevida. Supuso que la energia total U podia dividirse en “pedacitos” de energia iguales ¢,

tal que
U= Pe (93)

con P > 1 un numero entero de tales pedazos para sumar U. El siguiente paso es rela-
tivamente sencillo ahora, aunque en tiempos de Planck no era un calculo cotidiano de la
estadistica. Dado que los pedacitos de energia son indistinguibles pero los osciladores no,
por estar cada uno en algun lugar fijo de las paredes del cuerpo negro, entonces W (U, N) es

igual a:

W (U, N) = el nimero de maneras de repartir P pedazos indistinguibles de energia ¢

en N osciladores distinguibles. (94)

Se deja al lector demostrar que este resultado es el mismo que el de repartir P pelotas iguales

en N cajas diferentes, con la posibilidad de ocupacién multiple; es decir, podemos incluir el
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caso que N > P. El resultado es,

(N +P—1)

WU N) = (N — 1P

(95)

Como nota adicional histdrica, este mismo calculo fue esencialmente el que hizo N. Bose en
1924 para recalcular la distribucién de Planck, pero ahora suponiendo que los fotones eran
particulas indistinguibles; en otras palabras, este calculo de Planck tiene ya la esencia de la
distribucion de Bose-Einstein.

Sustituyendo en la expresién de la entropia de Boltzmann, ec. (72), y usando la aproxi-
macion de Stirling

InM!~ MIn M — M (96)

valida para M > 1, se obtiene la expresion de la entropia largamente buscada por Planck,

R U U U U
= — — — )= —In—|.
(U, N) NON[(1+N5)IH (1+N5> Ne nNa] (97)
Usando de nuevo que,
1 98
— = _—— 98
T oU (98)
se obtiene la energia promedio por oscilador,
U €
N e~ i — 1 (99)
donde Planck identifico
R
k=— 1
¥ (100)

como una constante a ser determinada en el experimento, ahora llamada constante de Boltz-
mann. Siluego se usa la expresién del balance de energia entre los osciladores y la radiacion,

ecuacién (76), se llega a
8r? e

(v, T) = (101)

S —
A e wr —1

Una vez més apelando a la ley de Wein, I(v,T) = v f(v/T), debe entonces ser cierto que,
e=hv (102)

donde h es la segunda constante a ser determinada experimentalmente, y que ahora se conoce
como la constante de Planck. El resultado final es la bien conocida distribucién de Planck
que dedujimos en la Seccién 1V,

3
Iw,7) = 3T W (103)

_
et — 1
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Esta deduccién la presenté Planck en el seminario de la Academia Prusiana de Ciencias
el 14 de diciembre de 1900. Hay muchisimas aristas que afinar de la distribucién de Planck.
Primero, comentaremos lo que Planck en persona dedujo. De los resultados experimentales,

Planck ajusté los siguientes valores para h y k,
h=6.55x 10" erg seg k = 1.346 x 107'% erg/K. (104)

Estos valores son increfblemente cercanos a los actuales, h = 6.626 x 10727 erg seg y k =
1.381 x 1079 erg/K, lo cual atestigua la alta precisién de los experimentos de la época. Con
respecto a la constante de Boltzmann, Planck noté que deberfa ser igual a R/Ny, y dado
que se conocia la constante universal de los gases R = 8.31 x 107 erg/K mol, Planck obtuvo
el numero de Avogadro,

Ny = 6.175 x 10% (105)

que también es muy cercano al actual Ny = 6.022 x 10%3. {Es de notarse que este niimero
es muchisimo mejor que el que obtuvo J. Perrin en 1909! Planck fue mas alld. Como la
constante de Faraday es I = Nye, con e la carga del electrén, obtuvo e = 4.69 x 10719 esu,
que es mucho més cercano al actual 4.80 x 10719 esu, que el que se usé todavia por mucho
tiempo. Por ejemplo, Rutherford obtuvo 11 afios después el valor e = 4.65 x 10710 esu.

Asi pues, la constante k tenia una “explicacién” y/o justificacién. —‘No asi la nueva
constante h! Planck al inici6 creia que tal constante tenia un origen puramente electro-
magnético dado que era parte del espectro normal de la radiacién en equilibrio térmico.
Planck tardé mas de 30 anos en aceptar que habia descubierto una constante fundamental
de la Naturaleza.

Existe mucho debate sobre si Planck conocia o no un trabajo previo de Rayleigh donde
éste dedujo la férmula de la radiacién a “bajas frecuencias” dada por la ecuacién (82).
Rayleigh la obtuvo usando ideas rudimentarias del principio de equiparticién de la energia,
conocido desde los tiempos de Boltzmann y Maxwell. En este principio e se le asigna un
factor lineal en la temperatura 71" a la energia de cada grado de libertad en equilibrio. Dado
que se sabia ya que el nimero de modos electromagnéticos se escala como 2, entonces se
podia deducir que la energia de la radiacién deberia ser I = Av?T, con A constante. Sin
embargo, Rayleigh bien sabia que este resultado no podia ser valido a toda frecuencia, por

lo que especulé que podria ser,

I(v,T) ~ AV*T e7*7. Rayleigh (106)
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La Fig. 6 muestra un ajuste de los datos experimentales con diferentes teorias, incluida la

de Thiesen, otra forma empirica de la época.
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FIG. 6. Comparacién de diferentes ajustes a los datos experimentales. FEl ajuste de Thiesen

corresponde a una ley I = Av?T(bv/T)/? exp —bv/T.

Los historiadores se inclinan a creer que Planck si conocia el trabajo de Rayleigh. Sin em-
bargo, recordemos que Planck no era todavia un creyente consumado de las ideas estadisticas
y probablemente no le dio la importancia apropiada. Por otro lado, es evidente que el re-
sultado a bajas a frecuencias puede ser “exacto” sélo en el limite h — 0. Sin embargo, tal
limite es inaceptable para recuperar el acuerdo experimental de la distribucion completa.
—Es claro que Planck entendi6 perfectamente que la constante h no podia ignorarse! ... En
algunos textos se cita que si el resultado de frecuencias bajas (82) fuera correcto para toda
frecuencia, se tendria una divergencia al integrarlo en todos los valores posibles, causando
una “catastrofe ultravioleta”. Es de interés histérico que tal calificativo fue inventado 11
anos después por P. Ehrenfest, en una monografia para explicar el trabajo de Planck.

Aun con sus dudas, Planck noté inmediatamente que la hipdtesis sobre los pedacitos de

la energia que el usd primero como un artefacto matematico para poder “contar” estados,
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daba lugar de manera obligatoria a postular que su valor tenia forzosamente que ser € = hv.
Esto a su vez indicaba algo muy extrano y ajeno a la fisica conocida, y es que los osciladores
solo podian absorber y emitir energia en multiplos de ese cuanto. De nuevo, Planck crefa que
esto deberia ser explicable en términos de propiedades de la radiacion. No fue sino hasta
1905 que A. Einstein, abordando de nuevo el problema del cuerpo negro, esencialmente
dedujo este resultado (y en 1906 le di6 todo el crédito a Planck) y le llev6 a concluir que tal
proceso “cuantico” estaba en completa contradiccion con la fisica conocida ya que esta no
condicionaba a los cuerpos a radiar en forma discreta sino que podia ser de forma continua.
Por lo tanto, algo tenia que haber en el proceso de equilibrio absorciéon-emision que no
se estaba comprendiendo. Es muy interesante que estas ideas termodinamicas llevaron a
Einstein a pensar que la parte “discreta” estaba en la radiacion misma y que, por lo tanto,
la radiacién podia pensarse como compuesta por “particulas”. Este primer ejemplo de la
dualidad onda-particula le permitié a Einstein explicar el efecto fotoeléctrico.

Estas ideas y discusiones fueron claves para el desarrollo de la mecanica cuantica. En
particular, N. Bohr, en 1911, us6 la idea basica de que la radiacién se emite en cuantos
de energia hv para formular su modelo del atomo. Es curioso notar que Bohr, como otros,
tampoco adjudicé a la radiacién su aspecto corpuscular por este medio, simplemente lo tomo
como la forma en que la luz se emitia en las transiciones atémicas. Es una ironia histérica
que lo tnico que quedd como cierto del modelo de Bohr es la forma en la que se emiten los

fotones.



