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1 Introduccion

1.1. Teorema de Limite Central

1.1.1. Enunciado

Sea {X;} un conjunto de N variables aleatorias estadisticamente independientes con promedios
{u;} y varianzas {o?} finitas. El teorema del limite central asevera que la suma estandar Zy, definida
como

>ty (X — )

N
Zj:l 032‘

es una variable aleatoria normal estédndar en el limite N — oo [1,2[[] Por ende, la distribucion
de probabilidad correspondiente a Zy en dicho limite es igual a

In = (1.1)

1
\ 2T

o[ 4]. 0

P(Zy) =

1.1.2. Implicaciones

El teorema del limite central también ofrece informacién sobre la suma Sy, equivalente a

Sy=>_ X (1.3)

(1.4)

Sy = <iﬂ> + Zn

i=1

Asi, al ser Sy una transformaciéon lineal de Zy, es posible aproximar Sy por una variable
aleatoria normal en el limite N — oo [2]|, de acuerdo al teorema de limite central y el teorema
de transformaciones lineales para variables normales (Ecuacion [A.18). Entonces, la distribucion de
probabilidad de Sy es equivalente a

1Se entiende por estindar que la variable aleatoria tiene un promedio nulo y varianza unitaria.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION
1 (Sy = fin)*
P(Sy) = exp |- 2N AN | 1.5
N p[ %7 (15
donde
N
i=1
N
5= ol (1.6b)
i=1
1.1.3. Demostraciéon para variables independientes e idénticas
Sea {X;} un conjunto de N variables aleatorias independientes (Ecuacion |A.8) e idénticamente
distribuidad’]

Adicionalmente, las funciones caracteristicas { My, (k)} de las variables { X;} estan bien definidas,
garantizando la finitud de sus momentos (X") Vn € NU {0} (Ecuacion[A.13).

En particular, los promedios y las varianzas de las variables {X;} existen. Mas atn, dichos mo-
mentos son todos iguales por tratarse de variables aleatorias con la misma densidad de probabilidad,

de modo tal que

Hi = Mo, Y

0; = 0o,

Vi =1,2,..., N. Consecuentemente, sigue que

N
Zﬂi = Npo
i=1

N

2 _ A7A2
E o; = Noy
i=1

(1.7a)

(1.7b)

(1.8a)

(1.8b)

A partir de las observaciones previas, es valido expresar Zy (Ecuacion [1.1)) como

2En la literatura, dichas variables son denotadas por el acrénimo iid en inglés.
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Zévﬂ (Xi - Mo)
Z;V:1 o
_ S (X — o)
\/NUO

_ %ﬁzv (1.9)

Tomando en cuenta la Ecuacion [A.4] resulta que

N =

py; = (Y3)
_ <Xi - PJ0>
= o0 ((Xi) — ko)
=0,y (1.10a)

(1.10Db)

I
/\
=P

D

S

=
\/

— My, (k/\/N)N (1.11)
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Al desarrollar la serie de Taylor del término exponencial dentro de la funcion caracteristica

My, (k‘/\/ﬁ) alrededor de Y; = 0, se tiene que

My, (k/VN) = <§%% (%>>

- (%))
=Y 2 o
TR GRPO) L RP)

=1+ \/N oIN 31 V372 + ...
K2 (k) (YP)
=1+0- oo+ o+ (1.12)

donde la tltima linea procede de la Ecuacion [1.10
De acuerdo al limite planteado en [3|, pp. 448-449, resulta que

N
lim My, (k) = lim My, (k:/ﬁ)

N—oo
, kK2 (k)P (YY) "
= am {1 o T aNee T
k2N
=V [1 - W]
k2
=e 2, (1.13)
Como e /2 es la funcién generadora de momentos de una variable normal con promedio cero

y varianza unitaria (Ecuacion |[A.17)), el teorema queda demostrado.

1.2. Aproximacién de Stirling

Evaluar el factorial n! para n > 1 exactamente es un calculo computacional costoso, cuyo
resultado puede aproximarse a través de la aproximacion de Stirling [4}5]:

n! ~ n"expl—n|v2tn n>1 (1.14)

Considerando el peso de cada uno de los factores presentes en la ecuacion anterior, la aproxima-
cion de Stirling también aparece definida como

n! ~n"exp[-n] n>1 (1.15)

La aproximacion de Stirling incluso es tutil para calcular factoriales lejos del limite n — oo
(Figura ; las discrepancias relativas entre los valores exactos y la aproximacion de Stirling (en
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sus dos formas) son apenas del 1% para n ~ 100 para la aproximacion en la Ecuacion M(ver

Figura E|

+ Aprox. Stirling 'corta’
Aprox. Stirling 'larga’

Aprox. Stirling 'corta’
104 4 Aprox. Stirling 'larga’

Datos exactos 1
107"

103 4
10-3 4

10°5 4

Error relativo

log(n!)

10t 4 1077 1

10-% 4
109 4

10! 102 103

10! 102 10°
n

n

(b) Errores relativos entre valores exactos y aproximacio-

L i f ial . .
(a) Logaritmos de factoriales nes para logaritmos de factoriales

Figura 1.1: Comparacion entre el logaritmo log(n!) y las aproximaciones de Stirling correspondientes. La
aproximacion de Stirling ’larga’ consiste en la Ecuacion [I.14] mientras que la aproximacion de Stirling
‘corta’ esta dada por la Ecuacion m

1.3. Historia de la Termodinamica y la Fisica Estadistica

= 130 a.C. - Hero de Alejandria disena la primera méquina térmica, conocida como la aeolipila
[7]. Dicho artefacto consistia en un globo hueco capaz de girar al ser alimentado con vapor de
agua.

» 1786 - Lavoisier propone que el calor es un fluido elastico que se filtra en la materia al ser
calentada [8,9]. Bajo tal condicion, este fluido ocupa el espacio entre las particulas de un
cuerpo, desplazandolas unas de otras e incrementando su volumen.

» 1799 - Benjamin Thomson (el conde de Rumford) nota el calor generado durante la horadacion
de canones y disena varios experimentos para develar la naturaleza del calor |7]. En particular,
emplea caballos para rotar un cilindro forzadamente alrededor de un taladro en su interior,
produciendo calor en el proceso. Al efectuar dicho proceso dentro de un caja cerrada con agua

3Las graficas en la Figura muestran los logaritmos de los factoriales puesto que los valores de los factoriales
mismos producen errores de desbordamiento por exceso de punto flotante [6]. La monotonia del logaritmo permite
evaluar la validez de las aproximaciones de Stirling sin generar tal efecto numérico.
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a temperatura ambiente, observa que la temperatura del liquido incrementa continuamente
durante la operacion de las maquinas, sin necesidad de prender fuego. Thomson concluye que
el calor es generado por la friccion entre el cilindro y el taladro, descartando de paso la teoria
del calorico.

= 1824 - Carnot observa que cualquier méaquina térmica funciona a partir del calor que fluye
entre cuerpos a distintas temperaturas. Ademas, disena un dispositivo térmico ideal cuyo
trabajo depende tunicamente de la diferencia de temperaturas entre los reservorios que lo
rodean determina el trabajo que efectiia dicho dispositivo. La eficiencia de tal maquina marca
un limite superior a la eficiencia de cualquier otro artefacto de la misma indole [7].

= 1843-1850 - Joule realiza diferentes experimentos en los que efectta trabajo mecanico sobre
un sistema aislado y mide un incremento en su temperatura [7,8]. Sus resultados revelan
la existencia de la energia interna U como una variable de estado caracteristica de sistemas
termodinamicos y fundamentan la primera ley de la termodinédmica:

AU =W +Q (1.16)

» 1854 - Clausius define otra variable de estado, denominada entropia S [7,|8]. Establece la
segunda ley de la termodinédmica, la cual afirma que tal cantidad se mantiene constante en
procesos reversibles e incrementa en procesos irreversibles (en sistemas aislados).

= 1872 - Boltzmann expresa la entropia en términos de las configuraciones microscoépicas dispo-
nibles a sistemas termodinamicos [8,(10].

El presente trabajo representa la culminacion de los numerosos esfuerzos enlistados por com-
prender el comportamiento de la materia a nivel macroscopico.

1.4. Movimiento Browniano
El movimiento Browniano es la trayectoria erratica que describe una particula macroscopical’]

inmersa en un fluido a temperatura 7' [2,/11,|12]. El modelo de Langevin establece que la dindmica
de un cuerpo browniano es afectada por dos fuerzas:

1. Una fuerza de arrastre ﬁdrag(t). La forma especifica de esta fuerza esta dada por la ley de
Stokes para la friccion que experimenta un cuerpo esférico de radio r inmerso en un fluido de
viscosidad &:

Fippag = 677€T, (1.17)

donde ¥ denota la velocidad del cuerpo.

4El tamaifio de una particula browniana es del orden de 107% m.
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2. Una fuerza aleatoria F,,4 sin direccion preferencial ni correlaciones temporales, de modo tal
que

< _;Tand(t» = 07 Yy (118&)

— —

(Frand(t) Frana(t)) = 2Bo(t — t). (1.18b)
donde (...) representa un valor esperado calculado sobre la densidad de probabilidad de ﬁrand.

Ambas fuerzas son el producto de las interacciones entre los atomos del medio y el objeto
browniano, cuya velocidad satisface la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

mﬁ(t) = ’}/U(t) + F?"and(t)a (119)
con v = 67ré.

Las caracteristicas de la fuerza fluctuante ﬁmnd planteadas en la Ecuacion , comunmente
asignadas en base a observaciones empiricas, son en realidad consecuencias de un hecho més funda-
mental: ﬁmnd es el efecto neto de las colisiones entre la particula browniana y cada uno los &tomos
circundantes del medio. Bajo tal perspectiva, ﬁTand queda planteada como la suma de las fuerzas
aleatorias individuales ﬁ (t) que ejercen los atomos del medio sobre el cuerpo browniano, esto es,

Frand<t) - (120)

1
=hy
S

~
S—

donde N denota el niimero de atomos que rodean al objeto browniano.
Las fuerzas f;(t) cuentan con las siguientes propiedades:

» La magnitud y direccion de la fuerza f;(t) que imparte el i-ésimo atomo del medio sobre la
particula browniana tnicamente depende de la interacciéon entre tal par de cuerpos, es decir,
es independiente de los demés atomos del fluido.

= Los dtomos del medio son comparables entre si; cuentan con las mismas dimensiones y la
naturaleza de sus interaccciones con el cuerpo browniano es la misma.

La condicion de F’;and como fuerza aleatoria, su relaciéon con las fuerzas atomicas { ﬁ} y las
propiedades de éstas sugieren identificar dichas fuerzas con las variables aleatorias presentadas en
la Seccion [I.1} En particular, el conjunto de las componentes cartesianas de las fuerzas atoémicas
consiste en una colecciéon de variables aleatorias #d y las componentes de su resultante son sus
respectivas sumas Sy (Ecuacion , es decir,

{fia} = {Xi} (1.21)
Franda <= Sy (1.22)

donde oo = z, 4, 2.
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Al ser variables aleatorias idénticamente distribuidas, las componentes de las fuerzas { ﬁ(t)}
comparten una distribuciéon de probabilidad, de modo tal que sus promedios y varianzas son equi-
valentes entre si:

Wio = 48 = [0, Y (1.23a)
0l =0.5=0", (1.23b)

(e

Vi, j=1,2,...N; a,f=1z,y, 2.

Conforme a las Ecuaciones[1.5]y[1.6]y el vasto ntimero de atomos alderedor del cuerpo browniano,
cada una de las tres componentes de la fuerza F,,,q4 tiene una densidad de probabilidad normal dada

por

_ 2
P ﬁ 1 (Frcmd,a - /flrand) 194
rand,a) = —— 5 X - ) .
i) = g P | e e
donde
trand = N, y (1.25a)
o2 = No*, (1.25b)

para o = x,v, 2.



A Variables aleatorias

El presente capitulo sigue la discusion planteada en [2|, con la misma notacion.

A.1. Aspectos fundamentales

La probabilidad Px(a < x < b) de observar una instancia especifica « de la variable aleatoria
continua X dentro del intervalo (a,b) puede expresarse en términos de la densidad de probabilidad
px(z) correspondiente como

PX(a<x<b)—/ dx px(x). (A1)

Como la probabilidad de que la variable X adquiera algin valor finito es equivalente a 1, la
densidad px () satisface la siguiente condicion de normalizacion:

/_ T px(n) = 1 (A.2)

o0

El valor esperado de una funcién arbitraria f(X) de la variable aleatoria X queda entonces
definido como

(X)) = / e f(x) px(e). (A3)

—00

La definiciéon anterior revela que el valor esperado es lineal, es decir,

(@f(X) +0g(X)) = [ o (af(@) +bg() px()

—00

~af e f(o)px (@) +b / " dr g(a)px ()
— alf(X)) + bg(X)), (A.4)

para constantes a,b € R y funciones f(X), g(X) genéricas.
Por ejemplo, el momento (X") de la variable aleatoria X es equivalente al valor esperado de la
n—eésima potencia de X, esto es,

() = [ de e o), (A5)

—00

9
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donde n € NU {0}.
Entre los distintos momentos de una variable aleatoria X, se distingue el promedio py definido
como

px = (X)
—/_ dr x px(x), y (A.6)

o0

Asimismo, cabe destacar la varianza 0%, equivalente al valor esperado de la diferencia cuadrada
de la variable X respecto a su promedio pyx:

= (X?) — (X)*. (A7)

A.2. Variables independientes
Dos variables continuas X y Y son independientes si la probabilidad de observar el valor x
para X no afecta la probabilidad de observar y para Y. Tal condiciéon implica que la densidad

de probabilidad conjunta p(z & y) simultaneamente es equivalente al producto de las densidades
individuales:

p(z & y) = px(2)py (y). (A.8)

Una consecuencia inmediata de la independencia de variables aleatorias se ve reflejada en el
valor esperado de su producto, el cual queda determinado como

<XY>=/:/:dx dy zy p(z & y)

- /: /: dz dy zy px (z)py (y)

— </_de pr(x)) (/:dy ypy(y)>

= (XO){Y) (A.9)

A partir de tales hechos, el promedio y la varianza de la suma de dos variables aleatorias
independientes pueden estimarse como
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pxyy = (X +Y

|
|\8
|\
3
i~y
S
Q
<
s
+
&
=
S
&
&

= px + py, Yy (A.10a)

oxay = (X +Y — MX+Y)2>
= (X +Y = px — py)*)
= (X = pux)?) + (Y = px)?)
+2((X — px)(Y — py))
= 0% + oy +2((XY) — (X)(V))
= 0% + 0y (A.10b)

A.3. Funcioén caracteristica

La funcion caracteristica Mx (k) de una variable aleatoria X es el valor esperado de la funcion
e*X (con k € R) [13]:

My (k) = (e"™*) = /_OO dx e*X px(z) (A.11)

o0

X

Desarrollando e*% en su serie de Taylor alrededor de k = 0, sigue que
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M) = [ do ¥ (o)
" li “’jf)"] <@
_ 2 (‘z"‘)n /Z dz X" px(z)
_ f: (Z?’;)" (xmy (A.12)

La serie anterior revela el rol de Mx (k) como una funcién generadora de momentos, puesto que

M} (A.13)
k=0

o = (i |

A.4. Variable normal aleatoria

A.4.1. Propiedades basicas

Una variable aleatoria normal Xy = N(u,0?) cuenta con una densidad de probabilidad py(x)
equivalente a

pn(x) = \/2;7@@ {—%} : (A.14)

donde y y 0% corresponden al promedio y la varianza respectivamente.
La funcién caracteristica de una variable normal aleatoria es igual a

_ o (=)
My (k) = 53 /Oc> dx exp {zkx g
1 o 1
= d —— (2ic%kz — (x — p)?
53 /_Oo a:exp{ 5,2 (2i0%ka — (z — p) )]

o2k2

_ o [iku -5 ] /00 iz exp {_ (v —p— z‘o—%)j

V2ro? 202

exp [z’k,u — ”22k2] 00 ul

_ d —
V2mo? /_ e [ 202]

U2k2:|

o0

o0

(A.15)

= exp [ik,u -

considerando la normalizaciéon dada en la FEcuacion y el hecho de que
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[(z—p) — 2'021{}2 = (v —p)?* = 2ic*k(x — p) — o*k? (A.16)

En particular, la funcién caracteristica de una variable aleatoria con promedio u = 0 y varianza
0% = 1 queda definida como

Mo (k) = exp [—kﬂ (A.17)

A.4.2. Teorema de transformaciéon lineal

El teorema de transformaciones lineales para variables normales establece que una funcién lineal
de una variable aleatoria normal N (u, c?) consiste en otra variable normal N(ji,52), donde

N(fi,6%) = N(a + bu,b*c*) = a + bN (11, 0%) (A.18)

con a,b € R.
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