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1 Introducción

1.1. Teorema de Límite Central

1.1.1. Enunciado

Sea {Xi} un conjunto de N variables aleatorias estadísticamente independientes con promedios
{µi} y varianzas {σ2

i } finitas. El teorema del límite central asevera que la suma estándar ZN , definida
como

ZN =

∑N
i=1 (Xi − µi)√∑N

j=1 σ
2
j

, (1.1)

es una variable aleatoria normal estándar en el límite N → ∞ [1, 2]1. Por ende, la distribución
de probabilidad correspondiente a ZN en dicho límite es igual a

P (ZN) =
1√
2π

exp

[
−Z2

N

2

]
. (1.2)

1.1.2. Implicaciones

El teorema del límite central también ofrece información sobre la suma SN , equivalente a

SN =
N∑
i=1

Xi. (1.3)

Conforme a la Ecuación 1.1, es correcto expresar SN en términos de ZN :

SN =

(
N∑
i=1

µi

)
+ ZN

√√√√ N∑
j=1

σ2
j (1.4)

Así, al ser SN una transformación lineal de ZN , es posible aproximar SN por una variable
aleatoria normal en el límite N → ∞ [2], de acuerdo al teorema de límite central y el teorema
de transformaciones lineales para variables normales (Ecuación A.18). Entonces, la distribución de
probabilidad de SN es equivalente a

1Se entiende por estándar que la variable aleatoria tiene un promedio nulo y varianza unitaria.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

P (SN) =
1√
2πσ̃2

N

exp

[
−(SN − µ̃N)

2

2σ̃2
N

]
, (1.5)

donde

µ̃N =
N∑
i=1

µi, y (1.6a)

σ̃2
N =

N∑
i=1

σ2
i . (1.6b)

1.1.3. Demostración para variables independientes e idénticas

Sea {Xi} un conjunto de N variables aleatorias independientes (Ecuación A.8) e idénticamente
distribuidas2.

Adicionalmente, las funciones características {MXi
(k)} de las variables {Xi} están bien definidas,

garantizando la finitud de sus momentos ⟨Xn⟩ ∀n ∈ N ∪ {0} (Ecuación A.13).
En particular, los promedios y las varianzas de las variables {Xi} existen. Más aún, dichos mo-

mentos son todos iguales por tratarse de variables aleatorias con la misma densidad de probabilidad,
de modo tal que

µi = µ0, y (1.7a)

σi = σ0, (1.7b)

∀i = 1, 2, ..., N . Consecuentemente, sigue que

N∑
i=1

µi = Nµ0 (1.8a)

N∑
i=1

σ2
i = Nσ2

0 (1.8b)

A partir de las observaciones previas, es válido expresar ZN (Ecuación 1.1) como

2En la literatura, dichas variables son denotadas por el acrónimo iid en inglés.
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ZN =

∑N
i=1 (Xi − µ0)√∑N

j=1 σ
2
0

=

∑N
i=1 (Xi − µ0)√

Nσ0

=
1√
N

N∑
i=1

Yi (1.9)

Tomando en cuenta la Ecuación A.4, resulta que

µYi
= ⟨Yi⟩

=

〈
Xi − µ0

σ0

〉
=

1

σ0

(⟨Xi⟩ − µ0)

= 0, y (1.10a)

σ2
Yi
=
〈
(Yi − µ2

Yi
)
〉

=
〈
Y 2
i

〉
=

〈(
Xi − µ0

σ0

)2
〉

=
1

σ2
0

〈
(Xi − µ0)

2
〉

= 1 (1.10b)

Por ende, la función generadora de momentos de la suma ZN es tal que

MZN
(k) = M 1√

N

∑N
i=1 Yi

(t)

=
〈
e

ik√
N

∑N
i=1 Yi

〉
=

〈
N∏
i=1

e
ik√
N
Yi

〉

=
N∏
i=1

〈
e

ik√
N
Yi

〉
=
〈
e

ik√
N
Y1

〉N
= MY1

(
k/

√
N
)N

(1.11)
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Al desarrollar la serie de Taylor del término exponencial dentro de la función característica
MY1

(
k/

√
N
)

alrededor de Y1 = 0, se tiene que

MY1

(
k/

√
N
)
=

〈
∞∑
n=0

1

n!

(
kiY1√
N

)n
〉

=
∞∑
n=0

〈
1

n!

(
ikY1√
N

)n〉
=

∞∑
n=0

1

n!

(ik)n

Nn/2
⟨Y n

1 ⟩

= 1 +
ik⟨Y1⟩√

N
+

(ik)2⟨Y 2
1 ⟩

2!N
+

(ik)3⟨Y 3
1 ⟩

3!N3/2
+ ...

= 1 + 0− k2

2!N
+

(ik)3⟨Y 3
1 ⟩

3!N3/2
+ ..., (1.12)

donde la última línea procede de la Ecuación 1.10.
De acuerdo al límite planteado en [3], pp. 448-449, resulta que

ĺım
N→∞

MZN
(k) = ĺım

N→∞
MY1

(
k/

√
N
)N

= ĺım
N→∞

[
1− k2

2!N
+

(ik)3⟨Y 3
1 ⟩

3!N3/2
+ ...

]N
= ĺım

N→∞

[
1− k2

2N

]N
= e−

k2

2 , (1.13)

Como e−k2/2 es la función generadora de momentos de una variable normal con promedio cero
y varianza unitaria (Ecuación A.17), el teorema queda demostrado.

1.2. Aproximación de Stirling

Evaluar el factorial n! para n ≫ 1 exactamente es un cálculo computacional costoso, cuyo
resultado puede aproximarse a través de la aproximación de Stirling [4, 5]:

n! ∼ nn exp[−n]
√
2πn n ≫ 1 (1.14)

Considerando el peso de cada uno de los factores presentes en la ecuación anterior, la aproxima-
ción de Stirling también aparece definida como

n! ∼ nn exp[−n] n ≫ 1 (1.15)

La aproximación de Stirling incluso es útil para calcular factoriales lejos del límite n → ∞
(Figura 1.1a; las discrepancias relativas entre los valores exactos y la aproximación de Stirling (en
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sus dos formas) son apenas del 1% para n ∼ 100 para la aproximación en la Ecuación 1.15(ver
Figura 1.1b)3.

(a) Logaritmos de factoriales (b) Errores relativos entre valores exactos y aproximacio-
nes para logaritmos de factoriales

Figura 1.1: Comparación entre el logaritmo log(n!) y las aproximaciones de Stirling correspondientes. La
aproximación de Stirling ’larga’ consiste en la Ecuación 1.14, mientras que la aproximación de Stirling
’corta’ está dada por la Ecuación 1.15.

1.3. Historia de la Termodinámica y la Física Estadística

130 a.C. - Hero de Alejandría diseña la primera máquina térmica, conocida como la aeolipila
[7]. Dicho artefacto consistía en un globo hueco capaz de girar al ser alimentado con vapor de
agua.

1786 - Lavoisier propone que el calor es un fluido elástico que se filtra en la materia al ser
calentada [8, 9]. Bajo tal condición, este fluido ocupa el espacio entre las partículas de un
cuerpo, desplazándolas unas de otras e incrementando su volumen.

1799 - Benjamin Thomson (el conde de Rumford) nota el calor generado durante la horadación
de cañones y diseña varios experimentos para develar la naturaleza del calor [7]. En particular,
emplea caballos para rotar un cilindro forzadamente alrededor de un taladro en su interior,
produciendo calor en el proceso. Al efectuar dicho proceso dentro de un caja cerrada con agua

3Las gráficas en la Figura 1.1 muestran los logaritmos de los factoriales puesto que los valores de los factoriales
mismos producen errores de desbordamiento por exceso de punto flotante [6]. La monotonía del logaritmo permite
evaluar la validez de las aproximaciones de Stirling sin generar tal efecto numérico.
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a temperatura ambiente, observa que la temperatura del líquido incrementa continuamente
durante la operación de las máquinas, sin necesidad de prender fuego. Thomson concluye que
el calor es generado por la fricción entre el cilindro y el taladro, descartando de paso la teoría
del calórico.

1824 - Carnot observa que cualquier máquina térmica funciona a partir del calor que fluye
entre cuerpos a distintas temperaturas. Además, diseña un dispositivo térmico ideal cuyo
trabajo depende únicamente de la diferencia de temperaturas entre los reservorios que lo
rodean determina el trabajo que efectúa dicho dispositivo. La eficiencia de tal máquina marca
un límite superior a la eficiencia de cualquier otro artefacto de la misma índole [7].

1843-1850 - Joule realiza diferentes experimentos en los que efectúa trabajo mecánico sobre
un sistema aislado y mide un incremento en su temperatura [7, 8]. Sus resultados revelan
la existencia de la energía interna U como una variable de estado característica de sistemas
termodinámicos y fundamentan la primera ley de la termodinámica:

∆U = W +Q (1.16)

1854 - Clausius define otra variable de estado, denominada entropía S [7, 8]. Establece la
segunda ley de la termodinámica, la cual afirma que tal cantidad se mantiene constante en
procesos reversibles e incrementa en procesos irreversibles (en sistemas aislados).

1872 - Boltzmann expresa la entropía en términos de las configuraciones microscópicas dispo-
nibles a sistemas termodinámicos [8, 10].

El presente trabajo representa la culminación de los numerosos esfuerzos enlistados por com-
prender el comportamiento de la materia a nivel macroscópico.

1.4. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano es la trayectoria errática que describe una partícula macroscópica4

inmersa en un fluido a temperatura T [2, 11, 12]. El modelo de Langevin establece que la dinámica
de un cuerpo browniano es afectada por dos fuerzas:

1. Una fuerza de arrastre F⃗drag(t). La forma específica de esta fuerza está dada por la ley de
Stokes para la fricción que experimenta un cuerpo esférico de radio r inmerso en un fluido de
viscosidad ξ:

F⃗drag = 6πrξv⃗, (1.17)

donde v⃗ denota la velocidad del cuerpo.

4El tamaño de una partícula browniana es del orden de 10−6 m.
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2. Una fuerza aleatoria F⃗rand sin dirección preferencial ni correlaciones temporales, de modo tal
que

⟨F⃗rand(t)⟩ = 0, y (1.18a)

⟨F⃗rand(t)F⃗rand(t
′)⟩ = 2Bδ(t− t′). (1.18b)

donde ⟨...⟩ representa un valor esperado calculado sobre la densidad de probabilidad de F⃗rand.

Ambas fuerzas son el producto de las interacciones entre los átomos del medio y el objeto
browniano, cuya velocidad satisface la siguiente ecuación diferencial estocástica:

m ˙⃗v(t) = γv⃗(t) + F⃗rand(t), (1.19)

con γ = 6πrξ.
Las características de la fuerza fluctuante F⃗rand planteadas en la Ecuación 1.18, comúnmente

asignadas en base a observaciones empíricas, son en realidad consecuencias de un hecho más funda-
mental: F⃗rand es el efecto neto de las colisiones entre la partícula browniana y cada uno los átomos
circundantes del medio. Bajo tal perspectiva, F⃗rand queda planteada como la suma de las fuerzas
aleatorias individuales f⃗i(t) que ejercen los átomos del medio sobre el cuerpo browniano, esto es,

F⃗rand(t) =
N∑
i=1

f⃗i(t), (1.20)

donde N denota el número de átomos que rodean al objeto browniano.
Las fuerzas f⃗i(t) cuentan con las siguientes propiedades:

La magnitud y dirección de la fuerza f⃗i(t) que imparte el i-ésimo átomo del medio sobre la
partícula browniana únicamente depende de la interacción entre tal par de cuerpos, es decir,
es independiente de los demás átomos del fluido.

Los átomos del medio son comparables entre sí; cuentan con las mismas dimensiones y la
naturaleza de sus interaccciones con el cuerpo browniano es la misma.

La condición de F⃗rand como fuerza aleatoria, su relación con las fuerzas atómicas {f⃗i} y las
propiedades de éstas sugieren identificar dichas fuerzas con las variables aleatorias presentadas en
la Sección 1.1. En particular, el conjunto de las componentes cartesianas de las fuerzas atómicas
consiste en una colección de variables aleatorias iid y las componentes de su resultante son sus
respectivas sumas SN (Ecuación 1.3), es decir,

{f⃗i,α} ⇐⇒ {Xi} (1.21)

F⃗rand,α ⇐⇒ SN (1.22)

donde α = x, y, z.
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Al ser variables aleatorias idénticamente distribuidas, las componentes de las fuerzas {f⃗i(t)}
comparten una distribución de probabilidad, de modo tal que sus promedios y varianzas son equi-
valentes entre sí:

µi,α = µj,β = µ, y (1.23a)

σ2
i,α = σ2

j,β = σ2, (1.23b)

∀ i, j = 1, 2, ..., N ; α, β = x, y, z.

Conforme a las Ecuaciones 1.5 y 1.6 y el vasto número de átomos alderedor del cuerpo browniano,
cada una de las tres componentes de la fuerza F⃗rand tiene una densidad de probabilidad normal dada
por

P (F⃗rand,α) =
1√

2πσ2
rand

exp

−
(
F⃗rand,α − µrand

)2
2σ2

rand

 , (1.24)

donde

µrand = Nµ, y (1.25a)

σ2
rand = Nσ2, (1.25b)

para α = x, y, z.



A Variables aleatorias

El presente capítulo sigue la discusión planteada en [2], con la misma notación.

A.1. Aspectos fundamentales

La probabilidad PX(a < x < b) de observar una instancia específica x de la variable aleatoria
continua X dentro del intervalo (a, b) puede expresarse en términos de la densidad de probabilidad
pX(x) correspondiente como

PX(a < x < b) =

∫ b

a

dx pX(x). (A.1)

Como la probabilidad de que la variable X adquiera algún valor finito es equivalente a 1, la
densidad pX(x) satisface la siguiente condición de normalización:∫ ∞

−∞
dx pX(x) = 1 (A.2)

El valor esperado de una función arbitraria f(X) de la variable aleatoria X queda entonces
definido como

⟨f(X)⟩ =
∫ ∞

−∞
dx f(x) pX(x). (A.3)

La definición anterior revela que el valor esperado es lineal, es decir,

⟨af(X) + bg(X)⟩ =
∫ ∞

−∞
dx (af(x) + bg(x)) pX(x)

= a

∫ ∞

−∞
dx f(x)pX(x) + b

∫ ∞

−∞
dx g(x)pX(x)

= a⟨f(X)⟩+ b⟨g(X)⟩, (A.4)

para constantes a, b ∈ R y funciones f(X), g(X) genéricas.
Por ejemplo, el momento ⟨Xn⟩ de la variable aleatoria X es equivalente al valor esperado de la

n−ésima potencia de X, esto es,

⟨Xn⟩ =
∫ ∞

−∞
dx xn pX(x), (A.5)

9
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donde n ∈ N ∪ {0}.
Entre los distintos momentos de una variable aleatoria X, se distingue el promedio µX definido

como

µX = ⟨X⟩

=

∫ ∞

−∞
dx x pX(x), y (A.6)

Asimismo, cabe destacar la varianza σ2
X , equivalente al valor esperado de la diferencia cuadrada

de la variable X respecto a su promedio µX :

σ2
X =

〈
(X − µX)

2〉
=

∫ ∞

−∞
dx (x− µX)

2 pX(x)

= ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2 . (A.7)

A.2. Variables independientes

Dos variables continuas X y Y son independientes si la probabilidad de observar el valor x
para X no afecta la probabilidad de observar y para Y . Tal condición implica que la densidad
de probabilidad conjunta p(x & y) simultáneamente es equivalente al producto de las densidades
individuales:

p(x & y) = pX(x)pY (y). (A.8)

Una consecuencia inmediata de la independencia de variables aleatorias se ve reflejada en el
valor esperado de su producto, el cual queda determinado como

⟨XY ⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dx dy xy p(x & y)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dx dy xy pX(x)pY (y)

=

(∫ ∞

−∞
dx x pX(x)

)(∫ ∞

−∞
dy y pY (y)

)
= ⟨X⟩⟨Y ⟩ (A.9)

A partir de tales hechos, el promedio y la varianza de la suma de dos variables aleatorias
independientes pueden estimarse como
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µX+Y = ⟨X + Y ⟩

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dx dy (x+ y) p(x & y)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
dx dy (x+ y) p(x)p(y)

=

(∫ ∞

−∞
dx x pX(x)

)(∫ ∞

−∞
dy pY (y)

)
+

(∫ ∞

−∞
dx pX(x)

)(∫ ∞

−∞
dy y pY (y)

)
=

∫ ∞

−∞
dx x pX(x) +

∫ ∞

−∞
dy y pY (y)

= µX + µY , y (A.10a)

σ2
X+Y =

〈
(X + Y − µX+Y )

2〉
=
〈
(X + Y − µX − µY )

2〉
=
〈
(X − µX)

2
〉
+
〈
(Y − µX)

2
〉

+ 2 ⟨(X − µX)(Y − µY )⟩
= σ2

X + σ2
Y + 2 (⟨XY ⟩ − ⟨X⟩⟨Y ⟩)

= σ2
X + σ2

Y (A.10b)

A.3. Función característica

La función característica MX(k) de una variable aleatoria X es el valor esperado de la función
eikX (con k ∈ R) [13]:

MX(k) =
〈
eikX

〉
=

∫ ∞

−∞
dx eikX pX(x) (A.11)

Desarrollando eikX en su serie de Taylor alrededor de k = 0, sigue que
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MX(k) =

∫ ∞

−∞
dx eikX pX(x)

=

∫ ∞

−∞
dx

[
∞∑
n=0

(ikX)n

n!

]
pX(x)

=
∞∑
n=0

(ik)n

n!

∫ ∞

−∞
dx Xn pX(x)

=
∞∑
n=0

(ik)n

n!
⟨Xn⟩ (A.12)

La serie anterior revela el rol de MX(k) como una función generadora de momentos, puesto que

⟨Xn⟩ = (−i)n
[
dnMX(k)

dkn

]
k=0

(A.13)

A.4. Variable normal aleatoria

A.4.1. Propiedades básicas

Una variable aleatoria normal XN = N(µ, σ2) cuenta con una densidad de probabilidad pN(x)
equivalente a

pN(x) =
1√
2πσ2

exp

[
−(x− µ)2

2σ2

]
, (A.14)

donde µ y σ2 corresponden al promedio y la varianza respectivamente.
La función característica de una variable normal aleatoria es igual a

MN(k) =
1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
dx exp

[
ikx− (x− µ)2

2σ2

]
=

1√
2πσ2

∫ ∞

−∞
dx exp

[
− 1

2σ2

(
2iσ2kx− (x− µ)2

)]

=
exp

[
ikµ− σ2k2

2

]
√
2πσ2

∫ ∞

−∞
dx exp

[
−(x− µ− iσ2k)2

2σ2

]

=
exp

[
ikµ− σ2k2

2

]
√
2πσ2

∫ ∞

−∞
du exp

[
− u2

2σ2

]
= exp

[
ikµ− σ2k2

2

]
, (A.15)

considerando la normalización dada en la Ecuación A.2 y el hecho de que
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[
(x− µ)− iσ2k

]2
= (x− µ)2 − 2iσ2k(x− µ)− σ4k2 (A.16)

En particular, la función característica de una variable aleatoria con promedio µ = 0 y varianza
σ2 = 1 queda definida como

MN(0,1)(k) = exp

[
−k2

2

]
(A.17)

A.4.2. Teorema de transformación lineal

El teorema de transformaciones lineales para variables normales establece que una función lineal
de una variable aleatoria normal N(µ, σ2) consiste en otra variable normal N(µ̃, σ̃2), donde

N(µ̃, σ̃2) = N(a+ bµ, b2σ2) = a+ bN(µ, σ2) (A.18)

con a, b ∈ R.
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